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Introduction.

La fonction g¢(n), définie comme l'ordre maximal d’un élément du
groupe S, des permutations, fut étudiée par LanpAU, en 1903, qui
précisa son comportement lorsque n tend vers l'infini. I1 démontra :

log g(n) ~ \/nlogn. Cette étude fut reprise par SmaH, en 1938, qui
donna un développement asymptotique un peu plus long. Il ne semble
pas y avoir d’autres articles concernant g(n).

Nous nous intéresserons plus particuliérement a I’étude des éléments
de g(N) et a leur décomposition en facteurs premiers. Presque tous les
résultats des chapitres 2 et 3 concerneront cette décomposition. Les
autres résultats seront le théoreme 3, qui exprime que g(n) est constante
sur des intervalles arbitrairement grands, et les théorémes 5 et 6, qui
sont des approches de problemes encore irrésolus que nous évoquerons
plus loin.

Etant donnée une fonction arithmétique f, on dit que f est « grande »
en n si, pour tout m < n, on a f(m) < f(n). On dit de méme que f est
« petite » en n si, pour tout m > n, f(m) > f(n). Nous avons introduit
la fonction arithmétique additive ! définie par [(p*) = p* pour p premier
et « > 1, et montré que les nombres de g(N) sont exactement les nombres
ol la fonction [ est « petite ». Nous rattachons ainsi ’étude des nombres
de g(N) au probléme des « grandes » ou « petites » valeurs de fonction
additive ou multiplicative.

Ce probleme fut étudié de facon assez approfondie par RAMANUJAN
qui appelle « highly composite numbers » les nombres ot est « grande »
la fonction multiplicative d(n) = nombre de diviseurs de n. En s’inspi-
rant du travail de RamanusaN, Erpos et ArLaocLu ont étudié les
« highly abundant numbers » et « superabundant numbers », nombres
ou sont « grandes » respectivement les fonctions o (n) et agl_n)’ ol o(n) est
la fonction multiplicative somme des diviseurs de n. A la fin de leur
article, ErRpos et AraocLu font quelques remarques a propos d’autres
fonctions dont on pourrait étudier les « grandes » et « petites » valeurs.
Quelques autres types de fonctions se rapprochant de d(n) et de o(n)
ont aussi été étudiées sous cet angle par PiLLAl.

RamaNuJaN introduit également les « superior highly composite
numbers ». Ce sont des « highly composite numbers » particuliers pour
lesquels on sait exactement déterminer la décomposition en facteurs
premiers. Ils ont leur analogue pour o (n) : ce sont les « colossally abundant
numbers » et pour I(n), on trouve I'ensemble G contenu dans ¢(N).
L’étude de ces nombres « supérieurs » s’arrétait a leur définition et a leur
décomposition en facteurs premiers.
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C’est en précisant ’étude de 1’ensemble G que nous obtiendrons les
résultats du chapitre 3. En fait, on déterminera les nombres de ¢(N) au
« voisinage » de certains éléments de G.

Enfin, dans le dernier chapitre, on applique cette méthode aux « highly
composite numbers » et surtout aux « highly abundant numbers ». Cela
nous permet de répondre a deux questions posées par Erpos et ALAoGLU :
il existe une infinité de « highly abundant numbers » qui ne sont pas
« superabundant » et : il existe une infinité de « highly abundant numbers »
divisibles par P, non divisible par p, avec p < P, p et P premiers.

On sait que le quotient de deux « highly composite numbers » successifs,
ou de deux « superabundant numbers » successifs, tend vers 1 quand
ces nombres augmentent indéfiniment. Il semble plus difficile de montrer
g(n+1)

ce qui est le probleme équivalent) que “¥———=
(ce q p q ) que =

—1. C’est une question
non résolue.

Soit Q(x) le nombre de « highly composite numbers » inférieurs a x.
On n’a pour Q(x) quun encadrement trés large :

(log x)+ < Q(x) L (logx)='ostos=  (ERDOS).

Mais le probléme, encore irrésolu, de trouver un équivalent de Q(x) était
qualifié de trés difficile par RamaNujaN. Pour les nombres de g(N),
nous trouvons un encadrement plus étroit, mais il semble aussi difficile
de I’améliorer.

Enfin, dans le premier chapitre, nous sommes intéressés aux grandes
différences entre deux nombres premiers consécutifs. Plus exactement,
pour certaines suites contenant les nombres premiers (par exemple, les
nombres p™, p premier, m entier, m > 1), on étudie les grandes diffé-
rences entre deux termes consécutifs de ces suites. Les résultats obtenus
nous seront utiles dans les chapitres suivants.

CHAPITRE 1.

Grandes différences entre deux termes consécutifs
de certaines suites contenant les nombres premiers.

Soit p, le nitm nombre premier. L’étude des « grandes différences »
Pu+1— Pn @ donné lieu & de nombreux articles dont les plus récents sont
de RankIN ([10] et [11]) et de ScuONHAGE [12]. On trouvera d’autres
références dans le livre de PracHAR ([8], chap. V, § 5).

Remarquons d’abord que la valeur moyenne 1%2 (Prs-1— pn) est
n<ZN
équivalente a log py. Le résultat : il existe une infinité de nombres
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premiers pour lesquels p,...— p,> (1— ¢) logp, est donc facile & obtenir,
pour tout ¢ > o.

Le meilleur résultat actuel est le suivant [11] : pour tout ¢ > o, il existe
une infinité de valeurs de n pour lesquelles on a

log. p, log. p.

(I) Pr+1—Pn }_(eY‘_ 3) IOan IOgl; Pn

en désignant log logp,. par log.p,, etc., et par vy la constante d’Euler.
On se propose d’améliorer ce résultat de la fagon suivante : on se

donne une suite croissante, contenant les nombres premiers, par exemple a,

la suite ordonnée de tous les nombres p™, ou p est premier et m entier > 1.

On va démontrer qu’il existe une constante c telle que, pour une infinité

de valeurs de n, on ait

log: a,log. a, .

Apir— A, > cloga, Togia
3 n

Pour cela, on va montrer qu’il y a suffisamment de nombres premiers p, -~ x
qui vérifient la relation (1), avec une constante plus petite que e.
Rappelons d’abord un résultat utilisé pour démontrer (1) (voir [12]
ou [8], chap. V, § 5) :
« Etant donnés les k premiers nombres premiers, pi, ps, ..., Pi

il existe des nombres entiers a(p,), a(p:), ..., a(ps), et un nombre U
tels que, si z est un nombre entier satisfaisant aux congruences :

(2) z= a(p’) modp; pour 1=i-—k,

alors les nombres z 4 2,z 4+ 3, ..., z 4+ U, sont divisibles par 'un des

logpx logs pi
log: px

(La notation A > B signifie qu’il existe A’ tel que A > A’ et A’'~ B.)

m

nombres pi, p», ..., p», et Pon a: U>eip; »

Soit maintenant 6 > 1 un nombre réel fixé, et posons x:II p:
i=1
avec m =[dk] = partie entiére de ok. Soit N(z) le nombre de solu-
tions z = x des congruences (2). On a

N(x) = II pi
i=k-+1

Soit 0 (x) =2 logp la fonction de Cebysev. On sait que (@) ~zx
Y=

lorsque * — 00. On a

N(x) = e¥Pm)—0(pi) et = e om),
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Lorsque x — oo, on a m ~ ok et

I I
(3) Prr~~ 3 Pmn ) Ing’

donc

0— 0—1
0(pnz) —0 (pl) ~ D= Pr~~ B ! P~ —6‘ logx,

et
-1
N@)zz °
D’autre part, d’aprés (3), on a

log.zlog.x

ev
Uz % loge logix

THEOREME 1. — L’une des deux propositions suivantes a lieu :
10 Il existe a > o et une infinité de nombres premiers p; pour lesquels
Pir—pi> pi;

20 Pour tout 6 > 1, on a lorsque x — 00 :

1 log.zlog.x 1— <

. o — D < eY o2 ot= 3

Card! p;< x| pisa— p: 5¢ logz TogZz >z 3,
Démonstration. — Soient z et z/, (z < z') deux solutions consécutives

des congruences (2), inférieures & x. Supposons que, pour x assez grand,
il y ait toujours, entre z 4 2 et z’-+ 2, un nombre premier. Alors a z,
on fait correspondre p;, le plus grand nombre premier inférieur a z 4 1.
On a donc

p<zti1<z+U<pm<Lz+1,

et 'on a établi une injection de l’ensemble des solutions z —x des
congruences (2) sur I’ensemble des nombres premiers inférieurs a x -+ 1.
La deuxiéme proposition est alors vérifiée.

Supposons maintenant que, pour x arbitrairement grand, on trouve
toujours deux solutions z et 2z’ telles qu’entre z + 2 et 2’4 2 il n’y ait
pas de nombres premiers. On a

k
, R 0(})”
i=1

et
log(z'—2z) > pr > »‘% logz > é logz d’apres (3).
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Soient p le nombre premier immédiatement inférieur a z 4 2, et p’ le
nombre premier suivant p. On a p’> z'+ 2, et

log(p'—p) = log(z'—2) > 5 logz> 5 logp,

d’ou p'— p > p'°.
La proposition 1° est alors vérifiée, et le théoréme est établi.

THEOREME 2. — Soit b, une suite croissante de nombres réels positifs,
vérifiant les deux conditions :

10 Il existe 3 <1 tel que Card { b,| b, x} = O(z?);

20 Il existe une constante b > o felle que, quand x — oo,

Card{ b, |x = b, x4 a*} =o0(x%) pour tout .

Alors la suite a, obtenue en rangeant dans Uordre croissant les nombres
premiers et les nombres de la suite b,, vérifie la relation : il existe une
constante c el une infinité de n tels que

A1 — A >> cloga, lﬂg%g—;——;%af .

Démonstration. — Supposons que la premiére proposition du théoréme 1
soit vérifiée, et posons d = min (a, b). Dans lintervalle )p, p + p?(,
il n’y a pas de nombres premiers, et il y a au plus o (p?/?) nombres de la
suite b,. Il y a donc au moins un intervalle de longueur p#* dans lequel
il n’y a pas de nombres de la suite b,. La conclusion est alors largement
vérifiée.

Supposons maintenant que ce soit la deuxiéme proposition du théo-

réme 1 qui soit vérifiée. On choisit o de telle sorte que 1— % > 3'> 8.
On aura alors pour x assez grand,

| log:zlogiz| 3
Card(pzé-v!pm pi> clogz “Togiz. (=%
Parmi ces intervalles (p;, pi+1),ilyenaaumoinsx * qui ne contiennent

pas de nombres de la suite b,, d’aprés la condition 1° En posant
@, = Pi, Qs = Piv1, ON obtient la conclusion.

CoroLLAIRE 1. — Soit a, la suite ordonnée de tous les nombres p™,
p premier, m entier > 1. Il existe une constante c telle que, pour une infinité
de valeurs de n, on ait
log-a,log.a.

Uy — ap>>clogay, log: a
53 dn
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I
Remarque. — On peut prendre ¢ = aeY—— €.

Démonstration. — On prend pour suite b,, la suite des nombres p™,
p premier et m> 2. Si 'on désigne par m(x) le nombre de nombres
premiers inférieurs ou égaux a z, on a

Card { b, =n(x) + n@F)+...+n@"),

logz
avec m tel que : V"> 2 > zV"+, donc m < o g et

Card { b=z} =7(yz) + 1 n(x‘/’) =0(yz)-

La deuxiéme condition du théoréme 2 sera vérifiée avec b =1/4.
Entre z et 4 z'/4, il ne peut y avoir qu'un seul carré de nombre entier.
Supposons qu’il y en ait deux, 2* et (2 +1)2. On aurait

(41— 2A>0 \/5> x'/t,

De méme, il ne peut y avoir qu’un seul cube, etc., donc

i
Card | by | & = by =@+ 2/} 2 < l‘)g(ﬁ_—gﬁ — o@).

Les hypothéses du théoreme 2 étant vérifiées, le corollaire est démontré.

CoroLLAIRE 2. — Soit [1, 2, ..., n] = e¥® le plus petit commun
multiple des nombres 1, 2, ..., n. Celte fonction est constante sur des
intervalles arbitrairement grands et méme Uéquation eV +/ k) = ¥k

log. k log, k

a une infinité de solutions avec f(k)=clogk (¢ a la méme

log; k
valeur que dans le corollaire 1).

Démonstration. — La suite a, du corollaire 1 est exactement la suite
des nombres ou la fonction ¥ augmente. On a donc

e".J(”n) = e']? (@n1—1)

On peut donc prendre pour solution de I’équation k = a,,
f(k) =Up1— aAp—1.

La premiére partie de ce corollaire redonne un résultat de SiErpiNski [14].
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CoroLLAIRE 3. — Soit f(x) une fonction définie pour x >."> et croissante
sur Uintervalle (x,+ 00). Soit y, = f(x,) ef y, = f(c0). On suppose que f
est dérivable et que, pour x,~ x, f'(x,) ~ f'(x) quand x — co.

On considére une suite v, de nombres de (y,, y,). On suppose qu’il
eviste 3 <1 tel que Card { v.|v.< f(x) | = O(x®), et qu’il existe b> o
tel que, pour tout ¢ > o, on ait :

Card { /(2) < v, [ @) + 2" (%) | = (@),

Alors la suite u,, définie en rangeant par ordre croissant les nombres f(p),
out p est premier, et les nombres v,, vérifie : il existe une constante ¢ > o
et une infinité de n pour lesquels on a

log. a, log, a,

Upt1— uné c f, (an) lOg ap logg a
3 Un

avec U, = f(a,).

Démonstration. — On applique le théoréme 2 avec b,=f""(v.);
on a alors u,., = f(a,1) et u, = f(a,) et, par le théoréme des accrois-
sements finis,

Up1— Uprv f’ (an) (an+1_ an);

parce que, a, étant une suite contenant les nombres premiers, on a

Ap~ Api1e
On a de méme pour une fonction décroissante :
CoroLLAIRE 4. — Soit f(x) une fonction définie et décroissante sur Uinfer-

valle (2, 00). Soit y, = f(2) et I'on suppose que f(c0) = o, que f est dérivable
et que, pour x ~ x,, f'(x) ~ f'(x,) quand x tend vers Uinfini.

On considére une suite v, de (o, y,). On suppose qu’il existe (3 tel que
Card { v, | v, f(x) { = O ()
et qu’il existe b > o tel que, pour toul : > o, on ait
Card {v, | f (%) >0, > f(2) + 2 f'(2) | = 0(2°).

Alors la suite u,, définie en rangeant par ordre décroissant les nombres f(p),
ol p est premier, et les nombres v,, vérifie : il existe une constante ¢ > o
el une infinité de n pour lesquels on a

log.a, log. a,

Up— Up+1 é C('—' f (an)) 10g a, log§ a,

avec U, =f(a).
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CHAPITRE 2.

La fonction ¢ (n).

Soit S, le groupe des permutations de n éléments; on a la définition
suivante :

DEFINITION. — ¢(n) = sup [ordre de o].
CESn

On rappelle qu’un élément o du groupe S, des permutations de n objets
se décompose en cycle de facon unique. Par exemple, pour n =y,

SRR
GEiETiIi-coneaca0

L’ordre d’un élément (le plus petit entier m > 1 tel que ¢’ soit la permu-
tation identique) est donc le p.p.c.m. des longueurs de ses cycles.
Dans I’exemple ci-dessus, 'ordre est donc 12.

Si c€ S,, soient ny, n,, ..., n; les longueurs de ses cycles; on a

n=n,+n.+4...+ n,

ordre de o=p.p.c.m.(ny, Ny, ..., Nz).

D’autre part, une partition de n est un systéme quelconque d’en-
tiers >1 (n, ny, ..., ;) tels que n=n,+ n,+...+ n;.. Par exemple,
le nombre n=25 a sept partitions :

5=4+1=3+2=3+1-+F1
=9o+2o2+1=24+1+14+1=14+14+141+41.

Il est facile de construire une permutation de n objets ayant k cycles
de longueur (n,, n., ..., n;). A 5=2 - 2 +1, on associe, par exemple,

=20 40

Si n=n,4 n,+...4+ n; est une partition quelconque de n, il existe

donc un élément de S, dont lordre est : p.p.c.m. (my, Ny, ..., ).
On a donc :
(1) g(n)= iu(g [p. p. c.m. (ny, 1o, ..., )],

2 (n) désignant I’ensemble des partitions de n.
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On a les propriétés suivantes (voir [3], § 61) :
— ¢(n) divise n! ;

— g(n) est croissante (soit c€S,; I'élément ¢’€S,.,, qui laisse
invariant (n 4 1) et coincide ailleurs avec o, a méme ordre que 7).

— Tableau des valeurs (une table plus longue sera donnée a la fin) :

) (A 3 4 5 6 7 8
g (n) 3 4 6 6 12 15
Deevinnnn. 3 4 2, 3 1,2, 3 3, 4 3,5
6
Nooooooa.. 9 10 11 12 13
g@my....... 20 30 30 60 60
Doeviiiinn 4y 5 2,3,5 1,2,3,5 3,4, 5 1, 3,4, 5
5,6

La troisieme ligne indique la (ou les) partition(s) de n d’ordre ¢(n).

— g(n) n’est pas strictement croissante : g(12) = ¢(13).

— Pour n=6, n=r11, on constate que plusieurs partitions sont
d’ordre g(n) (on appelle ordre d’une partition, ’'ordre d’un élément <
de S, associé).

— Parmi les partitions d’ordre g(n) il en existe une, telle que
les (n;)i.:-+ soient des puissances de nombres premiers ou des 1.
En effet, si

n=n-+n-+...4+n;
et si n,=ab, avec a>1, b>1, (a, b)=1,a, beN, on a
ab—(a+ b)=(@—1)(b—1)—1>20,
et les partitions

n=a+b+n+...+n+14+14+...+1=ab+n.+...+n;

e —

ab— (a + b)

ont méme ordre, les multiples de ab étant les mémes que ceux de a et b
puisque (a, b) =1.
Dans la formule (1), on peut se restreindre au cas oit n;=p" :

() g(n)= sup Ilp",

prn

le « sup » s’étendant & tous les systémes de couples p, r (p premier, re N)

de somme Ep"é n.
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— Lorsque n tend vers I'infini, LANDAU a montré que

log g(n) ~\/nlogn,

et Suan [13] a amélioré ce résultat :

. o pror logl )
logg(n) =\/nlogn [1 + (;glo(;gnn — I:io;(nl) .

Nous allons maintenant définir une fonction additive [ & laquelle g(n)
est attachée de facon simple :

DEriNITION. — Soit [: N*—> N :
l(1)=o,
k k
l <H pf‘i) =Z p¥, avec p; premier et o;€ N*.
i=1 / i=1
l est une fonction arithmétique additive :
(m,n)=1 = I(mn)=1(m) -+ I(n),

et sa restriction aux nombres p* (p premier, x€ N*) est I'application
identique. On a I(k) < k pour tout k, et I(k) = k entraine k = p*.

Remarque. — Si o = o, [(p*) = o0 # p*=1. Nous serons ainsi amenés
4 séparer les cas a =o et o« o0, ce qui allongera les démonstrations.
La formule (2) devient alors

(€)) g =, sup. k.

Ce qui équivaut a

(%) l(g(m) <n;

) M>g@n) = [(M)>n.
Remarquons que (5) est équivalent a (5') :

(69) M>gn—1) = I(M)>n.

1. Propriété caractéristique.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(@) meg(N),
B M>m = [I(M)>I(m).
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Démonstration.
(a) = (b). Soit me g(N), et soit M > m, (5) et (4) donnent
(M) > n=1(g(n)) =I(m).

(b) = (a). Soit m vérifiant (b). Si meg g(N), comme g est croissante
et non bornée, il existe n tel que

g(n—1) <m < g(n).
(5") et (4) donnent
[(m) = n>=1(g9(n)).

On a construit M = g(n), M > m et (M) < I(m), ce qui contredit ’hypo-
these.

CorOLLAIRE. — Si M 3 g(n) et si (M) <1(g(n)), alors M < g(n).
C’est une autre facon d’écrire : (a) = (b).
Remarque. — Soit f: N*—R une fonction arithmétique.

On dit que f est grande en n, si m <n= f(m) <f(n);
On dit que f est petite en n, si m> n= f(m)> f(n).
La propriété caractéristique s’écrit alors :

L’ensemble des nombres ne N*, ou [ est petite, est exactement g(N).

Relation entre 1 et g.
10 Calcul de I(g(n)) : On définit sur N la relation d’équivalence

ne~n' e g(n)=g@).
Soit 71 le plus petit élément de la classe de n. On a
g =g@m); h=n; gi—1) <g@).
(5") donne I(g(f))> 1, et (4) donne I(g(R)) < f, donc
l(g(n)) = 1(g(R)) = .
On a, en fait, démontré les équivalences :
n=i o lgm)=n < gm)>gn—1) < nelog(N).

20 [ est strictement croissante sur g(N). Soit g¢(m) < g(n), alors
g(m) < g(fi), donc m < f (g est croissante) et, avec (4),

I(g(m)) =m < h=1(g(n)).
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32 g(I(N)) > N pour tout NeN*. L’égalité a lieu si, et seulement si,
N € g(N). Puisque g({(N)) = sup. k, N est une valeur possible de k,
1<)

et gU(N))=N.
Si Né& g(N), il ne peut y avoir égalité, car g({(N)) e g(N).
Si N = g(n), g(l(g(n))) = g() = g(n).
4° Soient A € g(N), et A* le suivant de A dans g(N); alors

(6) (A =n<l(4) entraine g¢(n)= A.
On a g(n) = g[l(A)—1] < g((A%))= A" car [(A")el(g(N)). D’autre
part, g(n)> g(I{(A))=A, donc g(n)=A.
50 On a
?) A<N=ZA" = UN)=IA),
gUN) =N, donc g(I(N))== A",
Or, si {((N) <I(4"), on aurait g(I(N))=< A d’aprés (6), d’oit contra-

diction.

Finalement, la restriction de [ & g(IN) est une bijection croissante
sur [(g(N)), et l'application réciproque est ¢. (6) nous permet de
calculer ¢g(n) si n&l(g(N)), et (7) nous donne une minoration pour I(N)
si N¢ g(N). .

2. Etude de la décomposition en facteurs premiers de g (n).

Pour cela, on va utiliser systématiquement la propriété caracté-
ristique. On rappelle que v,(IN) désigne le plus grand exposant « tel
que p* divise N.

ProprIETE 1. — Soient p, ¢ deux nombres premiers, p <gq. Si

a=v,(g(n)) et B =v,(g(n)),

alors B = o +1.
Les théorémes 4 et 7 montreront que I’on peut avoir 3 = o 4 1.

Démonstration. — On peut supposer B> 2 (si 3 = o ou 1, c’est évident).
k
Soit M = % g(n), avec k défini par pg> p*> q.
On a M > g(n), donc (M) > I(g(n)), donc, si a £ o,

pa+k -+ q3—1 > p* + q{:},
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ce qui entraine
p*q +¢* ' > p*+¢?,
p*(pg—1)> ¢*~' (g—1) = pg*~,
(®) p*q> p*(pg—n) > ¢,
> pr=qP,
o> fB—2,donc B=La +1.
Si a=o0, I(M)> l(g(n)) s’écrit
Pr+g* > g,
Les calculs sont les mémes, la majoration (8) pg—1 < pq n’ayant pas
a étre faite.
ProprIETE 2. — Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n).
On a v,(g(n)) =1, sauf pour n=4.

On désigne par ¢ le nombre premier suivant p.

Si «a=wv,(g(n))> 2, on pose M = %g(n) > g(n); alors

1(M) — (g () = q + p*—' — p*.
D’aprés le postulat de Bertrand ([3], § 22), ¢ < 2p, donc
¢+p*'—p*<ep+p*'—p*=2p+p—p'=pB—p)

car la fonction « > p*~'— p* est décroissante.
Si p>3, I(M)—1(g(n)) <o, il y a contradiction.
Si p =2, il reste & résoudre g(n)=2*.
Siax3,

M = 213> g(n) et I(M)—1l(g(n)) =3 — 21 < o;

les seules solutions sont g(2) =2 et g(4) =4. Seule cette derniére est
exception.

PROPRIETE 3. — ¢(n) est pair pour n+ 3, 8, 15.

LeMME. — Si deux nombres premiers distincts p et p’ ne divisent pas g(n),
tout nombre premier q==p -+ p’ ne divise pas g(n).

Démonstration du lemme. — Soit p < p’, et supposons que ¢>p + p’
divise g(n). Soit k> 1, défini par

prt+p ZLq=p+4p'—r;
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en posant M = pqp g(n), on a

I(M)—U(g(n)) =p*+ p'—q=<o.
D’autre part,
pp'—q=p'p'—p—p +1
=p(@'—p) —p +1=pp'—p)—p'+1,
et .
p('—p)—p' +1=pP—1)(p'—p—1)>o0,

donc M > g(n), il y a contradiction.

Démonstration de la propriété 3. — Si 2 ne divise pas g(n), g(n) n’est
divisible par aucun carré (propriété 1), et 11 ne divise pas g(n). Sinon,
en effet, soit

M:i_?g(n),M> g(n), et I(My—l(gn)=4+6—11<o.

D’aprés le lemme, tout nombre premier supérieur ou égal 4 13 ne divise
pas g(n). Donc g(n) divise 3.5.7 = 105. En examinant les valeurs
de g(n), on trouve comme seule exception n=3, 8, 15, ou g¢g(n)
vaut 3, 15, 105.

COROLLAIRE. — Pour fout ne N*, g%j)—l)éz ou, ce qui est équi-

*

valent, pour tout A € g(N), % = 2, ot A* désigne le suivant de A dans g(N).
Effectivement, si g(n 4 1) g(n), en posant g(n)=A, on a

gn+1)=A" " A
Supposons que A* soit pair et que 4 > 2% on aurait A <=— < A%,

donc, d’aprés (7), l(A >>I(A) ce qui est faux. Si A*=3, 15, 105,

on trouve A =2, 12, 84, la relation est encore vérifiée.

ProprieTE 4. — Soient }, p deux nombres premiers, o= ;(g(n))
el 5 =0,(g(@)), on a
L
T pB = e

2%
Il suffit de vérifier I'une des inégalités, par exemple TI;Z = Il— Soit k
défini par p—1 <M Z2(r—1). On a donc k> 2 si A <y, et k=1
si 2> p.. Posons M = )Lg(n), on a

M=g@n) et I(M)—I(gn)> o,



144 J.~L. NICOLAS.

donc

(9) Ak pB— B> o,

2% .
Posons x = —; on obtient

TER

)

I

1— — 1— —
- o1
Y= w— AMp—1) I

Ce raisonnement ne vaut que pour a>>1 et 3> 2.
Pour (3 =1, l'inégalité (g) est encore vérifiée.
Si B =o0, on a toujours 2> i

Si a=o0:

— si A <p, d’aprés la propriété 1, 1 et )Lu - ‘i,
— si 2> p :si B=1, on a bien }‘_Hé::; si B2, I'inégalité (g)

devient 2 + ‘U..g“‘—(Jﬁ >~ 0. Posons £ = }%ﬂ’

.
B_p—1 1
T> T m = w

ProprIETE 5. — Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n);
soit q le nombre premier suivant p; soit . un nombre premier tel que
o =0 (g(n))> 2, alors,

1r—)t < g et h<g*+1.

On pose M = %g(n), M > g(n), donc
L) —Ug(@) = g + ¥~ — 2> o,

donc 2*— 2*~' < q. D’autre part, les solutions de cette inéquation en 2
vérifient 2 < ¢'/* 4 1.

PropPRIETE 6. — Soient A et A* deux éléments consécutifs de g(N),
p le plus grand nombre premier divisant A, q son suivant. On a

(A —1(A) < q—p.
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Soit A, le plus petit nombre de ¢g(N) vérifiant A,}fﬂ- On a
d’aprés (7), P
Aq
17 =1(A) +q¢—p=1(4)

et
(A —1(A) Z1(A) —1(A) = q—p.

PropRIETE 7. — Soit k= w(g(n)) le nombre de nombres premiers

divisant g(n). On a, lorsque n tend vers l'infini, w(g(n)) ~ 2\/ —log n

On désigne par p, le hitme nombre premier, et I’on pose

7
P;=Y pu
h=1

Etant donné n, on définit j comme fonction de n par P;—n <Pj,.
On a k<j (si k> j, on aurait n>I(g(n))> P> P;.,). Et l'on a :

k
g(n) = <%> » g(n) étant un produit de k nombres de somme au plus n.
Ce qui entraine :
(10) \/ﬂﬁmlogg(n)éklog%.

D’autre part, on a

2 . . . n
nNP,-Njglogj, d’ou JNZ\/I_OEE'

k

&
Maintenant, la fonction k> <E> est croissante pour k < g- ce qui est
assuré puisque k—j. S’il existait une constante ¢ <1 telle que

k <2€\/éﬁv klog% serait au plus égal a (c + ¢)y/nlogn. Ceci est

impossible d’aprés (10). Comme, d’autre part, on a

.. n
k=j~o2 \/]ogn,
on en déduit k= w(g(n))~ 2 \/]ogn )

CoroLLAIRE. — Le plus grand nombre premier p divisant g(n) tend vers
linfini avec n.
Avec les notations précédentes, on a
p> pi~ klogk ~\/nlogn.

BULL SOC. MATH. — T. 97, FASC. 2. 10
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ProprIETE 8. — Soit ke N; soient 2, 3, ..., pi les k premiers nombres
premiers. On suppose que p;<<p, p étant toujours le plus grand nombre
premier divisant g(n). On pose

a; = 0,,(g(n)) pour i=ru,2, ...,k
et

k
m =Y 1(p%).

Alors il existe une constante c; indépendante de p telle que
i 1—(1/k)
m> P .

D’autre part, soit p. un nombre premier ne divisant pas g(n) et tel que ;. > e"7h,
alors

1/k
m <. m .
Démonstration. — Soit v : N*— N, la fonction définie par
3
()=, sup <'[]pzf"> — sup h,
2 i< \ iz rex

ot K est I’ensemble des nombres qui n’ont pas d’autres diviseurs premiers
que pi, pss - ..s pr. On a, pour tout j,

m')é(i)k,

v(j) étant un produit de k nombres de somme au plus j. D’autre part,

si I'on fait )
logl

a; = [ k ]a
log p:

. A
Y(J)é(‘ji) I’

ou 0 est la fonction de Cebysev. D’autre part, on a

on voit que

=), rm=]]p= et G@m)=m

1(m + p)
“prm 1O

I(M)—I(g(n)) =m—+p—p—m=o,

Considérons maintenant M =
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donc M < g(n),

k k
(LY e vm+p) <pY(m)ép<%> :

On en déduit

p

m —ey
> e

> _C{ pl-(l//\‘), avec ¢ = ee(llk)/k.
k

De méme, on pose M =;Al‘m(;n_)“)

acquis, sinon on a (M) — I(g(n)) < o, donc M < g(n),

g(n). Si m <p, le résultat est

Y (m—p) <y (m),
p(m— )t < mk ed o),

Comme p'/*> ¢,

1/k
m</I ——1_/%——_.
Lt Cr
ProprIETE 9. — Soit 2 un nombre premier fixé; soit x = v,(g(n)),

Quand n — oo, on a
o), logd =logp + O (log logp),

p étant le plus grand nombre premier divisant g(n).

Démonstration. — Etudions d’abord le cas 2 = 2. Pour une autre
valeur de 2, le résultat découlera de la propriété 4.

Utilisant les notations de la propriété 8, pour k donné,

k k k
m 1(pgre) piri

F=X =Y 2 Spmar
i=1 i=1 i=1

a l'aide de la propriété 4. P; est défini comme étant la somme des k pre-
miers nombres premiers. On a donc

I

9%
- 2Pk Cr

p1—(1/k).

La propriété 4 nous donne (» =p, 3 =1, A =2):2%Z2p, donc
<1— I—I<> logp —log2Prcr= a:log2 < logp + loga.

On en déduit a, log 2 ~ logp.
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On peut méme préciser : si l'on fait k = [logp] = partie entiére
de (log p), on a

kz
PkN ;Iogk,
log Pr~ 21logk ~ 2loglogp,
logcr = Qikpi) ~ logk ~ loglogp.

Donc,
x,log2 =logp + O (log logp).

ProprIETE 10. — Avec les mémes notations qu’a la proposition 8, on a

2% I
I O<log loglogp )

Soit toujours k fixé et, pour 1 = i = k, a; = v,,(g(n)). D’aprés la propriété
précédente, pour n assez grand, on a «;= o et

K

k
m pri I (o
= 2 _?__ > =w; (définition de wy).

[«
l

Pour n assez grand, on peut appliquer la propriété 8, avec p =g,
q étant le nombre premier suivant p,

1/k___ Cr
loc, = 1 i/k O%e
2 q
En faisant tendre ¢ vers 'infini, on voit que 2% > o Or wi est équi-

valent & 1} log logk, quand k tend vers I'infini, donc 5‘-2 tend vers l'infini

avec n.
On peut méme préciser : faisant k = 1% logq], on a

logcr~ log k ~ é log logg,
logg/* = 1 logq ~ /logg,
on a bien ¢'/*> ¢, et I'on obtient

% 1
7 0<10g-1-0g logq>’

d’olt la propriété puisque g ~ p.
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ProprIETE 11. — Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n),

soit p. le plus petit nombre premier ne divisant pas g(n). On pose a, = 5

Alors,

lim a, =1.
n>»

La propriété 9 montre que p. tend vers l'infini avec n.

La démonstration de la propriété 11 se fait en deux temps.

Premier lemps : On alim a, < + oo, et plus précisément lim a,-~ 6.
Reprenant les notations de la propriété 8, on fait k = 2, et I'on étudie

T S{UES S
On a I(M) = I(g(n)), donc M < g(n).
Soit y(m + p — ) < a.y(m),
[m + (@, —1) p]? < 6a,m?,
car exp 0(p.) = 6. Donc,

m> B —1 |
- )

\/6(1n—1

Mais, d’aprés la propriété 8,

v

Vie—y/6

S’il existait une sous-suite a,; de a, dont la limite soit > 6, en faisant
tendre j vers linfini, on ne pourrait réaliser simultanément ces deux
inégalités.

IJ.

> m.

Deuziéme temps : Supposons que lim a,> 1; il existerait alors ¢ > o
tel que, pour une infinité de n, on ait 1 + ¢ < a, < 7. Posons M = %ﬁf g(n).
Pour les n vérifiant 14 ¢ <a,<7, M > g(n) et en utilisant la
propriété 10,

I(M)—1(g(n)) = 7. 2% + p—p < 7.9%— j_’ ~—:p.

Pour p assez grand, (M) — I(g(n)) < o, il y aurait contradiction.
Si a, <1, alors 1 est le nombre premier suivant p, et I'on a lim @, =1.
La propriété est démontrée. '

CoroLLAIRE. — Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n)
on a p ~ log g(n) ~ ynlogn.
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Avec les notations précédentes, on a

go= |] »
<y
A premier
Soit log g(n) > 0 () —logp ~ 1 ~ p.

Le corollaire de la propriété 7 nous donne I'inégalité en sens inverse.
On en déduit

p ~logg(n)~ ynlogn.

CHAPITRE 3.

L’ensemble Gc g (N) et ses applications.

Définition (voir RamaNuJaN [9], § 32). — On dit que N appartient
a G s’il existe un nombre réel strictement positif » tel que, pour tout
entier strictement positif A4, on ait

1(4) —I(N) = plog -
PROPRIETES.
1° Gc g(N) (propriété caractéristique).

20 Supposons N 7 4, et soit p le plus grand nombre premier divi-
sant N. On sait (propriété 2) que 0,(N)=1. En faisant A = N/p,

on obtient p > P _.
log p
Si ¢ est le plus petit nombre premier ne divisant pas N, on pose A = Ng,
et I'on obtient p = _q._.
log q
Or la fonction x > jo—z—x est croissante pour x > e. On a donc ¢ > p,

la seule exception possible étant p = 3, ¢ = 2. On constatera que 3 € G,
en prenant p = 2,8 par exemple.

30 Soit 2 < p un nombre premier, et soit 2 = v, (N). Etudions A = N2
et A = N/2; on trouve :

— pour a =1 sl éoé)‘z_)“
logh = log 2’
— pour AN 0 :i:)\i__iépéxa—kl_;\z

log? logh
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Pour tout 2 premier, considérons I’ensemble E)cR :

_%_Z_ At— 2 P o — L
_\log}’—lo—gl g oo ey Tg;\~, e pe

Pour tout 4 # 2, la suite constituant E), est strictement croissante.
Pour 2 = 2, les deux premiers termes sont confondus.

Si I'on se donne p& E;, la valeur de o = v, (IN) est donc déterminée :

a—

—SIO> lg)\,pa

Ax— )21 XL — QX .. plogh .. plog 7
10g7 <P<Tg)‘—9 soit )\———I <A <7\T-_—I,

A <p < B ar o
logk Togz PR *TD
. A
— Sl p<l g/7 par a = o.
40 Soit E = U E\. E est un ensemble discret de R (la quantité
‘A premier
de tels nombres inférieurs a = est majorable et donc finie). D’autre part,
deux éléments de E sont distincts : si ’on avait — b | logp serait

logy log7 logh
rationnel, ce qui est faux.

Enfin, le plus petit élément de E est 1—3— =2, 73,

og 3
Pour chaque valeur de p > 10%3, n’appartenant pas a E, il existe donc

un nombre associé 4 p, N, et un seul déterminé par sa décomposition en
facteurs premiers. Inversement, un nombre N étant ainsi construit, I'en-
semble des p tels que N soit associé & p est un intervalle (o= (N), p*(N)),
ou o~ et o+ sont deux nombres consécutifs de E. Enfin, si o€ E, il existe
deux nombres associés a p : I'un pour lequel p—(N) = p et l'autre pour
lequel p+(N) = o.

50 Cette famille de nombres N, a les propriétés suivantes :
— si p=p’, N, divise Ng;
— si I et I' sont deux intervalles contigus de R — E séparés par
un élément de E;, si pel et si p’'el’, alors NP/ = ).Nr,;
— Pour N33, 1n(N,) est une fonction décroissante du nombre
e

logx
quelle que soit la valeur du paramétre o > 1.

premier 2, car la fonction x> est croissante pour x> o,
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60 Table des valeurs :

e g .
log 3 2,73 .
2 4—2 3 °
log2 ~ logo 2,9
5 4.3
3,11
log 5 !
. 4.3.5
Tog 7 3,60
' 4.3.5.7
log 11 4,59
4.3.5.7.11
_Iif'_ 5 0
log 13 107
_3 4.3.5.7.11
% 5,46
og 3
. 4.9.5.7.11
Tog > 5,77
8.9.5.7.11
10171 6,00
g97 8.9.5.7.11
1
6,45
l b
08 19 8.9.5.7.11
23 34
log 23 7

12

19

30

43

N. I(N).
3
12
60
420
4 620
.13 60 060
.13 180 180
.13 360 360
.13.17 6 126 120
.13.17.19 116 396 280

89

Il reste 4 montrer la réciproque, c’est-a-dire que les nombres N ainsi
construits vérifient bien la propriété demandée.

ProposiTiON 1. — Soient N = N, et ay=v:(N). On désigne par h;
et hi (hy < hY) les deuxr nombres consécutifs de E, encadrant p. Soit rfs
une fraction irréductible telle que s divise N. On a alors :

L(5N) —1N) =plog{ + X, 0.(0) (55— ) g+ X, 0(5) (o — i) log»

Ar
+Z U)\+2 VP-’
Mr wls

avec

Us= 190 —1— 0y () (A —1))

Us = 10—, (1) 2

I
Vp, = I.Lal‘[<l“— {:Z I)p.(s)'—<l—— m

el ()]

p=20

I

)]

uls

si A divise N,
si A ne divise pas N,

ST vu(s) < ay,

ST ou(s) = ap>1,

St vu(s) = 1.
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Démonstration. — 11 suffit de le vérifier pour r = 3% s =1, puis
pour r =1, s = pX, en raison de 'additivité.

19 r = Af, s =1, X divise N. Alors

)\cc+1__‘.:x
@ =1, hi = logll
la formule devient
Yootk o o ke (R logh + U
TR e— A :Plog —*— <——_16§}——-—P> Og/\+ %

qui permet de calculer Uj = 2*(3*—1— k(2 —1)).

20 r =2, s =1, A ne divise pas N, alors

=0, =0 et hf =+—-

log 2
On a
A ‘ .
k — k — 5 = lk—- \e
2 = o log ¥ -+ k(logl p)log?\ LU, avec Up=3r—Kki
30r=1,s =p* ay=1, ce qui entraine
-
k=1 et "= fogp
On a alors
» I "J.__
Vi=o0 et —,L=plog11 +< —«Elu)loglu..
for=1,s =pk ay> o et k # oy, alors
IJ_a__Ha—1
P 1 HZ__ V.G—-l l V
A—K ____ g% — —_ RN, S ——
H pr=plog H<<.° Tog ) ogp: + Vi,

ce qui donne
ol 1 I
Ve=p lk(r—;)— —2)]
\ ) ) -
5°I'=I,S=‘U./‘,{Zpéz,k::ap',

[~ Z— oa—1
—pe—plog % +a(p — b ) logs 4+ Vi
soit V =JL°‘< — )
w { o4 ]J. I

CoroLLAIRE 1. — Les nombres N, appartiennent a G.
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En effet, l<£ N> —I(N)>o0 logg, car les termes suivants sont tous

positifs dans la formule de la proposition 1 :

1° On a choisi hf > p et p > h.

20 J—1— k(% —1) est une fonction croissante de k, nulle pour k =1.
Il en est de méme pour 2*— k2 et I'on a

P—r1—ao(d—1)>—2i=3(R—2)>0 pour Ao,
3° De méme, <1— i>k—— <1—— ik) et (1— l) k—1 sont des fonc-
P i I
tions croissantes de k, nulles pour k = 1, et I'on a

I 1) 1 2
21— — ) — I——o)éz I—— |)|—I=I——20 pour > 2.
p o z z

On en conclut que, pour tout 4, [(4) — I(N) > o log %

COROLLAIRE 2. — Si r et s ne sont divisibles par aucun carré,
r -
(3N) —1N) =plogh + 3, (i — ) logh + X, — ) log .
Air wls

En effet, on constate que U; = o pour v;(r)=1 et Vyu =o pour vy (s) =1.

COROLLAIRE 3. 1<§ N) —1(N) = o log § (- — ) logr.

On écrit la proposition 1 avec p = p—, on ne garde que les deux premiers
morceaux, et ’on minore hj par p*. On a, en effet :

o+ =inf A et p~=sup h3.
I3 N

CoroLLAIRE 4. — Soient p;(N) et p7(N) définis par
Fi(N) =suphi el Pi(N) = Inf hi.

On a donc : py<Z 0~ < o+<p}. Soient maintenant r et s deuxr nombres

premiers entre eux. On écrit r =r'r" ef s =s's", avec

r =IJ )\n-](r); ' = [[ )\w)‘(p); s :II Hp?‘(‘g); s — [[ va(s).

A7 Alr Wls s
MN MN W N BN
On a alors

l<§N> —l(N>>910g£ + (e —p) logr +(p — o) logs
+(pT—p?) logr' + (p~—07) logs’
> plog: + (si—p) logr’ + (s —¢7) logs.
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Démonstration. — On ne garde que les trois premiers morceaux de la
formule de la proposition 1. On minore hj par o* ou par pf, et I'on
majore h; par p— ou par pj.

COoROLLAIRE 5. — Soit N, € G et soit Ae g(N) tel que % =A 2N.

On pose A =§N. Alors r n’est divisible par aucun carré de nombre

premier > 3 et s n’est divisible par aucun carré de nombre premier > 7.

Démonstration. — Supposons le contraire; nous utiliserons la propo-
sition 1 pour montrer que
@) I(gN)-—l(N)éplogg + 20 logo.

Alors sié = g <1, l(A) —I(N)>—plog2 + 2plog2> o, et 'on aurait:
Aeg(N), N> A et [(N) <I(A); c’est impossible.

A . r
De méme, si 1 <§é 2,

I(A)—U(N)> 2plog 2> 2% =[(2N) —I(N).

On aurait A == 2N et [(2N) < I(A), ce qui est impossible.

Pour démontrer I'inégalité (1), supposons que 2* divise r, et calculons
le « bénéfice » que cela donne dans la proposition 1.

Si 4 divise N, on a
Uy (R—1—2(h—1)) =hi (A —1)logi >0 —1)log2 > 2ploga,

pour 2> 3.
Si % ne divise pas N et 22>~ 3, alors A> 5. On a alors

Uy 12— 22 =hi(A—2)logi > 3plog 5> 2ploga.

Si p2 divise s, le « bénéfice » est, dans tous les cas,

ben (1) = Vi 2 — i) ogys = p# [ 21— 2 ) —x | + 2 ¢ — ) logy

B2 o logp > 2p log2

p—r1

=h@<l—u—l_;> logp. + 2(p—hy) logp =
{
pour x> 7.

Nous allons maintenant utiliser la proposition 1 et ses corollaires
pour étudier les nombres A de g(N) au « voisinage » de certains
nombres N € G, pour lesquels nous pourrons avoir des minorations des
quantités p+—p—, p}—p+, etc. Nous aurons besoin pour cela de
quelques lemmes.
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LemMmE 1. — Soit x un nombre > 2. On définit y et z par

x _y‘z__y-za_z‘z.
logxz = logy = logz

Alors, lorsque x tend vers Uinfini,

/x z
er\/ 3 et yw\/;

el méme B
y:\/%(I_z_l(llc% <log:c>>
Démonstration. — La fonction y y;(gyy est croissante pour y > 1,
et elle vaut 1 pour y =1. Il en est de méme pour z»zio;gzzﬁ-

Quand x —> oo, on a
logz ~ 2logy ~ 3logz
et

logy logz
yre~ ngENz et 2 x@ §'

Posons maintenant y=\/§(1 + 1), avec f=o0(1). On a

y—y_ < +21+t’——\/ (I—{-i)) x 1+2t—!—t2——\/§(1+1)

logy lo%v logz +log(x+ ) logz I_igg; 1a logk()xg;-t) .

On doit avoir

ke /=2 4, LD
soit { ~ — 2;)0gg2x’ ce qui nous donne le résultat.

LeMME 2. — Il existe une constante c et une suite infinie de N € G pour
lesquels o—op—>xc h)—gf(%sﬂ, ou p désigne le plus grand nombre
premier divisant N.

Démonstration. — Nous allons utiliser le corollaire 3 du théoréme 2
du chapitre 1, avec les mémes notations. La fonction f(z)= 2 est

logx
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croissante pour r>~e et f(e)==e et 'on a f'(z) ~ —0;—' On prend pour
aA+1___ 4%

. A
suite v, les nombres “Togi ou A est premier et « entier > 1. Le plus

petit des b, est 41(;; =2, 89, ...> e. On pose pour a>x1 :

~s')\a+1_)\a b 3 [ -
F““{Tg)._’ . premier et JQ_UFlv.

On a ainsi (v,) = 7..

wsa
Nous avons a évaluer la quantité
V= Card{v,l|u,,4 l_.g_; Vit Voo Vit .
avec, pour a>x1,

LR
Card{ v, €Fy| v, ]ogx\

s a

Or la fonction (2, a) > —_— est croissante en A et en « pour 2> 1

log 2
et a>1. On adonc: V,>x V... V,.
D’autre part, pour m> m,, V,,=o. On prend mozio%v et alors

oMot1___ 21/10
log 2 Iog
premiers inférieurs ou égaux a z, on a

y—y_ _* |
logy logx
—z2

logz =~ logx

- Ensuite en désignant par n(x) le nombre de nombres

Vi=n(y), avec

Vo= 7 (2), avec

Ty =V=n() +mn().

On a vu que y~\/§ et zm\/g donc V = 0(x"?).

Maintenant montrons que

Ty

Togz ) — @)

1A x -
Card{v Ilogx =L = logx + I
1/4
Or, entre x et T+

=———— il y a au plus un élément de F,. En effet,
logx logx

X
(A oP—(4a)  r—2 4 N8\/2
log (% + 2) logZ ~ logh logz
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De méme, il y a au plus un élément de F., un de Fj, etc., soit
x + x'
m, = log < logzx
Les u, du corollaire 3 parcourent E en entier, et il existe Ne G tel
que p—(N)=u, et p*(N) = ups,

> en tout. Comme m,= o(z), on peut conclure.

Upr1— U= p*—p~ ¢ f'(a,) loga, 10g. a l0g, a,

log; a,
— ~ B p_
Comme u,= f(a,), a,~ u,logu, et comme p—> 1—_ogp
or— o3 log, P‘Ologf. e log.p }og,i P
l \ log; o~ log: p

TutoreME 3. — I existe des intervalles aussi grands que l'on veut sur
lesquels g(n) est constante; et méme il existe ¢> o tel que [Uéquation
g(n + f(n)) = g(n) a une infinité de solutions pour

f(n) = clogn —Ingo'éé(Zg‘n-
Remarque. — On peut prendre pour ¢ toute valeur inférieure a ie“a’.
Démonstration. — 11 existe, d’aprés le lemme 2, une infinité de Ne G
pour lesquels log. plog:
pr—p >0 “loglp .

Soit N* le suivant de N dans ¢g(N). On pose % = ga avec r et s premiers

entre eux. On a alors (corollaire 3 de la proposition 1)

[N)—U(N)=p~ logg + (¢*—p7) logr.

Or p’—éia et comme f> 1,55 r et log r éi pour r>- a.
logp s s r—i r—i—r
On a alors
N _p I —p—
LN — 1) = P © o+ () logr.
Etudions la fonction y = g ~+ blogr. Elle admet pour r = % un minimum

qui vaut y=>b+ blog%- On a donc

(N — L(N) = (o — ) [ +log b —log (¢ — .o—>]

log,plogip_

=clogp = o)
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Posons n =1I(N). On a (corollaire de la propriété 11) :

p~1logN ~/nlogn
et
o log,nlog.n
I(N) l(N)éCglOgn—'m——
et sur lintervalle (I(N), [(N*)—1), ¢ est constante, ce qui établit le
théoréme 3.

Remarque. — Soit P le nombre premier suivant p. On sait que
(propriété 6) : I(N*)—I(N) == P —p. Le théoréme idéal, qui est proba-
blement vrai, est que : N*= gN. Or, il semble assez difficile 4 démontrer,
car on ne connait pas avec assez de précision la répartition des nombres
de E. Nous allons démontrer que ce théoréme idéal est vrai pour beaucoup

de nombres de G. Pour cela, et pour d’autres théorémes, nous avons
besoin de trois lemmes.

LemME 3. — Soient pi, psy - ..s Pis Piy, Py, ..., P des nombres positifs
tels que p;— P; pour tout i. Soit P, (resp. p,) le plus petit des P; (resp. p;)

el posons S—ZP — pi. Alors le produit ]I = esl majoré par exp S/p:
i=1 =

P

P1—"S

Démonstration. — On a, pour tout i,

Pi/p; < exp ((Pi— p))[p:) < exp((Pi— p))/[p:)

et si S <P,, il est majoré par

puisque e*>~1 4 x. Donc

k k

\i==1

La deuxiéme majoration se fait par récurrence.

P, P,
Pour k=1, S=P,—p, et — o =p—%

Supposons cette majoration vraie pour k—1. On choisit pour P;
le plus grand des P;. On a alors

k—1

TP
]:[ ; — SA— avec Si_y =2 P;—p..

i=1
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P1 Pk Pi
_— . L~ s
P,— S, pr — Pi— S
Py (P1— Si) < pi(P1— Sk—1), soit

P, (Pr— pi) < Py Si— pr Sk—1 = (Pr— px) Si1 + Pr(Pr— py),

Il faut montrer que

ce qui est équivalent a

P, = P;+ Si.
Ce qui est vrai.
LemmE 4. — Soient 15 <p;<...<ps<P,;<...<P; des nombres
entiers. On suppose que
k l
S'=Y P—¥p;<p
i=1 j=1
]
et que le nombre r_b...b vérifie I~ r ~o. Alors on a k=1
S DPie..pu 27§

Démonstration. — Supposons k> I. On aurait alors g§P1> 15.

Si maintenant on a k <I, on applique le lemme précédent aux
nombres p,, ps, ..., pts Py, ..., Pi, avec S=8" 4+ piys+...+ pi. On a
alors

2

e e e e?
— = ’ — e — Z = —
( XPS /PL) pk+1 Pk+2 Pt DPk+1 15 <

= (expSlp) o

LeMME 5. — Soit € un ensemble fini de nombres réels de cardinal X.
Supposons que la distance de deux points de & est supérieure ou égale
a 9. Soit ¢ un ensemble fini de nombres réels de cardinal Y. Soit R = R (u)
le nombre de nombres xe X tels que d(z, YY) >u, d étant la distance

métrique.
41 > .

Alors : R> X — Y<2au
Démonstration. — Autour de chaque y€<Y, considérons linter-
valle Jy—u, y + u(. Le nombre de points de & qui peuvent tomber

dans cet intervalle est au plus 365 + 1. Le nombre total de points de &

qui peuvent tomber dans la réunion U Jy—u, y+ u( est, au
ve‘y
plus, Y< %1 + 1). Si X est supérieur a ce nombre, il en reste
R>X—-Y < + 1>

pour lesquels d(z, V) u.
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THEOREME 4. — Il existe une infinité de N € G tels que le suivant de N

dans g(N) soit N*:%N, oir p désigne le plus grand nombre premier
divisant N et P le nombre premier suivant p.

Démonstration. — Soit N € G vérifiant les conditions

., P—p o P=p
(1) e Pl LB e T

Soit N* le suivant de N dans g(N). On note N*= EN avec r et s premiers

entre eux. On sait que 1< géz (corollaire de la propriété 3) et

I(NY)—I(N)==P—p (propriété 6). Nous allons appliquer le corol-

4 n
laire 4 de la proposition 1 en utilisant la méme décomposition g = g; %,-
et en faisant p =0,

LN')—L(N) ==~ log = + (o1 —p~) logr’ + (;~—¢;) logs'.
On a alors r'=s"=1. En effet, si r';21, alors r'>> 2 et

I(N)—U(N)=p~log: +P—p=>P—p

et de méme pour s’ a cause des conditions (1).

" 5)
On a donc §= L= Pi... P (& cause du corollaire 5 de la propo-

s" T pi...pu
sition 1, pour N assez grand, r et s ne sont divisibles par aucun carré),

avec

p<...<pi£p<PLP,<...<Pp

Tous ces nombres étant premiers et équivalents (propriété 11)
lorsque N -—>oco. Nous appliquons le lemme 4 avec $'=P—p <p,,
ce qui donne k=1
Maintenant k doit étre égal & 1; sinon
k

I(N*)_I(N)=2Pi—p,~§k(P—p)> P—p;

i=1
et enfin P,=P et p,=p, sinon
IN)—I(N)=P—p+ (Pi—P) + (p—p1) > P—p.
On voit finalement que la seule solution des inéquations
I[(NY)—I(N)<P—p, N <N*<Z2N
est N'= §N, pour N assez grand.

BULL. SOC. MATH. — T. 97, FASC. 2. 11
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Montrons maintenant qu’une infinité de nombres vérifient les condi-

tions (1). On utilise le lemme 5. On met dans & les nombres ﬁ, ou p
est premier, inférieur ou égal 4 x et tel que P—p <2 logx, si P est le

nombre premier suivant p. On sait [8], chap. V, § 4, p. 154) que

X>_<£—e> 2 . Onadé=2"".0n prend u= 2logz,
2 log2

logx logx
Avec les notations du lemme 2, on prend pour ¢ les nombres de F,

\21:

ma] orés par ;—— Ing

z
logx +u~— Tog’ -Onavu,danslelemme?2,que Y=V, ~ 31 —=

z
Comme Y< +1> <1@>, on a

T\ %
R <5 o "> logz
Soit maintenant x€ < 'un des R nombres qui vérifient d(z, YY) > u.
Soit Ne G tel que x=p—(N). On a

pm—orxd(E, Y>> u> 21:)(;5: >~ 1;(;;2’)
et, de méme, pf—o—x %Egﬁ- Comme R tend vers linfini avec x,
le théoréme est démontré.
TutoreME 5. — Soit y(n)=Card{m<=n; g(m)> g(m—r1)!. Il
existe une constante c telle que Y(n) =~ n—c \/%/giﬁ

La fonction y(n) indexe les nombres de g(N). Lorsque g(n)= g(n’)
avec n<n', on a y(n)=vy(n') et la fonction n—vy(n) augmente
de n’—n. Si le théoréme 4 était vrai pour tout N € G, on aurait, en dési-
gnant par p le plus grand nombre premier divisant g(n) et par 2’ le
nombre premier précédant A,

n—y@= ¥ (—¥—1)=p—n(p)~nlogn.

X premier
A<p

En fait, on pourrait démontrer par ce procédé n—v(n)>cy/nlogn,
mais en utilisant un autre procédé, on va démontrer un peu mieux.

Démonstration du théoréme 5. — On applique le lemme 5 avec
p .z
L= logp 2__p4x} On a

X:n(x)—n(”_:)N z

2 logz’
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On prend : ‘}J:{ye.‘iqyé%c} avec les notations du lemme 2.

vV

V2% op g o= 2—° L4 .
4y/2logx

— logz logx

I B BT z
R=( “)[2logx logx<4\/;>]§c’logx

Maintenant, soit xe T tel que d(x, V) > u.
Soit Ne G tel que £ =p— (). Pour cet N, on a

On sait que Y

et I'on prend u=

Alors

pr—ep >1u et pT—pT U,

On applique le corollaire 4 de la proposition 1 avec la méme décompo-

o I T'T .
sition Ty en faisant o =,

\

(5N ) —10V) =g log § + (ri—p) logr' + (- —p0) logs’
>0 logg + ulogr's’.

Soit n tel que : I(N) <= n=I(N) + ulog2. Alors g(n)= gN, avec 1 <£
et I'on doit avoir r'=1 et s’==1, donc

gy _r_P,...P

N s in avec p<...<p=Zp<PZP;<...<P

tous ces nombres étant premiers et équivalents lorsque x —o.0n applique

‘ _o (V= , z
le lemme 4 avec S _.ulogz—o(—l@ <pi car p;~p> . Il faut

montrer que g ~ 2. Si P'on avait £> 2, alors
n~—l(N)§l<£N>——I(N)éplog2> ulogo.

On a donc k=1, et alors I(g(n))— I(N) est un nombre pair. On a donc
ulogo
2

un bénéfice pour n— y(n) qui est [ ] en notant [x] la partie entiére
de =x.

Comme il y a R nombres de ce type, nous gagnons en tout

R[ulogz P V& —e, B
2 logz logx log*x
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Comme p—x, tous ces nombres N = g(n) vérifient \/nlogn = c,z et
nous obtenons le résultat annoncé :

( )> n:)/l»

n—y(n)>c .

= " Vlogn

Remarque. — 11 est sans doute possible d’améliorer ce résultat.

Ce procédé permettrait au mieux d’avoir y(n) = g On peut minorer v (n)

a l'aide de la propriété 6 et du résultat : p.,— p;<p; pour ==15/8
et méme actuellement un peu moins. On trouve y(n)>sn'—%/2X p!!/,
On peut relier y(n) 4 Q(xr) = Card { Ne g(N); N <z |. On remarque
que Q(g9(n)) =v(n) et I'on a
(loga)* = (loga)— = Q@) = (> + &) oE-L_.
- — - loglogx

Le probléme d’un équivalent de y(n) ne semble pas facile.
TuEorREME 6. — Pour foute constante c, il existe une infinité de N € q(N)
Is que le suivant N* de N dans g(N) vérifie Y. w1 —osio8N
tels que le suivant e ans g(N) vérifie N =0 + JiogN

Démonstration. — Nous avons d’abord besoin d’un résultat analogue au
lemme 2 : Pour toute constante c, il existe une infinité de nombres
consécutifs p7 et p7 de F, pour lesquels on a

ot—pi>c\/p7 logpy.

Nous utiliserons le corollaire 3 du théoréme 2 (chap. 1) avec les mémes

notations. On a f(x) = :v — % croissante pour x>1 et f(1) =1;
f' (@) ~ log - On prend pour suite v, ’ensemble F. défini au lemme 2.

Nous avons a évaluer

V=Card{vn|vn % Vet .o Vi,

gx

r—x
= 4 ———
avec V, Card{ Un | Un € Fo, 0= logx }

22—z  1r— O (/s
On a V.= n(z) avec - Togz — Togz %, et donc z = O ().
my-+1___ oMy 2 ___
Pour m > m,, V,,= o et m, est déterminé par 2 2 _r=T
log2 logz

- On a finalement V = my7 (z) = O (x*?).

2 logx
log2

donc m,<=
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Il faut maintenant évaluer, avec b =1/4,

r—z_, _w—z 2wk
logx — " logx logx

Card { Un

Or, dans cet ensemble, il y a au plus un élément de F.. L’écart entre deux
éléments de F, est en effet supérieur a

(oY —(toy Bk 62 @k awh
log (% + 2) logn " log2 =‘logz ~ logz

Il y a donc au plus m éléments, et m est o(z?). On peut donc appliquer
le corollaire 3. Pour toute constante ¢, on aura

2d,
loga,

Upypq— Up>sC log a, = 2¢Q,.

Or u,., et u, sont deux éléments consécutifs p7 et o} de 7, et, comme
2
n

loga,

U, ~ yon a

a"“’\/é"nlogun et pi—pi=cypilogor.

Ensuite on considere N = N, € G avecp = &%ﬁ Soit A le précédent

de N dans g(N). On pose A = g N, avec

laire 4 de la proposition 1, on a

I r .
5 é:s <1 et, d’apres le corol-

z(g N) —I(N) = plog ] +(si—p)logr's.

Supposons maintenant que r's’ soit égal a 1. Alors

f__P1P2...Pk.
S Pi-..pu

On a k < [ puisque g <1 et, d’apreés le lemme 3 appliqué aux nombres p;,

P2s -5 Pks Py Pey ..., Py avec S < pia+ ...+ pi, on obtient (par un
calcul analogue & celui du lemme 4)

r e
Sl =<
) i

N |-

P
On doit donc avoir r's'>. 2 et alors

0> 1(A)—I(N)=plog ; + cy/pTogp,
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soit
log® —log N e Vlogp e logp < loglogN
r 4 P Vp ViogN
et
Néx cloglogA
A VilogA
. - - N* s g(n +1)
Le probléme de la limite supérieure de N c’est-a-dire de 70

n’est pas encore résolu. On sait seulement qu’elle est inférieure ou
égale a o.

Nous allons maintenant démontrer un théoréme qui, avec le théoréme 4,
précise la propriété 1 du chapitre 2.

THEOREME 7. — Il y a une infinité de nombres A € g(N) pour lesquels
il existe deux nombres premiers q et Q avec ¢ < Q, v,(A) =1 ef vy(A) = 2.

Soit Ne€ G. On notera :

¢’ le plus petit nombre premier tel que vy (N) =2,

q » grand » » » Vg (N) =2,
Q » petit » » » vo (N) =1,
14 » grand » » » v, (N) =1,
P » petit » » » vp (N) =o.

Pour certaines valeurs de N€ G, on va construire la table de g(n)
‘entre [(N) et n =I(N) 4+ A, avec A = Q*— Q —(¢>—¢) et montrer

que g(I(N) -+ A) = %N, ce qui démontrera le théoréme. Nous allons

imposer & N les conditions suivantes :

+=O+_Q2——Q

= ou, ce qui est équivalent, le suivant de N dans G
est ON;

ot logQ

20 Q—q = 2logQ, ce quientraine A =(Q —¢q) (Q + ¢ —1) =< 4Q1logQ,
A A
30 pt—oi> log » et pi—op7> Tog s’ avec

pr=pi(N) =infhi et  py=p3(N) =suphi.

22N 13N
LeMME 6. — I existe une infinité de N € G vérifiant les trois conditions
ci-dessus.

Démonsiration. — Nous allons appliquer le lemme 5. Soit £ un nombre
que I'on fera tendre vers I'infini. On définit Q, et Q; par
B—0Q _ « . Q=0 _ oz
log Q, logz log O, logz
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~
On sait que (lemme 1) Q, ~ \/ g et Q, ~ \/z. On prend pour & I’ensemble

—0Q
log Q

si ¢ est le nombre premier qui précéde Q, Q — q < 2 logQ. On aura

des nombres s olt Q est premier, compris entre Q, et Q, et tel que,

X =Card { Q premier| Q, <Q=0,; Q—qg=210gQ}
> Card { Q premier | Q, <Q=<0:; Q—q=<210g0Q, }.

Or
Card { Q premier | Qs < 0= 0.} = 7(Q) —=(Q)
et
Card { Q premier|Q, <Q-=<0Q:; Q—¢>>2log Qyi < %logg

(voir, par exemple [8], chap. V, § 4, p. 154); donc

X=7(Q) —m(Q)—

zlogQ logz
On adn~ 4] ~ b2 l(:/g_x On prend pour 9 les éléments de
compris entre Eag:_i et %- On a vu, dans le lemme 2, que

Y = V. = 0(a'),

et I'on prend u = 4Q, log Q,~ 2 \/x logz. On a alors

Y<26u—|—1)=O(x‘/"log?x)=o(X) et R~ X

11 existe donc des x€ & pour lesquels d(z, ) > u. A un tel x, on fait
correspondre Ne€ G tel que ¢+ (N) =p7(N) ==x. On constate que N
vérifie bien les conditions 19, 20, 3° puisque o} et p7 sont dans Y.

Nous allons maintenant montrer que les conditions 19, 29, 3° entrainent
que g((N) + A) = -g N pour N assez grand. On considére donc les
nombres A € g(N), vérifiant :

I(N) < 1(A) < I(N) + A.
On pose A = —gN. Comme
A U(A)—I(N)=plog?,

r
on a1< géeA/Fé 2 pour N assez grand.
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D’abord la condition 3° dit que r n’est divisible par aucun nombre = ¢
et que s n’est divisible par aucun nombre < ¢'. Sinon, d’aprés la propo-
sition 1, par exemple pour 4 |r, 1 = q, c’est-a-dire 22| N, on aurait

z<§N> —I(N) == (b — p) log 2 (s —p) log2 > A.

Ici, comme par la suite, on emploie la proposition 1 avec

-i- Q2_Q

logQ

On écrit maintenant la décomposition du corollaire 4 de la propo-

sition 1 : r =r'r" et s =s's”, avec

o= l_l h I,//::l—l 2 s = [[ [ et s' = I] el

INES Ar wls wls
Q=h<p AP = Q=u<p

p=pr=p

Car on sait, d’aprés le corollaire 5 de la proposition 1, que pour N assez
grand, r’, r”, s’ et s” ne sont divisibles par aucun carré.

On va maintenant préciser les valeurs possibles de r’ et de s’. On notera
ben (2) le « bénéfice » de 4 dans la proposition 1, c’est-a-dire

ben () = (hi—p) log2

et

ben(p) =(p —hy) logy,  avec p = Qk,;QQ'

LemMME 7. — Avec les notations précédentes, on a s' =1 ou s’ =gq.

Démonstration. — Soit ¢, le nombre premier précédant q et soit ¢, un
autre nombre premier, ¢’ ¢. < ¢,; on va montrer que si ¢, divisait s’
on aurait

ben(q.) > ben(q:) > A.

Ce qui démontrera le lemme.
Or

ben(g:) —ben(q:) =y(q) —y(q:),  avec y(z) =plogr—(z*— ).
I+ﬁ+8%“’

La dérivée y’(x) = g — oz + 1 s"annule pour x, = on a
la variation :
x | 1 e Xy q1

ylo To—e+e N
Comme y(e) > A, il suffit de vérifier que ben(q,) > A.
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Or
ben(g;) —ben(g) =p log +¢—q—(@i—q)
et

q: .—9q Q
lo ~ ~ ——(q,—q),
plog o ~ o~ 5 @ —)

car g~ Q et p ~ ng,et

F—q—@i—q)=0@—q) @+ q¢—1)~20(@—q),
donc
ben (¢:) —ben(g) ~ 2Q(¢—¢1) = 4Q.

D’autre part, A — ben(g) = o log Q (corollaire 2 de la proposition 1) et

Q Q—q Q*—Q 21logQ
tog ¢ = ~2Q.
8 =Ty = Tgg ¢ ~°¢

-0

On a donc
ben (¢:) —ben(g) (4 —=<) @> (2 + ) = A —ben(g),
ce qui entraine ben (¢,) > A, et le lemme 7 est démontré.

LEMME 8. — Si s'=¢q,onar=Qour =ru.

La démonstration est analogue. Soient Q, le nombre premier suivant Q
et Q. un nombre premier compris entre Q, et p. On a

ben (Q:) = (hj,—p) log Q- > (hj,—p) log Q, = ben Q..

Il suffit donc de vérifier que ben(Q,) + ben(qg) > A.

Calculons
_(9=0_ @0 OV
ben(@) =( 42 — 4! g0 =0 — 07 @ oge,
avec z(T) = x;%xx, car z'(x) est une fonction croissante de x. Comme

Z(Q) ~ i gQQ’ on obtient

ben(Q)>(4—<)Q et ben(Q)>(4—<) Q> (2 +¢) Q> A—Dben(q)
comme dans le lemme précédent.

LeEMME 9. — s'= 1 eniraine r' =1.
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Supposons en effet r'>#1. Alors r' = Q,Q: ... Qu; g s’écrit donc
P1 e Pk
Pi... D

1° Nous allons démontrer d’abord que h—c\/logp, et en déduire
que, si h =2j,j + k<1l et, si h=12j+1,j+ k <l. On doit avoir

r
§=Q1Q2«-~Qh

Y

I L
A ;2 ben (Q)) =2 (hg,—0) log Q:

i=1 i=1
h

=¥ (Q—0) 7 (@logQ==c0: Y, 0—0Q,

i=1 i=1

r*—2x
logx

avec, comme dans le lemme 8, z(r) = - On obtient alors

h

AxeQ Y 2i=cQuh(h+1)=c Q.

=1
Cela entraine

ch*Qi=A =4Q,1ogQ,~ 2Q logp, dot  h=c.\logp.
Maintenant on doit avoir

I k l
r . 5 .
(EN)—1@) =20 —0) + X P— X, pi .
i=1 =1 i=1
g p _e—0 arird .
Et T'on a fog p <p = Tog 0 Or, d’apres le lemme 1, soit y tel
P__Yy—y. On a

que —— =
p—y=L(1— o)

logp  logy
P logp

pour ¢;> log2 et p assez grand. Comme Q > y, Q*— Q > ’—2) <1—- ﬁ)

On a donc
!

13 k
N 5 -« Q) h C,

i=1 i=1
Le deuxiéme membre est équivalent a (2 + k—l> p> et I'on doit avoir
g + k—1 <o, ce qui entraine :

— si h=2j: j+k=1
—sih=2j+1: j+k=Zl—1.
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20 Remarquons maintenant que, si Q, et Q. sont des nombres positifs
supérieurs a 2a, on a

0.0, G+ &G—0,

2—1fa

En effet, supposons Q,>. Q., on aura Q > oet
PP a

0+ 0i—20.0— 0 — 0+ L& 0 —0) 4+ 20— 0 — 0.0

30 On suppose maintenant h = 2j. On pose, pour 11 <j,

hi= Q;i——i - in—1 -+ Qiz_ Qii'

C3

I 7\1)\2.‘.)\/‘P1P2...Pk
< 7
(2_3>/ PiP: - Dj+kPjskst - - Pi
a

On sait que T'on a

et

»li~

=

ou les 7; et les P; sont rangés par ordre croissant, les p; par ordre décrois-
sant. Parmi les F’ pour 1= i = j, certains sont inférieurs ou égaux a 1,
i

En réindexant au besoin, on l:s met & part avec indice de 1 a j':

P

L he g P Py
h <2_1>i Pi-e Py Pjietees Djsk oo P
a

el ]

Nous appliquons maintenant le lemme 3 au nombre

B=1,~:H... )\;P,...P/\-‘
Djtst e~ Pjvk

avec, pour S,

j+k !
S= 2 >+VP— D p=at Y p,—Zz +Zp,
=)' +1 i=1 1=/ 41 i=j+k+1

l
¢p
> oop) HIPEA+ Y pk 2R

{
<A+ ? Pi—j'p<l
i=j+k+1 i=j+k+1 \/lng
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Nous avons alors

l
- / .
B < exp S/p,.+ < (exp A/Pi+k)< 11 eXPKI%k >> exp (——ip—>

i=j+ k1 \/Ingp/+k
1 p -
~ex At el—J—*
p<m+k< * vlogp»
et
r I B I
e )
$ <2——(11>/pj+k+1"'pl <2—é> Pj+k \/1ng 1[,[A+1

On sait que, pour A€ g(N) avec [(A) —I(N) <A, on a logA ~log N
et si p;.x ne divise pas A, p;yr~ logA ~ logN ~ p. Comme j>1,

. r
et que a — oo, on voit que, pour p assez grand, <L

4° Si maintenant h = 2.4, on écrit de la méme fagon
I 7\1...7\/'P1...Pth'

(2_1>/ DPiev.Pjske-- Pr
a

r_
=

On applique le méme lemme 3 au méme nombre B avec une nouvelle
somme S’ = S + (Q;— Q). Nous avons alors

c.p
A+
r___ v exp( \/logp> r[ Qn ex p<Q};— Ql¢>
s < I >1 \ Pj+k Pj+k+1 Pj+k
2— a i=j+k+2
méme si j = o, —— O est petit et <I.
Pjk+1

Finalement h =o et r' =1.

LemMmE 10. — r' =1 entraine s’ =1.
Il faut montrer que r' =1 et s’ = ¢ ne donnent pas de valeurs possibles

pour _- Par une démonstration analogue a la précédente, mais plus facile,

on écrit
r_1bP... 5 avec kI, sinon _’::__2_
S qpi...py s q
. Pj o e Pk
On applique le lemme 3 au nombre B = ————— et
p1 oo p/(
3 !

S=Y (Pi—p)=A+¢—g+ D ps

i=1 i=k+1
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d’out
B < exp S|pr=expA/pr exp((¢>— q)/p«) exp(— k)

et
!

= gexpdipeexp(@—alp) | ] 5 <.

i= k+1

Cnl"’
'Q

En conclusion des lemmes 7, 8, 9, 10, nous voyons que, pour assurerg > 1
et 1 <£N > — I(N) £ A, les seules valeurs possibles de 1 sont —g et 1.

sil) = ‘5 alors § < &5 puisque Z<QN> —I(N) = A.

" P,...
On a doncg = pi K avec S'—EP —ZP:A o.

"
D’apres le lemme 4, on devrait avoir k =1 et cela entrainerait r” > 1.

I.//
On a donc - =1.
s

s ge 3 r’ r
Il reste a étudier les valeurs de 5 lorsque g =

LemMe 11. — Soit r =P, P, ... P; un produit de nombres premiers
supérieurs ou égaux a p; soit s = p,ps ... p, un produit de nombres premiers

compris entre Q et p. Si A = gNe g(N), si A > N et si [(A)—I(N) A,

alors A < gN.

On applique le lemme 4 & g avec S~ A < p,. On a donc k =1I. On

applique ensuite le lemme 3 qui nous donne g = Fé—— Or

Q_Q@—0+4q0_  Q—0+4q0Q
9 ¢—q+qQ0 @—Q0+qQ0—A

Mais quand deux fractions supérieures a 1 ont méme différence entre
le numérateur et le dénominateur, la plus grande est celle qui a le plus
petit numérateur. Or

P—0Q+9q0 <20*<P acause du lemme 1,

*—Q P
logQ — logP
théoréme 7.

car - Le lemme 11 est ainsi démontré, et également le
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Ce raisonnement peut servir pour calculer une valeur effective de g(n).
Silon fait Q =19, ¢ =17, on trouve p = 761, P = 769, N = g(47 856)
A =70 et i—g N = g(47 926). Connaissant cela, on peut faire la table

de g(n) entre 47 856 et 47 926, car tous les A€ g(N) de cet intervalle

sont de la forme Pi... Bs N
Pi... Pk

CHAPITRE 4.

« Highly composite » et « highly abundant numbers ».

1. « Highly composite numbers ».
Rappelons d’abord la définition de Ramanusan : On dit que N est
« highly composite » si, pour tout N’ <N, on a
d(N') <d(N),
avec
d(N) = nombre de diviseurs de N =] | @, @) +1).

PIN

Ramanusan a fait une étude treés compléte de ces nombres, et I'on
peut trouver d’autres renseignements dans les articles de Erdos ([1] et [2]).
Dans son article [2], ERpos démontre que, si N et N* sont deux « highly
composite numbers » consécutifs et assez grands, on a

N* 1
N =" TogNy7
Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

TutoreME 8. — Pour tout nombre c, il existe une infinité de « highly
composite numbers » N dont le suivant N* vérifie

N~ cloglogN log3/2

-Nél—}-—ao—gzv)z—? avec o = 10g2 ——0,585
En regroupant ces deux résultats, si ’on pose
N* I
N =T gy
Jog v
ce qui définit ¢ —f—gu on a
qui Gelnit ev=TogTogN ’
3 Zlim infcy < a.

32
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Pour démontrer le théoréme 8 nous allons utiliser des méthodes
analogues a celles du chapitre précédent en utilisant les « superior highly
composite numbers » introduits par Ramanusan, et dont nous allons
rappeler briévement les propriétés.

DEFiNITION. — On dit que N est « superior highly composite », s’il
existe ¢ > o tel que pour tout N', on ait

k41

On pose

log
E =

W; k entier>.1, A premier}.

Pour tout ¢ <1 et c¢ E, il existe un, et un seul, « superior highly compo-
site number » dont la décomposition en facteurs premiers est

=11 )« - i e ).
N —ll A, avec a,= partie entiere de <7F—1>

log 2
logp
il existe au moins deux « superior highly composite numbers » associés
a e. Comme on ne sait pas démontrer que les éléments de E sont distincts,
il peut en exister au plus trois (voir [1], théor. 10).

Inversement, 4 tout N ainsi construit, on associe deux éléments
consécutifs de E : e~ et e+ (e— < ¢*), tels que N soit associé atout c € (c—, ¢*).
De méme, on définit hy et hi(N) par

-Siz:ekE,

Le plus grand nombre premier p qui divise N vérifie : <

log Z?‘ i ? log (ha—_:l
r= e T . A=
by, Tog? et h? Tog? (pour 4 = p)
pour tout A premier avec @y =, (N). On a alors
= sup hy et et = inf A%,
Apremier AN
et 'on définit
g;=suph; et et = inf h¥.
AN NN

Enfin, on pose pour k>1 :
k+1

et

2
I
\.m

log

Fr= Tg_l_

v
£

;A premier}

On a E=9, et, pour tout N, ¢;€7, et ¢l € F..
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ProrositioN 2. — Soit N = N, un « superior highly composite number »,

soit g une fraction irréductible telle que s divise N; on a alors

r \ I.\ € .
(§9)/a00 = (& W e L L

N pls

avec

U, @ F1 <a~,\ + z)w

= a+1+o@) \ao+t1
et

V o ap,—,—l < ap, "'r"(s)
YT a1 —0u(s) \au 1 ’

De plus, on a Up,>1 et Vy>u1 avec éqgalité lorsque v, (r) =1 el vu(s) =1.

Démonstration. — Comme dans la proposition 1, on fait r=%% s=1,
et T'on calcule U, en posant ay=a :
. _atk4r 0t r
AN /AWN) = S = e e s
d’ol

k
_a+r a4 2\F a-+i a-+ 2
U)‘_a—{—k—{—l <a+ 1> _I_I(a+i+1> <a—i—1)'

a-+i—+1 a-to
a¥i “at1

Pour k=1, on a Uy =1 et, pour i > 2,
On calcule de méme V.

Pour démontrer le théoréme 8, nous aurons besoin d’un lemme.

LemME 12. — Pour foute constante c, il existe une infinité de « superior
highly composite numbers » N pour lesquels

e =g —¢7 ¢
FTETETES bilogp
ot p désigne le plus grand nombre premier divisant N ef o= l‘;géé?-

On utilise le corollaire 4 du théoréme 2 (chap. 1). On prend

__log3/2 ooy log3fa
f(@)= logz '@ = rlog’z’

et I'on prend comme suite v, I’ensemble F;. On doit évaluer

V=Card {v.|f@x) Zv.}=V:+ Vi+...+ V,t...,
avec
Vi=Card { v, € Fy, f(x) <L v,}.
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log k+1
Comme —log—)_ est une fonction décroissante de k et de 2, on a
Vi Vo . .V, L.

D’autre part, soit m, tel que

m, + I
0870~ log)a
log2  logz
logx —
On a my~ m et, pour m > m,, V/n— O.

Enﬁn, V;,: ﬁ(y), avec ]()L[}/é — 10g3/2

» d’ou y=1x3 avec

logy = logzx
5= igg gﬁ —o71...  et, finalement,  V=0(?).
On doit ensuite évaluer, pour b= ZI‘»
, 2*log3 ‘
V= Card%v,,| f(x)— xlong Z v, f(x) $

Or, dans cet intervalle, il ne peut y avoir qu'un seul élément de Fy
pour k> 3. En effet, pour k=3,

log4/3  log4/3 - 2log4/3 ~ec x'—8
logh  log(A +2)  Zlog’h — zlogx

I
4
appliquer le corollaire 4 : Pour toute constante c¢> o, il existe une
infinité de n pour lesquels

car A~z? et 1—f3> - On a donc V'Zm,= 0 (logz) et I'on peut

Up— Ups > ¢(— [’ (an)) log a,.

Or u, et u,., sont deux éléments consécutifs de F,. On choisit N,

avec &= &——*_?u—’i’ Alors &5 (N)=u,+s et e (IN) =u, D’autre part,
nous avons U, = f(a), Un+1=f(Ar+1), €t soit x tel que ¢ = f(x) = l(l)fg?):{: 2.
Alors a, < < @p+q €t @y~ a4 (C’est une suite comprenant les nombres
. loga _~_loge \ .
premiers). Comme fogP <e< Togp (ot P est le nombre premier
suivant p), on a x~ p% et I'on obtient
_ I Cy
-:_ ol T v
B h=C0y logixlogxé p*logp

BULL. SOC. MATH, — T. 97, FASC. 2. 12
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178
Démonstration du théoréme 8. — Soit N = N, vérifiant le lemme 12

et soit N* le « highly composite number » suivant N. On pose

et §=1+t.

»i~

r
N*:EN, avec 1<

Soient p le plus grand nombre premier divisant N, P son suivant, Q le
=1. On a alors :

plus petit nombre premier pour lequel vy(N) =1
— Ou bien r n’est divisible par aucun nombre premier > P

— Ou bien s n’est divisible par aucun nombre premier > Q
Sinon il y aurait un « trou » dans la décomposition en facteurs premiers
de N*, ce qui est impossible ([9], § 8). On en déduit
— Ou bien, pour tout A divisant r,

1 I I
< €5 I I - :
hi<e; et . )\(a_h;)mm — 3!
|r

— ou bien, pour tout p. divisant s,

+ + .
N et [l Gh —~)VP(3 =5
[J.
Wls
Comme r> s et e —e;=c¢f—z¢, la proposition 2 nous dit que
I

| < d(NYA(N) = (\;) —

Or 14+t _g s _: L + I, donc ; ~t. En passant aux logarithmes,

log 2
—elog(x + 1) +(s1—¢) log 3 = logpt + > Togp logp logt,

clogt > o pour toute constante c. Cela entraine

soit ¢ -+
[N glo_gp pour toute constante c.

On obtient le théoréme en remarquant que c¢,logN—p_—<c;logN
(voir [9], § 27; on a d’ailleurs, pour tout « highly composite number »,

p ~1ogN).
2. Highly abundant numbers.

Rappel de définitions. — On pose o(n) =somme des diviseurs de n
pG+1_I

On sait que o est multiplicative et que o(p*) = =
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On dit que N est un « highly abundant number » si, pour tout N’ < N,
on a
a(N') <a(N).

On dit que N est un « superabundant number » si, pour tout N’ <N,
on a
cN’) _ a(N)
N SN

On dit que N est un « colossally abundant number » s’il existe = tel que,
pour tout N’, on ait

a(N') N\
2| =
a(N) — <N ) '

Pour ces définitions, et les propriétés de ces nombres, voir [1]. Nous
allons faire quelques rappels : Un « colossally abundant number » est
«superabundant » et un « superabundant number » est « highly abundant ».

Pour les « colossally abundant numbers », on définit

) -
f1og L= |
E= (_Tgp__ k entier>. 2, p premierf.
A tout ¢ < h;f;é 2 ¢ E, il existe un « colossally abundant number »,

et un seul, dont la décomposition en facteurs premiers est donnée par

log e+

)\H":'——I
N =l] A avec a,= [—la—g—j—~] —1.

Soit p le plus grand nombre premier divisant N, on a

log<1+%> s

e < < .
logp plogp

Inversement, & tout N ainsi construit, on associe, pour tout A premier,

}\a)\—i—‘l___l )La)\"'i—[
S ey A logymm—y L
h)( = —Fg;\— € A= T (Sl = p).
On pose
comp et e

On a = <e¢t+ et, pour tout ce (e, ), N est associé a . On définit

e;=suph; et ¢y = inf A%
MN 2N
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et, pour k> o,

]og}"——l
M—7 . .
Fi= Tg—r,/\premler} et 5k=l ) F;.

Ik
On a E=¥, et, pour tout N, ¢;(N)eF; et ¢j(N)e 7.
ProposiTioN 3. — Soit N = N. un « colossally abundant number »,

soit g une fraction irréductible telle que s divise N, on a alors

a<§N> /cr(N)_ r\& 1 1 1 1
EN / T - (:S‘) II Z(E—h;)u)\ (r) II u_(h:——s)vp(s) :!:_{,l F, [] W,
S

A7 Bls s

avec

U <;\a1+2_l)(»)(zv) Nk P
)\:=

ATy )La',.—o-«')‘(r))'ri__l

et

V ’J’a,ﬁ—i vk‘(s) }.L”';L'H-——- I
P«== [J-ak“+1—'l H”P‘+1H‘V?‘s’—l.

De plus, on a Uy>1 ef Vy>1 avec égalité lofsque n(r)=r1etvu(s)=r.

Démonstration. — Comme dans la proposition 2, on calcule U, en faisant
r= M, s=1. On obtient, en posant ay=a,

A2 g \k
ke —y je(—1) _ m(l"*ﬁ—%) X,
pa-+k ()\ —_ I) Aa+1__ g Ake U«A

U~ )\a+2 — \ & )\a—}-l J— _ }‘(I—H'_ 1 ;‘(l+?__ I
A\ (= /) P p— _l Qe Gari 1 )°

i=1

d’out

>~

Il

Si I’'on pose f(x) = )—a;—;:—ll> f(x) est une fonction croissante, et

k
U=[[ra=fe=y>1 si k>t

prT—1
T—1

Et de méme pour V,, avec f;(z) = qui décroit :

K
Va=[ TGy > i k>
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LemMEe 13. — Pour toute constante c, il existe une infinité de « colossally

abundant numbers » N; pour lesquels ef—e¢=¢—ze; > I%, olt p désigne
le plus grand nombre premier divisant N.

La démonstration est la méme que celle du lemme 12. On prend

logx E—
f(x) Togz '
C’est une fonction décroissante. On a
I !
f@@)~ x*logx et f'@)~ x? logx

On prend, pour v,, I’ensemble #,. On doit évaluer
V=~Card {v,|f(x) Zv,} =Vi+ Vi+...4+ V,,

avec V= Card { v, € Fi| f(x) < v, }.

k__
Iog :;k_l
Comme W est une fonction décroissante de k et de z, on a
Vi V,>...> V,,. On définit m, par
2’”"-——'1 x:}.___
log s log e
logz ~  logx
soit m,~ »logz, Enfin V,==(y), avec
log 2
yt—1 r—1
. Nlogy,___y_lg —z
y?logy logy =~ logzx r*logzx’
d’ol
gy~ e x2/3
et finalement V = O(x**).
On doit ensuite évaluer
oxb
V' — Card | v, f(@)— Tgxévnéf(x)}.

Or, dans cet intervalle, il n’y a qu’un seul élément de F; pour k>4,
soit my en tout. En effet, pour k=4, posons

log

—X

fi(@)= W'
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Si fi(2) est dans I'intervalle, 4 ~ ¢, 2, et

—¢& Ca

f)—f0G+ Q)E A*log = 77 logz’

avec b=1 <., la propriété est démontrée, et I'on peut appliquer le

4 ~3
corollaire 4 du théoréme 2. Pour toute constante ¢, il y a une infinité
de n pour lesquels u,— t,+1> c(—f’(a,)) loga,. Or u, et u,., sont deux

s R _ .. u,+u
éléments consécutifs de F;. On choisit N, avec ¢ = —”—%"—“ Alors

&5 (N) = tny et €5 (N) = u,. Maintenant

u,= f(a,) ~ (Tgan et e~V Uprv

d Ou a, ~ \/p et _—fl(a'l) ;/r

1
plogp’

» ce qui démontre le lemme 13.
logp

TrEOREME 9. — Pour toute constante c, il existe une infinité de « colossally
abundant numbers » N dont le « superabundant number » suivant A est
tel que

A i+ c(loglogN)Z.
VIogN

N =
Démonstration. — On choisit N vérifiant le lemme 13. Comme pour le

théoréme 8, on pose A = gN et g =1-{ et alors

a(A)/cr(N) _<S> sa_ls;

et, en logarithme,

I
éplogp + j/‘vlogt

ce qui entraine técl—o—f;ﬁ pour toute constante c. Comme p ~logN

({1], théor. 7), le théoréme est démontré.

THEOREME 10. — Il existe une infinité de « highly abundant numbers »
qui ne sont pas « superabundant » et méme le nombre de « highly abundant
numbers », compris enfre deux « superabundant numbers » consécutifs,
n’est pas borné.

Démonstration. — On sait que le quotient de deux « highly abundant
numbers » consécutifs N et N* est majoré par

*

N I , ]
N 14 G—9TgN (voir [1], théor. 18).
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Si T'on choisit N vérifiant le théoréme 9, on trouve qu’il y a plus de
c(loglogN)? \logN « highly abundant numbers » compris entre N et A.

TuEOREME 11. — Soif Q(x) le nombre de « highly abundant numbers »
inférieurs a x qui ne sont pas « superabundant ». Il existe une constante c
pour laquelle on a Q(x) > c(logx)*2.

Démonstration. — Nous appliquons d’abord le lemme 5. On choisit
lo <1 -4~ l>
VTR,
logp
3
avec ;épéi, ¢ étant un nombre que I'on fera tendre vers Iinfini.

On a

pour & une partie de F,, c’est-a-dire les nombres

E N I Cy
X~ S ogz pilogp

10g<1 -+ §>

log:
OnaY=Y;+ Y,+...+ Y,. Par un calcul déja fait au lemme 13,
on sait que Y ~ Y3, avec Y;=7n(n), et

On choisit pour ¢ les nombres de &, supérieurs a

7’ —1 1
lo, ——_‘f} lOg<I+g>

n'i
logv - log?,

)

. I S
—_— ~Y 4 .
soit Tog7 Elog*’ soit 1 ~ /2, et finalement Y —c, Tog?

Cy 2U
[ ) —— e
T logE de telle facon que Y< 5 —i—x)

£

<Il faut prendre c; = g;) On a alors R TToge

Considérons maintenant un nombre ¢ de & pour lequel d(c, Y)=u,
et associons a ¢ le « colossally abundant number » N tel que :=(N) =-=.
On aura ct—e > u et e=—c3> u. Soit T 'ensemble des « colossally
abundant numbers » ainsi construits. On a

-

Q .
4 1og:

On choisit u=

R =CardI' >

41 ogé’

Soit NeT, et soit A le « superabundant number » suivant N. On pose

A= EN, g =1-1t et, de méme que dans le théoréme 9,

1 << a—(;;‘_)/c_g\]& é<§>‘_£’
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avec

—Zt et e

wl~

En logarithme, on obtient

= Flogs L+ 7 ogs 108t

ce qui entraine

c; logk A c; logt
> 2—2- LN —_—22,
=" et N =T +

Or le quotient de deux « highly abundant numbers » consécutifs

N* 1 1

- = —_— _ _~ B — 351
est N =1 + G—o1ogN ~1+4 G—o)logh, en désignant par N,
le plus petit nombre de I'. On a, si p, est le plus grand nombre premier

divisant N,, log Ny~ py > —, et finalement ]X’ Z1+ E Entre N et A,

il y a donc au moins ¢, \/E logt « highly abundant numbers ». Comme
il y a R nombres dans I', on obtient finalement c¢; £/ « highly abundant
numbers » qui ne sont pas « superabundant ».

Soit z un nombre assez grand. On pose ¢ =(1— ¢) logz. Alors tous
les nombres N €', pour lesquels log N ~ p =% sont inférieurs a z, et tous
les « highly abundant numbers » construits plus haut, sont aussi infé-
rieurs & x. Il y en a ¢,£/2 = ¢y (logx)*/2.

TutoreME 12. — Il existe une infinité de « colossally abundant
numbers » N ftels que—lgN soit « highly abundant », ot p désigne le plus
grand nombre premier divisant N et P son suivant.

Le théoréme résultera de deux lemmes.

LemMmE 14. — Soit un « colossally abundant number » N vérifiant les
propriétés : :
I I
log(l—i—P\ 10g<1+;>
10 e = ~TlogP el e+ = ~logp c’est-a-dire N[p et NP sont

« colossally abundant »;
20 P—p < 2logp;

5 log logp
p*logp

Alors n = 1’; N est « highly abundant » pour N assez grand.

30 em— 7>
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LemMmE 15. — I1 existe une infinité de « colossally abundant numbers »
vérifiant les propriétés 10, 20, 3¢ du lemme 14.

Démonstration du lemme 14. -— Soit M < n = g N, il faut démontrer
que o (M) < a(n).

Si M= N, s(M)~s(N) =£iia(n) <o (n).

Si M > N, alors on écrit M == gN avec 1 < —: < g La proposition 3°

donne, avec ¢ = ¢,

et
p
a<17———1—v—> = <P I a cause de la propriété 1°
& —\p) e '
Supposons s > p +1, alors :
r p
(M) °'<§N> 4<p>1+s~ 1 _ °<5N>
= —- — )
a(N) sN) —\p @+ 7(N)

soit o (M) < a(n).
Reste le cas s < p. Mais comme r < gs, on a alors r < P. Soit 2

un nombre premier divisant r, on a 2 < P, et donc A|N et hy'= <3,

donc
(M) <I‘ g I
() = E) =
Maintenant, comme£ <—1;a on a
P
r> s> P—p
<51sép_p, alorssé P ~1+S:_1+———p P » donc
20D (B (P=p)
a(N) —\p, P '
Il reste donc & vérifier que les conditions 2° et 3° entrainent
P—p\&t—=% 1
(B2 <
soit

(e—¢&3) log(P —p) <(:7—¢3) logp.
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log (1 + ;)

——ng———»ona

Soit y(x) =

' —1 _ . 3/2 _ 3
y(”)Nx___zlogx et  ct—e =y(p) y(P)ﬁzlogpplogp o

Maintenant
—_—T — gt — £ —— =7 i 5 log logp 4
er 3T b .,:,_/__ 2+—210—gp—_p_
et
\ logl
(e¥—¢3)log(P —p) < I%log(g logp) < 5_()%&@3 <(e—¢;)logp,

d’aprés la condition 3.

Démonstration du lemme 15. — On applique le lemme 5 presque dans
les mémes conditions que pour le théoréme 11. On prend pour & une

log<1 + l>
——EpiaaveczézézgetP—p < 2log:.

On sait alors (voir lemme 6) que X > (1— E)T

ogZ
log<1 + L)
2t/. On a vu (théor. 11)

partie de F,, c’est-a-dire les

- On prend pour <Y

les éléments de &, supérieurs a
log 2

que Y=O< \/E,,) et que d >

fog? - On prend

= Elogk log
__5loglog(2k) —e loglogt
— (2B log2E T Etlogk

On a alors '
2U = I3

7. — /; L2

Y< s +1> o(VE) et Rxg¢ ok

Soit :e& pour lequel d(c, V) >.u, on considére le « colossally
abundant number » pour lequel ¢ (N) =¢. Ce nombre vérifie les

propriétés 19, 20, 3° et, puisque R >.c;, loig'g’ on peut en construire une
infinité.
Remarque. — On pourrait démontrer un théoréme analogue au théo-

réme 9 : Il existe une infinité de « colossally abundant numbers » N,
tel que le « highly abundant number » suivant, N*, vérifie

N* - cloglogN

N =1 oghy

Les « highly abundant numbers » se rapprochent assez des nombres
de g (N). II doit étre possible de leur appliquer les méthodes des théo-
rémes 6 et 7.
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TABLE NUMERIQUE.

Soit p; le kime nombre premier. En utilisant une définition déja
donnée en téte de la démonstration de la propriété 8 (chap. 2), on pose :

g (n) = sup j
(N<n
/] €Hy
ou H; est I’ensemble des nombres qui n’ont pas d’autres diviseurs premiers
que pi, P2y .. .5 P
Pour 2%~ n = 2%+'—1, on a ainsi ¢(p) = 2%
On peut calculer de proche en proche g,, par la formule (en posant p; = ¢
et pir=p)

97 (n) =sup(g,(n), 9,(n—q), ..., ¢" gp(n—q™)).

Les quantités dont on prend le « sup » sont en nombre fini, car on doit
avoir ¢ n.

Enfin, on constate que ¢(n) = ¢,(n), pour n<p, et méme pour
cy/nlogn = p (voir chap. 2, corollaire de la propriété 11), ou ¢ est une
constante que 'on peut encadrer.

La table numérique suivante, pour n < 301, a été calculée par l’ordi-
nateur CDC 3600 de I'Institut d’analyse numérique Blaise Pascal de la
Faculté des Sciences de Paris. En fait, la table a été construite
jusqu’a n = 8 ooo.

Si n n’est pas dans la table, si n,< n’ < n,, avec n, et n, consécutifs
dans la table, g(n) = g(n,).

Un astérisque signale les nombres de G (voir les propriétés en téte
du chapitre 3).

Facteurs de g (n). Facteurs de g(n).
n. g(n). — e n. g(n). e cm———
I I 25 1 260 4 9 5 7
2 2 2 27 1 540 4 5 7 11
*3 3 3 28 2310 2 3 5 7 11
4 4 4 29 2 520 8 9 5 7
5 6 2 3 *30 4 620 4 3 5 7 11
*g 12 4 3 32 5 460 4 3 5 7 13
8 15 3 5 34 9 240 8 3 5 7 11
9 20 4 5 36 13 860 4 9 5 7 11
10 3o 2 3 5 38 16 380 4 9 5 7 13
*12 60 4 3 5 40 27 720 8 9 5 7 11
14 84 4 3 7 41 30030 2 3 5 7 11 13
15 105 3 5 7 42 32 760 8 9 5 7 13
16 140 4 5 7 *43 60 060 4 3 5 7 11 13
17 210 2 3 5 7 47 120 120 8 3 5 7 11 13
*19 420 4 3 5 7 *49 180 180 4 9 5 7 11 13
23 840 8 3 5 3 *53 360 360 8 9 5 7 11 13
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*141
143
149
151
157
159
161

g(n).
471 240
510510
556 920
I 021 020
1141140
2 042 040
3 063 o6o
3 423 420
6 126 120
6 846 840
8953 560
9 699 690
12 252 240
19 399 380
38 798 760
58 198 140
116 396 280
140 900 760
157 477 320
232 792 560
281 801 520
446 185 740
892 371 480
1 338 557 220
2677 114 440
3375492 120
5354 228 880
6 750 984 240
7216 569 360
8 172 244 080
12 939 386 460
13 385 572 200
13 831 757 940
25 878 772 920
38818 159 380
41 495273 820
77636 318 760
82 990 547 640
155272 637 520
165 981 095 280
209 280 511 440
232 908 956 280
388 181 593 8oo

\
\

>NV 00 X OO0 N

—
R OO0 £ O

-
[or BN iNe ]

4
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|

»
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Facteurs premiers de g(n).

N

N

(S R N E RS RS B I B S B S N S S S S B B S IS B S S S A A S S S N S T S S RS B S & S NS IS NS e

A I R B e B N N B R N B N N NN AN N S N BN EEN BN BN BN BN BN IS AN N RN RN BN IRNG BRNS BN |

II
II

II
II
II
II
II
II
II
II
II
11
II
II
11
II
II
II
II
II
II
II
II
II
II
II
II
II
I1
II
II
II
II
II
II
I1
I1
II
II
11
II
II

N

13
13
13
13
13
13
13
13
13

13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13

17
7
17
17

17
17

17

17
17
17
17
17
17
17
17

17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17

19
19
19

19
19
19
19

19
19

19
19
19
19
19
19
19
19

19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

23
23

23
23
23
23
23

23
23
23
23
23
23
23
23
23
23
23

23
23

29
29
29
29
29
29
29
29
29

29
29

31

31

31

31

31
31
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