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Ol1.La historia:

Pierre de Fermat, que nacié en el afio 1601 en Beaumont-de-Lomagne, Francia, y
murié en Paris en 1665, fué de profesion jurista y aficionado a la Matematica,
disciplina en la que dejo resultados notables tanto en teoria de curvas, como en el
célculo de probabilidades o en la teoria de numeros.

Tenia la costumbre de anotar en los margenes de los textos que leia posibles
demostraciones de los resultados que aparecian expuestos u otros resultados que él
mismo podia deducir. Asi, dejé en uno de los margenes de la Aritmética, de
Diofanto, una conjetura muy simple de explicitar pero tan dificil de demostrar que ha
traido al mundo cientifico de cabeza durante méas de 300 afos.

Lo curioso es que en el mismo margen de dicho texto, Fermat escribié que poseia
una demostracion "maravillosa" que, sin embargo, no cabia en el estrecho margen
del libro de Diofanto. Este hecho ha representado histéricamente un enigma, pues
las generaciones posteriores, a la vista de la dificutad de dar con una demostracion,
"maravillosa" o no, se plantearon que, o bien el doctor Pierre de Fermat se quedod
olimpicamente con el personal, o bien, estaba en un craso error al considerar que
disponia de algun tipo de demostracion.

La Ultima Conjetura de Fermat, o bien, como generalmente ha sido denominada, El

ultimo Teorema de Fermat, afirma sencillamente que la expresion
+y" =2", x,y.z€Z,ne N no tiene solucién paran > 2. O sea, que si X" e y" son

potencias perfectas de nimeros enteros, nunca podra ser x" + y" potencia perfecta
de numeros enteros cuando es n > 2.
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Pierre de Fermat. Museo de Ciencias y Letras de Toulouse

Todos los intentos realizados en los tres siglos siguientes a la muerte de Fermat,
tanto de encontrar una demostracion de la veracidad de la conjetura, como de
encontrar un caso que la contradijera, han resultado fallidos. Nunca se pudo, en ese
intervalo de tiempo, avanzar mas en lo que respecta a la conjetura, aunque es cierto
que las investigaciones desarrolladas por diferentes matematicos en los siglos XVIII,
XIX y XX, han servido para desarrollar de forma extraordinaria la teoria de niameros.

Tanto es asi que, desde 1908, existia un premio de 100.000 marcos que habria de
entregarse a la persona o personas que lograran una demostracién de la conjetura
que se pudiera contrastar antes del dia 13 de septiembre del afio 2007. El premio,
administrado por la universidad de Gotinga, se ofrecia por la demostracion, no por
encontrar un ejemplo que rechace la conjetura. En el afio 1997 se hizo entrega al
profesor Andrew John Wiles de dicho premio.

02. Las infinitas soluciones del caso pitagodrico:
El caso pitagdrico corresponde a la situacion en la que n = 2. Este, evidentemente,

no es el caso al que se refiere la conjetura de Fermat. Lo que vamos a ver a
continuacion es como, a partir de una solucion particular de la ecuaciéon pitagorica

2 2 2 . . . .
x"+y" =z" podemos generar todas las infinitas soluciones de la misma.

Si dividimos por z2 toda la ecuacion, se tendria:

= =

2 4
Z4yi=g —:»(f] +[£] =14 +8%=1, ABeQ
Que es, evidentemente, la ecuacidon de una circunferencia de radio unidad.
Partamos de la solucién particular mas simple. Por ejemplo de A = 1, B = 0. También
seran soluciones A= -1, B =0,y A =0, B =1, o, también, A= 0, B = -1. Estas

soluciones, las mas simples por ser enteras, estarian situadas en los puntos de corte
de la circunferencia de radio unidad con los ejes cartesianos del plano AB:
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(0,1)
T B=mA+n
7 B=m(A-1)

{-l.ﬂ}\ (1,0) A

Al variar la pendiente m de la recta, se obtienen todas las soluciones
de la ecuacion pitagdrica.

Todos los puntos de esa circunferencia verifican, evidentemente, la ecuacion de la
misma, es decir, estan sobre la circunferencia, por lo que la interseccién de una recta
cualquiera con la circunferencia nos dara un punto solucién de la ecuacién anterior..

Consideremos, por ejemplo, la recta que pasa por (1,0) y veamos su intereccidon con
la circunferencia:

A+ B =1
= A ot [A-1F = 1= (14w |47 = 2m® A4m® —1=0
B=m(A-1
ecuacion de segundo grado en A, con soluciones dadas por
w41
PRI e
w41 m* =1
m* +1

paraA=1,B=m.(A-1) =0o0 sea, (A B) = (1, 0) trivialmente.

Veamos la otra solucion:
me =1

A= 1,B=m.(ﬂ—1}=m{

a

i+ me+1

mg—l_lJ —2m

Por tanto:

I:A,sz(mg—l —sz

m?+1 w41

Esto quiere decir que si sustituimos m por el cociente de dos enteros, que para que
resulte positiva la segunda componente, ha de ser negativo:

= —E, F.q Primos entre s
g
resulta:
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y, deshaciendo el cambio inicial A = x/z, B = y/z, se tiene, finalmente que el conjunto
de todas las infinitas soluciones de la ecuacién pitagdrica puede expresarse por las
formas modulares que la parametrizan con parametros p y g (nUmeros enteros
primos entre si):

x=p'-g* y=2pg. z=p"+4°

Asi, en definitiva, si se toman dos numeros enteros, primos entre si cualesquiera
que sean, puede encontrarse inmediatamente la correspondiente solucion de la
ecuacion diofantica pitagorica:

parap = -3, q =7, se tiene que es x = -40, y = 42, z = 58.
parap = 10, g = 3, se tiene que es x =91,y = 60 z = 109.

para p = 6, g = 5, se tiene que es x = 11, y = 60, z = 61.

Se tiene, en definitiva, que el caso pitagérico N = 2, de la ecuacion diofantica xN + yN

= zN tiene infinitas soluciones. Sin embargo, los casos no pitagéricos N > 2 no
admitian ni un solo ejemplo de existencia de solucion entera, ni tampoco se le pudo
encontrar una prueba de imposibilidad de soluciones durante mas de 350 afios.
Durante estos afios hubieron muchos intentos de demostracién de la conjetura de
Fermat.

03. Los intentos clasicos de demostracion de la conjetura:

Durante méas de 350 afos fueron muchos los intentos de demostracion de la
conjetura de Fermat, interviniendo en el estudio del problema tanto matematicos de
la talla de Euler, Dirichlet, Legendre, Gauss o Kummer, como otros menos
conocidos. Todos ellos, en un esfuerzo épico en la historia de la Matemética,
intentaron la prueba del enunciado para ciertas condiciones parciales, para ciertos
exponentes N de la ecuacion diofantica. Para algunos de estos exponentes se logro
el propésito, pero la demostracion general de esta proposicion permaneceria
faltalmente inalcanzable a los esfuerzos de la comunidad matematica.

El desafio que representd el problema de la conjetura de Fermat origind un desarrollo
extraordinaro de la investigacion en la teoria de los numeros, descubriéndose
relaciones, propiedades y aplicaciones en el campo numérico que de no ser por ese
estudio hubieran pasado muchos afios antes de evidenciarse. En este sentido, se
considera a Fermat el padre de la teoria de niumeros.
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Carlos F. Gauss (1777-1855) Adrian M. Legendre (1752-1833) Agustin L. Cauchy (1789—185-7)

g

Gabriel Lamé (1795-1870) Peter G. L. Dirichlet (1805-1859)

Erns Eduard Kummer (1803-1893)

04. Curvas elipticas. Curvas elipticas modulares:

Las curvas elipticas sobre un cuerpo K son en general expresiones del tipo siguiente:

2 3 2
vy =x"+tax+thxte, abecek

si el cuerpo K = Q, entonces estamos en el caso racional.

Una curva se dice modular si puede ser parametrizada por funciones modulares,
esto es, por funciones de variable compleja, o sea, si se puede reducir a una
combinacion de funciones con el mismo maodulo, o, dicho de otra manera, si se le
puede hacer corresponder una forma modular.

Una curva eliptica modular es una curva eliptica que se puede parametrizar por una
forma modular, o por una combinacion de formas modulares.

05. La conjetura de Taniyama-Shimura:

Esta conjetura, hecha por Yutaka Taniyama (Kisai, 1927 - Tokio, 1958) y por Goro
Shimura (1930 - ) puede enunciarse de esta manera:
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- "Todas las curvas elipticas son modulares"
0 bien:

- "A cada forma modular le corresponde una curva eliptica, y viciversa, a cada curva
eliptica le corresponde una forma modular"

Yutaka Taniyama murioé en 1958, a los 31 afios, sin que hubiera podido siquiera
vislumbrar lo que al cabo de 35 afios supondria su conjetura sobre la modularidad de
las curvas elipticas en el estudio del enunciado de Fermat.

Yutaka Taniyama

06. El trabajo de Gerhard Frey y de Kenneth A. Ribet:

El ultimo acto de la historia de la Conjetura de Fermat comenzé en el afio 1984,
cuando al matematico aleman, de la universidad de Essen (Institut fur Experimentalle
Mathematik) se le ocurrid escribir la siguiente expresion

¥ =xixt A (x- BY)
donde tanto A" como B" son potencias n-simas perfectas de niimeros enteros con la

condicién de que tambien A" + B" sea potencia perfecta (n>2). La ecuacion anterior
es, realizando operaciones de simplificacion:

y =g (=B - A B
o bien:
yh o= ax? (4 - B - A B
donde el discriminante del polinomio de segundo grado es:
A = (4t -B*) -4(-A"B*) = A® +B™ +24" B" = (4" +B* )]

y de aqui que el discriminante habria de ser potencia perfecta de niumeros enteros:
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A= A" + B¥

Ahora bien, Kennet A. Ribet, de la Universidad de Berkeley, demostré en junio del
afo 1986 que la expresion

yi=xt (A -B - B
donde el discriminante fuera una potencia perfecta no puede ser modular.

07. Andrew Wiles:

A la vista del trabajo de Gerhard Frey y de Kenneth A. Ribet, habria de deducirse
que, o bien la conjetura de Taniyama-Shimura no es cierta, existiendo curvas elipticas
que no son modulares, o bien, si fuera verdad que todas las curvas elipticas son
modulares habria que concluir que la expresibn construida por Frey:

yi=xt (A -B - B

simplemente, no existe. Es decir, no podria existir una curva eliptica con la expresion
anterior en la que el discriminante fuera un cuadrado perfecto, o, dicho de otro

modo, no podria existir una expresion en la que aparecieran dos nimeros, A"y B,

potencias perfectas, de modo que también fuera A" + B" potencia perfecta, esto es,
quedaria demostrada la Conjetura de Fermat.

Todo el problema se reduciria, por consiguiente, a probar la conjetura de
Taniyama-Shimura para que quedase probado el enunciado de Fermat, o, por el
contrario, a probar la falsedad de tal conjetura, que probaria también la falsedad de
la Conjetura de Fermat.

El trabajo del matematico inglés, profesor luego en Princenton, Andrew John Wiles
(1953- ) consistio, en definitiva, en estudiar a fondo Ila Conjetura de
Taniyama-Shimura y tratar de dar con una demostracion de la misma, o bien, con
una demostracion de su falsedad.

Entre los afios 1986 y 1993, desarrollando un aparato matematico de gran
complejidad, A. Wiles se dedicé al estudio de la Conjetura de Taniyama-Shimura,
hasta comunicar a la comunidad cientifica, en 1993, que habia logrado la prueba. Un
analisis detallado del trabajo presentado por Wiles descubrié un fallo sustancial en la
argumentacion, que le hizo revisarlo con la ayda de su discipulo Richard Taylor,
revision que le costé un afio de trabajo. Finalmente, en 1994, la prueba de Andrew
Wiles del Teorema de Fermat, fué aceptada.
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8de 9

Andrew Wiles y Richard Taylor

08. Documentacion:
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