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Zusammenfassung

Lange Perioden in Subtraktions�Spielen�

Diese Arbeit legt meine Ergebnisse der Untersuchung von
Subtraktions�Spielen mit Blickrichtung auf lange Perioden dar�
Sch�arfere untere und obere Schranken der Periodenl�angen� als
bisher bekannt sind� werden bewiesen� Der Begri	 der symmetri�
schen Zugmengen wird eingef�uhrt und deren Bedeutung heraus�
gestellt� Ein Struktur�Veri
kations�Algorithmus wird vorgestellt�
auf einem Rechner implementiert und zum erstmaligen Beweis
von Gewinn�Verlust�Folgen einiger Familien von Subtraktions�
Spielen benutzt� Viele Vermutungen �uber Periodenl�angen werden
formuliert und gut fundiert� Insbesondere gibt es starke Indizi�
en� da� Familien von Subtraktions�Spielen existieren� deren Peri�
odenl�angen exponentiell in einem freien Parameter n � N wach�
sen� aber deren Zugwerte nur linear mit diesem n anwachsen�

�Ein Teil der Ergebnisse dieser Arbeit ist zur Ver�offentlichung in der Zeitschrift
�Theoretical Computer Science� eingereicht worden�



Vorwort

Das Zustandekommen dieser Arbeit� insbesondere das Ergr�unden dieser
Thematik� verdanke ich unserem gemeinsamen Interesse an Nim�Spielen�
W�ahrend f�ur Ingo Alth�ofer das Thema


Lange Perioden in Subtraktions�

Spielen� eine Fortf�uhrung einer von ihm betreuten Diplomarbeit war� sagte
mir dieses Gebiet nicht nur von seiner zahlentheoretischen und kombinatori�
schen Ebene her zu� Es war auch eine Herausforderung� auf einem f�ur mich
neuen Gebiet� dem der Subtraktions�Spiele� nach sinnvollen Strukturen zu su�
chen und diese� soweit es in meinen F�ahigkeiten stand� zu analysieren und die
gefundenen Eigenschaften zu beweisen� Ich m�ochte noch anmerken� da� ich
mich bereits in der Vergangenheit intensiv mit


Grundys�Spiel� besch�aftigt

hatte und Resultate zu

Whytho	s�Spiel� erzielt hatte�

Besonderer Dank geb�uhrt meinem Betreuer� Prof� Dr� Ingo Alth�ofer� der
meine Forschung mit wertvollen Anregungen unterst�utzte� Auch beein�u�te
er den Stil dieser Arbeit ma�geblich� Ferner m�ochte ich noch den weiteren
Helfern� namentlich Ingolf Koch und Udo Sprute� f�ur ihr intensives Korrek�
turlesen der Arbeit danken� Und �last but not least m�ochte ich Dr� Torsten
Sillke hervorheben� der zu verschiedenen Vorversionen dieser Arbeit seine
Meinung mit mir ausdiskutierte�

Jena� im Oktober ����
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Einf�uhrung

Einleitung

Die Menschen haben sich seit altersher die Zeit mit Denk�Spielen vertrie�
ben� Diese Spiele kann man nach ihrem den Spielern verf�ugbaren Informa�
tionsgehalt unterteilen� Z� B� reine Wettspiele� wie Pferderennen� Gl�ucks�
spiele wie Roulette� psychologische Geschicklichkeitsspiele wie Papier�Stein�
Schere ein bekanntes darstellt� Kartenspiele wie Skat und reine Strategie�
spiele� wie Schach� in denen alle Spieler vollst�andige Information �uber den
jeweiligen Spielzustand haben� Ich m�ochte mich hier mit einer besonders
einfachen Klasse von Strategiespielen besch�aftigen� Nur zwei Spielern neh�
men an dem Spiel teil� die Spielregeln sind f�ur beide Spieler gleich und sie
haben vollst�andige Information �uber den aktuellen Spielzustand� Ferner ist
es unn�otig sich zur�uckliegende Spielzust�ande zu merken� aber dennoch soll
das Spiel anspruchsvoll� sprich nichttrivial sein� Dem Mathematiker ist be�
kannt� da� einfachste Fragestellungen� deren Beantwortung beliebig schwer
ist� meistens in der Zahlentheorie auftreten� So ist es nicht verwunderlich�
da� auch ein klassisches


Wegnehm��Spiel� welches schon im Mittelalter be�

kannt war �Bac����� �BC��� p���� p� ������� sich elementar zahlentheoretisch
formulieren l�a�t�

Die klassische Variante ist folgende� Beide Spieler haben jeweils einen
gen�ugend gro�en Vorrat an� sagen wir� Steinchen� Von diesen legen sie ab�
wechselnd auf einen gemeinsamen� zu Anfang leeren Haufen eine beliebige
Anzahl� aber h�ochstens elf� Gewonnen habe der Spieler� der als erster die
Steinchenzahl im gemeinsamen Haufen auf sagen wir ��� erh�oht� Der Le�
ser wird erkennen� das unabh�angig von den hier gew�ahlten Werten ��� und
elf� das Spiel doch recht trivial ist� sobald er die Gewinnstrategie


Erg�anze

stets zu dem n�achst gr�o�eren Wert der Form ��� � �� � ���n� erkannt hat�
Dies liegt im wesentlichen daran� da� man ein l�uckenloses Spektrum von
Z�ugen von Eins bis zu einem Maximum� in unserem Fall elf� hat� �Andern
wir dies� in dem wir eine feste� aber willk�urliche Menge von zul�assigen Zug�
zahlen vorgeben� wird dieses �au�erst einfache Spiel sofort sehr schwierig� was
das Auf
nden seiner Gewinnstrategie angeht� Nur eine technische �Anderung
ist dagegen die Konvention� statt mit einem leeren Haufen anzufangen� der
bis zu einer vorgegebenen Gr�o�e anw�achst� mit einem Haufen vorgegebener
Gr�o�e zu starten und dann zu versuchen diesen Haufen durch abwechselndes
Steinchenentfernen als erster Spieler am Zug zu leeren�

�



Grundlagen

Betrachte das folgende Zwei�Personen�Spiel� Gegeben sei ein Haufen der
Gr�o�e n � N� und k Zahlen s� � s� � ��� � sk � N � welche die zul�assigen
Z�uge beider Spieler de
nieren� Die Spielregel besagt� da� die Spieler abwech�
selnd die momentane Haufengr�o�e um eine Zahl� gew�ahlt aus der Zugliste
L � �s�� s�� � � � � sk�� verringern m�ussen� Der Buchstabe L wird ebenso f�ur die
Menge der Z�uge L � fs�� s�� � � � � skg benutzt� wenn die Ordnungsrelation der
Z�uge unwichtig oder die Sprechweise mit Mengen allgemein �ublich ist� Des
weiteren m�ochte ich mit maxL generell den gr�o�ten Zug in L bezeichnen�

Das Spiel endet� wenn die Haufengr�o�e beim n�achsten Zug negativ w�urde�
und der Spieler� der nun am Zug ist� wird als Verlierer bezeichnet� Dies kann
man anschaulich als


Man kann nicht mehr entfernen� als vorhanden ist��

interpretieren� Solch ein Spiel wird als Subtraktions�Spiel bezeichnet�

Wenn es optimal gespielt wird� das hei�t� wenn der Spieler am Zug auf eine
Verlustposition des Gegners zieht� wann immer er kann� dann bestimmt be�
reits die Haufengr�o�e zu Beginn� ob der anziehende oder der nachziehende
Spieler das Spiel gewinnen wird� F�ur eine gegebene Menge L nennen wir die
Haufengr�o�e n eine P� bzw� N �Position� je nachdem� ob der erste Spieler am
Zug einen Gewinn erzwingen kann �

�
positiv�� oder nicht�

�
negativ�� �BCG���

p� ��� V ���� Betrachten wir nun die Folge dieser P� und N �Positionen� wobei
n die nat�urlichen Zahlen durchl�auft� Wenn wir eine P�Position als � und eine
N �Position als � kodieren und mit vL�n� den Wert der Haufengr�o�e n bei
gegebener Zugmenge L bezeichnen� k�onnen wir

Beobachtung �

vL�n� � �� Q
s�L �

s�n

vL�n� s� f�ur alle n � N�

berechnen�� Dies l�a�t sich elegant in Boolescher Logik als NAND�Operator
formulieren und kann daher mit Hilfe des logischen AND berechnet werden�

�Genau genommen steht im original angloamerikanischen Text P f�ur �previous� und
N f�ur �next� und bezeichnet einen von zwei Spieler am Zug� Diese Abk�urzung gibt leider
intuitiv noch gar keine Auskunft �uber den Gewinn� oder Verluststatus des Spielers� Ferner
versagt diese Veranschaulichung v�ollig� wenn man auch Positionen mit einem Unentschie�
den hat� Daher w�ahlte ich die einpr�agsamere� sprach�ubergreifendere und verallgemeine�
rungsf�ahige

�
positiv��

�
negativ� Interpretation�

�Das leere Produkt ist als 	 de
niert� Generell liefert ein elementweise de
nierter� as�
soziativer und kommutativer Operator� D �D � D� der auf endliche Teilmengen seines
De
nitionsbereiches verallgemeinert wird� angewendet auf die leere Menge� sein neutrales
Element� Z� B� hat daher der ggt von fg den Wert � oder ANDfg ist TRUE� Andererseits

�



Statt das Produkt der Zahlen vL�n � s� zu berechnen� werden die entspre�
chenden Wahrheitswerte� TRUE � � und FALSE � �� mit und verkn�upft�
Sobald man auf einen Wert FALSE st�o�t� das hei�t eine Verlustposition� kann
das Verkn�upfen nat�urlich beendet werden� da der zu berechnende Wert an
der Position n damit schon feststeht� Diese �Uberlegungen werden relevant�
wenn man� wie in dieser Arbeit� solche Folgen �vL�n�� mit einem Computer
berechnet� und dies ef
zient geschehen soll�

Die Folge �vL�n���n�� mu� nach h�ochstens �maxL Werten periodisch wer�
den �Knu��� p� ������� Dies ist einsichtig� da vL�n� h�ochstens von den maxL
vorherigen Werten vor der Position n abh�angt und diese jeweils nur � m�ogli�
che Werte annehmen k�onnen�

De�nition �

Die Periodenl�ange p�L� des Spiels L oder der Folge vL ist de�niert als die
kleinste Zahl p � N� so da� es ein q � N� gibt mit v�n�p� � v�n� f�ur alle n �
q�

De�nition �

Das minimale q zu einem p�L� aus De�nition � wird die Vorperiodenl�ange
q�L� der Folge vL genannt� und als Vorperiode wird die Teilfolge der ersten
q Werte dieser Folge bezeichnet�

Als Beispiel diene das Subtraktions�Spiel L � f�� �� �g �

n � � � � � � � � � � �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��
v�n� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Gewinn
z�uge

� � � � � � � � ��� ����� � � � � ��� � � � � �����

Vorperiode Periode Periode Pe

n �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��
v�n� � � � � � � � � � � � � � � � �

Gewinn
z�uge

��� � � � ����� ��� � � � ����� ��� � � � ����� ���

riode Periode Periode Period

Wie man hier au�erdem sieht� setzt die Periodizit�at mit p � � in den
Gewinnzuglisten erst sp�ater als nach der Vorperiodenl�ange q von � ein��

Ferner liegt ab n � q � p � maxL � � � �� f�ur die Berechnung des
v�n��Wertes dieselbe Situation wie f�ur die Berechnung des Wertes v�n � ��

liefert maxfg auf N de
niert den Wert 	� ist aber unde
niert f�ur Z�

�Sie mu nat�urlich nach sp�atestens q�L� � maxL einsetzen�

�



vor� Somit greift ab jetzt die Aussage unmittelbar vor De
nition � mit
maxL � � f�ur unser Beispiel�

Da auf dieser Seite noch so viel Platz war� hier zum Experimentieren ein
C�Quellcode� welcher nicht ef�zient� aber daf�ur an unsere Notation und
theoretischen Ausf�uhrungen angelehnt ist� Kompiliert und mit den Z�ugen
als seinen Parametern aufgerufen� gibt es �vL�n��q�p�maxL

n�� � p�L� und q�L�
explizit aus�

�include �stdio�h�

�define MAX�POS ������

�define MAX�CARD ���

unsigned v�MAX�POS	


int main�unsigned argc� char argv�	�

�

unsigned i� k� n� p� q


unsigned s�MAX�CARD	


� read all moves �

s��	��


for �k��
k�argc
k���

if �k �� MAX�CARD�

return fprintf�stderr��sorry� at most �u moves allowed�n��MAX�CARD�


else if �� �� sscanf�argv�k	���u���s�k	��

return fprintf�stderr��parameter no number� �s�n��argv�k	�


else if �s�k	 �� s�k��	�

return fprintf�stderr���u� move violates orderrelation�n��k�


if �s�k���	 �� MAX�POS�

return fprintf�stderr��sorry� moves must be � �u�n��MAX�POS�


� k different ordered moves in L � s�	 �

for �n��
n�MAX�POS
n���

� � compute next value �

v�n	��


for �i��
i��k
i���

if �s�i	 � n�

break


else if �v�n�s�i		 �� ��

� v�n	��
 break


�

fprintf�stderr���u��v�n	�


� check all possible periodlengths �

for �p��
p�s�k	����n
p���

� for �i��
i�s�k	
i���

if �v�n�i	 �� v�n�p�i	�

break


if �i��s�k	�

� � period found �

q� n�p��i���


fprintf�stdout�� p�L���u q�L���u�n��p�q�


return �


�

�

�

fprintf�stdout��sorry� p�q�s�k	 � �u�n��MAX�POS���


return �


�

�



Der Fall jLj � �

Im Fall jLj � � ist das Spiel trivial� da kein Spieler eine Zugwahlm�oglichkeit
hat� Es ist p�L� � � maxL und q�L� � �� weil die Folge der P� und N �
Positionen von Anfang an abwechselnd aus maxL Verlust�� gefolgt von maxL
Gewinnpositionen besteht�

Auch f�ur jLj � � sind diese Spiele vollst�andig analysiert �BCG��� p� �� � ���
V ��� Die wesentlichen Aussagen sind�

Satz �

F�ur alle L � �s�� s�� gilt	

� q�L� � �

� p�L� �

�
�s� falls �s� j s� � s�

s� � s� falls �s� 	 j s� � s�
�

� Die Periode der L�ange p�L� besteht in ihren ersten p�L� � s� Posi

tionen abwechselnd aus s� N 
 und s� P
Positionen� gefolgt von s� P

Positionen am Schlu��

Wenn s� kein ungerades Vielfaches von s� ist� haben alle Gewinn� und Ver�
lustabschnitte der P�N �Folge die L�ange s� � bis auf den vorletzten Ab�
schnitt� der die L�ange s� mod s� hat�

�Hier bedeutet ajb� da es ein z � Zgibt mit a�z � b�meint also die zahlentheoretische

�
teilt��Relation� Lese ebenso � j als

�
teilt nicht��

�



Der Fall jLj � �

Der Unterfall s� � s� � s� ist ebenfalls in �BCG��� p� �� � ��� V �� gel�ost�
Eine Analyse der Folge der Gewinn� und Verlustpositionen ergibt�

Satz �

F�ur alle L � �s�� s�� s��s��s�� mit r �� �s� mod �s��� s� gelten die
folgenden drei Aussagen	

� q�L� � �

� p�L� �

��
�

�s� � r r � �

s�	�s��r

ggt	s��s�


r � �

� Die N 
Positionen sind genau diejenigen mit Index
i � b i

s�
cs� � b �i

s��jrjcs� f�ur alle i � N� �

Daher nehme ich f�ur alle weiteren Aussagen mit jLj � � an� da� s� � s� 	� s�
ist� Ich untersuchte alle Spiele mit s� � ��� und viele weitere mit gr�o�erem s��
Aus den daraus resultierenden Werten der Perioden und Vorperioden dieser
Spiele wurde ich angeregt� einige Vermutungen aufzustellen�

Vermutung �

F�ur alle L � �s�� s�� s�� mit s� � s� 	� s� gilt

� q�L� � s�s�

� p�L� j s��s� oder p�L� j s��s� oder p�L� j s��s�

� Aus p�L� 	� s� �s� und p�L� 	� s� �s� und p�L� 	� s� �s�
folgt� da�
entweder p genau zwei von jenen Summen teilt

und gleich dem ggt dieser beiden Summen ist
oder p alle drei Summen teilt und gleich � ggt�s�� s�� s�� ist�

In diesem Fall m�ussen s�� s� und s� ungerade sein�

�



Um einen Eindruck der Verteilung der Periodenl�angen von L zu bekom�
men� habe ich exemplarisch f�ur einige s� die auftretenden Periodenl�angen
f�ur alle s� � s� � s� dargestellt� Dazu habe ich die folgenden f�unf F�alle
unterschieden�

�� s� � s� � s�

�� � �� s� � s� 	� s� und

�� p � s� � s�

�� p � s� � s�

�� p � s� � s�

�� p 	� fs� � s�� s� � s�� s� � s�g

F�ur alle diese

Bitmap�Bilder� ist auf der horizontalen Achse s� nach links

wachsend und auf der vertikalen Achse s� nach oben zunehmend wie folgt

aufgetragen�
�

�

�
s� s��� 
 
 
 �

s�
s���

���

Am folgenden Bild der Vorperiodenl�angenverteilung� kann man gut den Be�
weisaufwand mittels algebraischer Entwicklung in s�� s� und s� f�ur die Struk�
tur der Folge der v�n��Werte f�ur ein festes


Gebiet� absch�atzen� F�ur den

einfachsten Fall der wei�en Gebiete links der Geraden �s� � s�� dort ist
q�L� � �� konnte ich so die Struktur der P�N �Folge von Hand beweisen� da
hier die Fallunterscheidungsanzahl sehr klein und konstant bleibt�
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s� � s�

0s3

4s3

8s3

12s3

16s3

  > 16s3

q

Bild i s� � ���� wachsende Vorperiodenl�angen sind linear als
dunkler werdende Grauwerte aufgetragen�
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s� � s�

0s3

32s3

64s3

96s3

128s3

  > 128s3

q

Bild ii s� � ���� wachsende Vorperiodenl�angen sind linear als
dunkler werdende Grauwerte aufgetragen�
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�

s�

�s�

p teilt die Summe zweier Züge

p =  s2+s3

p =  s1+s3

p =  s1+s2

s1+s2 = s3

Bild iii s� � ���� Die verschiedenen Bereiche der Periodenl�angen�
Hellgrau ist p � s� � s�� grau ist p � s� � s�� dunkelgrau ist p � s� � s��
schwarz ist die Diagonale s� � s� � s�� und alle anderen Werte sind wei� �
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�

s�

�s�

Bild iv s� � ���� Periodenl�angen ungleich der Summe von zwei
Zugwerten�
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s1+s2 = s3 p =  s1+s2 p =  s1+s3 p =  s2+s3 p teilt die Summe zweier Züge

Bild v s� � ���� Periodenl�angen im Bereich von ��� � s� � ���� und ��� � s� � �����
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Die sich andeutende fraktale Struktur scheint in ihrer Form unabh�angig von
s� und mit wachsendem s� immer st�arker ausgepr�agt zu sein� Es w�urde da�
her f�ur alle ��Zugspiele ein Diagramm mit den Achsen s�

s�
und s�

s�
gen�ugen� da

sich ja p�L� linear mit dem ggt�s�� s�� s�� skaliert� Ich habe f�ur Zweierpotenz�
und verschieden Primzahlwerte s� den relativen Fl�achenanteil der Peri�
odenl�angentypen bestimmt� Der �� Fall wurde noch so unterteilt� da� p�L�
entweder zwei oder drei der Summen teilt� Die Spalte gesamt gibt die Anzahl
aller ��Zug�Spiele mit maxL � s� an�

s� gesamt s��s��s� p�s��s� p�s��s� p�s��s� p j �Sum p j �Sum
�� ��� �������� ������	� �������� �������� ��	����� ��������
�� 	��� ���	���� �������� �������� �������� �������� ��������

	�� ���	 �������� �������� �������� �������� �������� ��������
��� ����� �������� ���	��	� ������	� �������� ������	� ��������
�	� 	����� ����	��� ���	���� �������� ��	����� ���	���� ��������

	��� ������ �������� ������	� ������	� ��	����� �������� ��������
���� ������	 �������� ����	��� �������� ��	����� �����	�� ��������
	�� ���� �������� �������� �������� �������� �������� ��������
��� ����� �������� �������� �������� �������� �������� ����	���
��� 	����� ����	��� ���	���� �������� ������	� ���	���� ���	���	

	��	 �	���� �������	 ���	���� ����	��� ��	��	�� �������� ��������
	��� 	������ �������	 �������	 �������� ��	����� �������� ������	�
���	 ������� �������� �������	 �������� ��	��	�� �������� ��������

F�ur s� �� scheint das Verh�altnis der Gebiets��achen mit p � s� � s�� p �
s� � s�� p � s� � s� gegen � ������� � ������ � ����� zu streben� und
Gebiete mit anderen Werten bilden eine Menge vom Ma� �� Ich habe nicht
mehr versucht� die Hausdorff�Dimension der Mengen der beiden letzten F�alle
genauer zu bestimmen� die deutlich � � ist�

Ich berechnete auch die Vorperioden aller ��Zug�Subtraktions�Spiele f�ur alle
s� � ���� Auf Grund dieser Daten bin ich sicher� da� die extremen Werte
der Vorperioden mit wachsendem gr�o�ten Zug f�ur s� � ��� von den ersten
sechs dieser acht Zug�Familien gestellt werden�

��� soll anzeigen ob dieser Wert eher zu erh�ohen oder zu erniedrigen ist� Die Unge�
nauigkeit der beiden ersten Werte betr�agt etwa 	���� und die des kleinsten circa 	�����
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Ln � fs�� s�� s�g Periode Vorperiodenl�ange Typ
f�n� �� ��n� �� ��n � �g � ��n� � ��n s� � s� � �
f�n� �� �n � �� ��n � �g � ��n� � � s� � s� � � �

s� � s� � s� � �

f�n� �� ��n� �� ��n� �g �n� � ��n� � ��n � �� s� � s� � s� � �
f�n � �� ��n � �� ��n � �g �n � � ��n� � ��n� � s� � s� � s� � �
f�n� �� ��n� �� ��n� �g � ��n� � ���n � �� s� � s� � s� � �
f�n � �� ��n � �� ��n � �g � ��n� � � s� � s� � s� � �

f�n � �� ��n � �� ��n � �g ��n � � ���n� � ��n � �� s� � s� � s� � �
f�n � �� ��n � �� ��n � �g ��n � � ���n� � ��n � � s� � s� � s� � �

Es f�allt auf� da� sie fast alle der Gleichung s� � s� � s� � gen�ugen und der
Quotient ������ 
 ��� � q�Ln���s�s�� � ����� 
 ��� � �� � bleibt� Somit domi�
niert letztlich die Vorperiodenl�ange der ��Zug�Familie f�n��� �n��� ��n��g
alle anderen Vorperiodenl�angen� Die Periodenl�ange der beiden ersten Fami�
lien l�a�t sich als �s� � s�����n� und die der �� und �� Familie als �s� � s����
auffassen� F�ur die �� und �� Familie tritt dagegen der Fall der Vermutung �
ein� da� die Periodenl�ange alle drei m�oglichen Zugsummen teilt� Und die bei�
den letzten Familien illustrieren den Fall� da� sich die Periodenl�ange genau
als Summe zweier Z�uge darstellen l�a�t�
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Ein ausgew�ahltes ��Zug�Subtraktions�Spiel

F�ur jLj � � habe ich die Suche nach Subtraktions�Spielen mit langen Peri�
oden begonnen und einparametrige Familien �Ln�n�N der Art betrachtet� da�
Ln � �a�n � b�� a�n � b�� � � � � a�n � b�� ist� um Beispiele mit langer Periode
und�oder Vorperiode zu bekommen�

Diese ��Zug�Subtraktions�Spiele wurden schon von anderen Mathematikern
untersucht� Alth�ofer und B�ultermann �AB��� berichteten von einer Analyse
der Subtraktions�Spiel�Familie Ln � �n� �n� ��n� �� ��n� ��� die f�ur n � ��
die Periodenl�angen ��n� � ��n� � �n � � besitzt� Ihre vollst�andige Analyse
legt die dort beschriebene Struktur auch f�ur alle weiteren n nahe� Da sie f�ur
ihre Familie keinen Beweis gaben� da� diese kubisches Wachstum in ihren
Periodenl�angen f�ur alle n � N hat� suchte ich mir eine andere Subtraktions�
Spiel�Familie von der ich auch kubisches Wachstum vermutete� die aber eine
leichter zu beschreibende und damit zu beweisende Struktur haben sollte��

Dazu schaute ich als eine Verfeinerung der P�N �Folge die Folge der Sprague�
Grundy�Werte �SGW�� die sogenannte Nim�Folge �BCG��� p� ��� V ��� dieser
Spiele an� Hierbei werden die Verlustpositionen mit � bezeichnet und die
Gewinnpositionen nehmen als Werte nat�urliche Zahlen an�

De�nition 	

SGW �n� � min N� n S
s�L �

s�n

SGW �n� s� f�ur alle n � N�

Diese De
nition hat ihren Ursprung in der Berechnung der Gewinn�
und Verlustwerte von mehreren parallel gespielten neutralen Spielen� also
der Summe von Spielen �Gru��� �Spr���� Ferner bleiben die SGW durch jLj
beschr�ankt�

Als Illustration diene das schon in der Einf�uhrung benutzte Subtraktions�
Spiel L � f�� �� �g�

n � � � � � � � � � � �� �� �� �� ��
v�n� � � � � � � � � � � � � � � �

SGW �n� � � � � � � � � � � � � � � �
SGW �n�si� � � � � � � � ��� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

�Mittlerweile habe ich auch die Struktur der Familie von Alth�ofer und B�ultermann f�ur
n � �� bewiesen� Siehe dazu weiteres im Kapitel

�
Konsistenzbeweis f�ur gewisse � � ���

��



n �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��
v�n� � � � � � � � � � �

SGW �n� � � � � � � � � � �
SGW �n�si� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

Als meine Zugmenge eines Kandidaten f�ur kubisch wachsende Peri�
odenl�angen w�ahlte ich Ln � ��n� �n� �n � �� �n � ��� Diese hat� meiner Mei�
nung nach� eine der einfachsten Strukturen von Subtraktions�Spielen mit
kubisch wachsender Periodenl�ange� Fa�t man die SGW als Buchstaben eines
Alphabetes auf� kann man von endlichen� sich nicht �uberlappenden Abschnit�
ten dieser Folge als Worten sprechen� Im einfachsten Fall bestehen die Worte
aus maximal langen Abschnitten gleicher Buchstaben� Die Folge der SGW
meiner Zugmenge ist in Worte mit gleichen Nimwerten aufgebrochen worden 
jedes dargestellt in der Form SGWAnzahl�

Hierbei ist der besseren Lesbarkeit wegen der SGW � durch einen
Unterstrich dargestellt und die anderen Sprague�Grundy�Werte �� �� �� �
durch die Gro�buchstaben A� B� C� D� Des weiteren unterteile ich den Strom
dieser Worte jedesmal in Zeilen� wenn ein �Wort anf�angt�

Anzahl ist die L�ange eines solchen Wortes� gegeben als ein linearer
Term in i� j und n�
Die Werte der Variablen i� j werden durch Schleifen der Form FOR variable
FROM � � � UPTO � � � REPEAT � � � ENDREP gesteuert� Die �au�erste Schleife REPEAT

� � � ENDREP umschlie�t die gesamte Periode� An dieser Stelle m�ochte ich auch
den Begri	 des


Blocks� einf�uhren� Darunter verstehe ich eine Folge von

SGW� die durch Schl�usselworte wie FOR� REPEAT oder ENDREP eingeschlossen
sind� Damit bekommen wir diese� aus vier aufeinanderfolgenden Bl�ocken
bestehende Beschreibung�

�Diese bildet nicht notwendigerweise einen Schleifenrumpf� da die einschlieenden
Schl�usselworte nicht logisch zusammen geh�orig sein m�ussen�

�Der erste Block geht vom allerersten REPEAT bis zum ersten FOR� Der zweite bildet
den Rumpf der ersten j�Schleife� der dritte den Schleifenrumpf der zweiten j�Schleife und
der vierte Block schliet daran an bis zum vorletzten ENDREP� dem der i�Schleife�
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Satz 


Die Nim
Folge von Ln � ��n� �n� �n��� �n��� kann f�ur alle n � N wie folgt
geschrieben werden	

REPEAT

���n� A��n�

�n Bn An �� C�n��� B��n� C�n	��

�n B�n��� D� An

���n� A��n� B�

��n��� Bn C� A�n��� Cn Bn D� B�n��� C�

FOR i FROM � UPTO n�� REPEAT

FOR j FROM i UPTO n�� REPEAT

��j� C�n���j� B�j�i	��

��n�j	i� A�j� B�n���j� C�

��j�i� A�n�j	i�

�n A�j�i� Bi

��n�j� An

��j�i	�� C�i��� A�n�j� B�j	��

��n���j� A�j�i	�� B�n���j	i� C�j	�� A�n���j� B�j�i	��

�i C�n���j� Bn C�j�i	�� Ai B�n���j� C�

ENDREP

FOR j FROM 
 UPTO i�� REPEAT

�n Aj B�n�i�

��i�j� An

��n�i	j� A�i�j� Bj

��n�j� A�n�i	j� B�i�j� Cj A�n�j� B�j	��

��n�i� C�i���j� Bn C�j	�� A�n�i� B�i���j� C�

�j C�n���j� B�n	��i	j�

��i�j� Aj B�n���j� C�

��j	�� C�n���i� A�i�j�

ENDREP

�n Ai B�n���i� C� An

�n Bi

��n�i� An Ci A�n�i� B�i	��

��n���i� Bn C�i	�� A�n���i� D�

�i C�n���i� Bn C� Ai B�n���i� C�

ENDREP

ENDREP

Der Klammeraffe � im sechsten Wort steht f�ur C nur beim ersten Schleifen�
durchlauf und danach� falls n � � ist� immer f�ur den Wert D� F�ur n � � nimmt
er dagegen stets den Wert C an� da bei n � � keine FOR�Schleife durchlaufen

��



wird und somit� im Gegensatz zu n � �� der erste Block immer auf sich selbst
folgt�� An dieser Eigenart kann man auch leicht die minimale Vorperiode von
�n� � dieser Nim�Folge ausmachen� Wenn man �Worte der L�ange �n sucht
� diese treten nur als erstes und vierzehntes Wort in der �au�ersten Schleife
auf � erkennt man� da� sowohl die Folge der SGW� als auch die P�N �Folge
keine echte Unterperiode au�er denjenigen� die diese Darstellung nahelegt�
haben kann�

Folgerung �

Dieses Spiel hat f�ur alle n � N q�Ln� � � und
p�Ln� � �n� ���n���n � �� � ���n � ��� � ���n � �� � ��n� � ��n � � �

F�ur n � � erhalten wir daher�

REPEAT

�� AA

� B A C BB CC

� D A

�� AA B

B C C B D C

ENDREP

oder f�ur n � � die folgende Struktur�

REPEAT

���� AAAA

�� BB AA � C BBBB CCC

�� B D AA

���� AAAA B

� BB C A CC BB D B C

� B

�� A C

AA

�� B

� AA

� A BB

A B CC B

� BB C A C

�� B

	Dies ist nur ein typographischer Kni� um eine Umstrukturierung der Beschreibung
und Einf�uhrung eines neuen Blockes vor der �auersten Schleife zu vermeiden� Syntaktisch
w�are hier ein IF � � � THEN � � � ELSE � � � FI n�otig�
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� AA

� A

�� A B AA B

� BB C A C

C BB

� B C

� A

�� A C AA

�� B

� AA C A BB

BB CC D

� BB C A C

ENDREP

Zur besseren Gew�ohnung hier auch noch die Darstellung der Nim�Folge f�ur
n � � � die Leerzeilen trennen die Bl�ocke voneinander�

REPEAT

�� A�

�� B� A� �� C� B� C

�� B� D� A�

�� A� B�

�� B� C� A� C� B� D� B� C�

�� C� B�

�� A� B� C� A�

�� B�

�� A�

�� A� B�

�� A� B� C� A� B�

�� C� B� C� A� B� C�

�� B�

�� A� C�

�� A�

�� A� B�

�� A�

�� A� B�

A� B� C� B�

�� B� C� A� C�

�� B�

�� A�

��



�� A�

�� A� B� A� B�

�� B� C� A� C�

C� B�

�� B� C�

�� C� A�

�� A� B� C� A�

�� B�

�� A� C� A� B�

�� B� C� A� D�

�� C� B� C� A� B� C�

�� B�

�� A� C�

A�

�� B�

�� A�

�� C� A� B�

A� B� C� B�

�� B� C� A� C�

�� B�

�� A�

�� A�

�� A� B� A� B�

�� C� B� C� A� B� C�

C� B�

�� B� C�

�� A�

�� A� B�

�� A�

�� A� B�

�� A� B� C� A� B�

�� B� C� A� C�

�� C� B�

�� A� B� C�

�� A�

�� A� C� A�

�� B�

�� A� C� A� B�

��



B� C� D�

�� B� C� A� C�

ENDREP

Die Nim�Folge ist als eine endliche Beschreibung von Aneinanderh�angungen
und Wiederholungen von SGW in Form von Worten bekannter L�ange gege�
ben� Wichtige Voraussetzungen f�ur den Beweis des Satzes�

� Alle Wortl�angen sind linear in den Variablen i� j und n�

� Die obige Beschreibung ist zerlegbar in endlich viele Bl�ocke von SGW�
Worten � bei der untersuchten Familie in vier Bl�ocke�

� In den der �au�eren Schleife vorangehenden Block der L�ange ��n��
mit max� �� Worten�

� den der ersten inneren Schleife von ��n � � SGW mit max� ��
Worten�

� den der zweiten inneren Schleife von ��n � � SGW mit max� ��
Worten�

� und den nachfolgenden Block im Schleifenrumpf der i�Schleife der
L�ange ��n � � aus max� �� Worten�

� All diese vier L�angen sind linear in n� G�unstigerweise sind ihre Ein�
zell�angen noch gr�o�er als maxL�

Den Beweis kann man nun f�uhren� wie nachfolgend schematisch dargelegt
wird� Im Prinzip schaut man f�ur jedes SGW�Wort in der Beschreibung in
Satz � nach� in welche Positionen die Z�uge aus L das Wort bringen w�urden�
Der gerade �uberpr�ufte SGW mu� der kleinste Wert sein� der nicht von den
� Z�ugen aus L getroffen wird� In unserem Fall l�auft dies auf die Untersu�
chung von weniger als � 
 � 
 maxf��� ��� ��� ��g einzelnen Tests hinaus� da
jede der zwei inneren Schleifen aus �� SGW�Worten besteht und der voraus�
gehende und nachfolgende Block aus je �� SGW�Worten besteht� Der Faktor


�� z�ahlt die Anzahl der verschiedenen �Uberg�ange von aufeinanderfolgenden

Bl�ocken� Ein einzelner Test bedeutet das Untersuchen einer Zugm�oglichkeit
eines Wortes der Beschreibung� die im allgemeinen auf mehrere Worte der
Beschreibung zur�uckf�uhrt� Die Buchf�uhrung wird durch die Tatsache verein�
facht� da� die Positionen der Grenzen der SGW�Worte h�au
g Vielfache von n
sind und diese mehr oder weniger gleichm�a�ig �uber die Beschreibung verteilt
auftreten� Ferner sind die auftretenden Blockl�angen alle unabh�angig von i
und j�

��



Um f�ur beliebige Darstellungen dieser Form zu zeigen� da� eine solche
keine echten Unterperioden der einzigen stets vorhandenen REPEAT � � �
ENDREP Schleife hat� mu� man geeignete Positionen mit bestimmten Worten
ausw�ahlen und �uberpr�ufen� F�ur meine obige Nim�Folge war das Wort ��n�

angemessen� da es nur im ersten Block auftritt� Die genaue Bestimmung der
minimalen Vorperiode an Hand einer solchen Beschreibung ist im allgemei�
nen dagegen aufwendiger� Man k�onnte ein Computerprogramm schreiben�
welches solche Beschreibungen �uberpr�uft und damit einen Beweis ihrer Kor�
rektheit gibt oder Ausnahmen� das hei�t Widerspr�uche� f�ur bestimmte Werte
von n entdeckt� Ein Beispiel eines solchen Programmes� welches kombinato�
rische Strukturen mit Hilfe von Systemen von linearen Ausdr�ucken in freien
Variablen symbolisch beweist� war auch der Kern des


Additionsketten��Teils

meiner Diplomarbeit �Fla����

Um nicht einen viele Seiten Papier verschlingenden Beweis nach diesem Sche�
ma f�uhren zu m�ussen � dies w�are auch noch f�ur weitere Subtraktions�Spiele
im Rahmen dieser Arbeit n�otig gewesen � habe ich mich entschlossen� dies
mittels eines in einer h�oheren Programmiersprache formulierten Algorith�
mus!� sprich Computerprogrammes� zu tun� Mittlerweile konnte damit nicht
nur ein vollst�andiger Beweis der Korrektheit meiner Beschreibung des aus�
gew�ahlten Spieles erbracht werden� sondern auch die �altere Strukturanalyse
des Spieles von Alth�ofer und B�ultermann �AB��� f�ur alle n � � veri
ziert wer�
den� Auf diesen Algorithmus� seine Leistungsf�ahigkeit und technische Details
m�ochte ich aber erst in dem sp�ateren Kapitel


Konsistenzbeweis f�ur gewisse

Subtraktions�Spiele� ausf�uhrlicher eingehen�

��



Der allgemeine Fall jLj � �

Sillke teilte mir mit� da� Koschnick �Kos��� etliche Familien entdeckte� deren
Perioden wie Polynome vom Grad � anzuwachsen scheinen� und f�ur eine
von ihm entdeckte Familie� �n� �n� ��n � �� ��n � ��� Eintrag Nr� �� in der
folgenden Liste der Subtraktions�Spiele� scheint die Periodenl�ange sogar wie
ein Polynom vom Grad � zu wachsen� Sillke �Sil��� hat auch die folgenden zwei
��parametrigen Familien mit Ln�d � �n� �n� ���d � ���n � �� ���d � ���n �
�� und Ln�d � �n� �n� ���d � ���n � �� ���d � ���n � �� konstruiert� deren
Periodenl�angen ebenfalls wie Polynome �� Grades in n zu wachsen scheinen�

Um an die Ergebnisse von Koschnick und Sillke anzukn�upfen� folgt eine Liste
etlicher Subtraktions�Spiel�Familien� Diese haben im von mir untersuchten
Bereich Periodenl�angen� die durch Polynome vom Grad � oder � wieder�
gegeben werden� und zwei Familien besitzen Vorperiodenl�angen� die durch
Polynome vom Grad � im selbigen Bereich beschrieben werden k�onnen� Dazu
betrachte ich die folgenden f�unf Teilmengen von ��Zug�Subtraktions�Spielen�

Klasse Bedingung
I s� � s� � s�
II s� � s� � s�
III s� � s� � s�
IV s� � s� � s�
O keine der vorherigen

Diese Unterteilung wurde durch die Beobachtung motiviert� da� so eine
additive Beziehung zwischen verschiedenen Z�ugen von L dazu neigt� die
Periode wesentlich zu vergr�o�ern� Anmerkungen� F�ur Zug�Familien �Ln�n�N
bei ��Zug�Spielen� die mindestens zwei unterschiedlichen Klassen 	� O
angeh�oren� sind nur die beiden folgenden Kombinationen von Klassen
m�oglich� Entweder L � �s�� s�� s� � s�� �s� � s�� in Klasse I und IV oder
L � �s�� s�� s� � s�� s� � �s�� in Klasse II und IV� Diese scheinen �ahnlich
wie die ��Zugspiele mit s� � s� � s� h�ochstens quadratisches Wachstum in
ihren Periodenl�angen zu haben� Empirisch zeigen Familien aus den Klassen I
und II st�arkeres Wachstum als die in Klasse III und IV oder gar Klasse O�
Dies kann man gut an den durchschnittlichen Periodenl�angen in diesen f�unf
Klassen f�ur festes s� beobachten�

��



0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130140150160170180190200210220230240250

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

10
9

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

10
9

Bild vi Durchschnittliche Periodenl�angen f�ur s� bis etwa ��� in den
Klassen I�II�O �Kurven sind diesen von oben nach unten zugeordnet�
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Bild vii Durchschnittliche Periodenl�angen f�ur s� bis etwa ��� in den
Klassen IV�III�O �Kurven sind diesen von oben nach unten zugeordnet�

Fast jeder Eintrag in der nachfolgenden Liste hat die folgende Form�

Nr� Klasse Liste der zul�assigen Z�uge zul�assiger Bereich f�ur n� Anzahl der Zeugen

p � Periodenl�ange als Polynom in n

q � Vorperiodenl�ange als Polynom in n

Nr� ist eine laufende Numerierung� die nur zur Bezugnahme dient� Klasse
bezeichnet die Klasse dieses Subtraktions�Spiels gem�a� obiger Einteilung�
Liste der zul�assigen Z�uge de
niert die Zugmenge L� zul�assiger Bereich f�ur
n gibt den niedrigsten zul�assigen Index und den gr�o�ten gepr�uften Index n
dieser Zug�Familie an� Im zul�assigen Bereich von n wird die Periodenl�ange

��



durch ein Polynom p�n� und die Vorperiodenl�ange durch ein Polynom q�n�
beschrieben� Die Anzahl der Zeugen ist die Zahl

�gr�o�tes gepr�uftes n � kleinstes zul�assiges n �	
 � �Grad des Polynoms p �	
 �

die als der Grad der �Uberbestimmtheit des Polynoms�� interpretiert werden
kann� Bei den Eintr�agen� beispielsweise Eintrag ��� deren �Vor��Perioden�
l�angen von n mod C mit festem C � N abh�angen��� fehlt die Anzahl der
Zeugen� da man sie f�ur jede Restklasse separat ermitteln m�u�te� Die formelle
Bestimmung dieser Anzahl w�urde in meinen F�allen sogar zu negativen Zahlen
f�uhren� also nicht als Interpretation der Evidenzst�arke geeignet sein� Diese
Zerlegung in Restklassen spiegelt aber nicht die Verwandtschaft der sich er�
gebenden endlich vielen Familien wider� aus der ich zus�atzliche Information�
wie z�B� gleiche Koef
zienten f�ur gewisse Summanden� zur Polynomapproxi�
mation ziehe�

Betrachte z�B� Eintrag �� Dort ist das kleinste zul�assige n � �� das gr�o�te
gepr�ufte n � ��� der Grad von p�n� ist � und somit erhalten wir f�ur die
Anzahl der Zeugen ���� � � ��� �� � �� � ��
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�
Bei den Eintr�agen �� � �� ist das Polynom q�n� als Referenz gew�ahlt� da es einen
gr�oeren Grad als das Polynom p�n� der Periodenl�ange hat�

��Der dyadische Operator mod� der von Z�N nach N
 abbildet� ist hier mit � bezeich�
net� Dies ist nicht mit dem �Aquivalenzrelationszeichen �� kongruent� zu verwechseln� bei
der man die gesamte Relation� dann Kongruenz genannt� noch mit �mod n� f�ur ein festes
n � N pr�azisieren mu� Inhaltlich ordnet der ��Operator einem Paar �z� n� einen Repr�asen�
tanten der getroffenen �Aquivalenzklasse zu� der kleiner als n ist� wogegen die ��Relation
zwei Zahlen x� y als kongruent betrachet� wenn sie in derselben �Aquivalenzklasse liegen�
wobei die Zerlegung durch �mod n� spezi
ziert wird und kein Repr�asentant ausgezeichnet
ist� Letzteres k�onnte man auch stets als nj x	y schreiben�
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Die Eintr�age �� und �� beschreiben zwei ��parametrige Familien� deren Mit�
glieder ich nur berechnete� solange die Periodenl�ange kleiner als ��� blieb� Bei
diesen beiden Familien k�onnte man auch die Parameterbereichs�Beschreibung

n �� � 	� 
� m 
� �n	��� und m aus Z

n ��   
� m 
� �n���� und m aus Z

w�ahlen� die vielleicht manchem nat�urlicher erscheint� obwohl sie l�anglicher
ist� Nach l�angerem Gr�ubeln kam ich zu dem Schlu�� da� die


nat�urlich�

ste� Darstellung f�ur beide Zug�Familien erst durch die Umparametrisierung
�n�m � m und z�B� �n � n erreicht wird� Da beim Umrechnen auf die�
se neue Parametrisierung leider viele echte Br�uche in den Periodenl�angen
entstehen � allerdings nicht in den Vorperiodenl�angen � habe ich von der
Durchf�uhrung dieser Transformation wieder Abstand genommen�

Falls man in Nr� �� m auf �� oder �� setzt� erh�alt man Nr� �� bzw� Nr� ���
In letzterem Fall ist die Periodenl�ange f�ur alle n� die durch � teilbar sind�
immer um einen Faktor � kleiner� als nach p�n� zu erwarten ist� Solche
Einbr�uche werden in einigen Familien beobachtet� wenn die vorausgesagte
Periode p�n� im Vergleich zur tats�achlichen Periode f�ur bestimmte n durch
einen gewissen Faktor geteilt wird� Hier zur �Ubersicht alle von mir erkannten
Einbr�uche in meinen Familien�
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Nr� Faktor Bedingung
�� � n"� � � � n 	� �
�� � n"� � �
�� �� n"� � �
�� � n"� � �
�� � m�� � n"� � �
�� � m�� � n"� � �
�� � m�� �� n"� � � � n 	� ��
�� � n"� � �
�� � n"� � � � n 	� �
�� � n"�� � �
�� �� n���
�� �� n���
�� �� n��

Nr� �� ist f�ur ungerades n mittels der Substitution n � �n � � aus f �n	�
� �n	� � ��n	 � �n	� g konstruiert worden� F�ur gerades n ergeben
sich mit n � �n drei weitere Familien� abh�angig von n mod �� deren Pe�
riodenl�angen wie Polynome vom Grad � zu wachsen scheinen� Im Detail�
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p � P�n��� n� � �

p � P�n�� n� � �

q � ���n � �

Die drei Familien unterscheiden sich nur in ihrem

Einbruchfaktor� von �� ��

bzw� �� Ferner tritt ein

sporadischer� Einbruch bei n � � um den Faktor ��

��



auf� der wahrscheinlich den Beginn einer weiteren Unterfamilie charakteri�
siert� Vielleicht treten auch noch weitere Unterfamilien f�ur gr�o�ere Modulo�
Teiler auf�

Eine Bemerkung zu den Subtraktions�Spiel�Familien mit Ln � �a�n�b�� a�n�
b�� � � � � a�n � b�� deren Periodenl�angen wie Polynome zu wachsen scheinen�
Da die H�au
gkeit von solchen polynomartig in ihren Periodenl�angen wach�
senden Familien stark mit dem Grad des Polynoms abnimmt� war ich ge�
zwungen� an wenigen� typischerweise drei bis vier Werten abzusch�atzen� ob
dieses Wachstum durch ein Polynom hohen Grades dargestellt wird� Da dies
bei so wenigen


St�utzstellen� theoretisch nat�urlich unm�oglich ist� mu�te ich

mich auf gewisse empirisch entwickelte Heuristiken verlassen� Die hilfsreichste
war die sogenannte


Quotientenbedingung�� Hierzu betrachte man die Werte

jb�j�a�� jb�j�a�� jb�j�a�� jb�j�a� falls a�� a�� a�� a� 	� �� Falls diese alle im durch
jb�  �j�a� de
nierten Intervall liegen� erh�oht dies stark die Wahrscheinlich�
keit� da� der Polynomgrad dieser Familie hoch ist� Wie der Leser an der
vorangehenden Liste von Subtraktions�Spielen leicht nachpr�ufen kann� tri	t
diese


Quotientenbedingung� auch schon f�ur viele der Familien zu� deren

Periodenl�angen wie Polynome von �� Grad zu wachsen scheinen�

F�ur die Beantwortung der Frage �i� in �AB��� nach der Existenz von Fami�
lien mit superpolynomialem Wachstum fand ich keine konkreten Beispiele
unter den untersuchten ��Zug�Spielen� Auch konnte ich keine Familien iden�
ti
zieren� deren Periodenl�angen wie Polynome mit einem Grad gr�o�er als �
anwachsen� Die Periodenl�angen der Rekordhalter f�ur festes s� variieren stark�
wenn ihr gr�o�ter Zug� s�� anw�achst� Als Tabelle seien hier nur die Rekord�
halter mit wachsendem s� f�ur �� � s� � ��� aufgef�uhrt�
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Die linke Spalte gibt die Zugmenge an� gefolgt von p� Periodenl�ange� ge�
folgt von der Vorperiodenl�ange und zwei Zahlen� die den Exponenten von
�s� und s� spezi
zieren� um die Periodenl�ange als Exponentialfunktion
in s� bzw� Monom in s� zu berechnen� Die letzte Zeile bedeutet somit�
p�L � ���� ���� ���� ����� � �� ��� ��� ��� ��� � ����

���������
� �����������

und q�L� � ������

Ein etwas allgemeinerer Ansatz ist es� zu festvorgegebenem k � N die
��Zug�Subtraktions�Spiele deren Periodenl�angen wie Polynome von Grad k
wachsen� zu untersuchen� Auch hier sind die Subtraktions�Spiel�Familien von
besonderem Interesse� die bei festem Polynomgrad relativ stark wachsen�
F�ur k � �� da� hei�t die Periodenl�angen wachsen nur linear mit n an�
verhalten sich die Koef
zienten solcher Familien ziemlich ungleichm�a�ig� F�ur
Zug�Familien mit quadratischem Wachstum ihrer Periodenl�angen �k � ��
entdeckte ich aber dieses extreme Beispiel�

F�ur alle n � � und f�ur alle d � � sei Ln�d � ���d � ��n � d� ���d � ��n �
�d � �� ���d � ��n � �d � �� ���d � ��n � �d � �� � Dann gilt

f�d� p�Ln�d� � ���d � ����d � �����d� � A�d mod ��d� � B�d mod ��d �
C�d mod �� �n�

��
�
�����d� � D�d� d mod ���n � �

�
����d� � E�d� d mod ����

� ���d�n�

wobei f�d� ein d�abh�angiger Einbruchfaktor ist�

A�x� � ���x� �� mod �� � �

B�x� � �� � ��x� mod � � ��x mod ��

C�x� � ��� x mod ������ x� mod �� � �� ��x mod ��

und D�d� �� und E�d� �� zw�olf Polynome vom Grad � in d sind� mit

D�d� �� � ���� ���d� ����d� � ����d� � ���d�

D�d� �� � ��� � ���d� ����d� � ����d� � ���d�

D�d� �� � ��� � ���d� ���d� � ����d� � ���d�

D�d� �� � ���� ���d� ����d� � ����d� � ���d�
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D�d� �� � ��� � ���d� ���d� � ����d� � ���d�

D�d� �� � ���� ��d� ����d� � ����d� � ���d�

E�d� �� � ��� � ���d� ���d� � ���d� � ���d�

E�d� �� � �� � ���d� ���d� � ���d� � ��d�

E�d� �� � �� � ���d� ���d� � ���d� � ���d�

E�d� �� � �� � ���d� ���d� � ���d� � ���d�

E�d� �� � �� � ���d� ��d� � ���d� � ��d�

E�d� �� � �� � ���d� ���d� � ���d� � ���d�

f�ur alle d � �� Au�erdem ist

q�Ld�n� � � ���d� � ��d� ���n� � ����d� � ���d � ����n�
���d� � ���d� ���� d mod �� ��� f�ur alle d � � �

Die Periodenl�ange dieser Spiele ist durch den von d abh�angigen Einbruch�
faktor f�d� gekennzeichnet� um den ich die Gleichung p�Ln�d� � � � � zur Ver�
meidung eines langen Bruchstriches erweitert habe� F�ur kleine Werte d gibt
folgende Tabelle einen �Uberblick �uber f�d��
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� � � � � � � � � � ��

� � � � � �  � � � �

� � � � � � � � � � �

Die Spalten sind mit d mod �� numeriert und die Zeilen mit d��� � hier�
bei wurde die Konstante �� aus praktischen Erw�agungen gew�ahlt� Der Wert
� wurde zur besseren �Ubersicht durch � dargestellt und die unde
nierten
Werte von f��� und f��� mit einem Strich� Bei dieser Familie tritt das Ein�
bruchph�anomen� dargestellt durch f�d� 	� �� auch auf�

Um das Auftreten eines solchen Einbruchsfaktors f besser zu verstehen� un�
tersuchte ich die Familien La�b � �a� b� �b � a� �b� aus Klasse I� Nach der
Analyse der Struktur dieser Spiele f�ur b mod �a � f�� a� a � �g und der
Ber�ucksichtigung aller Periodenwerte f�ur b � ��� vermute ich�

��



Vermutung �

F�ur alle a � b � N sei La�b � �a� b� �b� a� �b�� Dann gilt	

p�L� � ��b� a�� � ��b � a� r� b�a�r
�

��f mit r � jb mod �a� aj und

f �

��
�

a wenn b mod �a � �
b�a
�

wenn b mod �a � a
maxf k � N � k � a� #�k� � a� kj#�k� g sonst

wobei #�n� �� jb mod �an
ggt	a�n


� aj f�ur alle n � N ist�

Insbesondere erh�alt man f j b � a und f j r f�ur alle La�b und au�erdem
p�L� � �b� a� wenn b mod �a � a �

Hier erzeugen die Teilbarkeitsverh�altnisse von b und den Vielfachen von �a
Unterperioden der zu erwartenden �Grund��Periode�

Maximales Wachstum der Vorperioden

Abschlie�end noch eine Bemerkung zum Wachstum der Vorperioden von ��
Zug�Spielen� Wie man an nachfolgender Tabelle der Rekordhalter mit stei�
gendem s� sieht� wachsen diese im Gegensatz zu den Vorperioden der ��Zug�
Spiele stark an� Die letzte Spalte der Tabelle gibt den Exponenten x an� so
da� maxL x � q�L� gilt� Vorperioden�Rekordhalter mit �� � s� � ��� �
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Abgesehen von L � f��� ���� ���� ���g gen�ugen die Vorperioden�
Rekordhalter alle der Bedingung s� � s� � s� von Klasse I� Und fast
alle haben min L � �� Mit diesen beiden Einschr�ankungen setzte ich meine
Suche nach Rekordhaltern bis s� � ��� fort und erhielt noch�
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Generell k�onnte man dieses Wachstum in der Vorperiode als polynomielles
Wachstum interpretieren � im Gegensatz zu den Perioden�Rekordhaltern�
wo auch exponentielles Wachstum vorliegen k�onnte� Denkbar w�are noch
ein Wachstum $�slog s�� � der Vorperiodenl�angen�Rekordhalter� Leider sind ab
maxL � ��� die Rekordhalter d�unner ges�at und eine Extrapolation schwie�
rig� Bemerkenswert ist� da� bei fast allen Rekordhaltern sowohl s� als auch
s� gerade ist und deren Quotient s�

s�
um � �

�
schwankt� Ferner f�allt auf� da�

die Periodenl�angen der Vorperioden�Rekordhalter in der Regel relativ klein
sind und scheinbar wie � maxL��� wachsen�

��



Symmetrische Zugmengen

in Subtraktions�Spielen

Um ein Gef�uhl f�ur die erreichbaren Periodenl�angen bei Zugmengen mit mehr
als � Z�ugen zu bekommen� berechnete ich die Periodenl�angen aller Zugmen�
gen mit maxL � ��� Die Liste der Rekordhalter mit anwachsendem maxL
enth�alt �� Zugmengen�
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Die erste Zahl in jeder Zeile gibt die M�achtigkeit der Zugmenge L an� dann
folgt explizit die Zugmenge� deren Elemente der Gr�o�e nach steigend sortiert
sind� so da� sie mit maxL abschlie�t� Dann folgen die Periodenl�ange� die
Vorperiodenl�ange und eventuell mehrere �� und�oder ��Zeichen� Dabei steht
je ein � f�ur das Vorhandensein eines weiteren Indexpaares �i� j� mit i � j
aus den Indizes der Zugliste� so da� gilt� si � sj � smaxL� Der Doppelpunkt
bedeutet� Es existiert ein Index i aus der Menge der Indizes der Zugliste� so
da� gilt� �si � smaxL�

Es f�allt auf� da� Zugmengen� deren Z�uge nur mit den Eigenschaften � und
� charakterisiert werden k�onnen� die �uberwiegende Mehrzahl bilden� Wenn
man noch bedenkt� da� ein Spiel mit jLj Z�ugen h�ochstens �jLj � ���� Index�
paare haben kann� die � erf�ullen und nur die Zugmengen mit geradem jLj
und durch � teilbarem maxL die Eigenschaft � aufweisen k�onnen� ist diese
H�au
gkeit noch bemerkenswerter��� Solche


symmetrischen� Zugmengen will

ich genauer analysieren und ben�otige daher die

De�nition ��

Eine endliche Menge L � N hei�e symmetrisch falls
f�ur alle s � L gilt� da� maxL� s � L � f�g ist�

��Die in Vermutung 	� betrachtete ��parametrige Familie von Subtraktions�Spielen be�
schreibt schon alle diese symmetrischen Zugmengen mit � Z�ugen�

��



Somit kann eine symmetrische Zugliste L� mit sk � maxL�
als L � �s�� s�� � � � � sk � s�� sk � s�� sk� geschrieben werden�

Beobachtung � erm�oglicht es� aus maxL aufeinanderfolgenden v�n��Werten
den n�achsten zu berechnen� Unter der R�uckw�artsberechnung m�ochte ich die
Berechnung des vorangehenden Wertes einer maxL Werte langen Folge von
v�n��Werten verstehen� Mit dieser Begri	sbildung k�onnen wir die symmetri�
schen Zugmengen anschaulich auffassen�

Satz ��

Die symmetrischen Zugmengen sind genau diejenigen� die eine eindeutige
R�uckw�artsberechnung aus jedem maxL Werte langen Abschnitt ihrer P
N 

Folge gestatten�

Um diesen Satz zu beweisen� f�uhre ich das Konzept der ��kollisions�freien
����Folge in Bezug auf eine Zugmenge L ein�

De�nition ��

F�ur jedes m � N wird �v�� v�� � � � � vm� � f�� �gm 
kollisions
frei f�ur L � N

genannt� falls f�ur alle � � i � j � m mit vi � � und vj � � gilt� da�
j�i �� L�

Folgerung� Jeder Abschnitt einer durch eine Zugmenge L erzeugten P
N 

Folge ist 
kollisions
frei f�ur L�

Beweis des Satzes�
Gegeben seien eine Zugmenge L und eine ��kollisions�freie Folge v �
�v�� v�� � � � � vmaxL� der L�ange maxL� Wenn es ein s � L mit vs � � gibt�
so folgt v� � �� weil s als Verlustzug von der Position s aus auf eine Ge�
winnposition f�uhren mu�� Anderenfalls gilt f�ur alle s � L� da� vs � � ist �
insbesondere auch vmaxL � �� Da nach De
nition �� jeder Zug von Position
maxL auf Positionen der Menge L � f�g f�uhrt� wir aber mindestens eine
Verlustposition f�ur den Gewinnzug von der Position maxL aus brauchen�
kann dies nur v� sein� Somit ist v� eindeutig zu � bestimmt� Die Folgerung
im letzten Fall ist f�ur nicht�symmetrische Zugmengen falsch� und v� kann�
abh�angig von den anderen Werten i �� L� sowohl �� als auch � sein� �

Als eine Konsequenz der R�uckw�artsberechenbarkeit erhalten wir sofort die

Folgerung ��

Aus
�
L ist symmetrisch� folgt q�L� � � �

Man sollte gro�e Werte f�ur die Periodenl�angen solcher symmetrischer
Zugmengen erwarten� da keine ����Werte in Vorperioden


verschwendet�

��



werden� Dies erscheint mir plausibel� da die durchschn� Zyklusl�ange f�ur
Randomabbildungen einer n�elementigen Menge in sich nur � p

��n��
betr�agt �Knu��� p� ����� aber die durchschn� L�ange der Zyklen bei Random�
bijektionen wie � �n� lnn w�achst �Knu��� p� ����� Des weiteren wird unter
dem Gesichtspunkt der praktischen Berechnung der Periodenl�angen die
Erkennung der Periode wesentlich durch die Tatsache vereinfacht� da� man
nur auf das erste Erscheinen von maxL aufeinanderfolgenden P�Positionen
achten mu��

Von den Rekordhaltern der �� Zugmengen mit maxL � �� waren nur sieben
nicht symmetrisch� der letzte mit maxL � �� � Daher beschlo� ich� noch
nach Rekordhaltern unter den symmetrischen Zugmengen bis maxL � �� zu
schauen� mit folgendem Ergebnis�
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Unter diesen �� Rekordhaltern sind nur sechs mit jLj 	� � � Deshalb kon�
zentrierte sich meine Forschung nun auf jLj � � in der Hoffnung� besonders
stark wachsende Familien von Subtraktions�Spielen zu 
nden�
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Der Fall symmetrischer L mit jLj � �

In �AB��� wurde Ln � �n� �n� ��n � �� ��n � �� ��n � �� als ein Kandidat
f�ur superpolynomielles Periodenl�angenwachstum in n genannt� Dies scheint
mir hochspekulativ� da nur drei Werte von Periodenl�angen in dieser Fa�
milie berechnet werden konnten��� Diese Familie wurde aus der Zugmenge
��� �� ��� ��� ��� mit Periodenl�ange ����� abgeleitet� die angeblich die l�angste
Periode in ihrem untersuchten Bereich von s� � �� s� � �� und s�� s�� s� � ��
h�atte� Dabei �ubersahen Alth�ofer und B�ultermann das Subtraktions�Spiel
L � ��� �� ��� ��� ���� welches die Periodenl�ange ������ hat� Empirisch zeigt
sich� da�� wenn man s� � � setzt� s� gerade und mindestens � sein mu�� um
lange Perioden einer symmetrischen Zugmenge ��� s�� s��s�� s���� s�� zu er�
reichen� Als zwei weitere Kanditaten f�ur superpolynomielles Wachstum� aber
mit wesentlich kleineren Koef
zienten in der Darstellung ihrer Zugmenge�
m�ochte ich ��n� �n��� �n� �n��� ��n��� und �n� �n��� �n��� �n��� �n���
nennen� Der erste wurde f�ur � � n � �� und der zweite f�ur � � n � �� be�
rechnet�
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��Ich habe berechnet� da p�L�� � 	��� ist�
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Um mehr Daten zu erhalten� berechnete ich die Periodenl�angen aller
symmetrischen ��Zugmengen L mit maxL � s� � ���� Unter diesen Werten
entdeckte ich viele Familien� deren Periodenl�angen linear� quadratisch und ei�
nige kubisch� wie z�B� p��n� �n��� �n��� ��n��� ��n���� � ��n����n���n�
mit n zu wachsen scheinen� Aber alle st�arker wachsenden Familien scheinen
nicht polynomiell und auch nicht monoton zu wachsen� Es folgt zum
Vergleich die Liste der Rekordhalter mit wachsendem maxL� wenn der
gr�o�te Zug � �� ist�
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Der erste Eintrag in jeder Zeile dieser Tabelle ist die Zugmenge nach
wachsenden Z�ugen geordnet� gefolgt von der Periodenl�ange des zugeh�ori�
gen Subtraktions�Spiels L� und eine Zahl c mit �c�maxL � p�L�� Man kann
den Eindruck gewinnen� da� diese Zahl c asymptotisch zwischen ���� und
� ���� � � variiert�

Wie im Fall der Erforschung der Zugmengen mit jLj � � zeichnete ich
Diagramme der Periodenl�angen f�ur festes s�� Als horizontale Achse w�ahl�
te ich s�

s�
von rechts nach links zunehmend und als vertikale Achse s�

s�
von

unten nach oben ansteigend� Allerdings unterschied ich nur Periodenwerte
p � s� � s�� s� � s� � p � s� � s�� s� � s� � p � s �

� und p � s �
� �
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�

s�
s�

�s�
s�

    s5² <

<− s5²s4+s5 <

<− s4+s5s1+s5 <

<− s1+s5

p

Bild viii s� � ���� Periodenl�angen der symmetrischen ��Zug�Spiele
wie beschrieben in vier Bereiche eingeteilt und durch verschiedene� in der
Helligkeit ansteigende� Grauwerte dargestellt���

��Die Zuordnung der Grauwerte zu den Bereichen ist so� da insbesondere f�ur s� � �
maximale visuelle Aufl�osung erreicht wird�

��



Vergleicht man dieses Diagramm mit �ahnlichen f�ur andere Werte von s��
stellt man fest� da� die Verteilung der � Gebietsarten unabh�angig von s� nach
dieser Normierung ist� Betrachtet man die Werte p�L�� die in den dunklen
Gebieten links der Geraden �s� � s� auftreten� so wird man zu folgender
Aussage gef�uhrt�

Satz ��

F�ur jene Subtraktions
Spiele L� f�ur die es ein n � N gibt mit �s� � s� und
s�
n
� s��s� � s��s�

n��
� ist die Periodenl�ange p�L� � s��s���n����s��s�� �

s� � s� �

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Strukturanalyse� Man beachte
dazu� da� f�ur jedes symmetrische ��Zug�Spiel �s�� s�� s� � s�� s� � s�� s��
mit n �� b s�

s��s�
c und f�ur das �s� � s� und �n����s��s�� � s��s� gilt� folgt�

�� s� � s� � s� � s� � s�

�� n�s� � s�� � s�

�� �n� ���s� � s�� � s� � s� � s�

�� n�s� � s�� � s� � s�

Dies ist f�ur die m�ogliche Existenz des

eventuell nicht existenten� Intervalls

entscheidend� ebenso wie f�ur m�ogliche �Uberlappungen seiner beiden Nach�
barintervalle� Dies wird an der P�N �Folge solch eines Subtraktions�Spieles
verdeutlicht� welches bis zur Position s� � �n � ���s� � s�� � s� folgende
Struktur hat�

��



Anfangsindex L�ange Gewinnzug Kommentar
� s� �
s� s� s�
�s� s� � s� s�
s� � s� s� �
�s� � s� s� s�
�s� � s� s� � s� s�
� � � � � � � � �
i�s��s�� s� �
i�s��s�� � s� s� s�
i�s��s�� � �s� s� � s� s�
� � � � � � � � �
�n����s��s�� s� �
�n����s��s�� � s� s� s� even� gewinnt noch
�n����s��s�� � �s� s� � s� s� s��s� oder s��s�
n�s��s�� s��s��s��n�s��s�� s� � s� even� nicht existent
s� � s� � s� s� � s� s� � s� even� verk�urzt
s� s� s�
s� � s� s� s� � s�
s� � �s� s� � s� s� � s�
s� � s� � s� s� s�
� � � � � � � � �
s� � �i����s��s�� � s� s� s� � s�
s� � �i����s��s�� � �s� s� � s� s� � s�
s� � i�s��s�� s� s�
� � � � � � � � �
s� � �n����s��s�� � s� s� s� � s�
s� � �n����s��s�� � �s� s� � s� s� � s�
s� � �n����s��s�� s� s�

Falls s��s��s� � n�s��s�� ist� existiert das ab Position n�s��s�� aufgef�uhr�
te Intervall nicht� weil es von seinem nachfolgenden Intervall ab Position
s� � s� � s� �ubergedeckt wird� Ferner k�onnte dieses Intervall von dem vor�
vorherigen Intervall ab Position �n� ���s��s�� � �s� teilweise abgedeckt und
damit verk�urzt sein� In jedem Fall sind alle letzten s� � maxL Positionen al�
les Gewinnpositionen� Daher mu� sich diese Struktur immerzu wiederholen�
sprich wir haben die Periode beschrieben� Auch kann keine echte Unterperi�
ode vorliegen und somit ist die behauptete Periodenl�ange bewiesen� �

Als n�achstes schaute ich� wie im Fall jLj � �� die Werte p�L� der Rekordhal�
ter f�ur wachsendes s� an� Diese k�onnen gut durch eine Funktion exp�as� � b�
angen�ahert werden�
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Bild ix s� gegen Werte der Rekordhalter von p�L� logarithmisch
aufgetragen�

Wenn man die besten Werte a � ������ und b � ����� f�ur den Bereich
�� � s� � ��� w�ahlt� wird der Korrelationskoef
zient � ������

Hier tabellarisch die Daten f�ur zeilenweise festes s� � ���


 ������ ��� �����

 ����� 
�����

� ������ ��
 ������ �
��� 
���
�

� ��� ��
 �����
� ���� 
���
�

� ��
�� ��
 ������� ����� 
����

 ������ ��
 ��
���
 ����� 
�����

��



� ������ ��� ��
��� ���
� 
�����

� ����� ��� ������
 ���
�� 
�����

� � ��
� ��� ������� ��
��
 
�����

� � ����� ��� ����� ������ 
�����

� � ������ ��� ������ ������ 
����

�
 � ����� ��� ����
��� ���� 
�����

�� � ���� �

 ������ ��

 
����

�� � ���
�� �

 ��
����� ����� 
�����

�� � ����� ��� ������
 �
�
� 
�����

�  ����� ��� ������� ��
�� 
�����

�� � ����
 ��� ����
��� ������ 
�����

�� �� ���� ��� �������� � 

�
� 
�����

�� �� ������ ��� ������� � 
����
 
�����

�� �� ������ ��� ������� � �
��
� 
�����

�� �� ������ 
� ������� � �����
 
�����

�
 �� ����� 
� �������� � ������ 
�����

�� � 
����� �� ��
������ � ����
 
���


�� � ������ �� �������� � ���
� 
�����

�� �
 ����� �� ����

���  ����� 
�����

� �� ��
� �� ��������� � ������ 
����


�� �� ����� �� ��
������ � ���� 
���



�� ��� 
���� �� ��������� � �����
 
�����

�� ��� ������ ��� ��������� � ��

� 
����


�� ��� ��
��� ��� ��������� � ������ 
�����

�� ��� ������ ��� �
�
���� � ����� 
�����

�
 ��� 
���� ��� ������ �� ���
 
�����

�� �� ������ ��� �������� �� ����� 
�����

�� �� ������ ��� ��������� �� ���

 
�����

�� �� ������ ��
 � ������� �� ������ 
�����

� ��� �
���� ��
 � 
��
���� �� ������ 
�����

�� ��
� ��
��� ��� � ������
� �� ����� 
�����

�� ��� �
�
�� ��� � ���
��� �� ������ 
�����

�� ��� ����� �
� � �������� �� ������ 
�����

�� ���� ����� �
� � �������� � 


� 
�����

�� �
� ����
� ��  �������
 �
� ������ 
����

�
 ���� ������ ��  ����
���
 ��� ����� 
�����

�� ��� ������ ��
 � ���
����� �� ������ 
�����

�� ��
� ��
��� ��
 � �
�����
� ��� 
����
 
�����

�� �
�
 ����� ��
 �� ��������� ��� ������ 
�����

� ���� ��


� ��
 � ���
���� ��� ����
� 
�����

�� ���� ����� ��� �� ��
���� ��� �
�
 
����


�� ����� ������ ��� �� �
������ ��� ����
� 
����

�� ���� ������ �
� �� ������� ��� ������ 
����

��



�� ����
 ���� �
� � ��������� ��� �
��� 
�����

�� ���
� ���� �� �� �
����� ��� ������ 
�����

�
 ���� ������ �� �� ��������� �� �
���
 
�����

�� ����� ���� ��
 �� ��������
 ���� ����
 
�����

�� ���� ��
��� ��
 �� ���
�
��� ��
 

���� 
�����

�� ����� ������ �
�� �� �����
��� ���� ����
� 
�����

� �
�� ������ �
�� �� ������
� ���� ������ 
����

�� ����� ��� �
�� �� �������� ���� ����� 
�����

�� ����
� 

��� �
�� ��� ��
����� �
� �
�� 
���


�� ����� ������ ���� ��� ���
��
� ���� ����� 
�����

�� �����
 �
���� ���� ��� ��������� ��� 
���
� 
�����

�� �
�
� ������ ���� ��� ��������� �
� 
���� 
�����

�

 ���
� 
���� ���� ��� ����
��� ��� ���� 
�����

�
� ������ ����
 ���� �� �������� ����� ������ 
�����

�
� ���� ��
�� ���� ��� �������� ��
� ������ 
�����

�
� ������ ������ ���� ��� ��
����� ����� ����

 
�����

�
 ����
� ������ ���� ��� ���
����� ����� 
��� 
�����

�
� � ������ �
��
 ���� ��� ��������
 ����� ����� 
�����

�
� � ������ �
�� ���� �
� �������
 ���� ����� 
�����

�
� � ���
�� ������ ���� ���� 
������� ���� ����� 
�����

�
� � ���� 

���� ���� ���� 
�������� ����� ������ 
����


�
� � ������ ����
� ��� ��� �������� ��� ������ 
�����

��
 � ����� ���� ��� ���� ��������� ����� ����
� 
�����

���  
�
�� ������ ��� ��� �����
��� �
�� ���
� 
�����

��� � 
���� ����� ��� �
� 
������� �
�
�� ����� 
�����

��� � ����
� 
���� ��
 ���� ���
�� ����� ���
� 
�����

�� � ���� �
�
� ��
 �� ��

��� ���
�� ������ 
�����

��� �� ���� ���

� ���� ��� 
�������
 ����� ������ 
�����

��� �� ��

 �
��
 ���� ��� ��������� ����
 ����
 
�����

��� �� ���
�� ��
�� ���� ��
�� ���
���� ��
� �
��� 
����

Die erste Spalte gibt s� an� die n�achste die Summe aller Periodenl�angen� die
dritte deren Anzahl� die vierte den Mittelwert %p�s��� der im nachfolgenden
Bild aufgetragen ist� die f�unfte das Maximum der Periodenl�ange und die
letzte den Exponenten x� so da� es�x � %p�s�� ist�

Die durchschnittliche Periodenl�ange f�ur festes s� trug ich gegen s� auf und
war �uberrascht von einer ziemlich gleichm�a�ig� streng monoton anwachsen�
den Kurve dieser Werte�
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Bild x s� gegen das arithmetische Mittel der Werte p�L� logarithmisch
aufgetragen��� Vergleichsfunktion� s�

���
e�����s�

Es f�allt eine Periodizit�at der L�ange � am Ende der Kurve auf� die von der
Teilbarkeit von s� durch � und � herr�uhrt� Daher hier die � im Sinne der
l��Norm bestimmten Konstanten a und b � beste Approximation durch eine
Funktion s� exp�as� � b� f�ur die Werte �� � s� � ��� in jeder Restklasse
modulo � � dies sind jeweils zehn Datenpunkte�

��Optisch ist zu ber�ucksichtigen� da sich die Datenpunkte
�
von oben� und stark bei

kleinen Werten s� an die Vergleichsgerade
�
herankr�ummen��

��



s� mod � a b Korrelationskoeff�
� �������� ��������� ��������
� �������� ��������� ��������
� �������� ��������� ��������
� �������� ��������� ��������
� �������� ��������� ��������
� �������� ��������� ��������

Wenn wir a unabh�angig von s� mod � unterstellen � bei b erscheint dies
eher fragw�urdig � sagt eine Kurvenanpassung im Bereich �� � s� � ���
eine Funktion ��s���s� exp������s��� f�ur festes � � �� als eine ausgezeichnete
Approximation an diese Durchschnittswerte voraus� die vorz�ugliche asympto�
tische Qualit�at unter Ber�ucksichtigung der Restklassen s� mod � hat� Dabei
ist zu bedenken� da� vielleicht auch ein zu log s� proportional vorhandener
Faktor unber�ucksichtigt geblieben ist und daher die Bedeutung der Konstan�
ten ��� in der Vergleichsfunktion� wie auch die von b in den Approximati�
onsfunktionen� nicht �ubersch�atzt werden sollte�

Nichtsdestotrotz ist dies alles ein starkes Indiz f�ur die Existenz von
Subtraktions�Spiel�Familien� deren Periodenl�angen exponentiell anwach�
sen� w�ahrend ihr jeweils gr�o�ter Zug nur linear w�achst�

��



Der Fall symmetrischer Mengen L mit jLj � 	

Familien �Ln�n�N� deren Zugmengen Ln � �a�n� b�� a�n� b�� � � � � ajLjn� bjLj�
mehr als f�unf Elemente enthalten� k�onnen asymptotisch exponentiell wach�
sende Periodenl�angen haben� Diese Formulierung wird nahegelegt� wenn
man den Durchschnittswert der Periodenl�angen von Subtraktions�Spielen f�ur
festes maxL und festes jLj der symmetrischen Zugmengen betrachtet� Diese
Funktionsschar %pjLj�maxL� scheint sich ab jLj � � aus


fast gleichm�a�ig�

ansteigenden Kurven zusammenzusetzen� deren Anstieg mit wachsendem
jLj schw�acher ist� Ich betrachte zur Vereinfachung nur ungerade Werte von
jLj� da ansonsten� bei symmetrischen Mengen� maxL gerade sein mu� und
der


mittlere� Zug eine Sonderrolle einnimmt� Zuerst ein Diagramm� in

dem nur die Kurven f�ur jLj � �� �� � aufgetragen sind� deren zugeh�orige
Subtraktions�Spiele schon in vorherigen Kapiteln besprochen wurden�
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Bild xi F�ur kleine Werte von jLj treten abgesehen vom Trivialfall
%p��maxL� � p�fmaxLg� starke Schwankungen auf�
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Nun im selben Ma�stab die Kurven f�ur den jLj�Bereich �� �� ��� ��� � � � �
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jLj � �

Bild xii Fast linear ansteigende Kurven f�ur jLj � � kennzeichnen bei
logarithmischer Achse exponentielles Wachstum�

Im letzten Bild fallen noch die Schwankungen der Kurve f�ur jLj � � auf�
sowie die Einh�ullende der Mittelwerte von p�L� f�ur maxL � � � jLj� die
eine lineare Abh�angigkeit offenbart� Die linearen Kurvenanf�ange f�ur jLj �
maxL�� und maxL sind der �Ubersichtlichkeit halber nicht eingezeichnet���

Um gegen den exponentiell anwachsenden Suchaufwand anzukommen�
schr�ankte ich meinen Bereich durch jLj � � ein und schrieb ein spezielles
C�Programm� welches die Folge der v�n��Werte auf Bitpositionen von Rech�
nerworten kodiert und mittels ���Bitarithmetik dann min L�f��g Werte

��In diesen beiden F�allen ist die Zugmenge bereits eindeutig bestimmt und
�pmaxL���maxL� � �

� maxL� 	 und �pmaxL�maxL� � maxL� 	 �

��



parallel ausrechnen kann� Leider w�achst die Rechenzeit immer noch propor�
tional zu jLj��

In dem nun untersuchten Bereich symmetrischer Mengen L bis maxL � ��
und jLj � � war die letzte Ausnahme von jLj � � der Rekordhalter L �
��� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���� Aufgrund einer Idee� die von dem Ausrei�er mit
jLj � �� herr�uhrte� startete ich eine neue Durchsuchung der Zugmengen bis
maxL � �� und jLj � �

�
maxL unter der Einschr�ankung� da� die Differenzen

von aufeinanderfolgenden Z�ugen aus der geordneten Zugliste h�ochstens drei
verschiedene Werte annehmen d�urfen�

Hierzu entwickelte ich einen neuen Algorithmus� der die jeweils letzten maxL
Werte der P�N �Folge als ����Folge in einigen ���Bit�Registern des Rechners
h�alt� Ebenso wird die Zugmenge als Bitmaske in weiteren d�maxL����e
CPU�Registern gehalten� Der neue v�n��Wert kann nun durch Undieren
der entsprechenden Register berechnet werden und das Hochz�ahlen des
Indexes n wird durch ein Shiften der Register simuliert� Die Laufzeit dieses
Verfahrens ist nun proportional zu d�maxL��bits per registere �� und ist
bereits f�ur die von mir untersuchten ��Zugmengen ef
zienter als der


minL

parallele� Algorithmus���

Das Ergebnis meines Programmlaufes mit jLj � �
�

maxL und der Zug�
differenzeinschr�ankung ergab�

������������� � p� � ������

��������������� � p� � �����

��Um p�f		�� ���� ���� ���g� � � ��	 �	� ��� ��� mit q � ���� zu bestimmen� ben�otigte
ich �� CPU�Stunden auf einem DEC Alpha�Server �	�� ����� �Chip �	��� AXP� mit
� MB Sec�Level Cache�

��Konkret kann ich auf einem DEC Alpha�Server �	�� z�B� in �� sec
p�f�	� ��� ��� ��� 	��g� zu 	 �	� ��	 ��� bestimmen� oder habe in �� CPU�Stunden
p�f��� ��� �	� 	�	� 	��g� zu 	 ��� ��� �	� ��� bestimmt� F�ur die in der nachfolgenden Be�
obachtung 	� erw�ahnte Zugmenge L�
 werden mit einer

�
fein getunten� Implementation

dieses Verfahrens pro Minute � � 	�	 v�n��Werte errechnet�
�	Diese Aussage war nur bis Ende Oktober g�ultig� als ich eine algorithmisch weiterent�

wickelte Version des bit�parallel Verfahrens implemetierte� die sich das Auftreten langer
P�Folgen in der ��	�Folge zunutze macht und p�f�	� 	��� �	�� ���g� � �� ������ ��	�	� in
circa �� CPU�Stunden bestimmte � das heit fast � � 	�	 v�n��Werte pro CPU�Minute�
Hierbei wurden 	� Positionen parallel ausgerechnet und nach einer Teilfolge von �� aufein�
anderfolgenden Gewinnpositionen gesucht� Die nachfolgende Bestimmung der Vorperiode
dauert h�ochstens nochmal solange� aber bei korrekter Vorperiodenl�angensch�atzung � in
diesem Fall habe ich q als ziemlich klein vermutet � weniger als eine CPU�Minute� da
q � 	�		� ist�
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����������� � p��� �����

� �� �� ����������������������������������������������� �

p��� ������

Gl�ucklicherweise brach der Rechner aufgrund eines Stromausfalls erst bei
maxL � �� zusammen� und meine Geduld wurde nicht weiter auf die Probe
gestellt� denn ein weiteres Mitglied der Familie� dessen erstes aufgefallenes
L � ��� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� war� war soeben gefun�
den worden� Beide sind Mitglieder der Familie

Beobachtung �� �
nz��� jjjjj��z�

n��

�nz��� jjjjjj��z�
n

�nz��� jjjjj��z�
n��

�nz��� jjjjjj��z�
n

�nz��� jjjjj��z�
n��

nz��� j �

Ln � �n � �� � � � � �n � �� �n � �� � � � � �n � �� �n � �� � � � � �n � �� ��n �
�� � � � � ��n� �� ��n� �� � � � � ��n� �� ��n� ��� die eine Zug
Mengen
Familie
mit jLj � �n� � und einer hochinteressanten Blockstruktur ist� Ihre zul�assi

gen Z�uge sind zu f�unf Bl�ocken von aufeinanderfolgenden Zahlen angeordnet�
dazu die einzelne Zahl maxL am Schlu�� Die f�unf Bl�ocke haben alternierend
den Umfang von n � � und n Z�ugen und sind durch �n verbotene Z�uge
getrennt� Ihre berechneten Periodenl�angen sind	

p�L�� � ��� maxL� � ��
p�L�� � � ��� maxL� � ��
p�L�� � ��� ��� maxL� � ��
p�L�� � �� ��� ��� maxL� � ��
p�L�� � ��� ��� ��� maxL� � ��
p�L� � � ��� ��� ��� maxL ����
p�L�� � ��� ��� ��� ��� maxL� ����
p�L�� � ��� ��� ��� ��� maxL� ����
p�L��� � ��� ��� ��� ��� ��� maxL�� ����

Wie in jeder von mir gefundenen Familie mit stark anwachsenden Peri�
odenl�angen� beobachtet man auch hier Abweichungen von der Monotonie
der Periodenl�angen� Ist maxL � ��� �� oder ���� �ubertreffen die Werte von
p�L� diejenigen der Zugmengen L mit jLj � � und vielleicht auch unendlich
viele weitere f�ur n � �� �

��



Verschiedene Ergebnisse

An dieser Stelle m�ochte ich einen einfachen Satz erw�ahnen� der unabh�angig
von jLj gilt�

Satz �	

F�ur die Zuglisten L f�ur deren Zugindizes i mit � � i � jLj gilt si � si�� �
s� folgt p�L� � s� � sjLj � minL � maxL� Die P
N 
Folge solcher
Subtraktions
Spiele hat die Vorperiodenl�ange q�L� � � und besteht aus einer
endlosen Wiederholung von s� N 
Positionen gefolgt von sjLj P
Positionen���

Beweis� Man schaue sich die P�N �Folge der L�ange p�L� ab n � � an� Die er�
sten s� Positionen m�ussen trivalerweise Verlustpositionen sein� da sie kleiner
als der kleinste zul�assige Zug s� sind� Ab dann gibt es stets einen Gewinn�
zug in das vorhergehende Verlustintervall� Dazu w�ahle f�ur Position n mit
n � s� � sjLj den Zug si� so da� si�� � n� s� � si ist��� Aufgrund der Vor�
aussetzung si� si�� � s� f�uhrt er in das letzte Verlustintervall und ist damit
ein Gewinnzug� So haben wir ein Gewinnintervall der L�ange sjLj konstruiert�
Da nach maxL Gewinnpositionen generell minL Verlustpositionen kommen
m�ussen� haben wir wieder s� Verlustpositionen zu erwarten� Ersetzen wir n
durch n mod p�L� bei der Zugwahl� k�onnen wir nun den Beweis �uber die er�
ste Periode hinaus mit den gleichen Argumenten stets wiederholen und somit
die Struktur vollst�andig begr�unden� �

Gewinn�Verlust�Folge versus Nim�Folge

Die Analyse der P�N �Folge f�ur ein gegebenes L kann vereinfacht wer�
den� indem man seine zugeh�orige Folge der Sprague�Grundy�Werte un�
tersucht �BCG��� p� ���� Allerdings besteht die M�oglichkeit� da� sich die
Perioden� oder Vorperiodenl�ange dieser Nim�Folge von der urspr�unlichen
P�N �Folge unterscheidet� F�ur symmetrische Zugmengen L kann dies erst
geschehen� falls jLj � � ist� und f�ur nichtsymmetrische Zugmengen erst�
wenn jLj � � ist� Beispiele mit minimaler Zugzahl und kleinstem maxL sind
L � ��� �� ��� ��� und L � ��� �� ��� ���� deren Periodenl�angen als Nim�Folge
betrachtet um einen Faktor � vergr�o�ert sind� F�ur symmetrische Zugmen�
gen mit minimalem maxL bzw� kleinstem jLj sind L � ��� �� �� �� ��� ��� und

�
Berlekamp� Conway und Guy deuteten an� da sie diesen Sachverhalt auch ken�
nen �BCG��� p� ����

��Technische Anmerkung� Sei s
 �� � �

��



L � ��� �� ��� ��� ��� die ersten Beispiele deren Nim�Folge eine gr�o�ere Peri�
ode als ihre P�N �Folge hat � hier ebenfalls um den Faktor ��

Die Struktur der Familie Ln � �n� n� �� �n� �� �n� �� f�ur alle n � � wurde
bestimmt und ihre Nim�Periodenl�ange zu ��n�� mit Vorperiodenl�ange �n��
per Hand bewiesen� im Gegensatz zu ihrer P�N �Periode von �n � � und
Vorperiode von �n� Um einen deutlicheren Fall zu sehen� betrachte nun die
folgende Zugmenge�

Beobachtung �
 F�ur Ln � f�� �n � �� �n � �� �n � �� �n � �g mit n � �
kann die Nim
Folge in der Notation von Satz � geschrieben werden als	

���AA��n�

�BBCC��n�

�DAE

���AA��n��

�DAE

�BBCC��n��

FOR i FROM � UPTO n�� REP

��BAC��i��

�DAE

���AA��n�i�

�CAD

��BAC��i��

�BBCC��n�i�

PER

REPEAT

��BAC��n��

�DAB

�CAD

��BAC��n��

ENDREP

Als eine Verallgemeinerung der auf Seite �� vorgestellten Syntax k�onnen
SGW�Worte aus verschiedenen SGW bestehen� Diese Werte werden in spitzen
Klammern eingeschlossen und zyklisch von links nach rechts durchlaufen�
bis die Gesamtl�ange des Wortes aufgebaut ist� In unserem Beispiel ist die
Wortl�ange zwar stets ein Vielfaches von �� jeder auftretenden Zyklusl�ange�
allgemein braucht dies aber nicht zu gelten� Eine fehlende Anzahl nach einem
SGW ist als � zu lesen�

Der Beweis wird dadurch erbracht� da� die SGW in dieser Syntax �uberpr�uft
werden� Dies ist ein mittlerer Aufwand� da beide Schleifenr�umpfe genau �n �

��



maxLn Werte in dieser Beschreibung enthalten und nur � �Uberg�ange von
� Bl�ocken zu veri
zieren sind� Dies konnte tats�achlich mit einer sp�ateren
Version des verify Programms�� erbracht werden� Somit haben wir�

Folgerung ��

Das Subtraktions
Spiel Ln � f�� �n � �� �n � �� �n � �� �n � �g besitzt
die P
N 
Periodenl�ange � und Vorperiodenl�ange �n� � �� aber eine Peri

odenl�ange von �n und eine Vorperiodenl�ange von �n��� in seiner Nim
Folge�

Beobachtung � Mittels des Programms konnte auch die Struktur des un

geraden

�
Partners� Ln � f�� �n� �� �n� �� �n� �� �n� �g veri�ziert werden

als	

���AA��m�

�BAC

�BBCC��m�

D�EA

���AA��m�

DBEC

�BBCC��m��

FOR i FROM � UPTO m�� REP

�B�CA��i�

D�EA

���AA��m�i�

C�DA

�B�CA��i��

�BBCC��m�i�

PER

REPEAT

�B�CA��m�

D�BA

C�DA

�B�CA��m��

ENDREP

Folgerung ��

Dieses Subtraktions
Spiel besitzt die P
N 
Periodenl�ange � und Vorperi

odenl�ange �n� � ��n � �� aber eine Periodenl�ange von �n � � und eine

��Quellcode im Programmanhang ab Seite 		�

��



Vorperiodenl�ange von �n� � ��n � � in seiner Nim
Folge�

Die letzten Folgerungen ergeben�

Satz ��

Der Quotient der Nim
Periodenl�ange zu der urspr�unglichen Periodenl�ange
kann f�ur gewisse Zugmengen L beliebig gro� werden�

Ein noch eindrucksvolleres Beispiel � die P�N �Periodenl�ange ist nicht
konstant� und auch die Vorperiode ist stark erh�oht � stellt die Familie
Ln � �n� �n� �� �n� �� �n� �� �n� �� symmetrischer Zugmengen dar� deren
Nim�Periodenl�ange zu ��n� � �n f�ur alle n � N bewiesen ist� im Gegensatz
zur Periodenl�ange von ��n � � der urspr�unglichen P�N �Folge� Deren Nim�
Folge hat f�ur n � � die grobe Form�

FOR i FROM 
 UPTO n	�n����� REP

�n An

�� X�n��� A�

�n An Y�n�

Cn Z�n�

C� U�n�

Cn V���

PER

REPEAT

FOR h FROM 
 UPTO n�� REP

�n An

�� X�n��� A�

�n An Y�n�

Cn Z�n�

C� U�n�

Cn V���

PER

ENDREP

Dabei bezeichnen die Gro�buchstaben X�Y�Z�U und V Worte von SGW als
Funktionen in i bzw� h und n� aber von ihnen werden nur die Werte �� �
und � bzw� B�D und E getroffen� Offensichtlich h�angt die L�ange dieser f�unf
Worte nur von n ab� Die genaue De
nition dieser Funktionen f�ur alle n �
� und mit j �� i mod n � h mod n lautet�

��



Definition von X Variable Bereich

������������������������������������������������������������������

B�n��� i 


E� B�n��� i �

B� �DE��j��� B�n���i� i � ��� n��

E�j� B� E�j� �DE��n����j� i n ��� n	�n�����

E�j� B� E�n���j� h �n����� ��� n��

E�n��� h n��

E�j� B� E�j� D� E�n����j� h 
 ��� �n�����

Definition von Y Variable Bereich

������������������������������������������������������������������

Bn i 


B� D� B�n��� i � ��� n��

Bn i n ��� n	�n�����

Bn h �n����� ��� n��

B� D� B�n��� h n��

Bn h 
 ��� �n�����

Definition von Z Variable Bereich

������������������������������������������������������������������

Dn i 


D� B� �DE��j� D�n���j� i � ��� n��

D� B� �DE��n��� i n��

B� D� B� �DE��n��� i n��

B� D��j	�� �DE��n����j� i n ��� n	�n�����

B� D�n��� h �n����� ��� n��

Dn h n��

B� D� B� D�n��� h n��

B� D��j	�� E� D�n����j� h 
 ��� �n�����

B� D�n��� h �n�����

Definition von U Variable Bereich

������������������������������������������������������������������

E� B� E�n��� D� i 


E� D� B� E�n�� D� i �

E� D� E� B�j��� E�n���j� D� i � ��� n��

E� D� E� B�n��� i n��

B� D� E� B�n��� i n��

B�j	�� E� B�n���j� i n ��� n	�n�����

B�j	�� E� B�n���j� h �n����� ��� n�

B�n��� D� h n��

E� B�n��� h n��

��



B� D� B�n��� h n��

B�j	�� E� B�n���j� h 
 ��� �n�����

Definition von V Variable Bereich

������������������������������������������������������������������

D� B� i 
 ��� n��

D� i n�� ��� n	�n�����

D� h �n����� ��� n��

D� B� h n��

D� h n��

D� h 
 ��� �n�����

AUSNAHMEN im Fall n � �

���������������������������������

Wenn i�n � dann sei X � B� E� �

Wenn i�� � dann sei U � E� D� B� �

Wenn i�n��� dann sei U � B� D� �

F�ur gegebenes i bzw� h und n schaue man in der jeweiligen Zeile der gesuch�
ten wortwertigen Funktion X�Y�Z�U oder V nach und berechne gegebenenfalls
j� Die minimale Vorperiodenl�ange dieser Nim�Folge ist� ���n � ���n � �n �
�n mod ����������n��n mod ���� � ��n� f�ur alle n � �� im Gegensatz
zur Vorperiodenl�ange von � der P�N �Folge�

Obere Schranken f�ur Periodenl�angen
von Subtraktions�Spiele

Ein anderer Gesichtspunkt ist es� eine P�N �Folge� die durch eine Zugmenge
L de
niert ist� als ein Schieberegister der L�ange maxL mit jLj Argumenten
und der Operation NAND anzusehen� Das Schieberegister bildet die Menge
aller zul�assigen Schieberegisterzust�ande auf sich selbst ab� F�ur symmetrische
L wirkt es als eine Bijektion auf der Menge der ��kollisions�freien ����Folgen
der L�ange maxL� Die Gr�o�e der Menge der ��kollisions�freien Folgen h�angt im
allgemeinen stark von jLj und maxL ab� Sei bis zum Ende dieses Abschnitts
s �� maxL�

Eine triviale obere Schranke der Anzahl der ����Folgen ist �s� Ich m�ochte
nun diese Absch�atzung f�ur viele Mengen L auf eine andere exponentielle
Schranke in s mit kleinerer Basis verbessern� Da wir� statt die Periodenl�ange

��



abzusch�atzen� den Zustandsraum des Schieberegisters absch�atzen werden�
der eine obere Schranke der Periodenl�ange liefert� ben�otigen wir

De�nition ��

Sei SL die Menge der 
kollisions
freien Folgen der L�ange maxL zu einer
Zugmenge L�

Relativ leicht gewinnen wir

Satz ��

F�ur alle L mit jLj � � gilt	 jSLj �
p

�
s � �����s

O�b�d�A� sei s� � s�� � ansonsten ist Satz �� anwendbar und p�L� durch �s
beschr�ankt� Nun betrachten wir die Folgenpositionen i und i� s� paarweise�
wobei i von eins an N durchl�auft solange i � s� � s ist� Diese beiden
Positionen fassen wir zu Paaren zusammen� solange i nicht bereits durch
ein Paar mit �i � s� erfa�t ist� So erhalten wir genau s�b s

�s�
c Paare� Die

verbleibenden s mod �s� Positionen � diese bezeichnen die letzten Folgen�
positionen � benutzten wir zum Erweitern von gewissen Paaren zu Tripel
der Form i� i� s�� i� �s�� Wir haben also letzlich eine disjunkte Zerlegung in
s mod �s� ��elementige Tupel und �

�
�s � ��s mod �s��� ��elementige Tupel

der Folgenpositionen geschaffen� Alle Tupel m�ussen ��kollision�frei bez�uglich
s� sein� Damit k�onnen die Paare nur � von �� und die Tripel nur � von ��

����Wertebelegungen annehmen� Also ist der Zustandsraum der gesamten
Folge � wegen �

p
� �

p
� � durch

p
�
s

beschr�ankt� �

Um die Basis in der exponentiellen Schranke weiter zu dr�ucken� ben�otigen
wir

De�nition ��

Sei F �n� �� �p
�

		
��

p
�

�


n
�
	
��p�

�


n

� ������n die n
te Fibonacci
Zahl�

die die Gleichung F �n � �� � F �n � �� � F �n� f�ur alle n � Z erf�ullt�

Nun k�onnen wir

��



Satz �� formulieren�

Wenn es ein si� sj � L gibt� mit ggt�si� sj� � � und si � sj � s� dann gilt�

da� jSLj � F �s � �� ist und somit auch p�L� � �
	p

���
�


s
ist�

Der Beweis des Satzes wird nun sukzessive aus den vier F�allen�Bedingungen

�� � � L�

�� es gibt ein si� sj � L � ggt�si� sj� � � und si � sj � s�

�� es gibt ein si� sj � L � ggt�si� sj� � � und si � sj � s ��

�� es gibt ein si� sj � L � ggt�si� sj� � � und si � sj � s �

aufgebaut�

Beweis� Wenn � � L� dann kann kein Element aus SL zwei aufeinanderfol�
gende Nullen enthalten� Die Anzahl der ����Folgen der L�ange s� die dieser
Einschr�ankung gen�ugen� ist F �s � �� �Beweis durch Induktion nach s�� Sei
a��s� die Anzahl der ����Folgen der L�ange s � N � die auf � enden und a��s�
die Anzahl der ����Folgen der L�ange s � N � die auf � enden��� Offensichtlich
ist a���� � a���� � �� Ferner kann man alle ����Folgen der L�ange s � � aus
den ����Folgen der L�ange s gewinnen� in dem eine weitere Ziffer angehangen
wird� Endet die ����Folge der L�ange s allerdings auf �� darf nur eine � an�
geh�angt werden im Gegensatz zu beiden M�oglichkeiten der Fortsetzung falls
die Ausgangsfolge mit � endet� Formal bedeutet dies� a��s��� � a��s��a��s�
und a��s � �� � a��s�� Setzt man die zweite Rekursionsgleichung nach der
Indexsubstituierung s � � � s in die erste ein� erh�alt man die Rekursions�
gleichung� der auch die Fibonnacci�Zahlen gen�ugen� Unter Beachtung des
Induktionsanfangs ist somit a��s� � F �s � �� und a��s� � F �s�� Also ergibt
sich die Gesamtzahl der ����Folgen als disjunkte Vereinigung dieser beiden
Folgenarten� sprich zu F �s � �� � F �s� � F �s � ���

Im restlichen Beweis wird die ����Folge der L�ange maxL mit einem auf maxL
Knoten de
nierten ����knotengef�arbten Graphen identi
ziert���

Wenn eine der drei anderen Bedingungen erf�ullt ist� k�onnen keine zwei
Nullen in einem Element aus SL den Abstand si oder sj haben� Die
Bedingung ggt�si� sj� � � garantiert in diesen F�allen� da� jede Position
innerhalb einer ����Folge mit Schrittweiten aus fsi� sjg von jeder anderen

��Die letzte De
nition m�ute man f�ur s � N
 als
�
� � � die nicht auf � enden�� formulieren�

��Im vorherigen Fall hat man einen Pfad der L�ange maxL betrachtet�

��



Position aus erreicht werden kann�

Mit der Bedingung im zweiten Fall sind genau zwei verschiedene Po�
sitionen innerhalb jeder ����Folge durch Vorw�arts� und R�uckw�arts�
schreiten von jeder Position dieser Folge von SL aus erreichbar� Dies
l�a�t sich wie folgt als Graph auffassen� Die s m�oglichen Positionen
in der ����Folge bilden die Knoten des Graphen und ein m�oglicher


Schritt� von einer Position� sprich Knoten� zu einer anderen wird

durch eine Kante dargestellt� Da dieser Graph in jedem Knoten den
Grad zwei hat und zusammenh�angend ist� stellt er einen Kreis dar�

s=7
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si=3
sj=4

1

4

Alle m�oglichen Wertebelegungen der Knoten dieses Graphen m�ussen nur
sicherstellen� da� keine zwei Nullen durch eine Kante verbunden sind� sprich
aufeinander folgen��� Wir haben daher die Anzahl der zyklischen ����Folgen
der L�ange s zu bestimmen� bei denen keine zwei Nullen aufeinander folgen�
Dies ist nur eine leichte Versch�arfung der Aussage� die die Bedingung � � L
nach sich zieht� Wir m�ussen somit zus�atzlich darauf achten� mit welchem
Wert unsere ����Folge anf�angt und falls dies � ist� die Anzahl der ����Folgen
die mit � endet von diesen noch abziehen� Wie man sich leicht klarmacht�
ist die Anzahl der Folgen der L�ange s die mit Null anfangen F �s� und ihr
Komplement F �s � ��� Die F �s� mit Null beginnenden ����Folgen zerfallen
in F �s� �� auf Eins endende und in F �s� �� auf Null endende ����Folgen�
Also ist die Gesamtzahl der zweiten Bedingung gen�ugenden ����Folgen
F �s � �� � F �s � �� � F �s � �� � F �s � ��� Die zweite Summe kann man
auch so interpretieren� Entweder ist eine beliebige aber feste Position im
Zyklus �� dann k�onnen die restlichen s � � Positionen auf F �s� � � ��
Arten belegt werden� oder die ausgew�ahlte Position ist �� Im letzten Fall
erzwingt dies auf der Vorg�anger� und Nachfolgerposition jeweils eine � und
die verbleibenden s�� Positionen k�onnen auf F �s����� Arten belegt werden�

��Graphentheoretiker werden jetzt die Verwandtschaft der Begriffe ��kollisions�frei und

�
unabh�angige Menge� bemerken� Die Bestimmung von jSLj ist �aquivalent zur Bestimmung
der Anzahl der unabh�angigen� auch stabil genannt� Mengen eines Graphen� die den mit
Null bewerteten Knoten entsprechen�
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s=8
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4si=3 
sj=4

8

In dem Fall� da� si � sj � s� � ist� entfernen wir nur den Knoten s � � mit
seinen beiden Kanten aus dem Graphen und haben damit einen Pfad der
L�ange s vorliegen� Wie wir aus dem Beweis f�ur die erste Bedingung wissen�
besitzt solch ein Graph genau F �s��� zul�assige ����Belegungen� Ist dagegen
si � sj � s� � f�ugen wir quasi zu einem Kreis mit s� � Knoten noch einen
weiteren Knoten s hinzu� der mit zwei Kanten zu den Knoten s � si und
s � sj verbunden ist� also


parallel� zum Knoten der Position � eingef�ugt

worden ist� Wir haben dann F �s�� � �� � F �s�� � �� � �F �s�� � ��
m�ogliche ����Folgen der L�ange s� was sich zu F �s� ����F �s��� umformen
l�a�t� also f�ur s � � ebenfalls weniger als F �s� ��� F �s� �� M�oglichkeiten�

In dem Fall� da� si � sj � s ist� unterteilen wir die gesamte Folge in
St�ucke der L�ange si � sj und eine k�urzere Restfolge� Das Anwenden unserer
Methode des Vor� und Zur�uckschreitens auf jedes dieser St�ucke soll nun

jSLj � F �s mod �si � sj� � ��F �si � sj � ��
b s
si�sj

c
ergeben� Um dies

einzusehen� m�ussen wir im wesentlichen nur die zul�assigen ����Belegungen
der Graphen mit h � r Knoten korrekt absch�atzen� wobei h �� si�sj und
r �� s mod �si�sj� � � ist� Der Fall� da� b s

si�sj
c � � ist� kann auf mehrere un�

abh�angige Kreise abgebildet werden� weil die Formel ebenso F �si�sj ��� als
Faktor enth�alt� und die Forderung r 	� � ist dann keine Einschr�ankung mehr�
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Die h Knoten m�ussen einen zul�assigen Kreis bilden� an den die r Knoten
in einer oder mehreren


Br�ucken� angedockt sind� F�ur den Beweis werden

wir es uns stets leisten� diese Br�ucken unabh�angig zu betrachten� Wie wir
uns bereits im Fall si � sj � s � � �uberlegten � hier hat die Br�ucke die
L�ange Eins � werden wir nun allgemein eine zul�assige ����Folge irgendwo
an dem zul�assigen Kreis der L�ange h andocken� so da� der neue Graph
zul�assig bleibt und die


Parallelit�at� erhalten bleibt� Letzteres bedeutet�

wenn wir das eine Pfadende mit einem Knoten des Kreises verbinden� mu�
das andere Ende des Pfades mit einem Knoten des Kreises im Abstand
Pfadl�ange�� verbunden werden� Beide Wege� der entlang des Kreises und
der entlang der Br�ucke sind also gleichlang� Dies wird durch den Umstand
erzwungen� da� die Knotennummern in der Br�ucke um si � sj gr�o�er sind
als ihre korrespondierenden im Kreis�
Nach diesen grunds�atzlichen �Uberlegungen k�onnen wir die Anzahl die
zul�assigen ����Belegungen eines Kreises der L�ange h an den eine Br�ucke
der L�ange b angedockt ist� zu F �b��F �h � �� � F �h � ��� � �F �b �
��F �h � �� � F �b � ��F �b � ��F �h � b� berechnen� Hierbei sind die
Br�ucken jenachdem unterschieden� ob sie an beiden Enden eine �� nur
an einem oder an keinem Ende eine � haben� Diese Anzahl l�a�t sich zu
�F �h � �� � F �h� ���F �b � �� � F �h�F �b� �� � F �b � ��F �h� b�F �b� ��
umformen� Wenn wir ferner w�u�ten� da� �F �h � ��F �b � �� �
F �b � ��F �h � b�F �b � �� gilt� k�onnten wir die Anzahl direkt zu
� �F �h � �� � F �h � ����F �b � �� � F �b � ��� absch�atzen� Da�
mit w�are die Multiplikativit�at in der Knotenzahl� sprich der Fol�
genl�ange� hergeleitet� Tats�achlich auftretende Abh�angigkeiten zwischen
den verschiedenen Br�ucken der r Knoten k�onnten die Gesamtzahl der
zul�assigen ����Belegungen h�ochstens vermindern und wir h�atten den
Satz bewiesen� Eine genaue Analyse zeigt nun� da� die Bedingung
�F �h � ��F �b � �� � �F �h � ��F �b � �� � F �b � ��F �h � b�F �b � ��
f�ur alle b � � und b � � erf�ullt ist� Im Fall da� b � � ist� vereinfacht
sich unsere unterstellte Ungleichung zu �F �h � �� � �F �h � ��� Dies
ist f�ur alle h � � korrekt� Den Spezialfall h � � und b � � k�onnen wir
explizit abz�ahlen und erhalten �� � �� � �F ��� � F �����F ��� � F ����
zul�assige ����Belegungen � weniger als die multiplikative Schranke for�
dert� Es verbleibt letztlich nur noch der Fall b � �� Hier k�onnen wir
�F �h � �� � F �h � ����F ��� � F ���� leider nicht erreichen� aber bleiben
immerhin noch unter ��F �h � �� � F �h � ��� � F �b � ��F �h � ��� so da�
auch in diesem Fall der Satz gilt� �

Lassen wir die Forderung ggt�si� sj� � � im �� Fall fallen� m�ussen wir die Basis

��



����� nur geringf�ugig vergr�o�ern und erhalten auf diesem Beweis aufbauend

Satz �	

Ist jLj � � und L symmetrisch� so folgt�
da� SL � �

p
��

s � ������ s � �
p

�
s � ������ s ist�

Beweis� Im Fall einer symmetrischen Zugmenge L mit jLj � � gibt es
immer ein si und sj 	� si� so da� si � sj � s ist� Ist nun ggt�si� sj� � �� so
zerf�allt der Kreis in Bedingung Zwei in ggt�viele� die alle jeweils s� ggt�si� sj�
Knoten im Graphen� sprich Positionen der ����Folge umfassen� Die L�ange
h eines solchen Kreises ist aber mindestens �� da si 	� sj � s gilt� So�
mit ist die Gesamtzahl �F �h � �� � F �h � ���ggt	si�sj
 oder umgeformt�
h
p
F �h � ��� F �h� ��

s
� Die Basis dieser Potenz konvergiert mit wachsen�

dem h monoton alternierend gegen
p
���
�

und nimmt f�ur h � � ihr Maximum
bei � an� Da F �� � �� � F �� � �� � � ist� ergibt sich der Satz ��� Diese
Konstante �

p
� l�a�t sich mit weiteren �Uberlegungen auf �

p
�� dr�ucken� Erstens

l�a�t sich f�ur jLj � � stets ggt�si� s� � � erreichen oder es gilt ggtL � ��
Im letzten Fall haben wir jSLj � ggt�L�S�L � wobei %L die Elemente von
L� dividiert durch g �� ggtL� enth�alt� Ferner gilt g � xg f�ur alle g � N

und f�ur alle x � �
p

� �
p
���
�

� Somit k�onnen wir von nun an wie im Fall
ggt�si� s� � � zu Ende argumentieren� Es verbleibt der unbeschr�ankte Fall
jLj � �� Aufgrund der �Uberlegung der alternierenden Konvergenz der Zahlen
h
p
F �h � ��� F �h� �� k�onnen wir nur dann oberhalb von

p
���
�

liegen� falls
nur Zyklen gerader L�ange auftreten� Da wir aber zwei verschiedene si � s��
haben � und Zyklen der L�ange � hier nicht in Betracht kommen � mu� in
diesem Fall einer von diesen beiden Z�ugen auf ggt�s� si� � s�� f�uhren� Dies
hei�t es gibt einen geraden Zyklus der Mindestl�ange sechs und wir erhalten
die etwas kleinere Konstante �

p
��� �

Unter Ausnutzung von Zugrelationen mit si�sj � s kann man die Konstante
�
p

�� noch n�aher an
p
���
�

bringen� Da die absolute Verbesserung aber immer
winziger wird und eine scharfe obere Schranke vermutlich unter ��� liegen
wird� w�are dies f�ur unseren Fall nur von beweistechnischem Interesse�

F�ur den Fall symmetrischer ��Zugspiele kann man jSLj noch expli�
zit bestimmen� Sei L � �s�� s�� �s� � s�� �s�� mit ggt�s�� s�� � � und
c�s�� �� jSL�s�

j� Dann gilt c�n � �� � c�n � �� � �c�n � �� � c�n� mit
c��� � �� c��� � �� c��� � �� Diese lineare Rekursionsgleichung hat die
L�osung� c�n� � �� �

p
��n � �� � p

��n � ����n f�ur alle n � N� und das
Maximum von �n

p
c�n� ist �

p
�� bei n � ��

��



F�ur den allgemeinen Fall symmetrischer Mengen � hier hat man mit s ��
maxL und d �� jLj�� einen d�regul�aren Graphen auf s Knoten vorliegen �
m�ochte ich die folgende Vermutung von T� Sillke erw�ahnen� jSLj � ��
�d���

s
�d

wenn s � �d� Gleichheit gilt� falls �djs und der Graph in s���d� bipartite
Graphen Gd�d zerf�allt���

F�ur festes d wird das Maximum bei s � �d angenommen und mit d � �
lie�e sich die Basis der oberen Schranke in Satz �� bis auf

p
� dr�ucken�

Der Ein�u� der Startfolge
auf die Periodenl�ange

An dieser Stelle sei auf die etwas andere De
nition der vL�Werte durch
Alth�ofer und B�ultermann �AB��� eingegangen� Eine Feinheit ist die unter�
schiedliche De
nition des Spielendes� W�ahrend ich das Spiel als beendet
ansehe� sobald man keinen Zug mehr anwenden kann� dies hei�t� man
w�urde bei der Anwendung irgendeines Zuges immer den De
nitionsbereich
N� der Haufenpositionen verlassen� de
nieren Alth�ofer und B�ultermann
explizit maxL aufeinanderfolgende Haufenpositionen aus Z als verloren f�ur
den dort am Zug be
ndlichen Spieler �


Haufenpositionen � � gelten als

verloren�� Sie erhalten damit eine Startfolge von maxL Gewinnwerten f�ur
die Haufenpositionen �� �� � � � �maxL und wenden f�ur alle gr�o�eren Haufen�
positionen dann eine zu Beobachtung � �aquivalente Berechnungsvorschrift
an� Wie die beiden Autoren selbst bemerken� und in ihrer De
nition der
Vorperiodenl�ange auch ber�ucksichtigen� entspricht dies einer Verschiebung
der P�N �Folge um maxL� � Positionen nach rechts� Als Veranschaulichung
der unterschiedlichen De
nitionen diene wieder die Folge des Subtraktions�
Spieles ��� �� ��� wobei w�n� den Wert der Haufenposition nach Alth�ofer und
B�ultermann angibt�

n �� �� �� �� �� �� �� �� � � � � � � � � � � �� �� �� �� �� ��
v�n� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
w�n� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

F�ur negative Haufenpositionen ist v�n� ja unde
niert� k�onnte aber stets zu
� de
niert werden� wobei dann in Beobachtung � das Produkt immer �uber
alle Z�uge aus L laufen k�onnte� was algorithmisch vorteilhaft ist�

��F�ur s � �d kann man eine �ahnliche Vermutung aufstellen� indem man den Graphen
als einen verallgemeinerten k�partiten Graphen mit k � s��s 	 d� Knoten vom Grad
d � �k 	 	��s	 d� erkennt� die vermutlich eine obere Schranke von s

s�d ��
s�d 	 	� � 	 f�ur

die Anzahl der unabh�angigen Mengen ergibt�

��



Die De
nition von Alth�ofer und B�ultermann verhindert eine Verallgemeine�
rung auf unbeschr�ankte Zugmengen � die im n�achsten Abschnitt betrachtet
werden � � f�uhrt aber daf�ur auf die Frage� wie sich die Periodenl�angen von
����Folgen in Abh�angigkeit von einer beliebigen maxL langen Startfolge ver�
halten� Letzteres m�ochte ich an den Rekordhaltern der Periodenl�angen der
symmetrischen Zugmengen exemplarisch darstellen� In der nachfolgenden Ta�
belle sind die spaltenweisen Eintr�age�

� jLj�
� Zugmenge L�

� Anzahl der spiegelsymmetrischen ��kollisions�freien Folgen bez�uglich L
mit L�ange maxL�

� p�L��

� Anzahl aller ��kollisions�freien Folgen bez�uglich L mit L�ange maxL�

� Anzahl der Bahnen� der ��kollisions�freien Folgen und f�ur kleine Bahn�
anzahlen� in � � eingeschlossen� die L�ange der einzelnen Bahnen�

Z�B� bedeutet die erste Zeile in dieser Tabelle� da� das ��Zug�Spiel� was nur
aus dem Zug � besteht� �� spiegelsymmetrische ��kollisions�freie Folgen der
L�ange � enth�alt� die Periodenl�ange der Iteration begonnen mit der reinen
�� oder ��Folge �� betr�agt und es insgesamt ��� ��kollisions�freie Folgen
der L�ange � gibt� die sich auf �� Bahnen verteilen� unter denen � die Pe�
riodenl�ange �� besitzen und eine die Periode ��

� � � � �� � ��� �
��x����

� � �� �� � � � �� �� ��������

 � �� � �� � � � �� �� ���������

� � �� �� �� �� � � � �� �� ��������

� � �� ���
 � � � ��� ����������������

� � �� ���� � �� � ��� ���x���x����x�������

� � �� � �� ���� � � � ��� �������
����

 � �� ������� � � �� ��� �����
��������
�������

� � � ���� � �� �� ��� ����x������x������x���

��F�ur jede Abbildung f � D � D und f�ur jedes x � D kann die Folge der Iterierten
�f �i��x���

i
 gebildet werden� Diese heit auch Bahn von x unter f � Die Zerlegung des
De
nitionsbereichs einer Abbildung f unter Iteration derselbigen in disjunkte Mengen�
bezeichnet man als Bahnen dieser Abbildung� In unserem Fall l�at sich f als Schieberegister
auffassen� welches auf einem maxL langen Abschnitt einer ��kollisions�freien ��	�Folge
operiert� Ist f bijektiv� ist jede Bahn ein �eventuell einelementiger� Zyklus� Dann kann
man auch von der L�ange einer Bahn� sprich eines Zykluses� reden�
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Diese Tabelle vermittelt zum einen einen Eindruck� wie gut die Absch�atzung
aufgrund von Satz �� auf die Anzahl der ��kollisions�freien Folgen der L�ange
maxL anwendbar ist� zum anderen welche Bedeutung die Bahn der ��
Startfolge unter allen m�oglichen Bahnen hat��� Je gr�o�er jLj ist� um so wahr�
scheinlicher scheint es mir zu sein� da� die ��Startfolge die l�angste Bahn
bildet�

F�ur beliebige ��kollisions�freie Startfolgen kann man sogar im Fall jLj �
� superpolynomielle Periodenl�angen konstruieren� indem man Familien von
Zugmengen �Ln�n�N ausw�ahlt� deren ggtLn eine anwachsende Funktion in n
ist� Man w�ahlt einfach ggtLn viele ����Folgen der L�ange maxLn � ggtLn mit
teilerfremden Periodenl�angen� Nun setzt man die ben�otigte Startfolge als eine
alternierende Folge dieser k�urzeren Folgen zusammen� Da L unabh�angig auf
diesen ggtL vielen Teilfolgen wirkt� erhalten wir als Periodenl�ange unserer
Startfolge das kleinste gemeinsame Vielfache der Unterperiodenl�angen�

Z�B� besitzt das Subtraktions�Spiel L � ���� ��� ���� welches ggtL �
� hat� ��� ��� ��� ��kollisions�freie ����Folgen der L�ange ��� die in
�� ��� Bahnen zerfallen� Von den �� verschiedenen auftretenden Pe�
riodenl�angen ist die maximale � ��� ���� die durch die Startfolge
���������������������������������������� erreicht wird� � ��� ��� ist
gleich ��� � �� � �� � ��� � �� wobei die vier Faktoren in der Klammer
von den vier m�oglichen Periodenl�angen des Spieles ��� �� ��� stammen� die
sich im Spiel L jeweils an den Haufenposition mit fester Restklasse mo�
dulo � widerspiegeln� In diesem Sinne vielversprechend ist z�B� die Fami�
lie Ln � ��n � �� �n � �� �n�� die nur Bahnen mit ungerader L�ange hat�
F�ur n � � erreicht man bei zehn Basisperioden f�ur das zusammengesetz�
te Subtraktions�Spiel mit maxL � ��� und geeigneter Startfolge bereits
p�L� � ����������������������������������������� � �����maxL � �����

Aber dies habe ich nicht im Sinn� wenn ich nach langen Perioden von
Subtraktions�Spielen Ausschau halte�

��Man kann die Bahnen auch noch danach klassi
zieren� ob diese zwei� eine oder keine
spiegelsymmetrische Folge der L�ange maxL oder maxL� 	 enthalten�

��



Der Fall jLj ��

Bei unbeschr�ankten Zugmengen warten auch interessante zu entdeckende
Strukturen� W�ahlt man z�B� L � f�� �� �� � � � � n�� � � �g��� L als die Zugmen�
ge die Menge der positiven Fibonacci�Zahlen F �n��� oder als zul�assige Z�uge
si � i&� das Fakult�ats�Subtraktions�Spiel��� stellen wir fest� da� ihre P�N �
Folge nicht periodisch ist� Dies ist eine einfache Folgerung des Satzes�

Satz �


Kein Zug eines Subtraktionsspieles kann ein Vielfaches der Periodenl�ange
sein� wenn diese � � ist� Oder � f�ur alle s � L gilt	 p�L� 	 js oder p�L� � ��

Beweis� Entweder p�L� � � oder es gibt mindestens eine Verlustposition in
der Periode� Betrachte eine solche Null in der Periode einer P�N �Folge� Da
diese Position mit jeder um Vielfache von p�L� gr�o�eren Position keine ��
Kollision bilden darf� darf kein Vielfaches von p�L� in L als Zug auftreten�
�

Der Spezialfall p�L� � � kann nur bei unbeschr�ankten Zugmengen auftre�
ten��� Das einfachste Beispiel mit p�L� � � ist L � N � das klassische
Nim�Spiel �Bou����

Folgerung ��

Besteht die Zugmenge aus Potenzen aller nat�urlichen Zahlen� wie bei dem
Quadrat
Wegnehm
Spiel� ist sie die Menge der Fakult�aten oder der Fibonacci

Zahlen� dann kann dieses Subtraktions
Spiel nicht periodisch werden�

Beweis� Trivial bis auf den Fall das L � fF �i� j i � Ng ist� Die Fibonacci�
Zahlen bilden ein additives Schieberegister mit h�ochstens k� Zust�anden mo�

�	C�A�B� Smith behauptet in �BC��� p� ���� da p�L� � � sei� dies ist aber nur f�ur
Haufenpositionen kleiner �� der Fall� David Bush hat die Folge der vL bis � �	�� berechnet
und zahlreiche Kuriosit�aten in der Verteilung der Gewinn� und Verlustwerte bemerkt� Z�B�
ist unter den ersten 	�� ��� Werten mit vL�n� � � und i mod 	� � � einzig n � 		���
vorhanden�

�
Nach Berechnung der ersten 	�� Positionen wirft T� Sillke die Frage auf� ob die
Spargue�Grundy�Werte f�ur das Fibonacci�Subtraktions�Spiel beschr�ankt bleiben� nachdem
erst v�����	���� das erstemal gleich 	� ist�

��Hier hat man eine
�
quasiperiodische� P�N �Folge

�vL�n��
�
n
 ���������������������������������������������������������� � � � der

Pseudoperiodenl�ange ���
��Dann mu f�ur alle Z�uge gelten� sk�� 	 sk 
 q�L�� Mein Betreuer warf daher die

interessante Fragestellung auf
�
Wie schnell d�urfen mit steigendem Zugindex k die Zugwerte

sk anwachsen� damit die asymptotische Dichte der Verlustpositionen gleich � ist �

��



dulo k betrachtet� Wegen F ��� � � und der eindeutigen

R�uckw�artsberech�

nung� der Fibonacci�Zahlen mu� F �i� mod k � � immer wieder auftreten�
Das hei�t aber� f�ur jede nat�urliche Zahl k gibt es ein si � F �i� mit kjsi� �

W�ahlt man L � f�� �� �� � � � � �n� � � �g als Zugmenge� so ist q�L� � � und
p�L� � �� Dieses Spiel ist �aquivalent zum Spiel L � f�� �g� woran man
sieht� da� fast alle Z�uge dieses Exponential�Spieles irrelevant sind� Ein
noch einfacheres Beispiel f�ur �uber��ussige Z�uge ist das


Ungerade��Spiel mit

L � f�� �� �� � � �g� welches schon zu L � f�g mit p�L� � � �aquivalent
ist� �GS��� �BCG��� p� ��� V� ��

Ist dagegen L die Menge der Primzahlen� so scheint es v�ollig offen� ob ihre
����Folge periodisch wird oder nicht���

���vL�n��
�
n
 ���ll�l�l���l�l���l�l���l�����l�l�����l���l�l���l�����l��� � � �

Gibt es nur f�unf Verlustpositionen mit geradem Index 

��



Konsistenzbeweis f�ur gewisse

Subtraktions�Spiel�Beschreibungen�

Um die Konsistenz von SGW�Folgen mit freien Variablen zu beweisen� ha�
be ich eine Grammatik de
niert� die diese Nim�Folgen ef
zient beschreibt�
Links in der nachfolgenden tabellarischen Grammatikde
nition steht stets
ein 	 oder �� gefolgt vom Namen des zu de
nierenden Objekts� der durch �

abgeschlossen ist� Dann folgt seine De
nition� die durch eine Leerzeile been�
det wird� Das � bzw� 	 gibt den scantype des Namens an� Dabei bedeutet
	� da� die Subobjekte dieses Objekts nicht durch whitechars � dies sind
spezielle durch die Grammatik festgelegte Zeichen wie z�B� die Leerstelle�SP��
die der Formatierung dienen � getrennt sein d�urfen� und � bedeutet� da�
alle Subobjekte dieses Objekts durch mindestens ein whitechar getrennt
sein m�ussen� Man h�atte nat�urlich auch explizit bei den � scantypen in ihre
De
nition an allen Stellen whitechar� einf�ugen k�onnen� dies h�atte aber die
Lesbarkeit der Grammatik verringert�

De�nition �

Grammatiky f�ur Subtraktions
Spiele mit freien Parametern 	�

F�ur die Verkettung der Objekte innerhalb der De�nition ist relevant� da�
� � Objekte einschlie�t� die optional vorhanden sein k�onnen�
obj� obj� das hintereinander Auftreten von obj� nach obj� bezeichnet

� ob dazwischen whitechars sein m�ussen oder nicht sein
d�urfen� h�angt vom scantype ab�

� ausschlie�ende Alternativen trennt�
� f�ur eine endliche Wiederholung seines linken Ausdrucks steht

und somit mindestens einmal vorhanden sein mu��
Diese vier Objekttrenner sind nach fallender Priorit�at aufgelistet�

Als nicht �wohl� zu de�nierendes Elementarobjekt wird das Byte angesehen�
Es mu� mindestens die �� Zeichenz �� �� �� � � �� �� a� b� c� � � �� z� A� B� C� � � ��
Z� � �� 	� �� �� �� 
� �� �� SP� �� LF� CR� TAB� FF� NUL darstellen k�onnen�

�char� irgendein Byte au�er NUL�LF�CR�FF

�Eine gewisse Vertrautheit mit Sprachgrammatiken und existierenden Zeichenkodie�
rungen auf Rechnern ist zum Verst�andnis der ersten Seiten dieses Kapitels von Vorteil�

yRelease ��� vom Sep� ��
zAls Referenzcode kann der ISO�Latin�	�Code oder der ASCII�Code dienen�

��



�whitechar� SP� LF� CR� TAB� FF

�comment� �  char�! EOL

�digit� 
�����������������

�number� digit�

�variable� a�b�c�d�e�f�g�h�i�j�k�l�m�n�o�p�q�r�s�t�u�v�w�x�y�z

�sign� 	��

�expression�  sign! number   sign!  number! variable � ! �

 sign!  number! variable   sign!  number! variable � !

�value� ��A�B�C�D�E�F�G�H�I�J�K�L�M�N�O�P�Q�R�S�T�U�V�W�X�Y�Z

	�� �

�EXTERN�DEFINED�LIST�OF�CHARS�

�wordvalue� value   number! value � !

�word� �wordvalue�variable � �wordvalue� number! � �wordvalue��expression� �

�wordvalue�variable � �wordvalue� number! � �wordvalue��expression� "

value variable � value  number! � value�expression�

�keytoken� FOR� FROM� UPTO� REPEAT� REP� ENDREP� PER�

IF� THEN� ELIF� ELSE� FI� ENDIF� LET

�orderrelation� �� � ��

�relation� �� � �� � �� � #�

	letstatement� LET variable�expression

	wordblock�  comment�!  letstatement�! word �

	loophead�  comment�! FOR variable FROM expression UPTO expression

	conditon� expression relation expression

	branchstatement�  comment�! IF condition THEN  branchstatement�! wordblock

 ELIF condition THEN  branchstatement�! wordblock �!

��



 ELSE wordblock ! FI

	unit� wordblock  unit�! �  loophead! REPEAT  unit�! ENDREP � branchstatement

	loop�  loophead! REPEAT  unit�! ENDREP

	orderconditon� variable orderrelation expression

	movelist� � expression� �

	moves�  ordercondition�! movelist

	description� moves unit�

Das EXTERN DEFINED LIST OF CHARS ist eine Alternative von char

Objekten die der Benutzer als m�ogliche Wortwerte de�nieren kann� Diese
darf nat�urlich weder die Zeichen �� noch �� �� 
� oder � enthalten� EOL

ist ein �Environment�
spezi�sches Zeichen� welches das logische Zeilenen

de markiert� typischerweise LF oder CR� �

��

Faustregel zur Verwendung von whitechars�
Au�er in keytokens� relations� expressions oder words d�urfen
whitechars beliebig auftreten� und haben� abgesehen von der m�oglichen Be�
endigung eines Kommentars� keinerlei syntaktische Bedeutung�
Bei der De
nition von word wurde die number als optionales Subobjekt de�

niert� um eine


Benutzergewohnheit� zu befriedigen� indem eine fehlende

number mit � gleichgesetzt wird�
Die Schl�usselworte REPEAT bzw� REP und ENDREP bzw� PER haben identi�
sche semantische Bedeutung und ihre alternative Verwendungsm�oglichkeit�
genauso wie die von ENDIF bzw� FI� ist nur zur Bequemlichkeit des Benutzers
vorhanden�
Die


nichtdarstellbaren� Zeichen� LF� CR� TAB� FF� dienen in Form von EOL

als Kommentarbeendigung und ansonsten nur dem Benutzer zur logischen
Gliederung der Grammatik in Form von Spalten�TAB�� Zeilen�LF�CR� und
Seiten�FF��

Notwendige Voraussetzungen der Darstellbarkeit der Struktur eines
Subtraktions�Spiels mittels einer solchen Beschreibung sind nat�urlich deren
Endlichkeit� sowie die Abh�angigkeit aller auftretenden Blockl�angen in der

��Das Ende einer description darf man explizit durch NUL kennzeichnen� welches nicht
mehr als zur description geh�orig z�ahlt�

��



Beschreibung von den freien Variablen� wie wir noch sehen werden�

Wie man erkennt� geh�ort syntaktisch zu einer vollst�andigen Beschreibung
�description� eines Subtraktions�Spieles nicht nur die eigentliche Struktur�
die durch unit� bezeichnet ist� sondern stets auch die Z�uge�moves�� Die dort
vorhandenen orderconditions m�ussen f�ur jede freie Variable in der Zug�
menge�movelist� mindestens eine �� Relation beinhalten� Eine unit stellt
entweder einen reinen wordblock� eine Schleife oder ein branchstatement

dar���

Der Begri	 des Blocks�wordblock� ist dabei grundlegend� Wie auf Seite ��
eingef�uhrt� ist ein Block eine maximale� endliche Anzahl von aufeinanderfol�
genden Worten� die durch REP� oder PER �keytoken eingegrenzt sind� Die�
se Bl�ocke werden entweder als Schleifenbl�ocke bezeichnet� diese fangen mit
REP an� oder sind Nichtschleifenbl�ocke� wenn sie mit PER anfangen� Letztere
d�urfen auch die L�ange � haben� sprich leer sein� Die in der Beschreibung an�
gegebenen Bl�ocke sind in der Reihenfolge ihres Auftretens mit den nat�urli�
chen Zahlen durchnumeriert� Ferner wird f�ur den Algorithmus ein nullter
Block ben�otigt� der aber nicht in der Beschreibung mit angegeben wird� Die�
ser nullte Block besteht per De
nition nur aus identischen Gewinnwerten�
zweckm�a�igerweise aus einem Gewinnwort der L�ange maxL� und bildet im
Sinn der Grammatiksematik den Schleifenrumpf einer endlosen Schleife vor
der Haufenposition �� die mit ENDREP enden w�urde� Dadurch kann die s � n
Bedingung in der De
nition � entfallen� und es wird eine �aquivalente De
niti�
on realisiert� bei der der SGW auf maxL f�ur negative Haufengr�o�en gesetzt
wird� An dieser Stelle lie�e sich der Algorithmus auch auf anders de
nier�
te nullte Bl�ocke verallgemeinern � diese k�onnen als Startfolge interpretiert
werden �� was schon durch eine �Anderung des Programmes in der Funktion
prepend infinity block geleistet w�urde���

Schleifen sind stets durch einen� eventuell leeren� Nichtschleifenblock von�
einander getrennt� �Au�ere Schleifen werden dabei als aus inneren Bl�ocken
bestehend aufgefa�t� In diesem Sinn besteht z�B� die Beschreibung in Beob�
achtung �� aus � Bl�ocken� wobei der dritte Block� der die beiden Schleifen

��F�ur das weitere Verst�andnis der Beweisskizze ist es nicht n�otig� sich mit dem
branchstatement auseinanderzusetzen� zumal es f�ur die in der Arbeit gef�uhrten Beweise
nicht ben�otigt wird� Nur soviel� Es wird als aus x� 	 Anweisungen bestehend angesehen�
wobei x die Anzahl seiner beinhalteten THEN�Anweisungen ist und eine die eventuell leere
ELSE�Anweisung ist� Eine Anweisung umfat mindestens einen Block� kann aber auch in
viele Bl�ocke zerfallen� die Schleifen und weitere branchstatements beinhalten�

��In der Beschreibung eines Subtraktions�Spieles k�onnte dies durch einen optionalen
Block geschehen� der durch ein neues Schl�usselwort gekennzeichnet ist� und dann bei�
spielsweise durch FROM INFINITY DOWN REPEAT � � � ENDREP beschrieben wird�

��



trennt� leer ist� Oder die Beschreibung in Satz � sieht vereinfacht wie folgt
aus�

n �� � � �n n�� n	� n	� �n�� �

�� Block der L$ange 


REPEAT

�� Block der L$ange �n	�

FOR i ���� REP

�� Block der L$ange 


FOR j ���� REP

� Block der L$ange �n	�

PER

�� Block der L$ange 


FOR j ���� REP

�� Block der L$ange �n	�

PER

�� Block der L$ange �n	�

PER

�� Block der L$ange 


ENDREP

Anmerkung� In meiner schriftlichen Ausf�uhrung zur Beschreibung in Satz �
hatte ich f�ur den Leser nur die nichtleeren Bl�ocke als solche bezeichnet� um
ihn nicht zu verwirren�

Auch die von Alth�ofer und B�ultermann �AB��� angegebene Struktur ihres
Subtraktions�Spieles konnte mit meinem Algorithmus� sprich Programm� ve�
ri
ziert werden� Eine leichte Transformation ihrer Beschreibung in meine
Syntax ergibt diese grob vereinfachte Beschreibung�

n �� � � n �n ��n�� ��n�� � � Zugmenge

�� Block L�ange �

REPEAT

�� Block L�ange ��n�� � Block �

FOR j FROM � UPTO n	� REP

� Block L�ange ��n�� � Subblock ��j�

PER

�� Block L�ange �

FOR j FROM � UPTO n	� REP

�� Block L�ange n�� � Subblock a�j�

FOR i FROM � UPTO j REP

�� Block L�ange ��n�� � Subsubblock b�j�i�

��



PER

�� Block L�ange ��n � Subblock c�j�

FOR i FROM j�� UPTO n	� REP

�� Block L�ange ��n�� � Subsubblock d�j�i�

PER

�� Block L�ange �

PER

��� Block L�ange n�� � Block �

FOR j FROM � UPTO n	� REP

��� Block L�ange ��n�� � Subblock ��j�

PER

��� Block L�ange �n� � Block �

FOR j FROM � UPTO n	� REP

�� Block L�ange ��n�� � Subblock ��j�

PER

��� Block L�ange �n � Block �

FOR j FROM � UPTO n	� REP

��� Block L�ange �

FOR i FROM � UPTO j	� REP

��� Block L�ange ��n�� � Subsubblock �a�j�i�

PER

��� Block L�ange ��n� � Subblock �b�j�

� Subblock �c�j�i���

FOR i FROM � UPTO n	j	� REP

��� Block L�ange ��n�� � Subsubblock �c�j�i�

PER

��� Block L�ange �n	j � Subblock �d�j�

PER

��� Block L�ange �

FOR j FROM � UPTO n	� REP

��� Block L�ange ��n�� � Subblock ���j�

PER

��� Block L�ange ��n�� � Block ��

FOR j FROM � UPTO n	� REP

�� Block L�ange ��n�� � Subblock ���j�

PER

��� Block L�ange �n� � Block �

ENDREP

Die Alth�ofer�B�ultermann!sche Subblock� und Blockbezeichnungen sind als
Kommentar zur Orientierung mit aufgef�uhrt� Die Fallunterscheidung in ih�

��



rem Block �c�j� ist durch Extraktion ihrer Iteration i�� in den voran�
gehenden Block aufgel�ost worden� Ihre Fallunterscheidung f�ur i�� ist so�
gar v�ollig unn�otig�� In dieser neuen Form der Beschreibung konnte mein
Programm f�ur alle n � � ihre Struktur veri
zieren� Um sicherzustellen� da�
keine Unterperioden auftreten� schaue man sich die l�angsten Folgen von P�
Worten an� Diese haben die L�ange �n � � und treten nur im ��� �� und
��� Block auf� Es folgt ihnen stets ein nichtleeres N �Wort und ein weiteres
P�Wort� Aber nur im �� Block hat dieses die L�ange �n� Somit kann keine ech�
te Unterperiode vorliegen� und die Periodenl�ange betr�agt wie vorausgesagt
��n����n���n�� f�ur alle n� Der Beweis der behaupteten Vorperiodenl�ange
ist trivial�

Man mu� jetzt

nur� f�ur alle Worte eines jeden Blockes verfolgen� auf welche

Position es jeder der gegebenen Z�uge aus der Zugmenge f�uhrt� Da die Z�uge
lineare Funktionen in den freien Parametern der Zugmengen sind� wird die
Ausgangsposition innerhalb der Beschreibung eines Wortes um die Gr�o�e des
jeweiligen Zuges verringert� Dies f�uhrt f�ur gewisse Worte unter Ausf�uhrung
bestimmter Z�uge aus ihrem zugeh�origen Block� Das erste Wort eines Blockes
wird bei Betrachtung des gr�o�ten Zuges nat�urlich am weitesten zur�uck ge�
worfen� Daher m�ussen alle Block�uberg�ange zu unmittelbar angrenzenden
Vorg�angerbl�ocken betrachtet werden� sprich durch einen Algorithmus erzeugt
werden� bis der gesamte �Ubergang mindestens die L�ange des Ausgangsblockes
plus L�ange des gr�o�ten Zuges hat� In meinem Programm leistet dies die re�
kursive Funktion prepend further block� Um dies logisch einfach zu hand�
haben� wurde in der �� Voraussetzung des Beweises zu Satz � gefordert� da�
die L�ange jedes Blockes von allen freien Variablen des Subtraktions�Spieles
abh�angig sein mu�� Dies wird nun generell f�ur nichtleere Bl�ocke gefordert�
Bei diesem R�uckw�artsaneinanderf�ugen treten f�unf Arten von F�allen auf�

a� Der aktuelle Block ist ein Schleifenblock und die Analyse wird mit dem
Block fortgesetzt� der mit zu dem Schleifenblock�REP korrespondieren�
dem PER endet�

b� Der aktuelle Schleifenblock wird durch den Schleifenkopf hinaus verlas�
sen und der vorausgehende Block als n�achster bearbeitet�

c� Nach dem aktuellen Nichtschleifenblock� der an eine vorherige Schleife
grenzt� wird jene durch ihr Schleifenende hindurch betreten und die

��In diesem Zusammenhang kann man sich nat�urlich auch nach der k�urzesten Be�
schreibung bei vorgegebener Grammatik fragen� aber dies f�uhrt weit �uber den Rahmen
dieser Arbeit hinaus� Tats�achlich war es aber die Motivation f�ur die Einf�uhrung des
branchstatements�

��



Analyse mit derem letzten Block fortgesetzt�

d� Nach dem aktuellen Nichtschleifenblock wird die unmittelbar vorausge�
hende Schleife �ubersprungen� Dies bedeutet� die Analyse wird mit dem
ihr vorausgehenden Block fortgesetzt�

e� Der aktuelle Nichtschleifenblock grenzt an den nullten Block�

Ausgenommen im letzten� einfacsten Fall�e�� m�ussen bei den anderen vier
m�oglichen �Uberg�angen�a�d�� die Werte der jeweiligen Schleifenvariablen
ber�ucksichtigt werden� Die sich daraus ergebenden logischen Bedingungen
sind entweder�

a� Die aktuelle Schleifenvariable mu� f�ur alle weiteren Untersuchungen ih�
res gesamten Schleifenrumpfes� der eventuell viele Bl�ocke umfa�t� durch
die um eins verminderte Variable ersetzt werden�

b� Die aktuelle Schleifenvariable wird im nachhinein durch die Startex�
pression der Schleife ersetzt werden �oder die Gleichheit dieser Schlei�
fenvariable mit der Startexpression m�u�te erf�ullt sein��

c� Die neue Schleifenvariable wird durch ihre Endexpression ersetzt� Fer�
ner mu� die Startexpression dieser Schleife nun � ihrer Endexpression
sein und die Startexpression soll � � sein�

d� Die Startexpression der vorausgehenden Schleife mu� � ihrer Endex�
pression sein�

Insgesamt gesehen gibt es somit zu jedem �Ubergang ein System von linearen
Ungleichungen � die Start� und Endexpressions sind ja af
ne Linearformen
�� die erf�ullt sein m�ussen� um den �Ubergang zu erm�oglichen� Das Ausgangs�
Ungleichungssystem wird dabei erzeugt� in dem jeder m�ogliche Block einer
Beschreibung als Ausgangssituation betrachtet wird� Dazu werden f�ur ihn
f�ur jede Schleifenverschachtelungsebene� der er angeh�ort� drei Bedingungen
generiert� Die Schleifenvariable der entsprechenden Verschachtelungsebene
mu� erstens � der zugeh�origen Startexpression sein� zweitens mu� sie � der
zugeh�origen Endexpression sein und drittens soll diese Startexpression � �
sein� Die letzte Bedingung ist eingef�uhrt worden� da sie keine wesentliche
Einschr�ankung darstellt� und das resultierende Ungleichungssystem mittels
des Simplex�Algorithmusses �Kre��� auf Zul�assigkeit hin �uberpr�uft werden
kann� ohne vorzeichen�unbeschr�ankte Variablen einf�uhren zu m�ussen� Dies
war auch der Grund im Fall b� eine Variablensubstitution durchzuf�uhren
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anstelle der Einf�uhrung von Gleichungen f�ur den Simplex�Algorithmus� Im
nachhinein ist debattierbar� ob man nicht doch eine Simplex�Algorithmus�
Version mit Gleichungen zul�a�t� was zwar zur Laufzeiterh�ohung f�uhren wird�
aber eine elegantere und k�urzere Implementation ohne Variablensubstitutio�
nen zulassen w�urde� Z�B� lautet das Ausgangs�Ungleichungssystem des ��
Blockes in der Beschreibung zu Satz ��

n �� � �	n 
� �

� �� �

i �� � �	i 
� �

i 
� n	� �	n�i 
� �

� �� �

j �� � �	j 
� �

j 
� i	� ��j	i 
� �

Die erste Zeile tr�agt der globalen Ungleichung der freien Variablen n Rech�
nung� die n�achsten � Ungleichungen stammen von der i�Schleife und die
letzten � Ungleichungen von der den �� Block steuernden j�Schleife� Hier�
bei ist f�ur jede nichttriviale Bedingung� diese h�angt von keiner Variablen ab�
noch rechts daneben die normierte af
ne Darstellung angegeben� wie sie in
der Implementation des Algorithmuses realisiert ist� Zu solchen Ausgangsun�
gleichungen jedes


aktivierten� Blockes kommen beim Eintreten der F�alle c�

und d� nat�urlich noch weitere Ungleichungen hinzu� ��

Hat man nun f�ur alle Bl�ocke der Beschreibung gen�ugend lange Folgen von
Worten mit zugeh�origem Ungleichungssystem erzeugt� m�ussen diese im Sin�
ne der Zug�R�uckverfolgung auf Konsistenz gepr�uft werden� Dazu werden alle
Worte einer solchen �Ubergangsfolge mit Positionen relativ zum Anfang der
gesamten Folge versehen� Dies entspricht genau der Zuordnung der Summe
der vom Folgenanfang aufaddierten einzelnen Wortl�angen bis zum aktuell zu
untersuchenden Wort� Daher kann man diese Relativpositionen eines Wortes
stets als af
ne Linearformen in allen Variablen auffassen� Beim R�uckverfol�
gen eines m�oglichen Zuges� da� hei�t beim Betrachten der Relativposition�
auf die das betrachtete Wort abgebildet wird� mu� unter den Relativpositio�
nen innerhalb der �Ubergangsfolge gesucht werden� Logisch l�auft dies einfach
auf einen Gr�o�er�Kleiner�Vergleich von af
nen Linearformen hinaus� wobei
die G�ultigkeit des globalen Ungleichungssystems unterstellt wird� Dabei kann
es ohne weiteres geschehen� da� die Ordnungsrelation solcher Relativpositio�
nen nicht eindeutig ist� Tritt dies ein� m�ussen die beiden m�oglichen F�alle

��Eine auftretende Start � End�Bedingung wird zu �Start�End�� �� � umgeformt�
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logisch getrennt untersucht werden� was algorithmentechnisch eine

Verren�

kung� ist� nach dem Motto

das h�atte man besser vorher gewu�t�� und

auf Programmebene einem Exception�Handling mittels setjmp�� entspricht�
Kennt man nun die Position� auf die ein Wort durch einen Zug gef�uhrt wird�
sind meistens weitere Zerlegungen dieses Wortes n�otig� da es oft auf Teile
mehrerer Worte abgebildet wird� Die Teile dieser letzten notwendigen lo�
gischen Aufsplittung habe ich kurz als Splits eines Wortes bezeichnet� Die
Mengen der Splits f�ur ein Wort f�ur jeden der m�oglichen Z�uge sind typischer�
weise nicht untereinander synchronisiert� Das hei�t ihre Positionen relativ
zum untersuchten Wort vermindert um die Gr�o�e des betrachteten Zuges ist
nicht aufeinander abgestimmt� Um diese synchron auszurichten� m�ussen die
Splits verfeinert werden� Dies bedeutet� da� ihre


gr�obste gemeinsame Ver�

feinerung� erzeugt wird� Nun endlich kann f�ur jeden einzelnen Split zusam�
men mit den synchron korrespondierenden� da� hei�t ausgerichteten Splits
der anderen Z�uge� der


Sollwert� des Wortes an der urspr�unglichen Position

�uberpr�uft werden�

Bei Verallgemeinerung von Worten mit konstantem SGW auf Worte mit ver�
schiedenen SGW treten neue Probleme auf� Ich m�ochte nur kurz die beiden
wesentlichen zus�atzlichen Probleme bei der logischen und algorithmischen
Beweisf�uhrung erw�ahnen� Als Wert eines Wortes kann nun nicht ein SGW
verwendet werden� sondern es wird eine endliche Folge � kurz Zyklus ge�
nannt � als Wortwert bezeichnet� Es mu� daher bei der Relativpositions�
Berechnung auch jedesmal die Position innerhalb einer solchen endlichen Fol�
ge ber�ucksichtigt werden� Gl�ucklicherweise hatte ich dieses Problem bald in
Form einer zyklischen Folge erfa�t� Diese Interpretation ist auch in der 
DE�
Struktur des nach Satz �� aufgef�uhrten Subtraktions�Spieles als grundlegend
erkennbar��� Danach ist dann


nur noch� ein weiterer Exception�Handler zu

realisieren� der beim Auftreten der Situation aktiviert wird� da� die Teilbar�
keit einer af
nen Linearform durch eine feste gegebene Zyklusl�ange k nicht
entscheidbar ist� Logisch bedeutet dies� da� eine Variable x durch kx � r
zu substituieren ist und f�ur alle k m�oglichen Werte von r separate F�alle zu
untersuchen sind� zumindest f�ur das die Fallunterscheidung ausl�osende Wort�

Das Programm verify kann auch optional s�amtliche untersuchten F�alle ta�
bellarisch ausgeben� Wer dem Programm nicht traut� kann daher jederzeit das
einzelne Subtraktions�Spiel an Hand der Liste aller generierten �Uberg�ange�
Wortr�uckverfolgungen und deren Splits diese Liste nochmals auf Vollst�andig�

�	Jetzt war es auch n�otig die Gomory�Variante �Kre��� p� �������� des Simplex�
Algorithmuses zu implementieren� da zul�assige Bereiche manchmal nur nichtganzzahlige
Werte enthielten und auf Widerspr�uche in der Beschreibung f�uhrten�
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keit und Korrektheit hin �uberpr�ufen� Dazu sind lediglich ca� ���� Split�Wort�
Veri
zierungen n�otig� die f�ur die Beschreibung in Satz � erzeugt werden oder
gar nur ���� Einzeltests f�ur das Subtraktions�Spiel von Alth�ofer und B�ulter�
mann �Sie 
nden sicher dabei auch eine ef
zientere Zusammenfassung�� Ein
moderner Computer scha	t dies mit verify in weniger als �� Sekunden� ��
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Offene Fragen 
 Ausblick

Durch das Studieren der Bahnen von NAND�Schieberegistern� v�i� �
NAND

j�L
v�i � j�� kann man wahrscheinlich tiefergehende Resultate �uber die

Struktur der P�N �Folgen von Subtraktions�Spielen L erhalten� Dabei sollte
man entweder beliebige ��kollisions�freie Startfolgen oder gleich den gesam�
ten f�� �gmaxL betrachten und die dann erreichbaren Periodenl�angen unter�
suchen� Zum Beispiel k�onnte man Antworten auf Fragen erhalten wie�

� Wie h�au
g sind Bahnen� die keine spiegelsymmetrischen Teilfolgen der
L�ange maxL oder maxL�� f�ur eine gegebene symmetrische Zugmenge
L enthalten'

� Wann ist die Bahnl�ange der Bahn� die eine Teilfolge von maxL aufein�
anderfolgenden P�Positionen enth�alt� gr�o�er als �� � ��maxL f�ur irgend�
ein � � R�'

Dies w�urde Subtraktions�Spiele mit exponentieller Periodenl�ange charak�
terisieren� Nat�urlich w�are es schon interessant allein f�ur die klassische P�
Startfolge�

� die Existenz von ��Zug�Familien mit exponentieller Periodenl�ange zu
beweisen�

� das Wachstum der Periodenl�angen bzw� Vorperiodenl�angen von ��Zug�
Familien zumindest dem Polynomgrad nach zu erfassen�

� Kandidaten f�ur Familien von superpolynominellem Wachstum in der
Periodenl�ange bei den ��Zug�Subtraktions�Spielen explizit anzugeben�

Und f�ur die ��Zug�Subtraktions�Spiele steht

� sowohl die allgemeine Strukturanalyse aus�

� als auch eine explizite Formel f�ur die Periodenl�ange und Vorperi�
odenl�ange�

Man sollte sich bewu�t machen� da� alle Beweise �uber Periodenl�angen
bisher stets eine Strukturanalyse der P�N �Folge voraussetzen und
keinerlei nichttriviale zahlentheoretische S�atze f�ur allgemeine n�Zug�
Subtraktions�Spiele mit n � � �uber die Periodenl�ange greifbar scheinen�
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Ein noch breiteres Untersuchungsgebiet wird er�o	net� wenn man Z�uge aus
R� zul�a�t��� Dabei k�onnte man jetzt auch unendlich viele Z�uge zulassen�
aber dennnoch maxL beschr�anken��� Es stellen sich elementare Fragen wie�

� F�ur welche beschr�ankten Zugmengen ist die R�uckw�artsberechnung ih�
rer P�N �Folge eindeutig'

� Wann treten Perioden f�ur irrationale Zugwerte auf'

Der Beweis auf Grundlage von maxL und dem urspr�unglich diskreten Wert
n der Haufengr�o�e ist ja �uberhaupt nicht anwendbar� aber dennoch bleibt
f�ur irrationale Zugmengen die Aussage von Satz � vollst�andig korrekt� Auch
stellen sich viele neuartige Fragen�

� Wie kann man f�ur nichttriviale irrationale Zugmengen ihre P�N �Folge
in R� effektiv berechnen'

� K�onnen bei endlichen Zugmengen beliebig kleine Verlustintervalle auf�
treten'

� Wann oder wie schnell kann die P�N �Folge zerst�auben'

� Was hei�t

lange� Periode� wenn die P�N �Folge einer beschr�ankten

irrationalen Zugmenge periodisch wird'

Ein Verfahren der Intervall�Vereinigung zur Berechnung der �vL�r���r��

bietet sich hier an� bei dem man zu jedem neu erkannten Verlustintervall�
angefangen bei ��� inf L�� die Vereinigung der zugeh�origen Gewinnintervalle
bildet� damit das n�achste Verlustintervall gefunden hat und so iterativ die
Menge R� von unten aussch�opft� Folgender Algorithmus pr�azisiert dies�

f�ur alle r � R�
� v�r� � �

b� �

REPEAT

�
Z�uge 
 � zuzulassen� macht dagegen keinen Sinn� da ein solcher Zug stets m�oglich
w�are und daher dann alle Haufenpositionen als unentschieden zu bewerten w�aren�

��Die Endlichkeit der Subtraktions�Spiele wird durch die zus�atzliche Bedingung inf L �
� gesichert � diese ist hinreichend� aber nicht notwendig wie man im Fall L � R� n Q
sieht�
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a� inffr � b j v�r� � �g
b� minf a � inf L � inffr � a j v�r� � �g g
f�ur alle s � L und f�ur alle r � �a � s� b � s� v�r� � �

ENDREP

Ob die Intervallgrenzen der jeweiligen Gewinnintervalle im letzten Schritt
mitber�ucksichtigt werden m�ussen� h�angt davon ab� ob der Wert von a bzw�
b nur ein In
mum oder auch Minimum ist� sprich angenommen wird� Ferner
erkennt man� da� Gewinnintervalle verschmelzen� wenn f�ur zwei verschiedene
Z�uge si� sj � L gilt jsi � sjj � b � a� Daher bereiten auch Zugmengen� die
Teilfolgen dichter Z�uge enthalten� keine prinzipiellen Schwierigkeiten� ihre
P�N �Folge zu berechnen�

Erst beim �Uberarbeiten dieses Kapitels

Offene Fragen � Ausblick� wurde

mir bewu�t� welche Perspektiven dieser Ansatz nach sich zieht� Man hat
jetzt ein analytisches Mittel zur Hand� um kleine Epsilon�Variationen an
den Zugwerten durchzuf�uhren und die Auswirkungen auf die Periodenl�ange
zu untersuchen� Somit k�onnte man nun lokal erkennen� ob eine Variation
in einem Zugwert eine Unstetigkeit��� eine polynomielle �Anderung oder eine
andere funktionale Abh�angigkeit in der Periodenl�ange nach sich zieht�

Ferner wird nun klar� da� die Grenzen der fraktalen Gebiete der normier�
ten ��Zug�Subtraktions�Spiele� siehe z�B� Bild v� auf Teilmengen liegen� die
durch Linearformen mit rationalen Koef
zienten beschrieben werden� und
da� innerhalb von


gr�o�eren� Gebieten desselben Typs sicherlich keine wei�

teren Grenzen auftreten� F�ur die ��Zug�Subtraktions�Spiele gilt im Prinzip
die gleiche Aussage� nur mu� der Begri	 des Gebietes �exibler formuliert
werden� um gegen den


Einbrucheffekt� robust zu sein� Als Illustration folgt

daher ein Bild der Gebiete der Periodenl�angen der ��Zug�Subtraktions�Spiele
im Unterraum s� � s� � s�� Nach dem eben gesagten ist dies eigentlich nur
ein zweidimensionaler Schnitt � sprich Ebene � � da man irgendeinen Zug
zum Skalieren aller Elemente der Zugmenge benutzen k�onnte� Und in der Tat
gleichen sich auch die Bilder f�ur z� B� verschiedene Werte s�� wenn man an
den Achsen nur die Quotienten anderen Z�uge mit s� auftr�agt�

Hier ist f�ur eine feste Primzahl s�� an der horizontalen Achse s� von rechts
nach links linear anwachsend und an der vertikalen Achse s� von unten nach
oben linear ansteigend� die Periodenl�ange als Grauwert aufgetragen�

��In diesem Fall treten neue Gewinn� oder Verlustintervalle in der P�N �Folge auf oder
vorhandene Intervalle verschwinden�
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Bild xiii s� � ���� s� � s� � s� Periodenl�angen der ��Zug�
Subtraktions�Spiele in die Gebiete mit p � s� � s�� s� � s� � p �
s� � s�� s� � s� � p � s��� s�� � p � s�� und p � s�� eingeteilt und durch
f�unf verschiedene� in der Helligkeit abfallende� Grauwerte dargestellt�
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F�ur die mehr nicht notwendig anwendungsorientiert interessierten Leser kann
man die NAND�Verkn�upfung auch durch andere boolwertige Funktionen erset�
zen und die sich dann ergebenden ����Folgen untersuchen� Als n�achstes��

bietet sich die NOR�Verkn�upfung an� Diese l�a�t sich sogar leicht spieltheore�
tisch interpretieren� Hier handelt es sich einfach um die mis(er)e�Version des
normalen Subtraktions�Spieles � sprich wer als erster nicht mehr ziehen
kann� hat gewonnen � und die hat als Gewinn�Verlust�Folge einfach die
komplement�are des normalen Subtraktions�Spieles� Welche elementare sym�
metrische Funktion kann man denn noch betrachten' F�ur die Elektrotechni�
ker und Logiker ist dies sicherlich die Exklusiv�Oder�Verkn�upfung� die auch
als XOR�Funktion bezeichnet wird� Allerdings ist die De
nition dieser Funk�
tion f�ur den Theoretiker � sprich Mathematiker � die einer


es gibt genau

eine Variable die wahr ist��Verkn�upfung und f�ur den Praktiker � sprich In�
genieur � die einer Parit�atsfunktion� Im letzten Fall entspricht dies mathe�
matisch einer Addition modulo �� F�ur solche Schieberegister �uber endlichen
K�orpern gibt es bereits eine sch�on entwickelte Theorie� Insbesondere l�a�t sich
der Gewinn� oder Verlustwert einer Haufenposition vL�n� in $�maxL � lnn�
Schritten �LN��� p� �������� bestimmen und man ist nicht auf eine Brute�
Force�Methode mit Aufwand proportional zu n angewiesen� Im Falle der
Entweder�Oder�Interpretation der XOR�Funktion scheinen die Schwierigkeiten
der Analyse solcher Schieberegister� der der NAND�Funktion ebenb�urtig� Ei�
ne etwas weitergehende Verallgemeinerung von monotonen� symmetrischen
Schieberegisterfunktionen �Hen��� � die Anzahl der Verlustpositionen auf
die man ziehen k�onnte wird bestimmt� und die aktuelle Position gilt genau
dann als gewonnen� wenn diese Anzahl gr�o�er einer fest zum Spiel vorgege�
benen Konstante ist � wird in einer von Alth�ofer vergebenen Diplomarbeit
untersucht�

��UND� bzw� ODER�Verkn�upfungen scheiden offenbar als interessante Funktionen aus�
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Programm�Anhang

Der Anhang gliedert sich in drei Teile� Einer Programmdokumentation von
verify�c� dem eigentlichen Quellcode und einem Beispieldatensatz� welcher
die Beschreibung f�ur das Subtraktions�Spiel L � �n� �n � �� �n � �� �n �
�� �n � �� �ab Seite ��� im Fall� da� n ungerade ist� enth�alt� Das compilier�
te Programm verify k�onnte dann z�B� mit verify 	v data file gestar�
tet werden� falls die Datei data file die unten aufgef�uhrte Beschreibung
enth�alt�

Innerhalb dieses Programm�Anhangs sind kursiv gesetzte Worte Fachwor�
te aus der C�Sprachbeschreibung �HS��� oder meiner Grammatikde
niti�
on� Die im typewriter�Font gesetzten Zeichen sind buchstabengetreu be�
nutzte C�Sprachelemente� Und nat�urlich sind mathematische Formelteile
italic vom normalen Text abgesetzt� Die �Ubersetzung von englischsprachigen
Programmier�Fachausdr�ucken ins Deutsche habe ich nur so weit getrieben�
wie sie mir pers�onlich angemessen erschien� Z�B� benutze ich den


Zeiger�

statt des �Pointers� habe aber �String nicht mit

Zeichenkette� �ubersetzt

oder versucht die Informatikbegriffe

parsen� oder


Token� einzudeutschen�

Programmdokumentation

Das Programm verify hat die Optionen 	r 	t 	v 	X 	D und 	� und
ben�otigt genau einen Dateinamen als letzten Paramater� Ohne Dateinamen
oder mit unzul�assigen Optionen aufgerufen gibt es eine kurze usage�Meldung�
seine Versionsnummer und seine aktuellen Tabellengr�o�en aus� Dies sieht z�B�
so aus���

usage	 verify 
�rtvX
no�D�� filename

Version �� ����������������

MAX�WORDS����� MAX�SIZE���� MAX�SPLITS���� MAX�BLOCKS��� HEAP�SIZE�����

MAX�MOVES�� MAX�VARS�� MAX�COND�������� MAX�TOKEN�LEN��� MAX�NEST��

MAX�MOD�DEEP�� MAX�PROTO����� MAX�LINE�LEN���� SPACING��� VBITS��

Ansonsten erwartet verify eine lesbare Datei des angegebenen Datein�
amens� in dem sich eine syntaktisch korrekte Beschreibung �description� ei�

��Aus den letzten drei Zeilen dieser Meldung geht f�ur den eingeweihten Benutzer hervor�
welche Parameter wie beschr�ankt sind� Z�B� bedeutet MAX MOVES��� da nur Subtraktions�
Spiel�Familien mit h�ochstens � Z�ugen bearbeitet werden k�onnen
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nes Subtraktions�Spieles be
ndet��� Diese wird eingelesen� unter Beachtung
eventuell gegebener Optionen analysiert und auf semantische Korrektheit hin
�uberpr�uft� Dabei werden normalerweise nur Inkonsistenzen in der Beschrei�
bung in der Form Error at ��� ausgegeben�

Defaultm�a�ig wird als value ein Sprague�Grundy�Wert � A� B� C� � � � erwartet�
der als Gro�buchstabe kodiert ist � um nicht mit einer Anzahl verwechselt
zu werden � und als �� �� �� �� � � � interpretiert wird� Mit der 	� Option kann
alternativ dazu der Wertebereich ��	 als Gewinn� oder Verlustkodierung ein�
gestellt werden�

Mittels der 	X�no� Option wird ein extern de
nierter Wertebereich inklusive
einer Berechnungsfunktion aktiviert� Hierbei kann auch optional eine ganze
Zahl no mit angegeben werden� die an diese benutzerde
nierbare Funktion
compute value�� �ubergeben wird�

Die 	r Option �raw� dient nur zur Analyse eines wordblocks� ber�ucksichtigt
daher keinerlei Schleifen� oder Verzweigungssyntax� und somit auch keine
Bedingungen an Variablen� Bei Benutzung dieser Option ist die Verwendung
des letstaments auch f�ur freie Variablen erlaubt�

Die 	t Option �transition� erzeugt aus der Beschreibung alle zu �uberpr�ufen�
den �Uberg�ange� �uberpr�uft diese aber nicht auf Konsistenz�

Die 	v Option �verbose� gibt zus�atzlich zu Fehlermeldungen �uber Inkonsi�
stenzen weitere ausf�uhrliche Informationen zur Beschreibung und ihrer �Uber�
pr�ufung�

Die 	D Option �dump� gibt tabellarisch alle Fallunterscheidungen bis zur
Ebene der Splits aus�

Es folgt abschlie�end f�ur alle einstellbaren Tabellengr�o�en �siehe �define��
die neu de
nierten� strukturierten Typen� die globalen Variablen und alle
Funktionen eine kurze Charakterisierung� Die f�ur die de�nes angegebenen
Werte sind default Werte� die f�ur die von mir mit verify �uberpr�uften Be�
schreibungen ausreichend waren� Prinizpiell h�atte man diese nat�urlich auch
dynamisch zur Laufzeit bestimmen oder anpassen k�onnen� statt wie von mir

��Ab Version ��� wird das branchstatment geparst� ab ��	 in alle internen Tabellen
eingetragen und ab ��� sollten seine Bl�ocke bei der Erzeugung der �Uberg�ange ausgewertet
werden�
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geschehen bereits beim �Ubersetzen des Programmes festlegen zu m�ussen�

�include 
stdio�h�

wird ben�otigt um die IO�Funktionen wie printf� fopen� fgets� � � � sauber
zu deklarieren�

�define MAX WORDS ���

Maximale Anzahl Worte� die in einer Beschreibung sein d�urfen�
�define MAX SIZE ���

Maximale Anzahl Worte� die einen �Ubergang bilden�
�define MAX SPLITS ���

Maximale Anzahl von Splits� die bei einer Wortr�uckverfolgung erzeugt wer�
den�
�define MAX MOVES �

Maximale Zuganzahl der Zugmenge�
�define MAX VARS �

Maximale Anzahl der Variablen in einer Beschreibung�
�define MAX BLOCKS ��

Maximale Anzahl von Bl�ocken� aus der eine Beschreibung bestehen kann�
�define MAX NEST �

Maximale Verschachtelungstiefe der Schleifen innerhalb einer Beschreibung�
�define MAX COND ��MAX NEST��

Maximale Anzahl von Ungleichungen� die bei �Uberpr�ufung eines �Uberganges
auftreten d�urfen�
�define HEAP SIZE �MAX WORDS�������

Maximale Zeichenanzahl aller geparsten Worte�
�define MAX TOKEN LEN ��

Maximale Zeichenanzahl eines Tokens beim Scannen der Beschreibung�
�define MAX MOD DEEP �

Maximale Verschachtelungstiefe des mod�F�angers w�ahrend der �Uberpr�ufung�
�define MAX PROTO ����

Maximale Protokollgr�o�e pro �Ubergang im verbose�Modus�
�define MAX LINE LEN ���

Maximale Zeilenl�ange beim Einlesen�
�define SPACING ��

TAB�spacing in der Ausgabe des dump�Modus�
�define VBITS 

Kleinste ganze Zahl die � log��MAX VARS� ist�

typedef struct � int v�MAX VARS���! � affine!

Realisierung einer af
nen Linearform mit MAX VARS Variablen und einer Kon�
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stanten� deren Wert in v��� steht�

typedef struct � affine addr! affine leng! char �value! � word!

Realisierung eines Wortes aus Adresse� L�ange und Wert� Adresse und L�ange
werden durch af
ne Linearformen bezeichnet und der Wert durch einen
Zeiger� der auf einen NUL�terminierten String aus dem vom Benutzer
gew�ahlten Alphabet weist�

typedef struct � unsigned anz� first! unsigned ex� in!

affine length! char var! affine start� stop!

unsigned active! � block!

Realisierung eines Blockes� Dieser wird charakterisert durch die Anzahl beleg�
ter Worte �anz� die Nummer des ersten Wortes �first� zwei Indizes �ex und
in� die auf die beiden m�oglichen Vorg�angerbl�ocke zeigen �den Index � hat
per De
nition der Block mit den Werten f�ur negative Haufenpositionen�� die
L�ange length dieses Blocks und eine Variable var� Falls diese �� NOT EXIST

ist� wird sie als Kontrollvariable des Blockes angesehen� der dann eine echte
Schleife darstellt� In diesem Fall sind die Werte f�ur start und stop de
niert
und bezeichnen die Startexpression bzw� Endexpression der Schleife� Dann
kann active die Bedingung an die Kontrollvariable in den conditions��

indizieren� die aus der Startbedingung der Schleife resultiert� Dies dient dazu
diese Bedingung schnell zu 
nden und zu �andern� wenn der zugeh�orge Block
verlassen oder abermals durchlaufen wird�

unsigned moveCNT�

Anzahl der Z�uge�
freevars�

Anzahl der freien Variablen�
condCNT�

Anzahl der aktuell relevanten Bedingungen�
trans�

Z�ahler der generierten �Uberg�ange�
flags�

Interne Options� und Markierungsleiste�
nest�

Variable f�ur die aktuelle Block�Verschachtelungstiefe der Grammatik beim
Parsen�

level�MAX NEST��

Feld der Blocknummern der aktuellen Verschachtelung beim Parsen�
period�

Flag zum Merken von Endlosschleifen in der geparsten Beschreibung�
total�
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Z�ahler f�ur die Anzahl untersuchter F�alle�
threshold!

Ein vom Benutzer per Option de
nierbarer Wert� der in der compute value

Funktion dann zur Verf�ugung steht�

static unsigned perm�MAX VARS����

Permutationsreihenfolge f�ur die Ausgabe von a*nen Linearformen�
inver�MAX VARS���!

Inverse Permutation von perm�

affine move�MAX MOVES��

Liste der zul�assigen Z�uge�
replace�MAX VARS��

Liste der aktuellen Substitutionen der Variablen�
condition�MAX COND���!

Liste der aktuellen �a*n�linearen� 
� � Bedingungen�

block group�MAX BLOCKS�!

Liste der gespeicherten Bl�ocke�

word sub�MAX WORDS����

Liste der gespeicherten Worte der geparsten Grammatik�
list�MAX SIZE���!

Liste der gespeicherten Worte f�ur einen bestimmten �Ubergang von Bl�ocken�

FILE �fp!

Zeiger auf eine Datei in der eine Beschreibung eines Spieles stehen sollte�
W�ahrend des parsens k�onnen von fp weitere Tokens gelesen werden�

char valueheap�HEAP SIZE��

Haufen�Liste aller Werte der geparsten Worte� Diese sind jeweils durch NUL
eingeschlossen�

�next free�

Zeiger auf den n�achsten freien Eintrag in valueheap�
valuestring�MAX MOVES����

Feld der m�oglichen einzelnen Wortwerte �Buchstaben des Alphabets��
varnames�MAX VARS����

Liste� welche die verschiedenen Variablennamen �einbuchstabig� enth�alt�
protocol�MAX PROTO�!

Zeichenkette� die das dynamische �Kontroll��Protokoll enth�alt�

extern void � malloc� size t �� � free� void � �!

Routinen zum Anfordern und Wiederfreigeben von Speicher � auch in

stdlib�h� deklariert�
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extern unsigned define values� char values�� � unsigned no �!

Benutzerde
nierbare Funktion f�ur den De
nitionsbereich der Wortwerte� Die�
se m�ussen zeichenweise dem Feld values zugewiesen werden� Als R�uckgabe�
wert wird die Anzahl dieser Werte geliefert� no gibt die Anzahl der Z�uge
an�

extern char compute value� char � nextvalue�� � unsigned no �

char values�� � unsigned param �!

Benutzerde
nierbare Funktion f�ur die Berechnungsregel eines Wertes auf�
grund der Nachfolgerwerte� die durch die m�oglichen Z�uge bestimmt werden�
Dabei ist �nextvalue ein Feld von Zeigern auf diese m�oglichen Nachfolger�
werte� no gibt deren Anzahl an� values beinhaltet den De
nitionsbereich der
Werte und param den vom Benutzer angebbaren Wert der Option X�

�include 
setjmp�h�

static jmp buf catcher environment���� �catcher���!

Zwei F�angerumgebungen mit zugeh�origen Zeigern auf diese�

unsigned cmp mark������ mod mark!

R�uckgabewerte f�ur den cmp�F�anger und den mod�F�anger�

�define update gcd�ggt�other�

ist ein Makro� das in ggt den ggt von ggt und other �beide vom Typ
unsigned� akkumuliert�berechnet� Dabei mu� ggt au�erdem vom Typ
lvalue sein�

bool strequ� char �str�� char �str� �

pr�uft zwei Strings auf Gleichheit�

void zero� affine �a �

initialsiert �a mit identisch ��

int is zero� affine a �

pr�uft ob a identisch � ist�

void incr� affine �a� affine b �

erh�oht �a um b�

void decr� affine �a� affine b �

vermindert �a um b�

void multiply� affine �a� int b �

multipliziert b zu �a�

unsigned reduce� affine �a �

teilt �a durch seinen gr�o�ten ganzzahligen Faktor�
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unsigned mod� affine a� unsigned b �

liefert den Rest von a mod b und l�ost gegebenenfalls die mod�exception aus�

unsigned printaff� affine arg �

gibt arg schematisch nach stdout aus�

int substitute� affine �arg� unsigned k� affine repl �

ersetzt in �arg die k�te Variable durch repl�

int desubstitute� affine �arg� unsigned k� int fac� affine repl �

macht eine Ersetzung der k�ten Variablen in arg durch repl r�uckg�angig�
fac gibt hierbei den Koef
zienten dieser Variablen an�

unsigned printaffine� affine arg �

gibt arg sch�on aufbereitet nach stdout aus�

unsigned sprintaffine� char �str� affine arg �

gibt arg sch�on aufbereitet in den String �str aus�

void init permutation� void �

initialisiert die Permutation und ihre Inverse f�ur die Variablenreihenfolge in
der Reihenfolge� wie die Variablen beim Scannen der Beschreibung auftreten�

void swap permutation� unsigned i� unsigned j �

tauscht die durch i und j bezeichneten Positionen in der Permutation aus�
Dies entspricht einem Vertauschen in der Variablenreihenfolge� Nat�urlich
wird auch die inversen Permutation entsprechend ge�andert�

unsigned show conditions� void �

gibt die aktuell vorhandenen Bedingungen nach stdout aus�

char � next� char �ptr �

liefert die Endposition eines Strings zur�uck� der durch �ptr bezeichnet wird�

char � last� char �ptr �

sucht in dem durch �ptr bezeichneten String das letzte aufgetretene EOL
oder TAB und gibt dessen Position zur�uck�

char calculate value� char �pointers to values�� �

liefert den Haufenwert� der aus den moveCNT vielen Zeigern
�pointers to values auf die m�oglichen Zielhaufenwerte berechnet wird�

unsigned cyclelength� char � cycle �

liefert die L�ange des Strings� der durch den Zeiger cycle bestimmt ist� Der
String mu� von NUL eingeschlossen sein�
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char � shift cycle� char � cycle � int delta �

liefert einen um delta�Werte zyklisch verschobenen Zeiger des urspr�ungli�
chen cycle Zeigers� Negative delta vermindern den Zeiger im allg�� positive
erh�ohen ihn im allg� �

unsigned copy cyle� char str�� � char � cycle �

kopiert einen Zyklus� der durch NUL eingeschlossenen sein mu�� ab cycle in
den String str���

unsigned printword� word sgv �

gibt das Wort sgv und seine Relativadresse sch�on formatiert nach stdout

aus�

void dumpword� word arg �

gibt das Wort arg mit seiner Relativadresse schematisch nach stdout aus�

bool primal simplex with objective fkt�

int koeff�ROWS����MAX VARS���ROWS��

unsigned k� m� unsigned basis�ROWS� �

pr�uft� ob das durch koeff�ROWS����MAX VARS���ROWS� beschriebene und

� � normierte� lineare Ungleichungssystem aus k Bedingungen �Zeilen� in m

Variablen �Spalten� einen nichtleeren De
nitionsbereich in Qm hat � somit
eine zul�assige Belegung der Variablen existiert� Hierzu wird eine Hilfsziel�
funktion errechnet und der primale Simplex�Algorithmus auf eine zul�assige
Ausgangsl�osung angewendet� basis�ROWS� enth�alt die Indizes der Basisva�
riablen�

bool dual simplex without objective fkt�

int koeff�ROWS����MAX VARS���ROWS��

unsigned k� m� unsigned basis�ROWS� �

pr�uft� ob das durch koeff�ROWS����MAX VARS���ROWS� beschriebene und

� � normierte� lineare Ungleichungssystem aus k Bedingungen �Zeilen� in
m Variablen �Spalten� einen nichtleeren De
nitionsbereich in Qm hat � so�
mit eine konsistente Belegung der Variablen existiert� Hierzu wird der duale
Simplex�Algorithmus auf eine optimale� aber nicht zul�assige Ausgangsl�osung
angewendet� basis�ROWS� enth�alt die Indizes der Basisvariablen�

bool gomory algo� int koeff�ROWS����MAX VARS���ROWS��

unsigned k� m�

unsigned basis�ROWS�� unsigned �more �

pr�uft� ob das durch koeff�ROWS����MAX VARS���ROWS� beschriebene und

� � normierte� lineare Ungleichungssystem aus k Bedingungen �Zeilen� in m

Variablen �Spalten� einen nichtleeren De
nitionsbereich f�ur rein ganzzahlige
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Variablenwerte hat� Dabei wird die L�osbarkeit in Qm schon unterstellt� Die
Anzahl der zus�atzlich generierten Gleichungen� die in koeff abgelegt werden�
steht in �more� basis�ROWS� enth�alt die Indizes der Basisvariablen�

bool form simplex tableau from conditions�

int koeff�ROWS����MAX VARS���ROWS��

unsigned �equat� �vars� unsigned basis�ROWS� �

formt ein Ungleichungssystem� welches als Sammlung von af
nen Linear�
formen in conditions�� steht� in ein Ausgangstableau �koeff� f�ur den
primalen Simplex�Algorithmus um� In �equat wird die Anzahl der Glei�
chungen und in �vars die Anzahl der ben�otigten Variablen zur�uckgegeben�

bool conditions consistent� affine �further �

�uberpr�uft� ob das im globalen conditions���Feld gespeicherte Unglei�
chungssystem erf�ullbar ist� falls further ein NULL�Zeiger ist� ansonst wird
�further als weitere zu erf�ullende � ��Relation aufgefa�t und �uberpr�uft� ob
diese mit den aktuell vorhandenen Bedingungen konsistent ist�

int cmp� affine a� affine b �

vergleicht zwei af
ne Linearformen a und b� ob sie unter den in conditions��

abgespeicherten Bedingungen �� �� � oder unvergleichbar sind� Im letzten
Fall wird die cmp�exception ausgel�ost� Dies bewirkt die R�uckkehr an eine be�
stimmte �ubergeordnete Aufrufstelle der aktuellen Verschachtelung� den so�
genannten exceptioncatcher� Algorithmisch simuliert dies eine R�uckkehr �Re

turn� �uber mehrere Funktionsebenen bis zu einer Fehlerf�angerebene zur�uck�

int unequal zero� affine arg �

ist ein spezieller Vergleich mit der ��wertm�a�igen af
nen Linearform� Es
entspricht logisch cmp� arg� �affine�� ��

unsigned scanword� char token��� char �string �

parst das Token token� das als Wortwert aufgefa�t wird� und legt es an einer
durch den Zeiger string bezeichneten Stelle ab�

int scanlinear� char token��� affine �help �

parst das Token token� das als af
ne Linearform in kanonischer Grammatik
vorliegen sollte� und speichert es in �help�

bool get token from input� char token�MAX TOKEN LEN� �

Liest zeilenweise aus der globalen Datei �fp in einen internen Bu	er und
liefert aus dem das n�achste Token nach token�

void skip upto eol� void �

�uberliest in der durch den globalen Zeiger fp bezeichneten Datei alles bis
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zum Zeilenende�

unsigned scanmoves� affine move�� �

parst eine eventuell leere Liste von orderrelations� gefolgt von einer nichtlee�
ren Zugliste deren Z�uge in a*nen Linearformen dargestellt sind� und spei�
chert sie in move���

void close present block� unsigned no � unsigned m �

affine counter �

schlie�t den aktuellen Block no ab� In m steht die Anzahl der insgesamt
gescanten Worte� und counter gibt deren Gesamtl�ange als af
ne Linearform
an�

void open new block� unsigned no � unsigned m �

er�o	net einen neuen Block no nach dem m�ten eingelesenen Wort�

void parse loophead� char token�� � unsigned m � unsigned no �

unsigned j � affine counter �

parst einen Schleifenkopf in der Beschreibung �von FOR bis ausschlie�lich
REP�� token enth�alt das erste zu untersuchende Token� m gibt die Anzahl
der gelesenen Worte an� no die Anzahl der gelesenen Bl�ocke� j eine Referenz
auf den Token�Z�ahler und counter die Adresse in der momentanen Wortliste�

unsigned parse possible loop�

char token�� � unsigned m � unsigned no �

unsigned j � affine counter �

parst eine m�ogliche Schleife� token enth�alt das erste zu untersuchende To�
ken� m gibt die Anzahl der gelesenen Worte an� no die Anzahl der gelesenen
Bl�ocke� j eine Referenz auf den Token�Z�ahler und counter die Adresse in
der momentanen Wortliste�

void parse upto then� unsigned no �

parst eine IF�expression bis einschlie�lich des ersten THEN�Schl�usselwortes�

void check branch nest syntax� char type �

�uberpr�uft die IF
ELIF
ELSE
FI�Klammerung eines branchstatements�

bool parse bossible branch�

char token�� � unsigned m � unsigned no �

unsigned j � affine counter �

parst eine m�ogliche Verzweigung� token enth�alt das erste zu untersuchende
Token� m gibt die Anzahl der gelesenen Worte an� no die Anzahl der gelesenen
Bl�ocke� j� eine Referenz auf den Token�Z�ahler und counter die Adresse in
der momentanen Wortliste�
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void parse let statement� char token�� �

parst eine Zuweisungsanweisung� token enth�alt das erste zu untersuchende
Token�

bool parse word� char token�� � unsigned m � affine �counter �

parst ein word der Beschreibung� token enth�alt das erste zu untersuchende
Token� m gibt die Anzahl der gelesenen Worte an und counter die Adresse
in der momentanen Wortliste�

unsigned parse grammar� void �

parst die zum Lesen ge�o	nete Datei �fp� f�uhrt die syntaktische Ana�
lyse durch und speichert die Beschreibung in den globalen Variablen
group�MAX BLOCKS� und sub�MAX WORDS����

unsigned build back list� word �sgv� unsigned k�

word back�MAX SPLITS� �

baut zum k�ten Wort ��sgv� die Liste der durch einen Zug erreichbaren Worte
in back�� auf� Die Gr�o�e dieser Liste wird zur�uckgeliefert�

unsigned align back list� word back�MAX SPLITS�� unsigned n �

zerlegt die Liste der Worte in back�� in ihre Splits� n gibt die Anzahl der
Splits an und wird als R�uckgabewert zur�uckgeliefert�

unsigned check split� char �value ptr�� � word orig �

unsigned index � word back�� �

unsigned i � unsigned err �

berechnet aus den i�ten Splits in der back���Liste� die durch die
�value ptr���Zeiger bezeichnet werden� den regelkonformen Wert und ver�
gleicht ihn mit dem des Wortes orig� index gibt die Nummer des Wortes
orig in dem untersuchten �Ubergang an� und in err wird der Fehlerz�ahler
�ubergeben�

int check word� word �sgv� unsigned k � unsigned �err�

�uberpr�uft das k�te Wort ��sgv� auf Konsistenz und z�ahlt in �err gegebenen�
falls die Fehler�

int check transition� word �sgv� unsigned m �

�uberpr�uft die Liste sgv der L�ange m auf Konsistenz� Im wesentlichen ist dies
eine Schleife in der mittels check word�� die einzelnen Worte gepr�uft werden�
Dieser Schleife ist der komplexe mod�exception�catcher vorangestellt�

unsigned eliminate empty words� unsigned m � word �sgv � �safe �

entfernt Worte der L�ange null aus dem zu pr�ufenden �Ubergang der L�ange
m� der in sgv steht� In safe steht gegebenfalls der urspr�ungliche �Ubergang�
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Die Anzahl der entfernten Worte wird zur�uckgeliefert�

int analyze propagation� word �sgv� unsigned m �

�uberpr�uft die Liste sgv der L�ange m auf Konsistenz� Diese Funktion ruft
im wesentlichen check transition�� mit vorgeschaltetem cmp�exception�
catcher auf�

unsigned prepend infinity block� unsigned k� affine �counter �

f�ugt den nullten Block vor den aktuellen �Ubergang ab Position k� �counter
wird auf identisch � gesetzt�

unsigned prepend this block� unsigned k� unsigned no�

affine �counter �

f�ugt den Block no vor den aktuellen �Ubergang und erweitert dabei die Wort�
liste list�� ab Position k� Hierbei wird �counter um die L�ange des Blockes
no vermindert�

unsigned go back one iteration� unsigned k� unsigned no�

affine counter �

l�auft die aktuelle Schleife abermals durch und dekrementiert dabei die zu�
geh�orige Schleifenvariable um ��

unsigned leave loop through head� unsigned k� unsigned no�

affine counter �

verl�a�t den aktuellen Block und substituiert die Schleifenvariable durch ihre
Startexpression�

unsigned skip previuous block� unsigned k� unsigned no�

affine counter �

�uberspringt die vorausgehende Schleife bis zum �ubern�achsten Block� Die Be�
dingung daf�ur� das hei�t Endexpression �� � Startexpression� wird zum
Ungleichungssytem dazugef�ugt�

unsigned enter block from its end� unsigned k� unsigned no�

affine counter �

betritt die vorangehende Schleife durch ihr Ende� Die Schleifenvariable wird
dabei durch ihre Endexpression ersetzt�

unsigned prepend further block� unsigned k� unsigned no�

affine �counter �

untersucht alle M�oglichkeiten � dies sind pro Funktionsaufruf in der Re�
gel zwei� bei branchstatments eventuell mehr �� einen weiteren Block� der
dem aktuellen Block no logisch vorangehen k�onnte� vor dem zu erzeugenden
�Ubergang einzuf�ugen� Hierbei gibt �counter die noch zu erbringende Min�
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destl�ange der

Verl�angerung� an� Diese Funktion ruft sich selbst rekursiv

solange auf bis �counter kleiner oder gleich null geworden ist�

void show grammar� unsigned no �

gibt die in no Bl�ocken geparste Beschreibung sch�on nach stdout aus�

int generate transitions� unsigned no �

erzeugt den �Ubergang angefangen beim Block no durch Voreinanderh�angen
m�oglicher in group�� gespeicherter Bl�ocke�

unsigned init valuestring and infinity block� void �

initialisiert den De
nitionsbereich der Wortwerte und legt den Wortwert des
nullten Blockes fest�

int main� unsigned argc� char �argv�� �

ist die zentrale Startroutine� die Programm�Optionen auswertet�
die Grammatik einscant� syntaktisch pr�uft� und diese dann mittels
generate transitions�� auf Konsistenz hin �uberpr�uft�

Es folgt die Tabelle s�amtlicher m�oglicher Fehlermeldungen�

Returnvalue Error Message

case �� %too many variables increase MAX�VARS&n%

case �� %too many words increase MAX�WORDS&n%

case �� %too many moves increase MAX�MOVES&n%

case � %heap overflow increase MAX�SPLITS&n%

case �� %list overflow increase MAX�SIZE&n%

case �� %too many blocks increase MAX�BLOCKS&n%

case �� %too deep loop nesting increase MAX�NEST&n%

%too deep branch nesting increase MAX�NEST&n%

case �� %too many conditions increase MAX�COND&n%

%too many conditions in Gomory increase MAX�COND&n%

case �� %too many wordvalues increase HEAP�SIZE&n%

case �
� %invalid variablename� �s&n%�var

case ��� %FROM expected&n%

case ��� %UPTO expected&n%

case ��� %REPEAT missing&n%

case �� %control variable �c already in use&n%�var

%free variable �c can"t be used as control variable&n%�var

case ��� %variable �c not defined&n%�var

%variable �c not active&n%�var

case ��� %variable �c selfdefined&n%�var

case ��� %ENDREP without REPEAT&n%

%FI without IF&n%

%ELSE without IF&n%
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%ELIF without IF&n%

case ��� %missing ENDREP&n%

%missing FI&n%

case ��� %missing � in token��s&n%�token

case �
� %� expected as second char in token��s&n%�token

%� or � expected followed by � in token �s&n%�token

%� or � or � or # expected followed by � in token �s&n%�token

case ��� %unknown letter��s&n%�token

case ��� %pattern after � in token��s&n%�token

%pattern after � in token��s&n%�token

case ��� %length of loopbody is independent of �c&n%�var

case �� %words can have negative length&n%

case ��� %variables in wrong lexicographical order&n%

case ��� %unknown option �s&n%�opt

case ��� %can"t open �s&n%�filename

case ��� %no infinity loop given&n%

%several infinity loops given&n%

case ��� %internal ERROR different length&n%

%internal ERROR variable substitution&n%

%internal ERROR no admissible solution available&n%

%internal ERROR conditions&n%

%internal ERROR consistence&n%

%internal ERROR define values&n%

%internal ERROR need ��complement representation&n%

case �
� %malloc� not enough space&n%

case ��� %int overflow&n%

%unsigned overflow VBITS too large&n%

case ��� %too many congruences increase MAX�MOD�DEEP&n%

case ��� %syntax error missing value of letter in �s&n%�token

case �� %congruence MOD �u is decisive&n%�rem

%congruence MOD �u of variable �c is decisive&n%�rem�var

case ��� %THEN expected&n%

case ��� %several ELSE&n%

case ��� %line too long increase MAX�LINE�LEN&n%

case ��� %token too long increase MAX�TOKEN�LEN&n%
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Die folgenden drei Programmstellen sind wohl am anspruchvollsten�

� mod�catcher in check transition � schon durch Kommentare kenntlich
gemacht HS�	� Kap� 	�����

� cmp�catcher in analyze propagation � schon durch Kommentare kennt�
lich gemacht HS�	� Kap� 	�����

� Alle if� und '�Anweisungen mit ihren (( und )) Verkn�upfungen in
primal simplex with objective fkt� Hierbei liegt die

�
Schwierigkeit� dar�

in� zu erkennen� da� die vorhandenen Vergleiche an diesen Stellen n�otig und
hinreichend� aber an anderen Stellen nicht n�otig sind�

Die Auswahl der letzten
�
Stelle� ist mir schwer gefallen� da diese Gewichtung

sicherlich stark subjektiv ist� Wie ein erfahrener Programmierer am Quellcode
erkennt� habe ich das Programm in viele Funktionen zerlegt� Diese werden viel�
fach nur an einer Programmstelle aufgerufen � sprich existieren als eigenst�andige
Funktion nur � � um gerade solche sonst komplizierten Stellen aufzul�osen�
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Quellcode

�define �POSIX�SOURCE � �C� Achim Flammenkamp� University of Jena� Germany �

�define VERSION �Version ���a ��������������� �

�include �stdio�h�

�define MAX�WORDS !���

�define MAX�SIZE ���

�define MAX�SPLITS ���

�define MAX�MOVES  

�define MAX�VARS �

�define MAX�BLOCKS ��

�define MAX�NEST �

�define MAX�COND �!MAX�NEST�!�

�define MAX�TOKEN�LEN ��

�define MAX�LINE�LEN �  

�define LETTERS �

�define HEAP�SIZE �MAX�WORDS���LETTERS��

typedef struct � int v�MAX�VARS��	
 � affine
 � must be embedded in struct �

typedef struct � affine addr
 affine leng
 char value
 � word


typedef struct � unsigned anz� first
 unsigned ex� in
 affine length


char var
 affine start� stop
 unsigned active
 � block


�define bool unsigned

�define MAX�PROTO ����

�define Identifier�String�para� �para

�define tot�arg� �arg ��� Identifier�String�arg�

�define NOT�EXIST " "

�define WL ������

�define SPECIAL ������

�define RAW ����!�

�define PARSE ������

�define VERBOSE ���� �

�define DUMP ������

�define SPACING ��

�define MOST # �#�unsigned�� �� ��

unsigned moveCNT� freevars� condCNT� trans� flags� total� threshold


unsigned nest� level�MAX�NEST	� period� ind� lineno
 � parsing globals �

static unsigned perm�MAX�VARS��	� inver�MAX�VARS��	


affine move�MAX�MOVES	� replace�MAX�VARS	� condition�MAX�COND��	


block group�MAX�BLOCKS	


word sub�MAX�WORDS��	� list�MAX�SIZE��	


FILE fp


char valueheap�HEAP�SIZE	� next�free� valuestring�MAX�MOVES��	�

varnames�MAX�VARS��	� protocol�MAX�PROTO	� inputline�MAX�LINE�LEN	


extern void  malloc� size�t ��  free� void  �
 � in �stdlib�h� �

extern unsigned define�values� char �	 � unsigned �


extern char compute�value� char  �	 � unsigned � char �	 � unsigned �


�include �setjmp�h�

static jmp�buf � is array type � catcher�environment��	� catcher��	


unsigned const cmp�mark��$��


�define VBITS !

�if ���VBITS �� MAX�VARS

�error ��%VBITS �� MAX�VARS�

�endif

�define MAX�MOD�DEEP MAX�VARS
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�define update�gcd�ggt�other� do � unsigned register r� q� �other�
 �

� ggt must be lvalue � while�q�� r� ggt�q
 ggt�q
 q�r
 � � while ���

int strequ� char str�� char str� �

� while �str� �� str� �� str��

str���� str���


return str� �� str�


�

void zero� affine a �

� unsigned h


for �h��
h��MAX�VARS
h���

a��v�h	 � �


return 


�

int is�zero� affine a �

� unsigned h


for �h��
h��MAX�VARS
h���

if �a�v�h	� return �


return �


�

void incr� affine a� affine b �

� unsigned h


for �h��
h��MAX�VARS
h���

a��v�h	 �� b�v�h	


return 


�

void decr� affine a� affine b �

� unsigned h


for �h��
h��MAX�VARS
h���

a��v�h	 �� b�v�h	


return 


�

void multiply� affine a� int b �

� unsigned h


for �h��
h��MAX�VARS
h���

a��v�h	 � b


return 


�

unsigned reduce� affine a �

� unsigned h


int ggt��


for �h��
ggt��� �� h��MAX�VARS
h���

update�gcd� ggt� �a��v�h	��� & a��v�h	 � �a��v�h	� �


if �ggt � ��

for �h��
h��MAX�VARS
h���

a��v�h	 �� ggt


return ggt


�
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unsigned mod� affine a� unsigned b �

� unsigned h


for �h��
h��MAX�VARS
h���

if �a�v�h	��int�b�

� if �catcher��	�

� unsigned ggt � �a�v�h	 & a�v�h	 � �a�v�h	�


update�gcd�ggt�b�


b �� ggt


if �flags�VERBOSE�

fprintf�stdout��congruence MOD �u of variable �c is decisive�n��

b�varnames�h��	�


if ��b��VBITS���VBITS �� b�

� fprintf�stderr��unsigned overflow VBITS too large�n��


exit�!��


�

longjmp�catcher��	� b��VBITS ' h�


�

else

� fprintf�stderr��congruence MOD �u of variable �c is decisive�n��

b�varnames�h��	�


exit�!��


�

�

h � �int�b � a�v��	 � �int�b
 if �h �� b� h �� b


return h


�

unsigned printaff� affine arg �

� unsigned h� i� j��


for �h��
h��MAX�VARS
h���

if ���i�perm�h	��

j�� fprintf�stdout�����d��arg�v�i	�


else if �varnames�i��	�

j�� fprintf�stdout�����d�c��arg�v�i	�varnames�i��	�


return j


�

int substitute� affine arg� unsigned k� affine repl �

� unsigned i


int fac


if �fac�arg��v�k	�

� arg��v�k	��


for �i��
i��MAX�VARS
i���

arg��v�i	 �� fac  repl�v�i	


�

return fac


�

int desubstitute� affine arg� unsigned k� int fac� affine repl �

� unsigned j


if �fac�

� for�j��
j��MAX�VARS
j���

arg��v�j	 �� fac  repl�v�j	


arg��v�k	 �� fac


�

return arg��v�k	


�

���



unsigned printaffine� affine arg �

� unsigned h� i� j� k


k�j��


for �h��
h��MAX�VARS
h���

� i�perm�h	


if �k �� arg�v�i	 � ��

j �� printf�����


if ��i �� arg�v�i	�

j �� printf���d�� arg�v�i	�


else if �arg�v�i	����

j �� printf���c��varnames�i��	�


else if �arg�v�i	�� ���

j �� printf����c��varnames�i��	�


else if �arg�v�i	�

j �� printf���d�c�� arg�v�i	�varnames�i��	�


if �arg�v�i	� k��


�

if ��k�

j �� printf�����


return j


�

unsigned sprintaffine� char str� affine arg �

� unsigned h� i� j� k


k�j��


for �h��
h��MAX�VARS
h���

� i�perm�h	


if �k �� arg�v�i	 � ��

j �� sprintf�str�j�����


if ��i �� arg�v�i	�

j �� sprintf�str�j���d�� arg�v�i	�


else if �arg�v�i	����

j �� sprintf�str�j���c��varnames�i��	�


else if �arg�v�i	�� ���

j �� sprintf�str�j����c��varnames�i��	�


else if �arg�v�i	�

j �� sprintf�str�j���d�c�� arg�v�i	�varnames�i��	�


if �arg�v�i	� k��


�

if ��k�

j �� sprintf�str�j�����


return j


�

void init�permutation� void �

� unsigned h


for �h��
h�MAX�VARS
h���

� perm�h	�h��


inver�h��	�h


�

perm�MAX�VARS	��


inver��	�MAX�VARS


return 


�

void swap�permutation� unsigned i� unsigned j �

� unsigned h� temp


for �h�i
h�h�j�i
h���

���



� temp � inver�h	


inver�h	 � inver�j�h�i	


inver�j�h�i	 � temp


perm�inver�h		�h


perm�inver�j�h�i		�j�h�i


�

return 


�

unsigned show�conditions� void �

� unsigned h


for �h��
h�condCNT
h���

� printaffine�condition�h	�


printf�� �� ��n��


�

return condCNT


�

char  next� char ptr �

� while �ptr� ptr��


return ptr


�

char  last� char ptr �

� while �ptr��"�n" �� ptr��"�t"� ptr��


return ptr


�

char calculate�value� char pointers�to�values�	 �

� unsigned h��� i


if �flags�SPECIAL�

return compute�value� pointers�to�values� moveCNT� valuestring�

threshold �


else if �flags�WL�

� for �h��
h�moveCNT
h���

if ��pointers�to�values��h	 �� valuestring��	�

break


return valuestring�h�moveCNT	


�

else

� for �i��
h�moveCNT
i���

for �h��
h�moveCNT
h���

if ��pointers�to�values��h	 �� valuestring�i	�

break


return valuestring�i��	


�

�

unsigned cyclelength� char  cycle �

� unsigned len


if �� cycle� return �


for �len��
 �cycle�len� 
 len���


while �  ��cycle � len��


return len


�

���



char  shift�cycle� char  cycle� int delta �

�

if �� cycle�




else if �delta � ��

� while �delta���

if �� ��cycle�

� while ���cycle�


cycle��


�

�

else if �delta � ��

� while �delta���

if �� ��cycle�

� while ���cycle�


cycle��


�

�

return cycle


�

unsigned copy�cycle� char str�	� char  cycle �

� char stop� cycle� start� str


if ��cycle� return str��	�"��"


for �
 str � cycle 
 str���cycle���


while ���cycle�


cycle��


while �cycle �� stop�

str�� � cycle��


str� "��"


return str�start


�

unsigned printword� word sgv �

� unsigned h��� i


char cyclevalue�MAX�TOKEN�LEN	


for �i�MAX�VARS
i
i���

if �sgv�leng�v�i	�

break


copy�cycle�cyclevalue� sgv�value�


if ��i �� sgv�leng�v�i	 � MAX�TOKEN�LEN�

cyclevalue�sgv�leng�v�i		�"��"


h�� printf����s����cyclevalue�


h�� printaffine�sgv�leng�


putchar� �int�"�" �


return h


�

void dumpword� word arg �

� printaff�arg�addr�


printf��� ��s����arg�value�


printaffine�arg�leng�


printf�����


return 


�

�define ROWS �MAX�COND���

�if ��U��� �� ��UL���

���



�define preciser long

�else

�define preciser double

�endif

bool primal�simplex�with�objective�fkt� int koeff�ROWS��	�MAX�VARS���ROWS	�

unsigned k� unsigned m� unsigned basis�ROWS	 �

� unsigned h� i� j� ggt� jj


int cc� pivot


preciser compare


for �i��
i�k
i���

� ggt� �koeff�i	��	


for �j��
ggt �� � �� j�m
j���

update�gcd�ggt� �koeff�i	�j	��� & koeff�i	�j	 � �koeff�i	�j	� �


if �ggt � ��

for �j��
j�m
j���

koeff�i	�j	 �� �int�ggt


�

for �

�

� j��


for �h��
h�m
h���

if �koeff��	�h	 �� ��j '' koeff��	�h	 � koeff��	�j	��

j�h


if �koeff��	��	 �� koeff��	�j	 �� ��

return �


if ��j�

break


h��


if �koeff��	�j	 � ��

� for �i��
i�k
i���

if �koeff�i	�j	 � � �� ��h ''

koeff�i	��	koeff�h	�j	 � koeff�h	��	koeff�i	�j	� �

h�i


�

else

� for �i��
i�k
i���

if �koeff�i	�j	 � ��

h�i


for �jj��
jj�m
jj���

koeff�h	�jj	� �koeff�h	�jj	


�

if ��h�

� fprintf�stderr��internal ERROR conditions�n��


exit����
 � should never happen �

�

basis�h��	�j


for �i��
i�k
i���

� if �i��h� continue


ggt� koeff�h	�j	


cc � �koeff�i	�j	��� & koeff�i	�j	 � �koeff�i	�j	�


update�gcd�ggt�cc�


cc� koeff�i	�j	��int�ggt


pivot� koeff�h	�j	�ggt


for �jj��
jj�m
jj���

� compare � �preciser�pivotkoeff�i	�jj	 � �preciser�cckoeff�h	�jj	


if �compare �� �preciser��koeff�i	�jj	 � compare��

� fprintf�stderr��int overflow�n��


exit�!��


�

�

�

�

���



return �


�

bool dual�simplex�without�objective�fkt� int koeff�ROWS��	�MAX�VARS���ROWS	�

unsigned k� unsigned m� unsigned basis�ROWS	 �

� unsigned h� i� j� ggt� jj


int pivot� cc


preciser compare


h�k


for �
koeff�h	��	��
�

� ggt� koeff�h	��	


for �j��
ggt�� �� j��m
j���

� i��koeff�h	�j	��� & koeff�h	�j	 � �koeff�h	�j	�


update�gcd�ggt�i�


�

if �ggt �� ��

for �j��
j��m
j���

koeff�h	�j	 �� �int�ggt


j��


for �jj�m
jj���
jj���

if �koeff�h	�jj	 � � �� koeff�h	�jj	 � koeff�h	�j	�

j�jj


if ��j�

return �


basis�h��	�j


for �jj��
jj��m
jj���

koeff�h	�jj	 � �koeff�h	�jj	


for �i��
i��k
i���

� if �i��h� continue


ggt� koeff�h	�j	


cc � �koeff�i	�j	��� & koeff�i	�j	 � �koeff�i	�j	�


update�gcd�ggt�cc�


cc� koeff�i	�j	��int�ggt


pivot� koeff�h	�j	�ggt


for �jj��
jj��m
jj���

� compare � �preciser�pivotkoeff�i	�jj	 � �preciser�cckoeff�h	�jj	


if �compare �� �preciser��koeff�i	�jj	 � compare��

� fprintf�stderr��int overflow�n��


exit�!��


�

�

�

h��


for �i��
i��k
i���

if �koeff�i	��	 � koeff�h	��	� h�i


�

return �


�

bool gomory�algo� int koeff�ROWS��	�MAX�VARS���ROWS	� unsigned k� unsigned m�

unsigned basis�ROWS	� unsigned more �

� unsigned h� i� j� numer� denom� ggt� den� num


more��


for �

�

� den��
 num��
 i��


for �h��
h�k
h���

� j � basis�h��	


if �j � MAX�VARS� continue


ggt�koeff�h	�j	


update�gcd�ggt��koeff�h	��	�


���



denom� koeff�h	�j	�ggt


numer� �koeff�h	��	�ggt � denom


�ifndef NORMAL�CUT

if �numer� numer � denom�numer


�endif

if ��preciser�numerden � �preciser�numdenom�

� den�denom


num�numer


i�h


�

�

if ��i�

break


if �k � ROWS�

� fprintf�stderr��too many conditions in Gomory increase MAX�COND�n��


exit���


�

h� basis�i��	


koeff�k	��	� �koeff�i	��	 � koeff�i	�h	


�ifndef NORMAL�CUT

if �koeff�k	��	�

koeff�k	��	� koeff�i	�h	 � koeff�k	��	


�endif

for �j��
j�m
j���

� if �koeff�i	�j	 �� ��

� koeff�k	�j	� �koeff�i	�j	 � koeff�i	�h	 


�ifdef NORMAL�CUT

if �koeff�k	�j	�

koeff�k	�j	 �� koeff�i	�h	


�else

koeff�k	�j	� �koeff�k	�j	


�endif

�

else

� koeff�k	�j	� koeff�i	�j	 � koeff�i	�h	


�ifdef NORMAL�CUT

koeff�k	�j	� �koeff�k	�j	


�else

if �koeff�k	�j	�

koeff�k	�j	 �� koeff�i	�h	


�endif

�

�

koeff�k	�m	� koeff�i	�h	


for �i��
i�k
i���

koeff�i	�m	� �


basis�k��	� m


for �i��
i��k
i���

� ggt� �i��k & koeff�i	��	 � �koeff�i	��	�


for �j��
ggt �� � �� j��m
j���

update�gcd�ggt� �koeff�i	�j	��� & koeff�i	�j	 � �koeff�i	�j	� �


if �ggt � ��

for �j��
j��m
j���

koeff�i	�j	 �� �int�ggt


�

if ��dual�simplex�without�objective�fkt�koeff�k�m�basis��

return �


j�basis�k��	


k��
 m��


�� more


�

return �


���



�

bool form�simplex�tableau�from�conditions� int koeff�ROWS��	�MAX�VARS���ROWS	�

unsigned equat� unsigned vars� unsigned basis�ROWS	 �

� unsigned h� i� j� k


for �h�k��
k�condCNT
k���

� for �j��
j��MAX�VARS
j���

if �condition�k	�v�j	� break


if �j��MAX�VARS�

� h��


for �j��
j��MAX�VARS
j���

koeff�h	�j	 � condition�k	�v�j	


for �
j�MAX�VARS�ROWS
j���

koeff�h	�j	 � �


koeff�h	�MAX�VARS�h	 � �


basis�h��	�MAX�VARS�h


if �koeff�h	��	 � ��

for �j��
j��MAX�VARS�h
j���

koeff�h	�j	 � �koeff�h	�j	


�

else if �condition�k	�v��	 � ��

return �


�

k� ��h


for �h��
h�MAX�VARS�k
h���

koeff��	�h	 � �


i��


for �h��
h�k
h���

� if �koeff�h	�MAX�VARS�h	 � ��

for �j��
j�MAX�VARS�k
j���

koeff��	�j	 �� koeff�h	�j	


�

equat � k


vars � k�MAX�VARS


return �


�

bool conditions�consistent� affine further �

� unsigned h� i� j� ggt


int cc


static int pivot��� coeff�ROWS��	�MAX�VARS���ROWS	


static unsigned k� m� base�ROWS	


if ��further�

� pivot��


if ��form�simplex�tableau�from�conditions�coeff��k��m�base��

return �


if ��primal�simplex�with�objective�fkt�coeff�k�m�base��

return �


if ��gomory�algo�coeff�k�m�base��h��

return �


k �� h


m �� h


return pivot��


�

else if ��pivot�

� fprintf�stderr��internal ERROR no admissible solution available�n��


exit����


return �


�

else

���



� � check system with additional condition �

int koeff�ROWS��	�MAX�VARS���ROWS	


unsigned basis�ROWS	


cc��


for �j��
j�k
j���

� ggt� coeff�j	�base�j��		


h� ggt


update�gcd�ggt�cc�


h �� ggt


if ��preciser��hcc� �� �preciser�h  cc �

� fprintf�stderr��int overflow�n��


exit�!��


�

cc � h


�

for �h��
h�m
h���

� koeff�k	�h	 � �h��MAX�VARS & further��v�h	 � ��


koeff�k	�h	 � cc


for �j��
j�k
j���

� i � base�j��	


if �i��MAX�VARS�

koeff�k	�h	 �� further��v�i	  coeff�j	�h	�cc�coeff�j	�i	�


�

�

for �h��
h�k
h���

for �j��
j�m
j���

koeff�h	�j	 � coeff�h	�j	


for �h��
h�k
h���

koeff�h	�m	 � �


koeff�k	�m	� cc


for �j��
j�k
j���

basis�j��	�base�j��	


basis�k��	�m


if ��dual�simplex�without�objective�fkt�koeff�k�m�basis��

return �


else

return gomory�algo�koeff�k���m���basis��h�


�

�

int cmp� affine a� affine b �

� unsigned h


if �flags�RAW�

� for �h��
h��MAX�VARS
h���

if �a�v�perm�h		 � b�v�perm�h		�

return ��


else if �a�v�perm�h		 � b�v�perm�h		�

return ��


return � 


�

else

� condition�condCNT	�b


decr��condition�condCNT	�a�


condition�condCNT	�v��	 �� �


h� conditions�consistent��condition�condCNT	�


condition�condCNT	�a


decr��condition�condCNT	�b�


condition�condCNT	�v��	 �� �


if ��conditions�consistent��condition�condCNT	��

return h


if ��h�

���



return ��


else

� if �flags�VERBOSE�

� fprintf�stdout��expressions indifferent� ��


printaffine�b�
 printf�� ��� ��


printaffine�a�
 printf���n��


�

condition�condCNT	�v��	 �� �


if �catcher��	 �� catcher��	�

longjmp�catcher��	� ����VBITS����


else if �catcher��	�

longjmp�catcher��	� cmp�mark�


else

return MOST


�

�

�

int unequal�zero� affine arg �

� affine help


zero��help�


return cmp�arg�help� 


�

unsigned scanword� char token�	� char string �

� unsigned h� i��� j


for �h�j��
token�h	 �� string�j � valueheap�HEAP�SIZE
 h���j���

if �token�h	 �� "�" �� token�h	 �� "�"�

i � ��� i �� token�h	�"�"


else

� if ��flags�WL� '' �flags�SPECIAL��

� for �i��
token�h	��valuestring�i	
i���

if ��valuestring�i	�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��unknown letter��s�n��token�


exit����


�

string�j	 � token�h	


�

else

� if �token�h	 �� "�"�

string�j	 � "�"


else if �token�h	 �� "A" �� token�h	 �� "A"�moveCNT���

string�j	 � "a" � token�h	�"A"


else

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��unknown letter��s�n��token�


exit����


�

�

i� ��h '' token�h��	 � "�" '' token�h��	 � "�" & � � i�


if ��i�

j��


else

for �
��i
j���

string�j��	 � string�j	


�

if �token�h	 '' string�j �� valueheap�HEAP�SIZE���

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��too many wordvalues increase HEAP�SIZE�n��


���



exit���


�

if �i�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��syntax error missing value of letter in �s�n��token�


exit�!!�


�

string�j	 � "��"


return j


�

unsigned scanlinear� char token�	� affine help �

� unsigned h� i� j� number� sgn


zero�help�


sgn � �


number � �


for �h��
token�h	
h���

� if �token�h	 �� "�" �� token�h	 �� "�"�

number � ��� number �� token�h	�"�"


else if �token�h	��"�"�

� if �number� help��v��	 �� �sgn&�number�number�� number��


sgn � �


�

else if �token�h	��"�"�

� if �number� help��v��	 �� �sgn&�number�number�� number��


sgn � �


�

else

� if �token�h	�"a" '' token�h	�"z"�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��invalid variablename� �c�n��token�h	�


exit����


�

if ���flags�RAW��

� for �i�nest
i
i���

if �group�level�i		�var �� token�h	�

break


�

for �j��
varnames�j	 �� token�h	
j���

if �j �� MAX�VARS�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��too many variables increase MAX�VARS�n��


exit���


�

else if ��varnames�j	�

� if ���flags�RAW��

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��variable �c not defined�n��token�h	�


exit�� �


�

varnames�j	�token�h	


varnames�j��	�"��"


break


�

if ���flags�RAW� �� �i �� j �� freevars�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��variable �c not active�n��token�h	�


exit�� �


�

if ��h '' token�h��	��"�" '' token�h��	��"�"� number��


help��v�j��	 �� �sgn&�number�number�


���



number��� sgn��


�

�

if ��h '' token�h��	��"�" '' token�h��	��"�"� number��


if �number� help��v��	 �� �sgn&�number�number�


return �


�

bool get�token�from�input� char token�MAX�TOKEN�LEN	 �

�

�define Tokenstring�len� ��� Identifier�String�len� �s� ��n�

�define TOKSTR Tokenstring�MAX�TOKEN�LEN�

unsigned h


while �sscanf�inputline�ind�TOKSTR�token��h�����

� lineno��


if ��fgets�inputline�MAX�LINE�LEN�fp��

return �


else

ind��


for �h��
inputline�h	
h���

if �inputline�h	��"�n"� break


if ��inputline�h	�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��line too long increase MAX�LINE�LEN�n��


exit�!$�


�

�

ind��h


if �h �� MAX�TOKEN�LEN�

� for �h��
token�h	
h���


if �h �� MAX�TOKEN�LEN���

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��token too long increase MAX�TOKEN�LEN�n��


exit�!��


�

�

return �


�

void skip�upto�eol� void �

� for �
inputline�ind	
ind���

return


�

unsigned scanmoves� affine move�	 �

� unsigned h� i� j


char token�MAX�TOKEN�LEN��	


freevars��


for �h��
h��MAX�VARS
h���

varnames�h	�"��"


for�condCNT��
 get�token�from�input�token� �� token��	��"�" 
condCNT���

� if �token��	��"�"�

� skip�upto�eol��


condCNT��


continue


�

if �token��	�"a" '' token��	�"z" '' token��	�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��invalid variablename� �s�n��token�


���



exit����


�

for �h��
varnames�h	 �� token��	
h���

if �h �� MAX�VARS�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��too many variables increase MAX�VARS�n��


exit���


�

else if ��varnames�h	�

� varnames�h	�token��	


zero��replace�h	�


replace�h	�v�h��	��


freevars��


break


�

get�token�from�input�token�


if �token��	 �� "�" �� token��	 �� "�" '' token��	 �� "�"�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��� or � expected followed by � in token��s�n�� token�


exit����


�

i� token��	��"�"


get�token�from�input�token�


scanlinear�token��condition�condCNT	�


if �condition�condCNT	�v�h��	�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��variable �c selfdefined�n��varnames�h	�


exit����


�

else

condition�condCNT	�v�h��	 � ��


if �i�

� for �h��
h��MAX�VARS
h���

condition�condCNT	�v�h	 � �condition�condCNT	�v�h	


�

�

if �token��	��"��"�

get�token�from�input�token�


else

for �h��
token�h	�token�h��	
h���


for �j�i��
�i
j���

� for �h��
token�h	
h���

if �token�h	��"�"�

� token�h	�"��"


i�h��


break


�

if ��token��	� break


if �j �� MAX�MOVES�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��too many moves increase MAX�MOVES�n��


exit�!�


�

scanlinear�token��move�j	�


if ��i�

get�token�from�input�token�


�

if �token�i	�

� token�i��	�"�"


fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��pattern after � in token��s�n��token�


exit����


���



�

return j


�

void close�present�block� unsigned no� unsigned m� affine counter �

� unsigned h


h � group�no	�first


if �group�no	�anz� m � h�

� group�no	�length� counter


decr��group�no	�length�sub�h	�addr�


�

else

zero��group�no	�length�


return


�

void open�new�block� unsigned no� unsigned m �

� if �no �� MAX�BLOCKS�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��too many blocks increase MAX�BLOCKS�n��


exit���


�

group�no	�first� m


group�no	�anz� �


group�no	�ex� no��


return


�

void parse�loophead� char token�	� unsigned m� unsigned no�

unsigned j� affine counter �

� unsigned h


close�present�block�no�m�counter�


open�new�block���no�m�


j �� get�token�from�input�token�


if �token��	 '' token��	�"a" '' token��	�"z"�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��invalid variablename� �c�n��token��	�


exit����


�

for �h��
varnames�h	 �� token��	
h���

if �h �� MAX�VARS�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��too many variables increase MAX�VARS�n��


exit���


�

else if ��varnames�h	�

� varnames�h	�token��	


varnames�h��	�"��"


break


�

if �h � freevars�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��free variable �c can"t be used as control variable�n��

token��	�


exit����


�

group�no	�var�token��	


zero��replace�h	�


replace�h	�v�h��	��


���



j �� get�token�from�input�token�


if ��strequ�token��FROM���

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��FROM expected�n��


exit����


�

j �� get�token�from�input�token�


scanlinear�token��group�no	�start�


if �group�no	�start�v�h��	�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��variable �c selfdefined�n��varnames�h	�


exit����


�

j �� get�token�from�input�token�


if ��strequ�token��UPTO���

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��UPTO expected�n��


exit����


�

j �� get�token�from�input�token�


scanlinear�token��group�no	�stop�


if �group�no	�stop�v�h��	�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��variable �c selfdefined�n��varnames�h	�


exit����


�

�

�define j �J�

bool parse�possible�loop� char token�	� unsigned m� unsigned no�

unsigned j� affine counter �

� unsigned h� head��


if �strequ�token��FOR���

� parse�loophead�token�m�no�j�counter�


��no


j�� 


head��


j �� get�token�from�input�token�


�

if �strequ�token��REP�� '' strequ�token��REPEAT���

� if ��head�

� close�present�block�no�m�counter�


open�new�block���no�m�


group�no	�var�NOT�EXIST


if ��period�

period�no


else

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��several infinity loops given�n��


exit����


�

�

else

for �h��
h��nest
h���

if �group�level�h		�var �� group�no	�var�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��control variable �c already in use�n��

group�no	�var�


exit����


�

nest��


���



if �nest �� MAX�NEST�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��too deep loop nesting increase MAX�NEST�n��


exit�$�


�

level�nest	�no


head��


return �


�

if �head�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��REPEAT missing�n��


exit��!�


�

if �strequ�token��PER�� '' strequ�token��ENDREP�� '' strequ�token��ENDREPEAT���

� close�present�block�no�m�counter�


if ��nest�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��ENDREP without REPEAT�n��


exit��$�


�

h�level�nest	


if �group�h	�var��"I" '' group�h	�var��"C" '' group�h	�var��"E"�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��missing FI�n��


exit����


�

group� level�nest	 	�in� no


open�new�block���no�m�


group�no	�in� group� level�nest	 	�ex


nest��


group�no	�var� group� level�nest	 	�var


group�no	�stop� group� level�nest	 	�stop


group�no	�start� group� level�nest	 	�start


return �


�

return �


�

void parse�upto�then� unsigned no �

� unsigned h


char token�MAX�TOKEN�LEN��	


get�token�from�input�token�


scanlinear�token��group�no	�start�


get�token�from�input�token�


if �token��	 �� "�" '' token��	�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��� expected as second char in token��s�n��token�


exit����


�

switch �token��	�

� case "�"� h� �
 break


case "�"� h� �
 break


case "�"� h� !
 break


case "�"� h� �
 break


default� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��� or � or � or � expected�

� followed by � in token �s�n��token�


exit����


�

get�token�from�input�token�


���



scanlinear�token��group�no	�stop�


if �h �� ��

decr��group�no	�start�group�no	�stop�


else

� decr��group�no	�stop�group�no	�start�


group�no	�start � group�no	�stop


h� !


�

group�no	�stop�v��	� h


get�token�from�input�token�


if ��strequ�token��THEN���

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��THEN expected�n��


exit�! �


�

return


�

void check�branch�nest�syntax� char type �

� unsigned h


if ��nest�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr���s without IF�n��

�type��"E" & �ELSE�� �type��"C" & �ELIF���FI�� � �


exit��$�


�

h�level�nest	


if �group�h	�var��"E" �� type��"F"�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��several ELSE�n��


exit�!��


�

if �group�h	�var��"I" �� group�h	�var��"C" �� group�h	�var��"E"�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��missing ENDREP�n��


exit����


�

return 


�

bool parse�possible�branch� char token�	� unsigned m� unsigned no�

unsigned j� affine counter �

� unsigned h��


if �strequ�token��IF���

� close�present�block�no�m�counter�


open�new�block���no�m�


group�no	�var�"I"


parse�upto�then�no�
 j�� �


nest��


if �nest �� MAX�NEST�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��too deep branch nesting increase MAX�NEST�n��


exit�$�


�

level�nest	�no


return �


�

if �strequ�token��ELIF���

� close�present�block�no�m�counter�


check�branch�nest�syntax�"C"�


���



open�new�block���no�m�


group� level�nest	 	�ex� no


group�no	�in� level�nest	


group�no	�var�"C"


parse�upto�then�no�
 j�� �


level�nest	�no


return �


�

if �strequ�token��ELSE���

� close�present�block�no�m�counter�


check�branch�nest�syntax�"E"�


open�new�block���no�m�


group� level�nest	 	�ex� no��


group�no	�in� level�nest	


group�no	�var�"E"


zero��group�no	�start�


group�no	�stop�v��	� �


level�nest	�no


return �


�

if �strequ�token��FI�� '' strequ�token��ENDIF���

� close�present�block�no�m�counter�


check�branch�nest�syntax�"F"�


open�new�block���no�m�


group�level�nest		�ex� no��


group�no	�in� level�nest	


nest��


h�no


do �

unsigned hh� group�h	�in


group�h	�in� group�h	�ex��


h�hh


� while �group�h	�var��"I"�


group�h	�in� group�h	�ex��


group�no	�ex� group�no	�in� h


return �


�

return �


�

�undef j

void parse�let�statment� char token�	 �

� unsigned h


if �token��	 �� "�"�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��� expected as second char in token��s�n��token�


exit����


�

if �token��	�"a" '' token��	�"z"�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��invalid variablename� �c�n��token��	�


exit����


�

if ���flags�RAW��

for �h��
h��nest
h���

if �group�level�h		�var �� token��	�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��control variable �c already in use�n��token��	�


exit����


�

for �h��
varnames�h	 �� token��	
h���

���



if �h �� MAX�VARS�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��too many variables increase MAX�VARS�n��


exit���


�

else if ��varnames�h	�

� varnames�h	�token��	


varnames�h��	�"��"


break


�

if ���flags�RAW� �� h � freevars�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��free variable �c can"t be used as control variable�n��

token��	�


exit����


�

scanlinear�token����replace�h	�


return 


�

bool parse�word� char token�	� unsigned m � affine counter �

� unsigned h� k


affine help


if �m �� MAX�WORDS�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��too many words increase MAX�WORDS�n��


exit���


�

if �token��	 �� "�" '' token��	 �� "�"�

� for �k��
token�k	
k���

if �token�k	��"�" '' token�k	��"�"�

break


if �token�k	��"�" �� token�k	��"�"�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��missing � in token��s�n��token�


exit����


�

token�k	�"��"


sub�m	�value� next�free


h�scanword�token���sub�m	�value�


next�free �� h��


h�k��


�

else

� h � �unsigned� token��	


token��	�"��"


sub�m	�value� next�free


scanword�token�sub�m	�value�


next�free �� ���


token��	� �char� h


h��


�

if ��token�h	�

� zero��help�


help�v��	� �


�

else

� if �token�h	 �� "�"�

� h��


for �k�h
token�k	
k���

if �token�k	��"�"�

���



break


if �token�k	��"�"�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��missing � in token��s�n��token�


exit����


�

else if �token�k��	�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��pattern after � in token��s�n��token�


exit����


�

else

token�k	�"��"


�

scanlinear�token�h��help�


�

for �k��
k��MAX�VARS
k���

substitute��help�k�replace�k��	�


if �is�zero�help��

return �


else

� sub�m	�addr � counter


if �token��	��"�"�

� for�h��
 �sub�m	�value�h� 
 h���


multiply��help�h�


�

incr�counter� help�


sub�m	�leng � help


return �


�

�

unsigned parse�grammar� void �

� unsigned h� j� k� m� no


char token�MAX�TOKEN�LEN��	


affine counter


j��


if ���moveCNT�scanmoves�move���

� fprintf�stdout��no moves given� no check�n��


exit���


�

else if �moveCNT � MAX�MOVES�

� fprintf�stderr��line �u� ��lineno�


fprintf�stderr��too many moves increase MAX�MOVES�n��


exit�!�


�

else if �flags�VERBOSE�

� if �flags�DUMP�

� printf��� ��


for �h��
h�moveCNT
h���

� if �h� printf�� � ��


printaffine�move�h	�


�

printf�� ��n��


�

printf���u moves read�n��moveCNT�


�

if ���flags�RAW��

� period��


nest��


�

���



open�new�block� no�� � ��


group�no	�in� �


group�no	�var� NOT�EXIST


level�nest	�no


zero��counter�


if �flags�RAW�

for �h��
h�MAX�VARS
h���

� zero��replace�h	�


replace�h	�v�h��	��


�

for �m��
 get�token�from�input�token� 
 �

� j��


sub�m	�addr� counter


if �token��	��"�"�

� skip�upto�eol��


continue


�

if ���flags�RAW��

� if �parse�possible�loop�token�m�no��j�counter��

� no��


continue


�

if �parse�possible�branch�token�m�no��j�counter��

� no��


continue


�

�

if �strequ�token��LET���

� j �� get�token�from�input�token�


parse�let�statment�token�


continue


�

if �parse�word�token�m��counter��

m��


�

sub�m	�addr � counter


close�present�block�no�m�counter�


no��


if �nest�

� h�level�nest	


fprintf�stderr��at EOF� ��lineno�


if �group�h	�var��"I" '' group�h	�var��"C" '' group�h	�var��"E"�

fprintf�stderr��missing FI�n��


else

fprintf�stderr��missing ENDREP�n��


exit����


�

if ��period�

� fprintf�stderr��at EOF� ��lineno�


fprintf�stderr��no infinity loop given�n��


exit����


�

if �flags�VERBOSE�

� fprintf�stdout���u lines with �u token scaned�n��lineno���j�


if ���flags�RAW��

� k��


for �h��
h�no
h���

k �� ��group�h	�anz


fprintf�stdout���u��u� blocks and ��k�no���


�

fprintf�stdout���u words processed��m�


if �flags�RAW�

���



� fprintf�stdout�� length���


printaffine�counter�


�

fprintf�stdout��� heapallocation� �ld bytes�n��next�free�valueheap�


�

return �flags�RAW & m � no�


�

unsigned build�back�list� word sgv� unsigned k� word back�MAX�SPLITS	 �

� unsigned h� i� j� n��


affine aim� help


for �j��
j�moveCNT
j���

� aim � sgv�k	�addr


decr��aim�move�j	�


for �i�k

i���

� if �cmp�sgv�i	�addr�aim� �� ��

� if �n �� MAX�SPLITS�

� fprintf�stderr��heap overflow increase MAX�SPLITS�n��


exit���


�

zero��back�n	�addr�


back�n	�value�sgv�i	�value


help � aim


decr��help�sgv�i	�addr�


h � cyclelength�sgv�i	�value�


back�n	�value� shift�cycle�back�n	�value� mod�help�h��


back�n	�leng � sgv�k	�leng


n��


help � aim


incr��aim�sgv�k	�leng�


while �cmp�aim�sgv���i	�addr� � ��

� if �n �� MAX�SPLITS�

� fprintf�stderr��heap overflow increase MAX�SPLITS�n��


exit���


�

back�n	�leng� back�n��	�leng


back�n��	�leng� sgv�i	�addr


decr��back�n��	�leng�help�


back�n	�addr�back�n��	�addr


incr��back�n	�addr�back�n��	�leng�


back�n	�value�sgv�i	�value


decr��back�n	�leng�back�n��	�leng�


help � sgv�i	�addr


n��


�

break


�

else if ��i�

� if �flags�DUMP�

for �
k��
�

� printf��index��u addr���k�


dumpword�sgv�k	�


printf���n��


�

catcher��	 � �jmp�buf � �


return �


�

�

�

return n


�

���



unsigned align�back�list� word back�MAX�SPLITS	� unsigned n �

� unsigned h� i� j� k


affine help


for �i��
i�n
i���

� if ��unequal�zero�back�i	�leng��

back�i��	�back���n	


�

for �i��
i�n
i���

� for �j�i��
j�n
j���

� if �cmp�back�i	�addr�back�j	�addr� � ��

� word temp�back�i	
 back�i	�back�j	
 back�j	�temp
 �

�

�

for �i��
i�n
i�j�

� for �j�i��
j�n
j���

if �cmp�back�j	�addr�back�i	�addr� � ��

break


if �j � n�

� k�j


for �
i�j
i���

� help � back�i	�addr


incr��help�back�i	�leng�


if �cmp�help�back�j	�addr� � ��

� if �n �� MAX�SPLITS�

� fprintf�stderr��heap overflow increase MAX�SPLITS�n��


exit���


�

for �h�n
h�k
h���

back�h	 � back�h��	


n��


back�i	�leng � back�j	�addr


decr��back�i	�leng�back�i	�addr�


back�k	�value � back�i	�value


h � cyclelength�back�i	�value�


back�k	�value� shift�cycle�back�k	�value� mod�back�i	�leng�h��


back�k	�addr � back�j	�addr


back�k	�leng � help


decr��back�k	�leng�back�k	�addr�


�

k��
 � stabil order of moves �

�

�

�

return n


�

unsigned check�split� char value�ptr�	� word orig� unsigned index� word back�	�

unsigned i� unsigned err �

� unsigned h� j� k


char predicted


for�k�h��
unequal�zero�back�i	�leng�
�

� predicted � calculate�value�value�ptr�


if �predicted �� value�ptr�moveCNT	�

� fprintf�stderr��Error at index��u �u� split �� index��i����moveCNT�


dumpword�orig�� printf���n��


for �j��
j�moveCNT
j���

fprintf�stderr���c��value�ptr�j	�


fprintf�stderr�� �� �c but �c expected�n��

predicted�value�ptr�moveCNT	�


���



��err


�

for �j��
j��moveCNT
j���

if ��  ��value�ptr�j	�

� while �  ��value�ptr�j	 �


value�ptr�j	��


�

h��


back�i	�leng�v��	��


if �� ��k�

break


for �j��
j�moveCNT
j���

if �value�ptr�j	 �� back�i�moveCNT���j	�value�

break


if �j��moveCNT �� h �� cyclelength�orig�value��

� if �h � cyclelength�orig�value��

� fprintf�stderr��congruence MOD �u is decisive�n��

cyclelength�orig�value��


exit�!��


�

else if ���k�mod�back�i	�leng� h���

break


�

�

back�i	�leng�v��	 �� h


return err


�

�define err �ERR�

bool check�word� word sgv� unsigned k� unsigned err�

� unsigned h� i� j� n


word back�MAX�SPLITS	


char  value�ptr�MAX�MOVES��	


if ���n�build�back�list�sgv�k�back���

return �


n� align�back�list�back�n�


value�ptr�moveCNT	 � sgv�k	�value


for �j�i��
i�n
i���

� value�ptr�j	 � back�i	�value


j��


if �j��moveCNT�

� err� check�split�value�ptr�sgv�k	�k�back�i�err�


j��


�

else if �cmp�back�i	�addr�back�i��	�addr��

� fprintf�stderr��variables in wrong lexicographical order�n��


exit�� �


�

else if �cmp�back�i	�leng�back�i��	�leng��

� fprintf�stderr��internal ERROR different length�n��


exit����


�

�

if �flags�DUMP�

� for �h�j��
j�n
j���

� if ���j�moveCNT��

� printaff�back�j	�addr�


printf��� ��


�

h�� printword� back�j	 �


if ��j����moveCNT�

���



� for �
h�SPACING
h���

putchar� �int�" " �


h �� SPACING


�

else

� putchar� �int�"�n" �


h��


�

�

�

return �


�

�undef err

int check�transition� word sgv� unsigned m �

� unsigned h� i� j� k� err� pending


unsigned deep� multi�!	�MAX�MOD�DEEP	


int fac


err��


catcher��	 � �catcher�environment��	


for �k�m
k��
�

� if �flags�DUMP�

� printf��index��u addr���k�


dumpword�sgv�k	�


printf���n��


�

� MOD catcher �

pending�deep��


do �

while ��h�setjmp�catcher�environment��	�� '' check�word�sgv�k��err��

� if ��h�

return err


else if ���h��VBITS��

� pending � �


break


�

if �deep �� MAX�MOD�DEEP�

� fprintf�stderr��too many congruences increase MAX�MOD�DEEP�n��


exit�!��


�

multi��	�deep	 � j� h � ����VBITS���


multi��	�deep	 � fac� h��VBITS


multi��	�deep	 � �


deep��


for �i��
i��k
i���

� sgv�i	�addr�v�j	 � fac


sgv�i	�leng�v�j	 � fac


�

for �i��
i�condCNT
i���

condition�i	�v�j	 � fac


if ��conditions�consistent� �affine�� ��

break


�

h�deep


while �h���

� j�multi��	�h	


fac� multi��	�h	


multi��	�h	��


if �pending '' multi��	�h	 �� multi��	�h	�

� multi��	�h	��


for �i��
i��k
i���

���



� sgv�i	�addr�v�j	 �� fac


sgv�i	�addr�v��	 �� �int�multi��	�h	  sgv�i	�addr�v�j	


sgv�i	�leng�v�j	 �� fac


sgv�i	�leng�v��	 �� �int�multi��	�h	  sgv�i	�leng�v�j	


�

for �i��
i�condCNT�pending
i���

� condition�i	�v�j	 �� fac


condition�i	�v��	 �� �int�multi��	�h	  condition�i	�v�j	


�

conditions�consistent� �affine�� �


deep��


�

else

� for �i��
i��k
i���

� sgv�i	�addr�v��	 �� sgv�i	�addr�v�j	 � fac


sgv�i	�leng�v��	 �� sgv�i	�leng�v�j	 � fac


�

for �i��
i�condCNT
i���

condition�i	�v��	 �� condition�i	�v�j	 � fac


if �conditions�consistent� �affine�� ��

break


else

h��


�

�

� while �deep�


if �pending�

longjmp�catcher��	� cmp�mark�


� END OF MOD catcher �

�

return �int� #�#�unsigned�� �� ��


�

�define safe �SAFE�

unsigned eliminate�empty�words� unsigned m� word sgv� word safe �

� unsigned h� i� j� k


if ��conditions�consistent��affine����

� fprintf�stderr��illegal call� conditions inconsistent�n��


return �


�

i��


safe� �word��


for �h�k�m
k��
�

� zero��condition�condCNT	�


decr��condition�condCNT	�sgv�k	�leng�


condition�condCNT	�v��	 �� �


if ��conditions�consistent��condition�condCNT	��

� if ��safe�

� if ���safe��word�malloc�m  sizeof�word����

� fprintf�stderr��malloc� not enough space�n��


exit�!��


�

for �j��
j�m
j���

�safe�j� � sgv�j	


�

�

else

� sgv���h	 � sgv�k	


i��


�

�

���



return m�i


�

�undef safe

unsigned analyze�propagation� word sgv� unsigned m �

� unsigned h� i� j� k


int ret


word safe


unsigned condCNT�orig� cases


if ���flags�RAW��

if �i� eliminate�empty�words�m�sgv��safe��

sgv �� i� m �� i


if �flags�DUMP�

for �k�m��
k��
�

decr��sgv�k	�addr� sgv��	�addr�


condCNT�orig�condCNT


k��


cases��


if �flags�VERBOSE�

printf���u� transition��n��trans�


� RELATION catcher �

catcher��	 � �catcher�environment��	


do �

while �setjmp�catcher�environment��	� '' �ret�check�transition�sgv�m�����

� if �condCNT �� MAX�COND�

� fprintf�stderr��too many conditions increase MAX�COND�n��


exit���


�

for �h��
h��MAX�VARS
h���

if �condition�condCNT	�v�h	�

break


if �condition�condCNT	�v�h	 � ��

� for �h��
h��MAX�VARS
h���

condition�condCNT	�v�h	� �condition�condCNT	�v�h	


�

condCNT��


if ��conditions�consistent��affine����

� fprintf�stderr��internal ERROR consistence�n��


exit����


�

�

cases��


k �� ret


while �condCNT � condCNT�orig�

� condCNT��


for �h��
h��MAX�VARS
h���

if �condition�condCNT	�v�h	�

break


if �condition�condCNT	�v�h	 � ��

� for �h��
h��MAX�VARS
h���

condition�condCNT	�v�h	� �condition�condCNT	�v�h	


condCNT��


break


�

�

if ��conditions�consistent��affine����

� fprintf�stderr��internal ERROR consistence�n��


exit����


�

� while �condCNT � condCNT�orig�


catcher��	 � �jmp�buf � �


���



� END OF RELATION catcher �

if ��k �� �flags�VERBOSE��

printf��consistent�n��


if �cases�� �� �flags�VERBOSE��

printf���u subcases�n��cases�


if ���flags�RAW��

total �� cases


if ���flags�RAW� �� safe�

� sgv �� i


m �� i


for �j��
j�m
j���

sgv�j	 � �safe�j�


free�safe�


�

return k


�

unsigned prepend�infinity�block� unsigned k� affine counter �

� if ��k���

� fprintf�stderr��list overflow increase MAX�SIZE�n��


exit� �


�

list�k	�addr � list�k��	�addr


list�k	�leng � counter


list�k	�value� �valueheap��	


decr��list�k	�addr� counter�


zero�counter�


return k


�

unsigned prepend�this�block� unsigned k� unsigned no� affine counter �

� unsigned h� i


i � group�no	�first


for �h � group�no	�anz
h��
�

� if ��k���

� fprintf�stderr��list overflow increase MAX�SIZE�n��


exit� �


�

list�k	 � sub�group�no	�first�h	


for �i��
i��MAX�VARS
i���

substitute��list�k	�leng�i�replace�i��	�


if ��is�zero�list�k	�leng��

� list�k	�addr � list�k��	�addr


condition�condCNT	� list�k	�leng


condition�condCNT	�v��	 �� �


if �conditions�consistent��condition�condCNT	��

� if �flags�VERBOSE�

printf���s�n��protocol�


fprintf�stderr��word can have negative length�n��


dumpword�list�k	�


exit����


�

decr��list�k	�addr� list�k	�leng�


decr�counter� list�k	�leng�


if ���flags�DUMP��

if ��unequal�zero�counter� �� ��

break


�

else

k��


���



�

return k


�

unsigned prepend�further�block��
 � Must be declared before used �

unsigned go�back�one�iteration� unsigned k� unsigned no� affine counter �

� unsigned h� m


if �group�no	�in�

� if �group�no	�var �� NOT�EXIST�

� if �flags�VERBOSE�

sprintf�next�protocol����c �� �c � ��n��group�no	�var�group�no	�var�


for �h��
varnames�h	 �� group�no	�var
h���


replace�h	�v��	 �� �


condition�group�no	�active	�v��	 �� �


�

else if �flags�VERBOSE�

sprintf�next�protocol��� �n��


if �conditions�consistent��affine����

m � prepend�further�block�k� group�no	�in� counter�


if �group�no	�var �� NOT�EXIST�

� replace�h	�v��	 �� �


condition�group�no	�active	�v��	 �� �


�

�

else if �flags�VERBOSE�

� sprintf�next�protocol��� �n��


m��


�

return m


�

unsigned leave�loop�through�head� unsigned k� unsigned no� affine counter �

� unsigned h� i� m


affine help


int factor


if �group�no	�var �� NOT�EXIST�

� for �h��
varnames�h��	 �� group�no	�var
h���


if �flags�VERBOSE�

� sprintf�last�next�protocol��������retroactive� ��


sprintaffine�next�protocol��replace�h��	�


sprintf�next�protocol��� �s �� �replace�h��	�v�h	 & ���� � ����� �


sprintaffine�next�protocol��group�no	�start�


sprintf�next�protocol����n��


�

if �replace�h��	�v�h	 �� ��

� help�group�no	�start


decr��help�replace�h��	�


help�v�h	 � �


if ���factor��int�malloc����MAX�SIZE�k��condCNT�sizeof�int����

� fprintf�stderr��malloc� not enough space�n��


exit�!��


�

for �i�k
i�MAX�SIZE
i���

� factor�� � substitute��list�i	�addr�h�help�


factor�� � substitute��list�i	�leng�h�help�


�

for �i��
i�condCNT
i���

factor�� � substitute��condition�i	�h�help�


factor �� ��MAX�SIZE�k��condCNT


���



�

else if �replace�h��	�v�h	�

� if �flags�VERBOSE�

printf���s�n��protocol�


fprintf�stderr��internal ERROR variable substitution�n��


exit����


�

else

� h��


if �condCNT �� MAX�COND�

� fprintf�stderr��too many conditions increase MAX�COND�n��


exit���


�

zero��condition�condCNT	�


decr��condition�condCNT	�condition�group�no	�active	�


condCNT��


�

�

else if �flags�VERBOSE�

sprintf�last�next�protocol�������� �n��


if �conditions�consistent��affine����

m � prepend�further�block�k� group�no	�ex� counter�


if �group�no	�var �� NOT�EXIST�

� if �h�

� for �i�k
i�MAX�SIZE
i���

� desubstitute��list�i	�addr�h�factor�help�


factor��


desubstitute��list�i	�leng�h�factor�help�


factor��


�

for �i��
i�condCNT
i���

� desubstitute��condition�i	�h�factor�help�


factor��


�

factor �� ��MAX�SIZE�k��condCNT


free�factor�


�

else

condCNT��


�

return m


�

unsigned skip�previous�block� unsigned k� unsigned no� affine counter �

� unsigned h� i� m


if �i�group�no	�ex�

� if �condCNT �� MAX�COND�

� fprintf�stderr��too many conditions increase MAX�COND�n��


exit���


�

condition�condCNT	 � group�i	�stop


decr��condition�condCNT	� group�i	�start�


condition�condCNT	�v��	 �� �


for �h��
h��MAX�VARS
h���

substitute��condition�condCNT	�h�replace�h��	�


condCNT��


if �flags�VERBOSE�

� sprintaffine�next�protocol��group�i	�start�


sprintf�next�protocol��� � ��


sprintaffine�next�protocol��group�i	�stop�


sprintf�next�protocol����n��


���



�

�

else if �flags�VERBOSE�

sprintf�next�protocol����n��


if �conditions�consistent��affine����

m � prepend�further�block�k� group�no	�in� counter�


else

m � �


if �i�

condCNT��


return m


�

unsigned enter�block�from�its�end� unsigned k� unsigned no� affine counter �

� unsigned h� i� m


if �i�group�no	�ex�

� if �condCNT �� MAX�COND�

� fprintf�stderr��too many conditions increase MAX�COND�n��


exit���


�

zero��condition�condCNT	�


decr��condition�condCNT	�group�i	�start�


for �h��
h��MAX�VARS
h���

substitute��condition�condCNT	�h�replace�h��	�


condCNT��


condition�condCNT	� group�i	�start


decr��condition�condCNT	�group�i	�stop�


for �h��
h��MAX�VARS
h���

substitute��condition�condCNT	�h�replace�h��	�


group�i	�active�condCNT


condCNT��


if �flags�VERBOSE�

� sprintf�last�next�protocol���������c �� ��group�i	�var�


sprintaffine�next�protocol��group�i	�stop�


sprintf�next�protocol����n��


�

for �h��
varnames�h	 �� group�i	�var
h���


replace�h	 � group�i	�stop


if �conditions�consistent��affine����

m � prepend�further�block�k� group�no	�ex� counter�


else

m � �


condCNT���


�

else

m��


return m


�

unsigned prepend�further�block� unsigned k� unsigned no� affine counter �

� unsigned m��


if �flags�VERBOSE�

sprintf�next�protocol���block �u �t��no�


if ��no�

k�prepend�infinity�block�k��counter�


else

k�prepend�this�block�k�no��counter�


if ��unequal�zero�counter� �� ��

� list�MAX�SIZE	�addr � list�MAX�SIZE��	�addr


incr��list�MAX�SIZE	�addr� list�MAX�SIZE��	�leng�


���



if �flags�VERBOSE�

printf���s�n��protocol�


trans��


if ���flags�PARSE��

m �� analyze�propagation�list�k�MAX�SIZE�k�


�

else

� if �group�no	�in �� no�

� m�� go�back�one�iteration�k�no�counter�


m�� leave�loop�through�head�k�no�counter�


�

else

� m�� skip�previous�block�k�no�counter�


m�� enter�block�from�its�end�k�no�counter�


�

if �flags�VERBOSE�

�last�next�protocol������� � "��"


�

if �flags�VERBOSE�

�last�next�protocol������� � "��"


return m


�

void show�grammar� unsigned no �

� unsigned h� j� k


char line�MAX�LINE�LEN��	


for �k��
k�MAX�LINE�LEN
k���

line�k	�" "


line�k	�"��"


for �k���h��
h�no
h���

� if �group�h	�ex � group�h	�in�

� if �group�h	�var �� "C" '' group�h	�var �� "E"�

k��


printf���s��line�MAX�LINE�LEN�!k�


if �group�h	�var �� "I" '' group�h	�var �� "C"�

� if �group�h	�var �� "C"�

printf��EL��


printf��IF ��� printaffine� group�h	�start �


if �group�h	�stop�v��	 �� ��

printf�� �� � ��


else if �group�h	�stop�v��	 �� ��

printf�� �� � ��


else

printf�� �� � ��


printf��THEN�n��


�

else if �group�h	�var �� "E"�

printf��ELSE�n��


else if �group�h	�var �� NOT�EXIST�

� printf��FOR �c��group�h	�var�


printf�� FROM ��� printaffine� group�h	�start �


printf�� UPTO ��� printaffine� group�h	�stop �


printf�� REP�n��


�

else

printf��REPEAT�n��


k��


�

else if �group�h	�in�

� k��


printf���s��line�MAX�LINE�LEN�!k�


���



if �group�h	�in �� group�h	�ex�

printf��FI�n��


else if �k�

printf��PER�n��


else

printf��ENDREP�n��


�

if �group�h	�anz�

� printf���s��line�MAX�LINE�LEN�!k�


printf���u� block� �u words length��� h� group�h	�anz�


printaffine� group�h	�length �


printf���n��


if �flags�DUMP�

for �j��
j�group�h	�anz
j���

� dumpword� sub�group�h	�first � j	 �


printf���n��


�

�

�

�

int generate�transitions� unsigned no �

� unsigned h� j� k


affine counter


trans��


j��


for �k��
k�no
k���

� if �group�k	�var��"I"�

�

�

else if �group�k	�var��"C" '' group�k	�var��"E"�

continue


else if �group�k	�ex � group�k	�in�

� if �group�k	�var �� NOT�EXIST�

� zero��condition�condCNT	�


decr��condition�condCNT	�group�k	�start�


condCNT��


group�k	�active � condCNT


for �h�freevars
varnames�h	��group�k	�var
h���


condition�condCNT	 � group�k	�start


condition�condCNT	�v�h��	 � ��


condCNT��


zero��condition�condCNT	�


decr��condition�condCNT	�group�k	�stop�


condition�condCNT	�v�h��	 � �


condCNT��


�

�

else if �group�k	�in�

condCNT �� !


if �group�k	�anz�

� if �flags�VERBOSE�

sprintf�protocol���n��


for �h��
h��MAX�VARS
h���

� zero��replace�h��	�


replace�h��	�v�h	��


�

counter � group�k	�length


incr��counter�move�moveCNT��	�


if �conditions�consistent��affine����

j �� prepend�further�block�MAX�SIZE� k� counter�


���



else

fprintf�stderr��WARNING block �u never active�n��k�


�

�

if �flags�VERBOSE�

printf���u transitions with �u cases checked�n��trans�total�


return j


�

unsigned init�valuestring�and�infinity�block� void �

� unsigned i


next�free� valueheap


next�free�� �"��"


if �flags�WL�

� for �i��
i��
i���

valuestring�i	 � �i & "�" � "�"�


next�free�� � valuestring��	


next�free�� � valuestring��	 � "��"


�

else if �flags�SPECIAL�

� if ���i�define�values�valuestring�MAX�MOVES���

� fprintf�stderr��internal ERROR define�values�n��


exit����


�

next�free�� � valuestring��	


next�free�� � valuestring�i	 � "��"


�

else

� for �i��
i��MAX�MOVES
i���

valuestring�i	 � �i & "a"�i�� � "�"�


next�free�� � valuestring�MAX�MOVES	


next�free�� �"��"


�

return i


�

int main� unsigned argc� char argv�	 �

� unsigned h� i� no


if �MOST �� �MOST�

� fprintf�stderr��internal ERROR need ��complement representation�n��


exit����


�

flags��


for �i��
 i � argc �� argv�i	��"�" 
i���

� if ��argv�i	��� �� "�" �� ��argv�i	����

� i��


break


�

else if ��argv�i	��� �� "�" �� ��argv�i	����

flags '� WL


else if ��argv�i	��� �� "r" �� ��argv�i	����

flags '� RAW


else if ��argv�i	��� �� "t" �� ��argv�i	����

flags '� PARSE


else if ��argv�i	��� �� "v" �� ��argv�i	����

flags '� VERBOSE


else if ��argv�i	��� �� "X"�

� flags '� SPECIAL


if ���argv�i	����

threshold��


���



else if ����sscanf�argv�i	�����u���threshold��

fprintf�stderr��invalid number for option X�n��


�

else if ��argv�i	��� �� "D" �� ��argv�i	����

flags '� DUMP


else

� fprintf�stderr��unknown option �s�n��argv�i	�


fprintf�stdout��usage� �s ��rtvX�no	D�	 filename�n��argv��	�


exit����


�

�

if �i �� argc�

� fprintf�stdout��usage� �s ��rtvX�no	D�	 filename�n�s�n��argv��	�VERSION�


fprintf�stdout�tot�MAX�WORDS�� �tot�MAX�SIZE�� �tot�MAX�SPLITS�� �

tot�MAX�BLOCKS�� �tot�HEAP�SIZE���n��


fprintf�stdout�tot�MAX�MOVES�� �tot�MAX�VARS�� �tot�MAX�COND�� �

tot�MAX�TOKEN�LEN�� �tot�MAX�NEST���n��


fprintf�stdout�tot�MAX�MOD�DEEP�� �tot�MAX�PROTO�� �tot�MAX�LINE�LEN�� �

tot�SPACING�� �tot�VBITS���n��


exit���


�

if ���fp�fopen�argv�i	��r����

� fprintf�stderr��can"t open �s�n��argv�i	�


exit��$�


�

else

inputline�ind��	� "��"


init�permutation��


init�valuestring�and�infinity�block��


no�parse�grammar��


fclose�fp�


if �flags�VERBOSE�

� varnames�MAX�VARS	�varnames�freevars	


varnames�freevars	�"��"


if �varnames��	�

printf��free variables��s ��varnames�


varnames�freevars	�varnames�MAX�VARS	


varnames�MAX�VARS	�"��"


if �varnames�freevars	�

printf��control variables��s�n��varnames�freevars�


else

printf��no control variables�n��


�

if ���flags�RAW��

� if �flags�VERBOSE�

show�grammar�no�


for �h��
h�no
h���

� if �group�h	�ex � group�h	�in �� group�h	�anz ��

group�h	�var��"I" �� group�h	�var��"C" �� group�h	�var��"E"�

� for �i��
i�freevars
i���

if ��group�h	�length�v�i��	�

� fprintf�stderr��length of loopbody is independent of �c�n��

varnames�i	�


exit��!�


�

�

�

�

if ���flags�RAW��

return �generate�transitions�no�


else if ���flags�PARSE��

return �analyze�propagation�sub�no�


���



else

return �


�

Beispielbeschreibung

� L��n��n����n��� n�!��n�!� p � n���n��� n �� �

�v � ���n����n � �n��n��������� � !n � �n��� � � n ��  

�n �� ! �n �n�� �n��  n�! �n�!�

m �� ! ��m�� �m�� �m�� ��m�� ��m�!�

� j��

���m��� A��m���

�� B��m��� A�

���m��� A��m��� B��m���

C��m��� D��m���

C� E� B� E��m��� D�

C��m��� D� B�

� j��

���m��� A��m���

�� E� B��m�!� A�

���m��� A��m��� B� D� B��m�!�

C��m��� D� B� D� D��m� �

C� E� D� B� E��m� � D�

C��m��� D� B�

FOR j FROM � UPTO �m�� REP

���m��� A��m���

�� B� �DE��j��� B��m���j� A�

���m��� A��m��� B� D� B��m�!�

C��m��� D� B� �DE��j� D��m���j�

C� E� D� E� B�j��� E��m���j� D�

C��m��� D� B�

PER

� j��m�!

���m��� A��m���

�� B� �DE���m��� B��� A�

���m��� A��m��� B� D� B��m�!�

C��m��� D� B� �DE���m���

C� E� D� E� B��m���

C��m��� D� B�

� j��m��

���m��� A��m���

�� B� �DE���m�!� A�

���m��� A��m��� B� D� B��m�!�

C��m��� B� D� B� �DE���m���

C� B� D� E� B��m���

C��m��� D�

FOR j FROM �m�� UPTO !m�! REP

���m��� A��m���

�� E�j��m��� B� E�j��m��� �DE���m� ��j� A�

���m��� A��m��� B��m���

C��m��� B� D��j��m��� �DE���m����j�

C� B�j��m�!� E� B��m� �j�

C��m��� D�

PER

FOR j FROM !m�� UPTO �m�� REP

���m��� A��m���

�� E�j��m��� B� E��m���j� A�

���



���m��� A��m��� B��m���

C��m��� B� D��m���

C� B�j��m�!� E� B��m� �j�

C��m��� D�

PER

� j��m� 

���m��� A��m���

�� E��m��� B� E� A�

���m��� A��m��� B��m���

C��m��� B� D��m���

C� B��m��� D�

C��m��� D�

� j��m��

���m��� A��m���

�� E��m�!� B� A�

���m��� A��m��� B��m���

C��m��� D��m���

C� E� B��m���

C��m��� D� B�

� j��m�!

���m��� A��m���

�� E��m��� A�

���m��� A��m��� B� D� B��m�!�

C��m��� B� D� B� D��m���

C� B� D� B��m�!�

C��m��� D�

REPEAT

FOR j FROM � UPTO m�! REP

���m��� A��m���

�� E�j� B� E�j� D� E��m����j� A�

���m��� A��m��� B��m���

C��m��� B� D��j�!� E� D��m����j�

C� B�j��� E� B��m���j�

C��m��� D�

PER

� j�m��

���m��� A��m���

�� E�m��� B� E�m��� D� A�

���m��� A��m��� B��m���

C��m��� B� D��m���

C� B�m� E� B�m���

C��m��� D�

FOR j FROM m�� UPTO �m� REP

���m��� A��m���

�� E�j� B� E��m�!�j� A�

���m��� A��m��� B��m���

C��m��� B� D��m���

C� B�j��� E� B��m���j�

C��m��� D�

PER

� j��m��

���m��� A��m���

�� E��m��� B� E� A�

���m��� A��m��� B��m���

C��m��� B� D��m���

C� B��m��� D�

C��m��� D�

� j��m�!

���m��� A��m���

�� E��m�!� B� A�

���m��� A��m��� B��m���

C��m��� D��m���

���



C� E� B��m���

C��m��� D� B�

� j��m��

���m��� A��m���

�� E��m��� A�

���m��� A��m��� B� D� B��m�!�

C��m��� B� D� B� D��m���

C� B� D� B��m�!�

C��m��� D�

ENDREP

���



Literaturverzeichnis

�AB��� I� Alth�ofer and J� B�ultermann� Superlinear period lengths in so

me subtraction games� Theoretical Computer Science ��
 ������
��������

�Bac����� C��G� Bachet de M)eziriac� Probl�emes plaisants et d�electables� Pa�
ris ������� �re )edition�

�BC��� W� W� Rouse Ball and H� S� M� Coxeter� Mathematical Recreati

ons � Essays� Mac Millan ����� ��th Edition�

�BCG���� E� R� Berlekamp� J� H� Conway� and R� K� Guy� WINNING WAYS
for Your Mathematical Plays� � � � �����
Deutsche Ausgabe� GEWINNEN � Strategien f�ur mathemati

sche Spiele� � � � Vieweg� Braunschweig ���� � �����

�Bou��� C� L� Bouton� Nim� a game with a complete mathematical theory�
Annals of Mathematics� Princeton ��� � ����� � ����� ������

�B�ul��� J� B�ultermann� Periodenl�angen in Nim
Spielen� Diplomarbeit�
Fakult�at f�ur Mathematik� Universit�at Bielefeld �����

�Fla��� A� Flammenkamp� Drei Beitr�age zur diskreten Mathematik	 Ad

ditionsketten� No
Three
in
Line
Problem� Sociable Numbers� Di�
plomarbeit� Fakult�at f�ur Mathematik� Universit�at Bielefeld �����

�GS��� R� K� Guy and C� A� B� Smith� The G
values for various games�
Proc� Camb� Phil� Soc� �� ������ �������

�Kre��� B� Krek)o� Lehrbuch der Linearen Optimierung� VEB Berlin �����
�te Auflage�

�Gru��� P� M� Grundy� Mathematics and Games� Eureka � ������ ��� 
Reprint Eureka �	 ������ �����

�HS��� S� P� Harbison and G� L� Steele Jr�� C� a Reference Manual� New
Jersey ���� �rd Edition�

�Hen��� A� Henning� Einige nichtlineare Shiftregister mit langen Peri

oden� Diplomarbeit� Fakult�at f�ur Mathematik und Informatik�
Friedrich�Schiller�Universit�at Jena �����

�Anm�� Seiten� und Bandangaben beziehen sich hier stets auf die deutsche Ausgabe�

���



�Knu��� D� E� Knuth� The Art of Computer Programming� Fundamental
Algorithms �� Addison�Wesley ����� �nd Edition�

�Knu��� D� E� Knuth� The Art of Computer Programming� Seminumerical
Algorithms �� Addison�Wesley ����� �nd Edition�

�Kos��� K��U� Koschnick� private Mitteilung �uber T� Sillke �������

�LN��� R� Lidl and H� Niederreiter� Finite �elds� Encyclopedia of Mathe�
matics and its Applications �� Addison�Wesley �����

�Sch��� F� Schuh� The Master Book of Mathematical Recreations� Dover
Publications �����

�Sil��� T� Sillke� private Mitteilung �������

�Spr��� R� P� Sprague� �Uber mathematische Kampfspiele� T+ohoku Math�
J� �� ��������� ������� ZBl� ��� ����

���



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


