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Abstract

Structural analysis of shop scheduling problems� number problems� po�
tential optimality� and new enumeration algorithms�

This thesis deals with the number and the structure of the solutions for shop schedul�
ing problems� The basic notation and preliminaries which are relevant for the prob�
lems in consideration can be found in Chapter ��

We are starting the structural investigation from the classical open shop problem
with n jobs and m machines� A feasible solution of such a problem is represented by
a sequence graph �directed acyclic graph� or a sequence �certain Latin rectangle��
In Chapter � we discuss the modeling concepts and we prove some statements about
sequence graphs and sequences�

Chapter � contains the general determination of the number of sequences� Here	
exact formulae for the number of sequences for open shop problems with up to
three machines and an arbitrary number of jobs or vice versa have been found�
Furthermore	 new upper and lower bounds for the number of n � m
sequences
are developed� These results are mainly based on the estimation of the chromatic
polynomial of the Hamming graph Kn �Km�

The main topic of Chapter � is a new enumeration method which gives us the
ability to generate all n�m
sequences e�ciently at least for small values of n and
m� This procedure results from the construction of equivalence classes in which we
collect sequences with the same basic structure�

In Chapter  we present and compare two concepts which serve for the de�
termination of optimality criteria for sequences� With the aid of the concept of
irreducibility we are able to reduce the set of all sequences to a set of potentially�
optimal sequences	 in which there is always an optimal sequence regardless of the
given processing times� By means of the concept of stability we can characterize op�
timal sequences for given processing times	 which remain optimal if there are certain
deviations from these processing times� Such sequences are called stable sequences�

In Chapter � we discuss various methods for the enumeration of potentially�
optimal sequences� These methods allow us to generate a comparatively small set
of potentially�optimal sequences only instead of the whole set of n �m
sequences
for a given problem� Thus we can restrict to such a small set if we are searching for
an optimal sequence for a given open shop problem with n jobs and m machines�

From the ratio of the total number of sequences and the corresponding number
of potentially�optimal sequences we can deduce interesting statements about the
di�erences in the hardness of the classical job shop problem with di�erent machine
orders of the jobs�
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Kapitel �

Einleitung

Die Schedulingtheorie befa�t sich mit der Optimierung der zeitlichen Zuordnung
von knappen Ressourcen zu bestimmten Aktivit�aten und kann als ein Teilgebiet
des Operations Research aufgefa�t werden� Wegen der gro�en praktischen Rele�
vanz in der betrieblichen Produktionsplanung erf�ahrt die Schedulingtheorie seit den
f�unfziger Jahren eine enorme Entwicklung	 die unter anderem an der Vielzahl von
Publikationen in diesem Bereich abgelesen werden kann� Durch die obige Beschrei�
bung der Optimierungsprobleme in der Schedulingtheorie ergibt sich eine gro�e An�
zahl verschiedener Problemtypen� Zus�atzlich sind die aus den praktischen Gegeben�
heiten abgeleiteten Modellierungen dieser Probleme durch die verschiedenen Restrik�
tionen und Anforderungen sehr vielf�altig� Viele Schedulingprobleme treten auch in
Lebensbereichen auf	 die nicht direkt aus dem Anwendungsgebiet der Produktions�
planung stammen� Beispielsweise seien hier Probleme bei der Stundenplanerstellung
in Schulen oder bei der Optimierung des zeitlichen Zusammenspiels von Computer�
prozessoren genannt�

Typischerweise existiert f�ur Schedulingprobleme eine sehr gro�e Anzahl zul�assi�
ger Zuordnungen bzw� L�osungen� Beim Au�nden einer optimalen L�osung kann
man sich zwar in der Regel auf eine bestimmte endliche Menge von zul�assigen
L�osungen beschr�anken	 aber die Anzahl dieser L�osungen ist meistens immer noch so
gro�	 da� sich deren Untersuchung selbst mit Hilfe moderner Computertechnik als
zu aufwendig herausstellt� In diesem Zusammenhang ist eine Unterscheidung zwi�
schen einfachen und schwierigen Problemen bez�uglich der Laufzeit entsprechender
L�osungsalgorithmen w�unschenswert�

Die Anwendung der Komplexit�atstheorie f�ur Schedulingprobleme ist zu einem
wichtigen Instrument geworden	 denn sie erlaubt eine formale Interpretation der
empirischen Unterscheidung zwischen einfachen und schwierigen kombinatorischen
Optimierungsproblemen� Diese Unterscheidung beruht auf einer Identi�zierung der
einfachen Probleme mit Problemen	 deren L�osung eine Zeit in Anspruch nimmt	
die nur durch eine polynomiale Funktion der Problemgr�o�e beschr�ankt ist	 w�ahrend
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es f�ur die schweren bzw� NP�vollst�andigen Probleme unwahrscheinlich ist	 da� ein
polynomialer L�osungsalgorithmus existiert�

Problemstellung und Modellierung

Bei der g�angigen Terminologie f�ur Schedulingprobleme ist eine Menge von Auftr�agen
und eine Menge von Maschinen gegeben	 wobei die Aktivit�aten den Auftr�agen ent�
sprechen und die Ressourcen durch die Maschinen repr�asentiert werden� Ein Sche�
dulingproblem mit mehr als einem Auftrag und mehr als einer Maschine	 bei dem
zu gegebenen Auftr�agen und Maschinen jeder Auftrag auf jeder Maschine f�ur eine
bestimmte Zeit zu bearbeiten ist	 wird als Shop�Scheduling�Problem bezeichnet� Es
gelten die f�ur die meisten Schedulingprobleme �ublichen Bedingungen	 da� zu jedem
Zeitpunkt jede Maschine h�ochstens einen Auftrag gleichzeitig bearbeitet	 und jeder
Auftrag auf h�ochstens einer Maschine gleichzeitig bearbeitet werden kann�

Ein spezielles Shop�Scheduling�Problem	 das sogenannte Open�Shop�Problem	 ist
zentraler Ausgangspunkt der hier vorgestellten Untersuchungen� Bei diesem Pro�
blem ist die Reihenfolge	 in der ein Auftrag von den Maschinen bearbeitet wird
und in der eine Maschine die Auftr�age bearbeitet	 f�ur alle Auftr�age und Maschinen
beliebig w�ahlbar� Die Optimierungsaufgabe liegt in der Bestimmung dieser Reihen�
folgen	 so da� eine zul�assige L�osung entsteht und dabei eine gegebene Zielfunktion
minimiert wird	 die f�ur gew�ohnlich als eine Funktion in den Fertigstellungszeiten der
Auftr�age de�niert ist�

Diese Art von Schedulingproblemen tritt in vielen Lebensbereichen auf� Stellver�
tretend wird ein Beispiel aus der Praxis gegeben� In Kraftfahrzeugwerkst�atten kann
die Ablaufplanung f�ur die anfallenden Inspektionen als ein bestimmtes Open�Shop�
Problem aufgefa�t werden� Die Auftr�age entsprechen hierbei den Fahrzeugen und
die Abteilungen �ubernehmen die Rolle der Maschinen� In den Abteilungen werden
die bez�uglich ihrer Reihenfolge voneinander unabh�angigen Wartungsarbeiten �z� B�
�Olwechsel	 Pr�ufung der Bremsen	 Pr�ufung der Elektrik	 usw�� durchgef�uhrt	 wo�
bei die Bearbeitungszeiten f�ur die einzelnen Wartungsarbeiten vorher bekannt sind�
Es wird angenommen	 da� zu jedem Zeitpunkt immer nur h�ochstens eine War�
tungsarbeit an einem Fahrzeug vorgenommen	 und h�ochstens ein Fahrzeug in einer
Abteilung gewartet werden kann� Das Ziel ist eine m�oglichst geringe Gesamtbear�
beitungszeit f�ur alle anfallenden Inspektionen� Auf diese Weise sind alle Fahrzeuge
wieder so fr�uh wie m�oglich einsatzbereit�

Sehr anschaulich k�onnen Shop�Scheduling�Probleme anhand von Graphen mo�
delliert werden� Ein Graph G ist ein geordnetes Paar G � �V�E�	 bestehend aus
einer Menge V �� � von Knoten und einer Menge E von Kanten	 wobei jede Kante
eine zweielementige Teilmenge fu� vg mit u� v � V ist� Bei einem Digraphen bzw�
gerichteten Graphen G� � �V �� E �� besteht die Menge E � aus geordneten Knoten�



	

paaren �u� v� mit u� v � V �� In diesem Fall wird h�au�g auch von gerichteten bzw�
orientierten Kanten gesprochen� Zur Illustration einer zul�assigen L�osung kann ei�
ne bestimmte Klasse von Digraphen verwandt werden� Diese Ablaufgraphen stehen
mit den in der Schedulingtheorie h�au�g benutzten disjunktiven Graphen in engem
Zusammenhang	 auf den in Kapitel � n�aher eingegangen wird�

Zur Modellierung der L�osungen von Shop�Scheduling�Problemen bietet sich ne�
ben den Ablaufgraphen auch das Blockmatrizenmodell �siehe Br�asel ���� an	 bei
dem jede zul�assige L�osung eines Problems durch ein eindeutig bestimmtes latei�
nisches Rechteck repr�asentiert ist� Ein lateinisches Rechteck� ist eine Matrix mit
Eintr�agen aus einer endlichen Menge S	 wobei jedes Element aus S h�ochstens ein�
mal in jeder Zeile und h�ochstens einmal in jeder Spalte vorkommt�

Die lateinischen Rechtecke	 die eine zul�assige L�osung beschreiben	 haben spezi�
elle Eigenschaften und werden als Pl�ane bezeichnet� Jedem Eintrag eines Planes
entspricht eine Operation	 d� h� einem Bearbeitungsschritt eines Auftrags auf einer
Maschine	 und jeder Eintrag gibt gleichzeitig die Position seiner zugeh�origen Ope�
ration innerhalb der Reihenfolge des gesamten Produktionsablaufs wieder�

Strukturuntersuchungen

Die Anzahl der Pl�ane eines Shop�Scheduling�Problems wird mit steigender Auftrags�
und Maschinenanzahl schnell sehr gro� und unhandlich� Man kann sich dieses
Wachstum zum Beispiel an der Anzahl der M�oglichkeiten veranschaulichen	 f�ur
alle Maschinen die Reihenfolgen der auf ihnen zu bearbeitenden Auftr�age festzu�
legen� Diese Anzahl betr�agt �n��m bei einem Shop�Scheduling�Problem mit n Auf�
tr�agen und m Maschinen	 und im Falle n � � m � � sind das bereits ��� ��� ���
M�oglichkeiten� Deshalb wird bei vielen Approximationsalgorithmen zur L�osung ei�
nes Shop�Scheduling�Problems auf eine vollst�andige Plan�Enumeration verzichtet�
Auf diese Weise n�ahert man den optimalen Zielfunktionswert zwar in der Regel nur
bis auf einen bestimmten Faktor an	 aber der entsprechende Algorithmus besitzt
daf�ur eine wesentlich k�urzere Laufzeit�

Trotzdem ist die Enumeration aller Pl�ane eines Shop�Scheduling�Problems h�au�g
von Nutzen	 denn es k�onnen damit allgemeine Aussagen �uber die Schwierigkeit
des betrachteten Problems getro�en werden� O�ensichtlich h�angt die Auswahl der
Pl�ane	 die hinsichtlich der Optimalit�at g�unstiger als andere sind	 in starkem Ma�e
von der Struktur des zugrunde liegenden Ablaufgraphen ab� Da bereits w�ahrend
der Enumeration das Erkennen von ung�unstigen Strukturen m�oglich ist	 kann man
viele Pl�ane schon vor ihrer vollst�andigen Erzeugung von der weiteren Betrachtung

�Im ��� Jh� hat Euler ���� wahrscheinlich als erster den Begri	 lateinisches Quadrat ge

pr�agt� denn er benutzte damals lateinische Buchstaben als Eintr�age f�ur entsprechende quadratische
Matrizen�
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ausschlie�en� Bei der Plan�Enumeration in der vorliegenden Arbeit spielen die vor�
gegebenen Zeiten f�ur die Bearbeitung eines Auftrags auf einer Maschine zun�achst
keine Rolle� Die Untersuchungen f�ur Shop�Scheduling�Probleme	 die sich auf die
rein kombinatorische Frage nach der Art und Anzahl der zugeh�origen Pl�ane bzw�
Ablaufgraphen unabh�angig von den gegebenen Bearbeitungszeiten beziehen	 hei�en
Strukturuntersuchungen�

Die ersten Ergebnisse auf dem Gebiet der Strukturuntersuchungen stammen
von Akers und Friedman ��� sowie von Conway	 Maxwell und Miller ����
Die Autoren ermitteln in diesen Arbeiten f�ur bestimmte Shop�Scheduling�Probleme
g�unstige Grundstrukturen zul�assiger L�osungen� Auf diese Weise kann man sich bei
der Suche nach optimalen L�osungen auf einen kleineren Suchraum beschr�anken�

In ���	 ��� haben Br�asel und M� Kleinau die Resultate aus ��� und ��� f�ur
Open�Shop�Probleme verallgemeinert� Darauf aufbauend sind im Rahmen der vor�
liegenden Arbeit neue Enumerationstechniken entwickelt worden� Mit Hilfe dieser
Techniken ist die Plan�Enumeration und die Charakterisierung g�unstiger Planstruk�
turen f�ur gr�o�ere Formate als bisher m�oglich� Auf diese Weise kann man zum Bei�
spiel alle Pl�ane mit bis zu  Auftr�agen und � Maschinen vollst�andig enumerieren und
dabei die Pl�ane mit g�unstigen Strukturen identi�zieren� Eine Reihe von neuen theo�
retischen Ergebnissen im Bereich der Anzahlproblematik best�atigen und erg�anzen
die durch die Enumeration entstandenen numerischen Werte� Insgesamt k�onnen
die hier pr�asentierten Resultate auch als Weiterentwicklung der �Uberlegungen und
Algorithmen zur Plan�Enumeration aus der Dissertation von M� Kleinau ���� auf�
gefa�t werden� Die in ���� benutzten Begri�e und Konzepte werden dabei erweitert
und an die g�angige graphentheoretische Terminologie angepa�t�

Kapitel�ubersicht

In Kapitel � werden die Grundlagen aus dem Bereich der Schedulingtheorie bereit�
gestellt	 die f�ur die hier untersuchten Probleme relevant sind� Kapitel � enth�alt die
Beschreibung der Konzepte und Ergebnisse im Zusammenhang mit der Modellierung
von Schedulingproblemen durch Ablaufgraphen und Pl�ane�

In Kapitel � werden bekannte und neue Ergebnisse im Bereich der Anzahlpro�
blematik f�ur Pl�ane eines gegebenen Formats vorgestellt� Neben einer ausf�uhrlichen
�Ubersicht �uber den aktuellen Stand auf dem Gebiet der Pl�ane	 die den klassischen
lateinischen Rechtecken entsprechen	 werden in diesem Kapitel neue exakte Werte
sowie obere und untere Schranken f�ur die Anzahl allgemeiner Pl�ane entwickelt� Der
zentrale Gegenstand in Kapitel � ist ein neues Enumerationsverfahren zur Erzeugung
und Anzahlbestimmung der Pl�ane eines gegebenen Formats� Vorbereitend dazu wer�
den Methoden beschrieben	 durch die man Pl�ane mit gleichartigen Eigenschaften
zusammenfassen kann� Weiterhin enth�alt dieses Kapitel Anzahlbestimmungen	 bei






denen jeweils ausschlie�lich die Reihenfolge	 in der ein Auftrag von den Maschinen
bearbeitet wird	 eine Rolle spielt�

Kapitel  ist der Charakterisierung von Pl�anen mit g�unstigen Grundstrukturen
gewidmet� Es handelt sich um potentiell�optimale Pl�ane	 unter denen unabh�angig
von den gegebenen Bearbeitungszeiten stets ein Plan existiert	 der eine optima�
le L�osung des entsprechenden Shop�Scheduling�Problems repr�asentiert� Weiterhin
werden in diesem Kapitel Zusammenh�ange zwischen potentieller Optimalit�at und
sogenannter Stabilit�at von Pl�anen hergestellt� Verschiedene Verfahren zur Enume�
ration der potentiell�optimalen Pl�ane werden in Kapitel � behandelt� Abschlie�ende
Bemerkungen und Einstufungen der erzielten Ergebnisse sollen diese Arbeit in Ka�
pitel � abrunden�
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Kapitel �

Grundlagen

Dieses Kapitel behandelt einige Grundbegri�e aus der Scheduling� und Komple�
xit�atstheorie	 die notwendig f�ur das Verst�andnis der Problemstellungen sind�

In der vorliegenden Arbeit werden ausschlie�lich deterministische Scheduling�
probleme behandelt	 bei denen im Gegensatz zu den stochastischen Problemen alle
problemde�nierenden Parameter vor dem Optimierungsproze� bereits bekannt sind�
Diese Probleme k�onnen nochmals in Single�Stage� und Multi�Stage�Probleme unter�
teilt werden	 je nachdem ob zur Fertigstellung eines Auftrags eine oder mehr als
eine Maschine ben�otigt wird� Es wird sich hier mit der Klasse der Multi�Stage�
Probleme besch�aftigt	 zu der auch die Shop�Scheduling�Probleme geh�oren	 die im
anschlie�enden Abschnitt de�niert werden und in der Regel schwerer als vergleich�
bare Single�Stage�Probleme sind�

��� Problem�Klassi�kation

Parallel zur Entwicklung der Schedulingtheorie gestaltet sich die Verfeinerung ei�
ner detaillierten Problemklassi�kation	 dessen erste Grundlage im Buch von Con�

way	 Maxwell und Miller ��� gescha�en wurde� Das Klassi�kationsschema von
Graham et al� ���� ist eine Weiterentwicklung des Schemas ��� und umfa�t eine
sehr gro�e Anzahl der Schedulingprobleme� Im folgenden werden nur die in der
vorliegenden Arbeit ben�otigten Begri�e und Symbole in Anlehnung an das Klassi��
kationsschema ���� eingef�uhrt�

Bei einem Shop�Scheduling�Problem wird f�ur n� m � N mit n�m � � eine Menge
von n Auftr�agen �jobs� fJ�� � � � � Jng betrachtet	 die auf einer Menge von m Maschi�
nen fM�� � � � �Mmg zu bearbeiten sind� Dabei bearbeitet jede Maschine h�ochstens
einen Auftrag gleichzeitig	 und jeder Auftrag kann h�ochstens auf einer Maschine
gleichzeitig bearbeitet werden� Jeder Auftrag Ji	 i � �� � � � � n	 besteht aus einer
Menge von m Operationen foi�� � � � � oimg	 wobei jede Operation oij	 j � �� � � � � m	
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des Auftrags Ji auf der Maschine Mj w�ahrend der Bearbeitungszeit �processing time�
pij � � ausgef�uhrt werden mu��

Zwischen je zwei Operationen oik� oil eines Auftrags Ji oder je zwei Operatio�
nen okj� olj einer Maschine Mj k�onnen Vorrangbedingungen �precedence constraints�
gegeben sein� Beispielsweise bedeutet eine Vorrangbedingung der Form oi� � oi�	
da� die Operation oi� bereits bearbeitet sein mu�	 bevor mit der Bearbeitung der
Operation oi� des Auftrags Ji begonnen werden darf�

Bei einer Zuordnung der Maschinen zu den Auftr�agen gibt die Fertigstellungszeit
�completion time� cij � � der Operation oij den Zeitpunkt an	 bei dem die Bear�
beitung der Operation oij beendet ist� Die Fertigstellungszeit Ci des Auftrags Ji
bezeichnet den Zeitpunkt	 nachdem die Bearbeitung der letzten Operation dieses
Auftrags beendet ist	 also Ci � maxj�cij��

Ziel eines Shop�Scheduling�Problem ist das Finden einer zul�assigen L�osung	 d� h�
einer zul�assigen zeitlichen Zuordnung von Maschinen und Auftr�agen	 so da� die
Fertigstellungszeiten Ci der Auftr�age Ji einem bestimmten Optimalit�atskriterium
gen�ugen� Mit Hilfe der drei Felder �j�j� werden im Klassi�kationsschema in ����
die verschiedenen Maschinen� ���	 Auftrags� ��� und Optimalit�atsmerkmale ��� von
Shop�Scheduling�Problemen wiedergegeben�

Maschinenumgebung ���

Das erste Klassi�kationsfeld � � ���� spezi�ziert die Maschinenmerkmale	 wobei
beim ersten Teilfeld �� hier vier Symbole von Interesse sind� �� � fJ� F�O�Gg�
Diese Symbole bezeichnen Sonderf�alle des Shop�Scheduling�Problems	 f�ur die ganz
bestimmte oder �uberhaupt keine Vorrangbedingungen bestehen�

�� � J� Beim Job�Shop�Problem sind f�ur jeden Auftrag Ji bez�uglich seiner Opera�
tionen oij �j � �� � � � � m� Vorrangbedingungen der Form oi�j� � oi�j� � � � � �
oi�jm festgelegt�

�� � F � Das Flow�Shop�Problem ist ein Job�Shop�Problem	 bei dem f�ur jeden Auf�
trag die Vorrangbedingungen dieselben sind	 also oi� � oi� � � � � � oim f�ur
alle i � �� � � � � n�

�� � O� Beim Open�Shop�Problem bestehen zwischen den Operationen oij keinerlei
Vorrangbedingungen�

�� � G� Beim General�Shop�Problem existieren Vorrangbedingungen zwischen be�
liebigen Operationen einer Maschine bzw� eines Auftrags�

�� � fm� �g� Das Symbol �� bezeichnet die Maschinenanzahl� F�ur �� � m mit
m � N wird eine konstante Anzahl m der Maschinen vorausgesetzt	 w�ahrend
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man f�ur das leere Symbol �� � � eine variable Maschinenanzahl annimmt	
die dann als Teil der Eingabe eines Algorithmus zur L�osung des betre�enden
Shop�Scheduling�Problems aufzufassen ist�

Auftragseigenschaften ���

Das zweite Klassi�kationsfeld � � ��� ��� � � � stellt eine Kombination unterschied�
licher Typen von Nebenbedingungen f�ur die Auftr�age Ji dar� Die in der vorliegenden
Arbeit betrachteten Nebenbedingungen sind�

�� � fpij � �� �g� Der Eintrag pij � � bedeutet	 da� jede Operation oij die Bear�
beitungszeit � hat	 d� h� es bestehen sogenannte Einheitsbearbeitungszeiten�

�� � fp � pij � p� �g� Im Fall �� � p � pij � p gibt es konstante untere und
obere Schranken f�ur die Bearbeitungszeiten pij der Operationen oij�

�� � fn � k� �g� Der Eintrag �� kann weitere Symbole mit naheliegender Inter�
pretation wie z� B� n � � f�ur ein Problem mit zwei Auftr�agen haben�

Optimalit�atskriterium ���

Das dritte Klassi�kationsfeld � � fCmax�
PPP
Ci� � � � g gibt als Optimalit�atskrite�

rium die zu minimierende Zielfunktion � an� Die Zielfunktion ist immer eine Funk�
tion in den FertigstellungszeitenCi der Auftr�age Ji	 also � � ��C�� C�� � � � � Cn�� Eine
Zielfunktion � hei�t regul�ar	 wenn � nicht�fallend in den Ci ist� Das hei�t	 wenn
bei zwei verschiedenen L�osungen A und B eines Shop�Scheduling�Problems f�ur die
Fertigstellungszeiten CA

i und CB
i die Beziehungen CA

i � CB
i f�ur alle i � �� � � � � n

gelten	 folgt f�ur jede regul�are Zielfunktion die Ungleichung

��CA
� � � � � � C

A
n � � ��CB

� � � � � � C
B
n ��

Es gibt eine Reihe von m�oglichen Optimalit�atskriterien	 wobei hier nur die folgenden
regul�aren Zielfunktionen betrachtet werden�

� � Cmax� Das Symbol Cmax bezeichnet die zu minimierende Gesamtbearbeitungs�
zeit �makespan�� Dies ist die gr�o�te Fertigstellungszeit Ci �uber allen Auftr�agen
Ji	 also Cmax � max�C�� � � � � Cn��

� �
PPP
Ci� Dieses Symbol bezeichnet als Optimalit�atskriterium die Summe der Fer�

tigstellungszeiten �total �ow time� �uber allen Auftr�agen Ji�
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��� Sequenzen und Schedules

Bei den in dieser Arbeit betrachteten Shop�Scheduling�Problemen wird jeder Auftrag
Ji stets genau einmal auf jeder Maschine Mj bearbeitet� Also kann eine Operation
oij stets mit der Bearbeitung des Auftrags Ji auf der Maschine Mj f�ur alle i �
�� � � � � n und j � �� � � � � m identi�ziert werden� Eine einzelne Reihenfolge oi�j� 	 oi�j�
bedeutet	 da� mit der Bearbeitung der Operation oi�j� erst begonnen wird	 nachdem
die Bearbeitung der Operation oi�j� abgeschlossen ist� In einer L�osung f�ur ein Shop�
Scheduling�Problem wird f�ur einen Auftrag Ji die Reihenfolge der Maschinen	 auf
denen Ji bearbeitet wird	 als technologische Reihenfolge des Auftrags Ji bezeichnet�
Analog dazu hei�t f�ur eine Maschine Mj die Reihenfolge der auf ihr bearbeiteten
Auftr�age die organisatorische Reihenfolge der Maschine Mj� O�ensichtlich kann
eine technologische bzw� organisatorische Reihenfolge auch als eine Operationen�
Reihenfolge oi�j� 	 oi�j� 	 � � � 	 oi�jm� bzw� oi��j 	 oi��j 	 � � � 	 oin�j aufgefa�t
werden�

De�nition ����� Die Technologie ist die Menge der technologischen Reihenfolgen
f�ur alle Auftr�age Ji	 i � �� � � � � n� Die Organisation ist die Menge der organisatori�
schen Reihenfolgen f�ur alle Maschinen Mj	 j � �� � � � � m�

Beim Open�Shop�Problem sind sowohl die Technologie als auch die Organisation frei
w�ahlbar	 w�ahrend beim Job�Shop� und Flow�Shop�Problem die Technologie durch
die gegebenen Vorrangbedingungen der Form

�
�� bereits festgelegt ist	 und bei der

Suche nach einer optimalen L�osung nur noch verschiedene Organisationen betrachtet
werden�

De�nition ����� Eine Sequenz eines Shop�Scheduling�Problems ist eine zul�assige
Kombination von Technologie und Organisation� Zul�assig bedeutet hierbei	 da� der
durch die Kombination charakterisierte Produktionsablauf endlich ist�

Es handelt sich bei einer auf diese Weise de�nierten Sequenz eigentlich um eine

�
Multi�Sequenz�	 denn es werden gleichzeitig stets alle technologischen und organi�

satorischen Reihenfolgen durch eine gegebene Sequenz beschrieben�
Ein Schedule ist die Realisierung einer Sequenz	 bei der jeder Operation oij des

gegebenen Shop�Scheduling�Problems ein fester Startzeitpunkt zugeordnet ist� Ein
Schedule hei�t zul�assig	 wenn neben dem durch die Sequenz garantierten endlichen
Produktionsablauf alle weiteren problemspezi�schen Bedingungen erf�ullt sind� Zu
einer gegebenen Sequenz kann ein Schedule anhand der vorgegebenen Bearbeitungs�
zeiten pij der Operationen oij wie folgt bestimmt werden� Unter Ber�ucksichtigung
der durch Technologie und Organisation gegebenen Bearbeitungsreihenfolgen wird
jede Operation oij so fr�uh wie m�oglich ausgef�uhrt� Die Laufzeit eines entsprechenden
Algorithmus zur Berechnung der Start� und Fertigstellungszeiten der Operationen
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wird sp�ater bei der Beschreibung der Matrix der Fertigstellungszeiten �Matrix C�
im Blockmatrizenmodell auf Seite �� behandelt� Ein Schedule	 der auf die beschrie�
bene Weise einer Sequenz eindeutig zugeordnet ist	 hei�t semiaktiver Schedule� Es
liegt also ein semiaktiver Schedule vor	 wenn keine Bearbeitung einer Operation
fr�uher beendet werden kann	 ohne dabei eine technologische oder organisatorische
Reihenfolge zu ver�andern oder eine der weiteren problemspezi�schen Bedingungen
zu verletzen�

In dieser Arbeit werden ausschlie�lich regul�are Zielfunktionen betrachtet� Of�
fensichtlich gen�ugt es	 zur Minimierung solcher Zielfunktionen den untersuchten
L�osungsbereich auf semiaktive Schedules zu beschr�anken �siehe French ������

Existenz optimaler Schedules

Die technologische Reihenfolge eines Auftrags Ji kann als Permutation der Indizes
j � �� � � � � m der Maschinen Mj aufgefa�t werden� Daher gibt es m� m�ogliche tech�
nologische Reihenfolgen f�ur einen Auftrag Ji� Dementsprechend kann eine gesamte
Technologie f�ur alle n Auftr�age auf �m��n verschiedene Weisen gebildet werden�
Analog dazu gibt es bei einem Shop�Scheduling�Problem mit n Auftr�agen und m
Maschinen �n��m m�ogliche Organisationen�

F�ur feste Werte von n und m ist die Anzahl aller m�oglichen Kombinationen der
Technologien und Organisationen o�ensichtlich endlich� Da die Menge der Sequen�
zen f�ur ein Problem mit n Auftr�agen und m Maschinen gleichzeitig die Menge der
zul�assigen Kombinationen von Technologien und Organisationen darstellt	 ist auch
die Anzahl der Sequenzen endlich� Die oben beschriebene Zuordnung eines semiak�
tiven Schedules zu einer Sequenz ist eindeutig	 daher folgt die Endlichkeit auch f�ur
die Anzahl der zu betrachtenden semiaktiven Schedules� Diese Endlichkeit sichert
f�ur ein Shop�Scheduling�Problem die Existenz eines Schedules	 der bez�uglich der
gegebenen Zielfunktion optimal ist�

��	 Komplexit�atsergebnisse

Die Werkzeuge der Komplexit�atstheorie sind wichtige Hilfsmittel zur Einsch�atzung
der Schwierigkeit von kombinatorischen Optimierungsproblemen� Diese Theorie �n�
det seinen Ursprung in Arbeiten von Cook ���� und Karp ���� Anfang der siebziger
Jahre�

Eine ausf�uhrliche �Ubersicht zum Themenbereich der Komplexit�at im Zusammen�
hang mit rechnergest�utzten L�osungen von Entscheidungs� und Optimierungsproble�
men ist dem Buch von Garey und Johnson ��� zu entnehmen� In der vorliegen�
den Arbeit werden Begri�e wie z� B� polynomialer Algorithmus	 NP�Vollst�andigkeit	
polynomiale Reduktion und polynomiale �Aquivalenz als bekannt vorausgesetzt und
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meist ohne weitere Erkl�arung benutzt� An dieser Stelle sei darauf hingewiesen	 da�
mit P bzw� NP die Klasse der Entscheidungsprobleme bezeichnet wird	 zu deren
L�osung deterministische bzw� nichtdeterministische Algorithmen mit polynomialer
Laufzeit bekannt sind� Weiterhin hei�t ein Optimierungsproblem NP�schwer �NP�
hard�	 wenn das zugeh�origen Entscheidungsproblem NP�vollst�andig ist	 und damit
im Falle der bisher nicht best�atigten Hypothese P �� NP f�ur ein solches Problem
kein deterministischer Algorithmus mit polynomialer Laufzeit existiert�

Die Terminologie f�ur die Komplexit�at von Enumerationsproblemen ist nicht so
weit verbreitet wie die von Entscheidungs� und Optimierungsproblemen� Daher wird
auf diese Terminologie n�aher in Kapitel � bei der Betrachtung der Komplexit�at der
Plan�Enumeration eingegangen�

Ziel bei der L�osung eines Shop�Scheduling�Problems ist das Finden einer optima�
len und zul�assigen Kombination aus Technologie und Organisation� Eine Einstufung
eines solchen Problems in die Klasse P oder in die Klasse der NP�schweren Pro�
bleme stellt ein Komplexit�atsergebnis dar� Bei Brucker und Knust ���� ist eine
ausf�uhrliche �Ubersicht bekannter Komplexit�atsergebnisse f�ur verschiedene Schedu�
lingprobleme zu �nden� Diese Zusammenstellung wird regelm�a�ig aktualisiert und
ist im World�Wide�Web unter

http���www�mathematik�uni�osnabrueck�de�research�OR�class�

abrufbar�

Viele Schedulingprobleme lassen sich mittels elementarer polynomialer Reduk�
tionen �siehe z� B� ����� bez�uglich ihrer Komplexit�at paarweise vergleichen� Bei den
De�nitionen im Anschlu� werden die Begri�e

�
schwerere� und

�
einfachere Proble�

me� stets gem�a� dieser Reduktionen aufgefa�t� Ein Problem aus der Klasse P hei�t
maximal polynomial l�osbar	 wenn alle schwereren Probleme NP�schwer oder o�en
sind� Ein Problem hei�t minimal NP�schwer	 wenn es NP�schwer ist und alle ein�
facheren Probleme aus P oder o�en sind� Ein Problem hei�t minimal o�en	 wenn
sein Komplexit�atsstatus unbekannt ist	 aber alle einfacheren Probleme aus P sind�
Schlie�lich wird ein Problem maximal o�en genannt	 wenn sein Komplexit�atsstatus
unbekannt ist	 aber alle schwereren Probleme bereits NP�schwer sind� O�ensicht�
lich gen�ugt die Aufz�ahlung aller bekannten Probleme aus diesen vier Bereichen zur
vollst�andigen Beschreibung des Standes der Forschung bei der komplexit�atstheo�
retischen Einstufung von Schedulingproblemen� Daher enth�alt die �Ubersicht ����
ausschlie�lich Komplexit�atsergebnisse f�ur Schedulingprobleme aus diesen Problem�
klassen�

Im Rahmen eines Projekts zur Entwicklung des Programmpakets LiSA �siehe
Br�asel et al� ���� wurde auf der Basis der Daten aus ���� eine Datenbank im
BibTEX�Format erstellt� Die Datens�atze dieser Datenbank umfassen die Litera�
turquellen	 in denen die Komplexit�at �entweder maximal polynomial l�osbar oder
minimal NP�schwer� der Schedulingprobleme nachgewiesen ist� Mit Hilfe des Pro�
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Abbildung ���� Die Klassi�kation von Schedulingproblemen in LiSA�

grammpakets LiSA ist unter anderem eine bequeme und interaktive Benutzung dieser
BibTEX�Datenbank m�oglich�

Beispielsweise ist in Abbildung ��� die Programmausgabe bei der Problemklassi�
�kation f�ur das Open�Shop�Problem O�jrijCmax dargestellt� Ein eigenes LiSA�Fenster
enth�alt die Literaturquellen	 die die Zugeh�origkeit dieses Open�Shop�Problems zur
Klasse der NP�schweren Probleme zeigen� Die eindeutigen Identi�kationsschl�ussel
der entsprechenden BibTEX�Datens�atze �vgl� Abbildung ���� setzen sich in der Re�
gel aus der entsprechenden

�
Mathematical Reviews Number� oder

�
Zentralblatt�

Nummer� zusammen� Im ANNOTE�Feld wird jeweils codiert	 welche Scheduling�
probleme in der gegebenen Literaturquelle vorkommen	 und zu welchen Komple�
xit�atsklassen diese Probleme zugeordnet werden k�onnen�
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Konzepte der Modellierung

Um eine strukturelle Vorstellung der untersuchten Schedulingprobleme gewinnen
zu k�onnen	 sind geeignete Modellierungen von gro�em Nutzen� In diesem Kapitel
werden einige Konzepte und Ergebnisse behandelt	 mit denen die Strukturuntersu�
chungen f�ur Shop�Scheduling�Probleme in sinnvoller Weise realisiert werden k�onnen�

Viele L�osungsverfahren basieren auf der Veranschaulichung der Probleme durch
geeignete Graphen� In der vorliegenden Arbeit wird auf die Terminologie der Gra�
phentheorie im Buch von Harary ���� zur�uckgegri�en	 solange nicht abweichende
oder zus�atzliche Bezeichnungen de�niert sind� Es werden stets Graphen G � �V�E�
ohne Schlingen und Mehrfachkanten betrachtet��

W�ahrend des Optimierungsprozesses bei einem Shop�Scheduling�Problem sind
stets f�ur bestimmte Paare von Operationen Vorrangbedingungen bzw� Reihenfolgen
festgelegt� Zur Illustration der verschiedenen L�osungsstrategien werden sogenannte
disjunktive Graphen benutzt� Ein disjunktiver Graph G� � �V� C
D� zu gegebenen
Vorrangbedingungen eines Shop�Scheduling�Problems ist anhand der Mengen V� C
und D de�niert�

� V � f oij j � � i � n� � � j � m g

Die Knotenmenge besteht aus allen Operationen oij� Jeder Knoten oij besitzt
als Gewicht die zugeh�orige Bearbeitungszeit pij�

� Die Menge C der konjunktiven �gerichteten� Kanten mit

C �
�

�oij� okl�
�� oij� okl � V�

�
�i � k� � �j � l�

�

�
oij � okl

� �
�

Die konjunktiven Kanten repr�asentieren die gegebenen Vorrangbedingungen
�oij � okl� zwischen je zwei Operationen �oij und okl�	 die zu einem Auftrag
Ji bzw� zu einer Maschine Mj geh�oren�

�Eine Schlinge eines Graphen G  �V�E� ist eine Kante fv� wg � E mit v� w � V und v  w�
Wenn in G mehr als eine Kante aus E zwei Knoten v� w � V verbindet� werden diese Kanten fv� wg
als Mehrfachkanten von G bezeichnet�
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J�

o�� o�� o��

o�� o�� o��

o�� o�� o��

M� M� M�

�
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� �
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� �

�

�
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Abbildung ���� Ein disjunktiver Graph mit � Operationen�

� Die Menge D der disjunktiven �ungerichteten� Kanten mit

D �
�
foij� oklg

�� oij� okl � V��
�i � k� � �j � l�

�

�
�oij� okl� �� C  �okl� oij� �� C

� �
�

Die disjunktiven Kanten bestehen zwischen Operationen des gleichen Auftrags
Ji oder der gleichen Maschine Mj	 zwischen denen keine konjunktive Kante
existiert�

Diese auf Roy und Sussmann ���� zur�uckgehenden Graphen besitzen gerich�
tete sowie ungerichtete Kanten und eignen sich gut zur schrittweisen Konstruktion
zul�assiger L�osungen f�ur Shop�Scheduling�Probleme� Zum Beispiel wird in Abbildung
��� ein General�Shop�Problem mit � Auftr�agen und � Maschinen und den Vorrang�
bedingungen o�� � o��� o�� � o��� o�� � o��� o�� � o��� o�� � o��� o�� � o�� mit
Hilfe eines disjunktiven Graphen modelliert�

Zur sukzessiven Bestimmung einer vollst�andigen und zul�assigen Zuordnung zwi�
schen den Maschinen Mj und den Auftr�agen Ji m�ussen den Kanten d � D in
G� � �V� C 
D� Orientierungen zugewiesen werden	 so da� keine gerichteten Kreise
entstehen� Disjunktive Kanten werden in konjunktive umgewandelt	 d� h� f�ur je zwei
Operationen oij� oil oder oij� okj	 die entweder zu einem Auftrag Ji oder zu einer
Maschine Mj geh�oren	 wird auf diese Weise eine Reihenfolge �

�
	�� festgelegt	 da

solche Operationen nicht parallel bearbeitet werden k�onnen�
Am Ende dieses Prozesses existieren ausschlie�lich gerichtete Kanten	 d� h� es

gilt D � �� Der dadurch entstandene azyklische Digraph� beschreibt eine Sequenz	

�Ein azyklischer Digraph ist ein Digraph� der keinen gerichteten Kreis enth�alt� In Harary ����
wird ein solcher Digraph als kreisloser Digraph bezeichnet�



	��� Ablaufgraphen ��

d� h� eine zul�assige Kombination aus Technologie und Organisation� Die Klasse der
azyklischen Digraphen	 die man auf diese Weise mit Sequenzen assoziiert	 werden
im folgenden Abschnitt gesondert eingef�uhrt	 da sie in dieser Arbeit im Rahmen der
Strukturuntersuchungen eine zentrale Rolle spielen�

	�� Ablaufgraphen

Wenn Technologie und Organisation eines Shop�Scheduling�Problems vollst�andig
vorgegeben sind	 ist zwischen je zwei Operationen oij und okl	 die zu einem Auftrag
bzw� zu einer Maschine geh�oren	 entweder oij 	 okl oder okl 	 oij als Reihenfolge
festgelegt� Diese Reihenfolgen sind entweder durch direkte Vorg�anger�Nachfolger�
Beziehungen oder transitiv bestimmt� So ergeben sich z� B� durch die Reihenfolge
oi�j� 	 oi�j� 	 � � � 	 oi�jm f�ur den Auftrag Ji gleichzeitig transitiv die Reihenfolgen
oi�j� 	 oi�jm� oi�j� 	 oi�jm� � � � � oi�jm�� 	 oi�jm�

De�nition 	���� Es sei A eine Sequenz� Der azyklische Digraph G�A� � �V�E�
mit V � f oij j � � i � n� � � j � m g	 E � ETR 
 EOR und

ETR � f �oi�j�� oi�j�� j oi�j�� oi�j� � V� oi�j� 	 oi�j� g�

EOR � f �oi��j� oi��j� j oi��j� oi��j � V� oi��j 	 oi��j g

hei�t Ablaufgraph �sequence graph� der Sequenz A� Dabei repr�asentieren ETR und
EOR die Technologie und Organisation von A�

Dieser Digraph G�A� entspricht einem disjunktiven Graphen	 dessen disjunktive
Kanten bereits s�amtlich auf die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Weise
in konjunktive Kanten umgewandelt wurden� In Abbildung ��� wird exemplarisch
ein Ablaufgraph gezeigt	 der aus einer �vollst�andigen� azyklischen Orientierung des
disjunktiven Graphen aus Abbildung ��� hervorgeht�

Im Bereich der rein graphentheoretischen Terminologie ist diese Klasse von Digra�
phen in folgendem Zusammenhang bekannt� Das kartesisches Produkt G � H��H�

zweier Graphen H� � �V�� E�� und H� � �V�� E�� ist der Graph G � �V�E� mit
V � V� � V�	 bei dem zwei Knoten �v�� v��� �w�� w�� � V mit vi� wi � Vi ge�
nau dann benachbart sind	 wenn v� � w� und �v�� w�� � E� oder v� � w� und
�v�� w�� � E� gilt� Ein Hamming�Graph Kn � Km ist das kartesische Produkt aus
zwei vollst�andigen Graphen Kn und Km� Es ist leicht zu sehen	 da� der Ablauf�
graph G�A� einer Sequenz A f�ur ein Shop�Scheduling�Problem mit n Auftr�agen und
m Maschinen einer azyklischen Orientierung des indizierten� Hamming�Graphen

�Ein Graph G  �V�E� hei�t indizierter Graph� wenn seine Knoten mit festen Indizes identi�

ziert und durch diese unterschieden werden�
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Abbildung ���� Ein �� �
Ablaufgraph�

Kn �Km entspricht	 dessen Knoten mit den Operationen oij mit i � �� � � � � n und
j � �� � � � � m identi�ziert werden� Daher wird bei diesen azyklischen indizierten
Digraphen im weiteren von n�m�Ablaufgraphen gesprochen�

Eine Sequenz A l�a�t sich eindeutig durch den zugeh�origen n�m
Ablaufgraphen
G�A� beschreiben� Umgekehrt stellt jede azyklische Orientierung des Hamming�
Graphen Kn�Km	 dessen Knoten mit den Operationen oij indiziert sind	 eindeutig
eine zul�assige Kombination von Technologie und Organisation dar	 also ist die Zu�
ordnung von Sequenzen zu Ablaufgraphen eineindeutig�

Im Zusammenhang mit Ablaufgraphen ist die sogenannte Prozedur des topologi�
schen Sortierens� von gro�er Bedeutung� Eine topologische Sortierung der Knoten�
menge V eines Digraphen G � �V�E� mit jV j � p ist eine Abbildung 	 � V �
f�� � � � � kg mit k � p	 so da� f�ur alle v� w � V mit �v� w� � E die Beziehung
	�v� 
 	�w� gilt� Beim topologischen Sortieren der Knoten eines Digraphen G wird
versucht	 eine solche Abbildung 	 von V zu �nden� O�ensichtlich existiert eine
topologische Sortierung 	 von V genau dann	 wenn G � �V�E� azyklisch ist�

F�ur einen azyklischen Digraphen G � �V�E� sei kmin der kleinste Wert	 f�ur
den eine topologische Sortierung 	 � V � f�� � � � � kming existiert� Im folgenden
wird stets diejenige topologische Sortierung 	 betrachtet	 die jedem Knoten v � V
den kleinsten m�oglichen Wert aus f�� � � � � kming zuordnet� Dann ist 	 eindeutig
bestimmt	 und der Wert 	�v� hei�t Rang des Knotens v � V � Der Rang 	�v� eines
Knotens v � V entspricht der Knotenanzahl eines l�angsten Weges in G	 der im

�Das topologische Sortieren wurde erstmals im Zusammenhang mit PERT
Netzwerken behan

delt �PERT steht f�ur

�
Project Evaluation Review Technique� � siehe Lasser ���� und Kahn

������



	��� Pl�ane ��

Knoten v endet	 also ist zum Beispiel 	�w� � � f�ur alle Quellen w � V �
Der folgende Satz hilft bei der Beantwortung der Frage	 ob es sich bei einem

gegebenen Digraphen um den Ablaufgraphen einer Sequenz handelt�

Satz 	���� ���� Es sei G � �V�E� ein Digraph	 Das Problem der Entscheidung
 ob
die Knoten von G so indiziert werden k�onnen
 da� G der Ablaufgraph einer Sequenz
ist
 kann in der Zeit O�jEj� entschieden werden	

Beweis� Zum Digraphen G � �V�E� wird zun�achst der zugrunde liegende Graph�

�G� betrachtet� F�ur einen ungerichteten Graphen mit q Kanten kann in der Zeit O�q�
festgestellt werden	 ob es sich dabei um einen Hamming�Graphen Kn�Km handelt
�siehe Imrich und Klav�zar ������ Falls �G� tats�achlich ein Hamming�Graph des
Typs Kn � Km f�ur nat�urliche Zahlen n und m ist	 liefert der in ���� beschriebene
Algorithmus eine entsprechende Indizierung der Knoten von �G�� Anschlie�end kann
topologisches Sortieren auf V angewandt werden	 um zu testen	 ob die Orientierung
von G azyklisch ist� Die Laufzeit des Algorithmus zur Erzeugung einer topologischen
Sortierung betr�agt O�p� q� f�ur einen Digraphen mit p Knoten und q Kanten �siehe
z� B� Simon ������ Da f�ur einen Hamming�GraphenKn�Km mit n�m � � die Anzahl
seiner Knoten niemals gr�o�er als die Anzahl seiner Kanten ist	 folgt insgesamt die
Aussage des Satzes� �

	�� Pl�ane

F�ur eine Vielzahl der hier untersuchten Algorithmen ist es sinnvoll	 die Ablauf�
graphen in komprimierter Form anhand von speziellen Matrizen darzustellen� Zu
diesem Zweck wird in diesem Abschnitt eine eineindeutige Zuordnung von bestimm�
ten lateinischen Rechtecken zu Ablaufgraphen beschrieben	 auf der auch das von
Br�asel ��� eingef�uhrte Blockmatrizenmodell basiert�

Es sei n � m � r� Ein lateinisches Rechteck Ln�m�r ist eine n � m
Matrix mit
Eintr�agen aus der Belegungsmenge S � f�� � � � � rg	 wobei jeder Eintrag in jeder Zeile
und Spalte h�ochstens einmal auftritt� Ein lateinisches Rechteck mit n � m � r hei�t
lateinisches Quadrat� Viele Probleme im Zusammenhang mit lateinischen Quadra�
ten und Rechtecken werden bei D�enes und Keedwell ���	 ��� behandelt� Eine
aktuell erschienene �Ubersicht von Laywine und Mullen ��� zeigt die vielf�altigen
Anwendungen lateinischer Rechtecke in verschiedenen Bereichen der Diskreten Ma�
thematik� In diesen Monographien ist jedoch nicht die Anwendung lateinischer
Rechtecke in der Schedulingtheorie enthalten	 die im folgenden beschrieben wird�

�Der einem Digraphen G zugrunde liegende Graph �G� ist der ungerichtete Graph� der durch
Ersetzen der gerichteten durch ungerichtete Kanten in G entsteht�
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De�nition 	���� Ein n � m�Plan ist ein lateinisches Rechteck Ln�m�r � �lij�	 in
dem zu jedem Eintrag lij � � der Wert lij � � als Eintrag in der Zeile i oder Spalte
j auftritt�

Die Menge aller n�m
Pl�ane bildet eine Klasse von lateinischen Rechtecken des Typs
Ln�m�r� Der folgende Satz zeigt	 da� die Elemente dieser Klasse von lateinischen
Rechtecken den im vorangegangenen Abschnitt eingef�uhrten Digraphen zugeordnet
werden k�onnen�

Satz 	���� Jedem n � m�Ablaufgraphen
 dessen Knoten mit den Operationen oij
eines Shop�Scheduling�Problems identi�ziert werden
 kann eineindeutig ein n�m�
Plan zugeordnet werden	

Beweis� Es sei G � �V�E� ein n �m
Ablaufgraph	 dessen Knoten mit den Ope�
rationen oij� i � �� � � � � n und j � �� � � � � m eines Shop�Scheduling�Problems mit n
Auftr�agen und m Maschinen identi�ziert werden� Weiter sei A � �aij� die n �m

Matrix	 die aus den R�angen 	 der Knoten von G besteht	 also aij � 	�oij� f�ur alle
i� j� F�ur je zwei Operationen oi�j�� oi�j� � V eines Auftrags Ji gilt �oi�j�� oi�j�� � E
oder �oi�j�� oi�j�� � E	 damit ist ai�j� �� ai�j� f�ur alle j� �� j�� Analoges gilt f�ur je
zwei Operationen	 die zu einer Maschine Mj geh�oren	 also ist A ein lateinisches
Rechteck� Weil G nur gerichtete Kanten zwischen Operationen enth�alt	 die zum
gleichen Auftrag oder zur gleichen Maschine geh�oren	 erf�ullt A die in De�nition
����� beschriebene zus�atzliche Bedingung f�ur die Eintr�age eines Plans�

Sei umgekehrt ein n � m
Plan A � �aij� gegeben� Zu A wird der Digraph
G � �V�E� mit V � foijj� � i � n� � � j � mg und E � ETR 
 EOR de�niert	
wobei

ETR � f �oi�j�� oi�j�� j oi�j�� oi�j� � V� ai�j� 
 ai�j� g�

EOR � f �oi��j� oi��j� j oi��j� oi��j � V� ai��j 
 ai��j g

ist� Die Beziehungen der Form aij� 
 aij� induzieren Reihenfolgen oij� 	 oij�	 in
denen die Operationen oij� und oij� bearbeitet werden� Die Gesamtheit dieser Be�
ziehungen repr�asentiert eine Technologie� Analog dazu ergibt sich die Organisation�
Die Existenz eines gerichteten Weges in G von einem Knoten oij zu einem Knoten
okl setzt die Bedingung aij 
 akl voraus� Wegen aij �� akl f�ur i � j  k � l ist G
azyklisch� Insgesamt folgt also	 da� G ein n�m
Ablaufgraph ist� �

Dieser Satz zeigt	 da� jeder Plan mit genau einem Ablaufgraphen korrespondiert�
In Abbildung ��� �Seite ��� ist beispielsweise ein � � �
Plan und der zugeh�orige
� � �
Ablaufgraph zu sehen� Aufgrund dieser Korrespondenz k�onnen Pl�ane auch
wie folgt de�niert werden �vgl� De�nition �������



	��� Pl�ane ��

De�nition 	���	 Ein n � m�Plan ist eine n � m
Matrix A � �aij�	 die aus den
R�angen der Knoten oij �i � �� � � � � n j � �� � � � � m� eines n � m
Ablaufgraphen
besteht	 also aij � 	�oij� f�ur alle i� j�

Im folgenden wird bei einem Eintrag aij eines Plans A h�au�g auch vom Rang 	�oij�
der Operation oij gesprochen� Ein Ablaufgraph entspricht einer zul�assigen Kombi�
nation von Technologie und Organisation und damit der in Abschnitt ��� de�nierten
Sequenz eines Shop�Scheduling�Problems� Wegen Satz ����� k�onnen solche Sequen�
zen ebenfalls anhand von Pl�anen repr�asentiert werden� Die R�ange der Knoten des
zugeh�origen Ablaufgraphen werden durch topologisches Sortieren ermittelt� In die�
sem Zusammenhang erh�alt man folgende komplexit�atstheoretische Aussage�

Satz 	���� F�ur n � m kann der Plan zu einem gegebenen n�m�Ablaufgraphen in
in der Zeit O�m�� berechnet werden	

Beweis� Der Rang eines Knotens v in einem azyklischen Digraphen G � �V�E� ist
die Anzahl der Knoten eines in v endenden l�angsten Weges von G� Die Bestimmung
der R�ange der Knoten in G basiert auf einer topologischen Sortierung 	 von V � Das
topologische Sortieren der Knoten eines azyklischen Digraphen mit p Knoten und q
Kanten ben�otigt O�p � q� Zeit �vgl� Satz ������� F�ur einen n � m
Ablaufgraphen
G � �V�E� gilt jV j � nm und jEj � nm�m � ���� � mn�n � ����	 daher k�onnen
f�ur n � m die R�ange seiner Knoten und damit sein zugeordneter Plan mit dem
Zeitaufwand O�m�� bestimmt werden� �

De�nition 	���
 Ein reduzierter Ablaufgraph ist ein Ablaufgraph ohne transitive
Kanten�

Folgerung 	��� Zu einem gegebenen reduzierten n � m�Ablaufgraphen kann der
zugeh�orige Plan in der Zeit O�nm� berechnet werden	

Beweis� Diese Aussage ergibt sofort sich aus Satz �����	 denn ein reduzierter n�m

Ablaufgraph besitzt maximal n�m� �� � m�n� �� Kanten� �

Oft wird ein zu einer Sequenz zugeh�origer Schedule	 der zus�atzlich zu den gege�
benen Reihenfolgen der Sequenz die Informationen �uber die Fertigstellungszeiten
Ci der Auftr�age Ji enth�alt	 anhand des sogenannten Gantt�Diagramms dargestellt
�vgl� Abbildung ����� Erstmals werden derartige Diagramme in Clark ���� und
Porter ���� erw�ahnt� Gantt�Diagramme k�onnen je nach der Bedeutung ihrer ver�
tikalen Achse entweder auftrags� oder maschinenorientiert sein� Das in Abbildung
��� dargestellte Gantt�Diagramm ist maschinenorientiert� Die horizontale Achse ist
die Zeitachse an ihr k�onnen die Start� und Fertigstellungszeiten jeder Operation oij
abgelesen werden�
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Abbildung ���� Das Gantt�Diagramm eines semiaktiven Schedules�
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Abbildung ���� Ein Plan A und sein zugeordneter Ablaufgraph G�A��

Eine alternative Methode f�ur die Modellierung von L�osungen bzw� Schedules
von Shop�Scheduling�Probleme stellt das auf Br�asel ��� zur�uckgehende Blockma�
trizenmodells dar� Es sei A ein beliebiger n � m
Plan und G�A� der zugeordnete
n�m
Ablaufgraph �siehe Abbildung ����� Neben dem Plan A geh�oren im Blockma�
trizenmodell noch vier weitere Typen von n �m
Matrizen zur Beschreibung eines
gegebenen Shop�Scheduling�Problems und einer zugeh�origen zul�assigen L�osung�

TR � �trij�� Die Technologie�Matrix TR besteht aus Zeilen	 die Permutationen
der Zahlen �� � � � � m sind� Diese Permutationen geben die technologischen
Reihenfolgen wieder� Ein Eintrag trij bedeutet die Position der Maschine Mj

in der technologischen Reihenfolge des Auftrags Ji�

OR � �orij�� Die Organisations�Matrix OR besteht aus Spalten	 die jeweils Per�
mutationen der Zahlen �� � � � � n sind und damit die organisatorischen Reihen�
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Abbildung ���� Beispiel�Matrizen im Blockmatrizenmodell�

folgen angeben� Ein Eintrag orij beschreibt die Position des Auftrags Ji in der
organisatorischen Reihenfolge auf der Maschine Mj�

P � �pij�� F�ur alle i� j gibt der Eintrag pij in der Bearbeitungszeit�Matrix P f�ur
die Operationen oij die zugeh�orige Bearbeitungszeit pij an�

C � �cij�� Der Eintrag cij in der Matrix C entspricht f�ur alle i� j der Fertigstel�
lungszeit cij der Operation oij� Die Eintr�age dieser Matrix C lassen sich aus
dem zugrunde liegenden Plan A zusammen mit der Bearbeitungsmatrix P in
der Zeit O�nm� bestimmen	 wenn der Plan A g�unstig abgespeichert ist �siehe
Br�asel ����� Bei der Matrixdarstellung C � �cij� eines Schedules kann die
Gesamtbearbeitungszeit Cmax des zugeh�origen Plans A mit Hilfe der Gleichung

Cmax � max
��i�n
��j�m

�cij� �����

angegeben werden� Neben dem Gantt�Diagramm handelt es sich bei der Ma�
trix C um eine weitere M�oglichkeit	 einen semiaktiven Schedule darzustellen�

Man stellt fest	 da� f�ur Shop�Scheduling�Probleme im Blockmatrizenmodell die Se�
quenzen durch Pl�ane und die Schedules durch Matrizen C der Fertigstellungszeiten
repr�asentiert werden�

Zum Plan A und seinem � � �
Ablaufgraphen G�A� aus Abbildung ��� sind in
Abbildung ��� die zugeh�origen Matrizen TR und OR zu �nden� Weiterhin ist die
Matrix P mit Bearbeitungszeiten pij aufgef�uhrt	 die mit den Gewichten der Kno�
ten oij in Abbildung ��� �ubereinstimmen� F�ur den sich aus A und P ergebenen
semiaktiven Schedule �Matrix C in Abbildung ���� gilt in diesem Fall Cmax � ���
Dieser Schedule korrespondiert mit dem in Form eines Gantt�Diagramms gezeich�
neten Schedule aus Abbildung ���� Das Gantt�Diagramm stellt damit den eindeutig
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bestimmten semiaktiven Schedule zum Ablaufgraphen G�A� aus Abbildung ��� dar	
dessen Knoten mit den vorgegebenen Bearbeitungszeiten pij gewichtet sind�



Kapitel �

Plan�Anzahlen

In diesem Kapitel werden Ergebnisse �uber die Anzahl der Elemente in verschiedenen
Plan�Klassen erl�autert� Jedem Plan entspricht ein spezielles lateinisches Rechteck�
Viele der hier vorgestellten Resultate stammen daher aus Arbeiten �uber die Anzahl
lateinischer Rechtecke� Dar�uber hinaus werden bisher unbekannte Anzahlen f�ur
allgemeine Pl�ane bestimmt	 die sich nicht direkt auf die Anzahlen entsprechender
lateinischer Rechtecke zur�uckf�uhren lassen� Zun�achst werden im ersten Abschnitt
diejenigen Pl�ane behandelt	 die mit den sogenannten klassischen lateinischen Recht�
ecken korrespondieren�


�� Rangminimale Pl�ane

Ein n�m
Plan �n � m� mit maximalem Eintrag m hei�t rangminimaler n�m�Plan�
Jeder rangminimale n �m
Plan repr�asentiert o�ensichtlich eine optimale Sequenz
f�ur das zugeh�orige Open�Shop�Problem Omjpij � �jCmax mit n Auftr�agen� Dies
ist ein Shop�Scheduling�Problem mit Einheitsbearbeitungszeiten� Einen �Uberblick
�uber die Komplexit�at von Open�Shop�Problemen mit Einheitsbearbeitungszeiten ist
bei Brucker et al� ���� und Tautenhahn ���� zu �nden�

Es sei L�n�m� r� mit n � m � r die Anzahl der lateinischen Rechtecke Ln�m�r mit
Eintr�agen aus f�� �� � � � � rg� Im Fall r � m entspricht L�n�m�m� der Anzahl P �n�m�
der rangminimalen n�m
Pl�ane	 denn die Bedingung f�ur Pl�ane aus De�nition �����
ist bei lateinischen Rechtecken Ln�m�m trivialer Weise erf�ullt� Die Anzahl P �n�m� ist
in der Literatur auch als Anzahl klassischer lateinischer Rechtecke �Ln�m�m �� Ln�m�
bekannt�

Die Anzahl P �n� �� P �n� n� der quadratischen rangminimalen Pl�ane entspricht
der Anzahl lateinischer Quadrate der Ordnung n� Die Bestimmung dieser Anzahl
ist das urspr�ungliche und bekannteste Enumerationsproblem in diesem Bereich� Die
Berechnung von P �n� erweist sich bereits f�ur n �  als eine nicht�triviale Aufgabe�
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Tabelle ���� Anzahlen rangminimaler quadratischer Pl�ane�

Im Zusammenhang mit den bis heute bekannten Werten f�ur n � �� �vgl� Tabelle ����
sind viele Arbeiten verschiedener Autoren entstanden� An dieser Stelle sei erw�ahnt	
da� die Berechnung des bisher gr�o�ten bekannten Wertes P ���� von McKay und
Rogoyski ��� im Jahre ���� ver�o�entlicht wurde� Verschiedene Quellen f�ur die
Berechnungen der Anzahlen P �n� mit  � n � � k�onnen z� B� in ���	 �� nachge�
schlagen werden�

Geschlossene Formeln

Auch die Behandlung der Werte P �n�m� f�ur n �� m tritt in der Literatur vielfach
auf� Es sind jedoch keine exakte Formeln f�ur m � n � � bekannt� O�ensichtlich
gilt P ��� m� � m�� Mit Hilfe der Rencontre�Zahlen� Dm l�a�t sich P ��� m� darstellen
�siehe z� B� �����

Satz ����� F�ur alle m � � gilt

P ��� m� � m� Dm mit Dm � m�
mX
k��

����k

k�
�

�Die Rencontre�Zahl Dm ist die Anzahl der Derangements der Ordnung m� Ein Derangement
der Ordnung m ist eine �xpunktfreie Permutation der Ordnung m� also eine Permutation� die in
keiner Position mit der Identit�at �ubereinstimmt�
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m
P ��� m�

m�

P ��� m�

m�

P ��� m�

m�

� �
� � �
� � �� ��
� �� ��� � ���
 �� �� ��� ��� ���
� � ��� � ��� �� ��� ��� ���
� �� ��� �� ��� �� �� ��� ��� ���
� ��� �� � ��� ��� ��� � �� ��� �� ��

�� � ��� �� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��

Tabelle ���� Anzahlen rangminimaler n�m
Pl�ane f�ur n � �� � und ��

Die Anzahl P ��� m� ist unter verschiedenen Gesichtspunkten untersucht worden	 da
ihre Bestimmung die ersten Schwierigkeiten darstellt	 siehe Bogart und Longye�
ar ��	 Jacob ����	 Kerawala ���	 ���	 Riordan ���	 ��	 ���	 und Yamamo�

to ������ In ���� gibt Riordan eine elegante Formel f�ur P ��� m� an	 die auf die
Rencontre�Zahlen Dm und die M!enage�Zahlen� Um zur�uckgeht�

Satz ����� ���� F�ur alle m � � gilt

P ��� m� � m�

bm��cX
k��



m

k

�
DkDm�kUm��k

mit Um �
mX
k��

����k
�m

�m� k



�m� k

k

�
�m� k��

und U� � ��

F�ur n � � hat Light in ��� ein Verfahren zur Enumeration rangminimaler ��m

Pl�ane entwickelt	 das auf einer Reihe von Rekursionen im Zusammenhang mit be�
stimmten Diagrammen beruht� Mit deren Hilfe konnte er die Werte P ��� m� f�ur
m � � bestimmen� Im Fall m � � hat Light allerdings irrt�umlich einen falschen
Wert angegeben	 wie ein Vergleich von P ��� �� mit den entsprechenden Resultaten
in ��	 ��� zeigt� Die Autoren Mullen und Purdy haben in ���� einige Fehler

�Die M�enage�Zahl Um ist die Anzahl der Permutationen der Ordnung m� die jeweils in keiner
Position mit der Identit�at und einem Zyklus der L�ange m �ubereinstimmen�
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in der Literatur zur Enumeration lateinischer Rechtecke bzw� rangminimaler Pl�ane
aufgedeckt� Der falsche Wert P ��� �� aus ��� ist ihnen allerdings verborgen geblie�
ben	 obwohl sie diesen Wert selbst korrekt au"isten und die Arbeit von Light ���
zitieren�

Eine �Ubersicht �uber die Anzahl rangminimaler zwei�	 drei� und vierzeiliger Pl�ane
mit jeweils bis zu zehn Spalten gibt Tabelle ���� Die Werte f�ur P ��� m� wurden aus
��� �ubernommen	 da die Werte P ��� m� aus ��� nur bis m � � korrekt angegeben
sind�

Die in den oben zitierten Arbeiten angewandten Methoden zur Berechnung der
Werte P �n�m� mit festem n sind nicht einheitlich und ergeben f�ur n � � keine
befriedigenden Resultate� Eine m�ogliche Begr�undung f�ur die Unbrauchbarkeit die�
ser Methoden bei gr�o�eren Formaten liefert der n�achste Unterabschnitt �uber die
Erweiterung rangminimaler Pl�ane�

Es besteht ein Zusammenhang zwischen der Anzahl der rangminimalen Pl�ane
und sogenannten Permanenten dies zeigt Satz �����	 der eine allgemeine Formel f�ur
P �n�m� darstellt� Zur Vorbereitung ben�otigen wir�

De�nition ����	 Es sei n � m und Sm�n� die Menge aller n�Permutationen der
Elemente f�� � � � � mg� Die Permanente einer n�m
Matrix B � �bij� ist durch

per�B� �
X

��Sm�n	

b�����	b�����	 � � � bn���n	 �����

de�niert�

Bei der Permanente einer Matrix B haben alle Terme im Gegensatz zur Determi�
nante von B positives Vorzeichen� Obwohl die Determinante einer n � n
Matrix
e�zient �also polynomial� berechnet werden kann	 ist zur Berechnung ihrer Perma�
nente unter der Annahme P �� NP die Existenz eines polynomialen Algorithmus
nicht zu erwarten �siehe Valiant ������ Eine Formel f�ur P �n�m�	 die auf Perma�
nenten von ��� ��
Matrizen beruht	 ist bei Shao und Wei ���� zu �nden� Mit Hilfe
von Permutationsmatrizen� und dem Prinzip der Inklusion und Exklusion wurde
der folgenden Satz beweisen�

Satz ����� ���� F�ur alle n�m � N mit n � m gilt

P �n�m� � m�
X

B�Bn�m

������B	



per�B�

m

�
� �����

wobei Bn�m die Menge aller n � m���� ���Matrizen ist und ��B� die Anzahl der
Null�Elemente von B angibt	

�Eine Permutations�Matrix ist eine ��� ���Matrix� in der jede Zeile und jede Spalte genau ein
Eins
Element enth�alt�
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Trotz der Einfachheit von ����� ist dieser Ausdruck f�ur eine e�ziente Methode zur
expliziten Berechnung der Werte P �n�m� f�ur gr�o�ere n und m nicht geeignet	 da
die Anzahl der Terme in ����� gem�a� ����� mit n bzw� m exponentiell w�achst� Im
anschlie�enden Abschnitt wird deutlich	 da� die Permanenten bestimmter ��� ��

Matrizen auch bei der Erweiterung rangminimaler Pl�ane von gro�er Bedeutung sind�

Erweiterung rangminimaler Pl�ane

Die Ans�atze zur Bestimmung der Anzahlen P �n�m� f�ur n � � beruhen haupts�achlich
auf der Abz�ahlung der M�oglichkeiten	 eine weitere Zeile zu rangminimalen Pl�anen
so hinzuzuf�ugen	 da� wiederum rangminimale Pl�ane des gew�unschten gr�o�eren For�
mats entstehen� Da� die Existenz von Erweiterungen rangminimaler Pl�ane immer
gesichert ist	 zeigt der anschlie�ende Satz�

Satz ����
 ���� Es sei n 
 m	 Jeder rangminimale n �m�Plan ist zu einem qua�
dratischen rangminimalen m�m�Plan erweiterbar	

Es ist nun von Interesse	 ob das Prinzip der Erweiterung rangminimaler Pl�ane eben�
falls zur e�zienten Berechnung der Anzahl entsprechender Pl�ane gr�o�eren Formats
angewandt werden kann� Es wird zun�achst anhand eines Beispiels der Zusammen�
hang zwischen der zeilenweisen Erweiterung rangminimaler n �m
Pl�ane und per�
fekten Matchings� in �m � n�
regul�aren Teilgraphen des Km�m sowie Permanenten
assoziierter m�m
��� ��
Matrizen veranschaulicht�

Beispiel ���� Es sei ein rangminimaler �� �
Plan A gegeben mit

A �

�
� � � � � �

� � � � �
� � � � �

	
A � �����

Zu A wird der ��regul�are bipartite Graph GA � �V�E� mit V � fv�� � � � � v�g 

fw�� � � � � w�g und

E � ffvi� wjg jEintrag i existiert nicht in Spalte j von Ag�

de�niert	 siehe Abbildung ���� O�ensichtlich ist die Anzahl der M�oglichkeiten	 A zu
einem rangminimalen ���
Plan zu erweitern	 gleich der Anzahl perfekter Matchings
in GA	 denn jedes perfekte Matching von GA entspricht einer m�oglichen �� Zeile� Die
Anzahl der Erweiterungsm�oglichkeiten kann ebenso mittels der Permanente einer

�Ein perfektes Matching eines Graphen G  �V�E� mit jV j  �p ist eine Menge von p Kanten
aus E� in der keine zwei Kanten einen gemeinsamen Knoten besitzen�
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GA

v�

v�

v�

v�

v�

w�

w�

w�

w�

w�

Abbildung ���� Der bipartite Graph GA zu Beispiel �����

bestimmten quadratischen ��� ��
Matrix ausgedr�uckt werden� Im quadratischen Fall
ergibt sich aus ����� die Beziehung

per�B� �
X
��Sm

b�����	b�����	 � � � bm���m	 �����

als De�nition der Permanente einer m � m
Matrix B	 wobei Sm die Menge aller
Permutationen der Zahlen f�� � � � � mg ist� Zu einem Plan A sei die ��� ��
Matrix
B � �bij� durch

bij �

�
�� falls Eintrag i nicht in Spalte j von A existiert 
�� sonst 

�����

gegeben� F�ur den gem�a� ����� gegebenen Plan A bekommt man also die ���
Matrix

B �

�
BBBB�

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

	
CCCCA �

O�ensichtlich betragen die Zeilen� und Spaltensummen von B jeweils ��� � �	 und
der Ausruck per�B� gibt gerade die Anzahl der M�oglichkeiten an	 den rangminimalen
Plan A zu einem rangminimalen � � �
Plan zu erweitern� In unserem Beispiel gilt
per�B� � � und die Matrizen

A� �

�
BB�

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

	
CCA und A�� �

�
BB�

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

	
CCA

sind die beiden Erweiterungsm�oglichkeiten von A zu rangminimalen �� �
Pl�anen�
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In ��� hat U� Kleinau gezeigt	 da� die Enumeration der M�oglichkeiten	 einen
gegebenen rangminimalen n�m
Plan mit n 
 m durch Hinzuf�ugen einer Zeile zu
einem rangminimalen �n � ���m
Plan zu erweitern	 NP�schwer ist�

Satz ����� ��� Das Problem der Enumeration rangminimaler Pl�ane durch ein zei�
lenweise Erweiterung rangminimaler Pl�ane kleineren Formats ist #P�vollst�andig	

Die Terminologie f�ur die Komplexit�atsklassen von Enumerationsproblemen �insbe�
sondere die Klasse der #P�vollst�andigen Probleme� wird in Abschnitt ��� ausf�uhrlich
erl�autert �siehe dazu auch ���	 ������ Die Aussage dieses Satzes ist in ��� durch eine
polynomiale Reduktion des Problems der Enumeration perfekter Matchings in re�
gul�aren bipartiten Graphen auf das Enumerationsproblem f�ur rangminimale Pl�ane
bewiesen� F�ur das erste Problem hat U� Kleinau in ��� die #P�Vollst�andigkeit
gezeigt�

Mit diesem Resultat wissen wir	 da� die Existenz eines polynomialen Algorithmus
zur Abz�ahlung der Erweiterungsm�oglichkeiten rangminimaler Pl�ane unwahrschein�
lich ist� Das Ergebnis verdeutlicht die Ursache des Scheiterns aller Bem�uhungen	
anhand zeilenweiser Erweiterung von rangminimalen Pl�anen das Problem der Be�
stimmung der Anzahl rangminimaler n�m
Pl�ane allgemein l�osen zu k�onnen�

Komplettierung partieller lateinischer Rechtecke

Eine zu Satz ����� verwandte Aussage stammt aus einer Arbeit von Colbourn ����
von ���� und wird im folgenden vorgestellt�

De�nition ����� Es sei n � m� Ein partielles lateinisches Rechteck ist ein lateini�
sches Rechteck Ln�m	 bei dem einige der nm Eintr�age aus f�� � � � � mg fehlen�

Satz ����� ���� Das Entscheidungsproblem

Ist ein gegebenes partielles lateinisches

Rechteck komplettierbar�� ist NP�vollst�andig	

Bei diesem Ansatz wird von partiellen Matrizen ausgegangen	 bei denen beliebige
Zellen unbesetzt sein k�onnen	 w�ahrend in ��� ausschlie�lich ganze Zeilen hinzugef�ugt
werden� Der Beweis von Satz ����� wird durch polynomiale Reduktion eines gra�
phentheoretischen Problems gef�uhrt	 das dem Problem der perfekten Matchings in
��� �ahnelt� Besitzt ein gegebener tripartiter Graph eine Partition der Kantenmenge
in Dreiecke$

Dieser Satz zeigt	 da� im Fall P �� NP keine gute Charakterisierung f�ur kom�
plettierbare partielle lateinische Rechtecke zu erwarten ist� Das mit dem NP�
vollst�andigen Entscheidungsproblem in ���� assoziierte Enumerationsproblem	 al�
so das Problem der Enumeration der verschiedenen M�oglichkeiten	 ein partielles
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lateinisches Rechteck zu komplettieren	 ist o�ensichtlich auch NP�schwer� Nichts�
destotrotz ist im Laufe der Zeit eine Vielzahl von notwendigen und hinreichenden
Bedingungen f�ur die Komplettierbarkeit partieller lateinischer Rechtecke entwickelt
worden	 siehe dazu Tautenhahn ���� und van Lint ������

In einer ���� erschienenen Arbeit entwickeln McKay und Wanless ��� die
rangminimalen n � m
Pl�ane	 die die meisten Erweiterungen zu entsprechenden
�n � ���m
Pl�anen besitzen� Bei diesen Untersuchungen wird die �Aquivalenz zum
Problem der Bestimmung maximaler Permanenten von m�m
��� ��
Matrizen sowie
zum Problem der Bestimmung �m � n��regul�arer Teilgraphen des Km�m mit maxi�
maler Anzahl perfekter Matchings ausgenutzt� Die Bedingungen f�ur rangminimale
Pl�ane mit maximaler Anzahl der Erweiterungsm�oglichkeiten werden meist in Form
von Eigenschaften im zugrundeliegenden regul�aren bipartiten Graphen ausgedr�uckt�
Das Problem der Identi�zierung der rangminimalen n�m
Pl�ane	 die eine maximale
Anzahl der Erweiterungsm�oglichkeiten besitzen	 ist in ��� zum einen f�ur n � �	 m
beliebig und zum anderen f�ur n � �� k � � und m � kn komplett gel�ost worden�

Asymptotische Resultate

Da sich die exakte Bestimmung der rangminimalen Pl�ane f�ur gr�o�ere Formate als
au�erordentlich schwierig gestaltet	 sind asymptotische Resultate von Interesse� Ein
asymptotischer Ausdruck f�ur P �n�m� ist erstmals ��� in einer Arbeit von Erd�os
und Kaplansky ���� erschienen�

Satz ������ ���� F�ur n � o��logm����� gilt

P �n�m� � �m��n e�n�n��	��� ����

In ����� hat Yamamoto gezeigt	 da� ���� sogar f�ur n � o�m���� gilt� Eine weitere
Verbesserung dieses Resultats ist Stein ���� im Jahr ���� gelungen�

Satz ������ ���� F�ur n � o�m���� gilt

P �n�m� � �m��n e��n���
n�

�m � �����

In einer k�urzlich erschienenen Arbeit verwendet Skau ���� Ideen von van Lint

�����	 um zu zeigen	 da� die Schranke n � o�m���� f�ur die G�ultigkeit von �����
bestm�oglich ist� Genauer gesagt w�achst P �n�m� f�ur n � m���
� mit � � � langsamer
als die rechte Seite von ������ Wie viele Resultate im Bereich der asymptotischen
Bestimmung von P �n�m� entsteht auch das Ergebnis in ���� durch die Absch�atzung
der Permanente per�B� der m�m
��� ��
Matrix B	 die die Anzahl der M�oglichkeiten
angibt	 eine �n � ��
te Zeile zu einem rangminimalen n � m
Plan mit n 
 m
hinzuzuf�ugen�



���� Allgemeine lateinische Rechtecke 		

Umfangreiche probabilistische Untersuchungen von Godsil und McKay ����
haben in diesem Zusammenhang eine wesentliche Verbesserung der vorangegangenen
Resultate gebracht� Das im anschlie�enden Satz zusammengefa�te Ergebnis stellt
zur Zeit die beste bekannte asymptotische Absch�atzung f�ur P �n�m� dar�

Satz ������ ���� F�ur n � o�m���� gilt

P �n�m� � �m��n


m�m� �� � � � �m� n � ��

mn

�m 
��

n

m

��m��

e�n���

Eine interessante Verallgemeinerung des oben erw�ahnten Ergebnisses von Yama�

moto ����� ist die Bestimmung der asymptotischen Anzahl der sogenannten B�
lateinischen Rechtecke durch Green ����	 die mit Hilfe der Techniken erzielt wurden	
die bereits Stein ���� benutzt hat�

Es sei B eine feste Menge mit B � N � Eine n � m
Matrix mit Eintr�agen aus
S � f�� � � � � mg hei�t B�lateinisches Rechteck	 wenn jeder Eintrag in jeder Zeile
genau einmal	 und jeder Eintrag aus Bm � B � S in jeder Spalte h�ochstens ein�
mal auftritt� Das hei�t	 in einem B�lateinischen Rechteck ist im Gegensatz zum
gew�ohnlichen lateinischen Rechteck nur f�ur einen Teil der Eintr�age aus S eine Wie�
derholung innerhalb der Spalten verboten� F�ur B � S handelt es sich dagegen um
ein gew�ohnliches lateinisches Rechteck�

Der Ausdruck LB�n�m� bezeichne die Anzahl der B�lateinischen Rechtecke des
Formats n�m�

Satz �����	 ���� Wenn ��jBmj � O�n��� f�ur ein festes � mit �
�

 � � � ist
 dann

gilt f�ur n � o�m�����	��� die Absch�atzung

LB�n�m�m�jBmj � �m��nen�n��	���

Im Fall gew�ohnlicher lateinischer Rechtecke ist jBmj � m� Dieser Satz reduziert sich
dann zu Satz ������ von Erd�os und Kaplansky ���� mit der Schranke n � o�m����
von Yamamoto ������
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Im Fall der Anzahl allgemeiner lateinischer Rechtecke lassen sich nur die Werte
L��� m� r� und L��� m� r� ohne gro�e Schwierigkeiten exakt bestimmen �siehe z� B�
Pranesachar ����� O�ensichtlich gilt L��� m� r� � r���r �m���

Satz ����� F�ur alle m� r � N gilt

L��� m� r� �
r�

�r �m��

mX
k��

����k


m

k

�
�r � k��

�r �m��
�
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In ��� haben Athreya	 Pranesachar und Singhi die Technik der M�obius�Inversi�
on� benutzt	 um eine einheitliche Methode zur Enumeration von lateinischen Recht�
ecken zu entwickeln� Mit Hilfe dieser Methode sind die Anzahlen L�n�m� r� f�ur
n � �� � berechnet worden� Die �Uberlegungen in ��� beruhen auf einer Korre�
spondenz zwischen allgemeinen lateinischen Rechtecken und sogenannten zul�assigen
F�arbungen bestimmter Graphen�

Eine zul�assige �F�arbung eines Graphen G � �V�E� ist eine Funktion f � V �
f�� �� � � � � g mit f�v� �� f�w� f�ur alle v� w � V mit fv� wg � E� Das chromati�
sche Polynom ��G� � eines ungerichteten Graphen G � �V�E� ist das eindeutig
bestimmte Polynom in 	 das f�ur alle  � N die Anzahl der zul�assigen 
F�arbungen
von G angibt�� Ein vollst�andiger bipartiter Graph Kn�m ist ein Graph	 dessen Kno�
tenmenge so in zwei Mengen V� und V� mit jV�j � n� jV�j � m partitioniert werden
kann	 da� jeder Knoten aus V� mit jedem aus V� benachbart ist und sonst keine
Nachbarschaften bestehen� Der Kantengraph �line graph� eines Graphen G � �V�E�
ist der Graph l�G� � �Vl� El� mit Vl � E	 bei dem je zwei Knoten aus Vl genau
dann benachbart sind	 wenn die entsprechenden Kanten in G einen gemeinsamen
Endknoten haben�

Hilfssatz ����� F�ur alle n�m� r � N gilt L�n�m� r� � ��l�Kn�m�� r�	

Beweis� O�ensichtlich entspricht der Kantengraph l�Kn�m� dem Hamming�Graphen
Kn � Km� In diesem Graphen korrespondiert jeder Knoten mit einem Eintrag des
lateinischen Rechtecks	 so da� jeweils alle Knoten einer Zeile bzw� einer Spalte paar�
weise benachbart sind und bei einer zul�assigen F�arbung verschiedene Farben be�
sitzen� Der Wert ��Kn � Km� r� gibt die Anzahl der m�oglichen r�F�arbungen des
Hamming�Graphen Graphen Kn � Km an� Diese Anzahl entspricht damit der An�
zahl L�n�m� r�	 da die Eintr�age �� � � � � r als r verschiedene Farben aufgefa�t werden
k�onnen� �

Eine Spezialisierung der Resultate in ��� ist eine Formel	 die das chromatische Po�
lynom von l�Kn�m�	 also die Anzahl L�n�m� r�	 als Linearkombination der chroma�
tischen Polynome bestimmter	 durch Partitionen konstruierter Graphen ausdr�uckt�
Auf diese Weise k�onnen die Zahlen L��� m� r� und L��� m� r� berechnet werden�

Satz ����	 ��� F�ur alle m� r � N gilt

L��� m� r� �
r�m�

��r �m����

X
�
�
	�m

������	
��r �m � �����

����



�r � �m � �� � � � �

�

�
�

�Die M�obius�Inversion ist eine e�ziente Methode zur Berechnung der Summanden� die bei der
Anwendung des Prinzips der Inklusion und Exklusion vorkommen �siehe Rota ������

�Die Funktion ��G� �� ist von Birkhoff ��� erstmals ���� eingef�uhrt worden� Es ist leicht zu
zeigen� da� es sich bei ��G� �� tats�achlich um ein Polynom in � handelt �siehe z� B� ������



��	� Allgemeine Pl�ane 	


Da die Formel in ��� f�ur L��� m� r� sehr umfangreich ist	 wird auf deren Darstellung
hier verzichtet� F�ur r � m ergeben sich aus Satz ����� und Satz ����� die Werte
P ��� m� und P ��� m� gem�a� Satz ����� und ������ Tabelle ��� auf Seite �� und
Tabelle ��� auf Seite �� enthalten die Anzahlen L��� m� r� und L��� m� r� f�ur m � ��	
jeweils als Summe �uber alle m�oglichen Werte r mit m � r � nm�

In ���� hat Nechvatal	 ebenfalls mit Hilfe der Technik der M�obius�Inversion	
asymptotische Ergebnisse f�ur L�n�m� r� erzielt� Diese Ergebnisse k�onnen als Ver�
allgemeinerung der Resultate von Erd�os und Kaplansky ���� f�ur P �n�m� im
vorangegangenen Unterabschnitt aufgefa�t werden�


�	 Allgemeine Pl�ane

Es sei P �n�m� r� die Anzahl der n�m
Pl�ane mit maximalem Eintrag bzw� Rang r	
wobei m � r � nm ist� Aufgrund der De�nition der Pl�ane ist es o�ensichtlich	 da�
f�ur alle r die Beziehung P �n�m� r� � L�n�m� r� gilt	 d� h� die Anzahl lateinischer
Rechtecke ist im allgemeinen nur eine grobe obere Schranke f�ur die entsprechende
Anzahl der Pl�ane� Es sind f�ur festes n weniger Anzahlen P �n�m� r� als L�n�m� r�
bekannt�

In ���� haben Br�asel und M� Kleinau im Jahr ���� eine Enumerationsme�
thode f�ur die Anzahl der n�m
Pl�ane f�ur kleine Werte von n und m vorgestellt� In
Kapitel � wird eine Weiterentwicklung des Algorithmus aus ���� behandelt	 die zu
einer e�ektiveren Plan�Enumeration f�uhrt�

Im Rahmen der folgenden Unterabschnitte wird eine bekannte exakte Formel f�ur
die Anzahl aller � � m
Pl�ane angegeben	 und es werden neue Ergebnisse f�ur die
Anzahlen aller ��m
 und ��m
Pl�ane entwickelt�

Pl�ane des Formats ��m

F�ur die Gesamtanzahl aller n � m
Pl�ane wird Pn�m ��
Pnm

r�m P �n�m� r� geschrie�
ben� Ein geschlossener Ausdruck f�ur P��m erscheint erstmals bei Br�asel und M�

Kleinau ����� Diese Werte geben Aufschlu� �uber die Anzahl aller zul�assigen Kombi�
nationen von Technologien und Organisationen des Problems Omjn � �jCmax bzw�
die entsprechende Anzahl f�ur das Problem O�jjCmax mit Auftragsanzahl n� Die
Beziehung P��m � Pn�� gilt f�ur n � m o�ensichtlich aus Symmetriegr�unden�

Satz ��	�� ���� F�ur alle m � N gilt

P��m �
�mX
r�m

P ��� m� r� � m�
mX
k��

m�

k�



m

k

�
� �����
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Beweis� In ��� haben Akers und Friedman gezeigt	 da� die Anzahl der zul�assigen
Organisationen zu einer gegebenen Technologie des Problems Jmjn � �jCmax gleich
m � � �

Pm
k�� j�kj ist	 wobei �k die Menge der geordneten k�Tupel �j�� � � � � jk� von

Maschinen Mj�� � � � �Mjk ist	 die sich in derselben technologischen Reihenfolge beider
Auftr�age be�nden	 also

o��j� 	 o��j� 	 � � � 	 o��jk und o��j� 	 o��j� 	 � � � 	 o��jk �

Durch Summation �uber alle m�oglichen Technologien entsteht die verallgemeiner�
te Aussage ����� f�ur das Open�Shop�Problem� Die Operationen�Reihenfolge o��� 	
o��� 	 � � � 	 o��m repr�asentiere die technologische Reihenfolge von J�� Unter den
m� technologischen Reihenfolgen von J� tritt ein festes	 in nat�urlicher Reihenfolge
geordnetes k�Tupel von Maschinen genau m��k�
mal auf� F�ur die Wahl eines sol�
chen k�Tupels gibt es

�
m
k

�
M�oglichkeiten� Der konstante Summand m � � aus der

Formel von Akers und Friedman kommt f�ur jede der m� technologischen Reihen�
folgen von J� hinzu� Durch Multiplikation mit m� als Anzahl der technologischen
Reihenfolgen von J� ergibt sich

P��m � m�

�
m��m � �� �

mX
k��

m�

k�



m

k

��
� m�

mX
k��

m�

k�



m

k

�
�

�

In Tabelle ��� ist die Anzahl zweizeiliger Pl�ane gem�a� ����� im Vergleich mit der
Anzahl lateinischer Rechtecke L��m�r mit m � r � �m f�ur m � �� � � � � �� �jeweils
reduziert um den Faktor m�� dargestellt�

Azyklische Orientierungen und chromatische Polynome

Ein n�m
Plan entspricht einem n�m
Ablaufgraphen und somit einer azyklischen
Orientierung des Hamming�Graphen Kn�Km� Im folgenden wird gezeigt	 da� nicht
nur die Bestimmung der Anzahl allgemeiner lateinischer Rechtecke �Abschnitt ����	
sondern auch die Bestimmung der Anzahl aller n�m
Pl�ane eng mit der Bestimmung
des chromatischen Polynoms des Hamming�Graphen Kn �Km verbunden ist�

Es sei ��G� die Anzahl der azyklischen Orientierungen eines Graphen G� In
���� hat Stanley erstmals ��G� mit dem chromatischen Polynom ��G� � von G
in Zusammenhang gebracht� Der entsprechende Satz in ���� macht sogar eine allge�
meinere Aussage� Hier wird jedoch ausschlie�lich die folgende	 f�ur die Bestimmung
der Anzahlen Pn�m interessante Spezialisierung der Aussage in ���� bewiesen�

Satz ��	�� ���� F�ur jeden Graphen G � �V�E� gilt ��G� � ����jV j��G����	
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Tabelle ���� Anzahlen der ��m
Pl�ane und der lateinischen Rechtecke L��m�r�

Gne G�eu

vv

u

x xx

u�
G

e

Abbildung ���� Zur De�nition der Graphen Gne und G�e�

Beweis� Es ist bekannt	 da� das chromatische Polynom ��G� � eines Graphen
G � �V�E� eindeutig durch die drei folgenden Bedingungen bestimmt ist �siehe
z� B� ����	 Theorem ���	 ��� und ����

�i� ��G�� � � 	 wobei G� der Graph ist	 der aus einem Knoten besteht	
�ii� ��G
H� � � ��G� ���H� �	 wobei G
H die Vereinigung zweier disjunkter

Graphen G und H ist	
�iii� ��G� � � ��Gne� ����G�e� � f�ur alle e � E	 wobei Gne bzw� G�e der Graph

ist	 der aus einem Graphen G � �V�E� durch L�oschen bzw� Kontraktion der
Kante e entsteht �vgl� Abbildung �����

Es reicht also zu zeigen	 da� f�ur ��G� � ����jV j��G���� die entsprechenden Bedin�
gungen

�i%� ��G�� � �	
�ii%� ��G 
H� � ��G���H�	
�iii%� ��G� � ��Gne� � ��G�e�
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gelten� Die Anzahl azyklischer Orientierungen des trivialen Graphen G� ist eins	 und
die Anzahl der azyklischen Orientierungen eines aus zwei Komponenten bestehenden
Graphen ist das Produkt der entsprechenden Zahlen f�ur die Komponenten	 da die
azyklischen Orientierungen unabh�angig voneinander sind� Also gelten o�ensichtlich
die Bedingungen �i%� und �ii%�� Im folgenden wird nun auch die G�ultigkeit von �iii%�
gezeigt�

Es sei O eine azyklische Orientierung von Gne	 wobei e � fu� vg die gel�oschte
Kante ist� Weiterhin sei O� die Orientierung von G	 die durch Hinzuf�ugen von u� v
zu O entsteht	 und O� die entsprechende Orientierung durch Hinzuf�ugen von v � u�
Es ist schnell einzusehen �vgl� Abbildung ���	 linke H�alfte�	 da� f�ur jede azyklische
Orientierung O von Gne entweder O� oder O� azyklisch ist	 au�er in ��G�e� F�allen	
in denen sowohl O� als auch O� azyklisch sind �vgl� Abbildung ���	 rechte H�alfte��
Also gilt ��G� � ��Gne� � ��G�e�� �

Einen alternativen Beweis der Aussage dieses Satzes hat Vo in ����� gegeben� Der
Beweis beruht auf sogenannten geordneten kantenfreien Partitionen der Knoten eines
Graphen	 und wird im folgenden skizziert�

Es sei G � �V�E� ein Graph� Eine Partition von V ist eine Menge disjunkter
Teilmengen von V 	 deren Vereinigung V ergibt� Eine kantenfreie Partition von V ist
eine Partition in unabh�angige� Knotenmengen� Eine geordnete kantenfreie Partition
von G ist eine kantenfreie Partition	 bei der eine Reihenfolge der unabh�angigen
Knotenmengen festgelegt ist� Ist �k die Anzahl der kantenfreien Partitionen von G
in k unabh�angige Knotenmengen ist	 so gilt o�ensichtlich

��G� � �

jV jX
k��

�k �� �� � � � �� k � ��� �����

und mit  � �� erh�alt man

����jV j��G���� �

jV jX
k��

����jV j�k�kk� � ������

Es sei &G die Menge aller geordneten kantenfreien Partitionen von V � Es gilt
j&Gj �

PjV j
k�� �kk�� Wenn man in dieser Summe jedem Element P von &G das

Vorzeichen ����jV j�k zuordnet	 wird deutlich	 da� beim Summieren nur die Fix�
punkte einer vorzeichenumkehrenden Involution i � &G � &G �ubrig bleiben	 da

�In einem Graphen G  �V�E� hei�t eine Knotenmenge V � � V unabh�angig� wenn keine zwei
Knoten aus V � benachbart sind�

�Eine Involution ist eine Abbildung i mit i�i�a��  a f�ur alle Elemente a� auf denen i de�niert
ist�
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Abbildung ���� Zum Beweis von Satz ������
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sich alle anderen Elemente von &G durch Anwendung von i zu Null summieren� In
����� de�niert Vo nun eine solche Involution i auf &G	 deren Fixpunktmenge gerade
die sogenannten diskreten Basis�Partitionen� von V sind	 die wiederum den azykli�
schen Orientierungen von G eineindeutig zugeordnet werden k�onnen� Daher werden
auf der rechten Seite von ������ die azyklischen Orientierungen von G gez�ahlt	 und
der alternative Beweis von Satz ����� ist damit vollst�andig�

Da jeder n�m
Plan mit einer azyklischen Orientierung des Hamming�Graphen
Kn �Km eineindeutig korrespondiert	 kann man anhand von Satz ����� die Anzahl
der Pl�ane mit Hilfe des chromatischen Polynoms der Hamming�Graphen darstellen�

Satz ��	�	 F�ur alle n�m � N gilt

Pn�m � ��Kn �Km� � ����nm��Kn �Km�����

�

Wenn es eine e�ziente Methode zur Berechnung des chromatischen Polynoms von
Hamming�Graphen gibt	 kann mit ihrer Hilfe die Anzahl aller Pl�ane eines gegebenen
Formats n�m berechnet werden� Der Komplexit�atsstatus dieses Enumerationspro�
blems ist bis heute unbekannt �siehe Abschnitt �����

Pl�ane des Formats 	�m und ��m

Mit Hilfe des gerade beschriebenen Zusammenhangs und den Ergebnissen aus Ab�
schnitt ��� �uber die Anzahl allgemeiner lateinischer Rechtecke kann neben der Be�
stimmung der Anzahl P��m auch eine Formel f�ur die Anzahl der dreizeiligen Pl�ane
erstellt werden	 denn das chromatische Polynom der Hamming�Graphen K� � Km

ist bekannt�

Satz ��	�� F�ur festes m � N gilt

P��m � ����m 
�m�
��
�m	�	�

X
�
�
	�m

����� �	 ��
�m
�	�	�

��	�

�
�
��m
��
�
�

�

�

mit  � ��	

Beweis� Aufgrund von Satz ����� ist P��m gleich dem Betrag des chromatischen
Polynoms ��K� � Km� � an der Stelle  � ��� Hilfssatz ����� zeigt	 da� das

	Die Elemente einer Knotenmenge V seien linear geordnet� Eine diskrete Basis�Partition ist eine
geordnete kantenfreie Partition� bei der alle Teilmengen mit mehr als einem Knoten in �
elementige
Teilmengen aufgeteilt sind� wobei diese bez�uglich der linearen Ordnung von V absteigend sortiert
sind�
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chromatische Polynom ��K� � Km� � dem Ausdruck L��� m� � entspricht� Die
Aussage des Satzes folgt dann wegen der Formel f�ur L��� m� � aus Satz ������ �

Bemerkung ��	�
 Wenn beim Ausdruck P��m der Term �����m���� in die Summe
hineingezogen wird	 sieht man	 da� es sich auf der rechten Seite um ein Polynom in
 vom Grad �m handelt� Vor der Summe verbleibt mit ����m�� der Anteil m�
In der Summe ergibt 


��m � ���

��m��

��

den Anteil �� und der Binomialkoe�zient den Anteil �� Wegen m � � � � � �
gilt �� � � � �m	 also kommt durch die Summe der Anteil �m zu m noch hinzu�
Beispielsweise lauten die beiden Polynome auf der rechten Seite f�ur

m � � � �� � �� � � und f�ur

m � � � � � �� � ��� � �� � �� � ��

Mit  � �� ergibt sich P��� �  und P��� � ����

Es liegt nun nahe	 die gleiche Vorgehensweise auch f�ur die Anzahl P��m anzuwenden	
da analog zu Satz ����� die Arbeit von Athreya	 Pranesachar und Singhi ���
auch eine Formel f�ur L��� m� � enth�alt� Allerdings scheint diese Formel nicht korrekt
zu sein	 denn schon im einfachsten Fall �f�ur m � � und  � �� ergibt sich ein Wert	
der nicht der Anzahl der zul�assigen ��F�arbungen des Hamming�Graphen K� � K�

bzw� der Anzahl der Lateinischen Rechtecke L����� entspricht� Diese Anzahl L��� �� ��
betr�agt ��� Mit der Formel aus ��� ergibt sich jedoch L��� �� �� � �������

Der Beweis der Formel in ��� ist nur angedeutet� Eine Anfrage an C� R� Pra�

nesachar �einer der Autoren von ���� blieb bisher ohne kl�arenden Erfolg�

Analog zu Tabelle ��� auf Seite �� f�ur Pl�ane und lateinische Rechtecke vom For�
mat � � m enth�alt Tabelle ��� die Werte entsprechender Matrizen des Formats
� � m� Tabelle ��� und Tabelle ��� veranschaulichen deutlich	 da� in der betrach�
teten Menge der lateinischen Rechtecke nur relativ wenig Elemente die zus�atzliche
Bedingung eines Plans erf�ullen� Die Anzahl der lateinischen Rechtecke ist also nur
eine sehr unscharfe obere Schranke f�ur die Anzahl der zugeh�origen Pl�ane� Im fol�
genden Abschnitt werden nun sch�arfere obere und untere Schranken f�ur die Anzahl
Pn�m hergeleitet�
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m P��m �
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P ��� m� r�
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�
 Obere und untere Schranken

Die Formeln f�ur die ��m
 und ��m
Pl�ane sind bereits vergleichsweise umfangreich
und kompliziert� Aufgrund der erw�ahnten Resultate im Zusammenhang mit der
Komplexit�at der Erweiterung rangminimaler Pl�ane sind erst recht keine einfachen
Ausdr�ucke f�ur Formate n � m mit n � � zu erwarten� Es wird daher in diesem
Abschnitt nach oberen und unteren Schranken f�ur die Gesamtanzahl Pn�m aller n�
m
Pl�ane gesucht�

In ���� hat M� Kleinau Absch�atzungen f�ur die Anzahl zul�assiger L�osungen von
Job�Shop�Problemen des Typs JmjjCmax mit n Auftr�agen gegeben� Im folgenden
werden obere und untere Schranken f�ur die Anzahl Pn�m aller n � m
Pl�ane bzw�
aller zul�assigen L�osungen des Open�Shop�Problems OmjjCmax mit n Auftr�agen ent�
wickelt�

Zum Au�nden oberer und unterer Schranken f�ur die Anzahl der n � m
Pl�ane
gen�ugt es nach Satz �����	 das chromatische Polynom des Hamming�Graphen Kn �
Km nach oben und unten entlang der negativen reellen Achse abzusch�atzen� In
Arbeiten von Dohmen ���	 ��� �uber Schranken f�ur chromatische Polynome ��G� k�
werden ausschlie�lich Absch�atzungen f�ur positive ganzzahlige  bzw� reelle Werte
 � � entwickelt� Die Interpretation von ��G� � als Anzahl zul�assiger �F�arbungen
des Graphen G ist nur f�ur positive ganzzahlige  sinnvoll� F�ur negative Werte von
 sind die Ergebnisse aus ���	 ��� unbrauchbar und k�onnen daher hier im Zusam�
menhang mit azyklischen Orientierungen nicht verwandt werden� Es wird nun nach
Absch�atzungen des Polynoms ��G� � gesucht	 die auch f�ur negative  G�ultigkeit
besitzen�
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Obere Schranke durch Ger�ust�Anzahl

In ���� haben Kahale und Schulman eine obere Schranke f�ur die Anzahl ��G� der
azyklischen Orientierungen eines Graphen G auf der Grundlage der Ger�uste�� eines
zu G verwandten Graphen G� hergeleitet� Diese Schranke stellt eine Verbesserung
der vorher bekannten oberen Schranken dar	 die ausschlie�lich auf den Knotengraden
der Knoten eines Graphen basieren� Eine Verallgemeinerung dieser Ergebnisse ergibt
zus�atzlich Absch�atzungen f�ur das chromatische Polynom ��G� � f�ur negative reelle
Argumente �

F�ur einen ungerichteten Graphen G sei G� der erweiterte Graph	 der aus G durch
Hinzuf�ugen eines Knoten u entsteht	 wobei u zu allen Knoten von G benachbart ist�
Weiterhin sei ��G� die Anzahl der Ger�uste eines Graphen G� Die entwickelten oberen
Schranken f�ur ��G� beruhen auf einem in ���� gezeigten Zusammenhang zwischen
den Anzahlen ��G� und ��G���

Hilfssatz ����� ���� F�ur einen beliebigen Graphen G gilt ��G� � ��G��	

Die Admittanzmatrix Q�G� eines Graphen G � �V�E� mit V � f�� � � � � pg ist die
p� p
Matrix Q�G� � �qij� mit

qij �

��
�

��� falls die Knoten i und j benachbart sind	
�� falls i �� j und i ist nicht zu j benachbart	

d�i�� falls i � j	

wobei d�i� den Grad des Knoten i angibt�
Es sei Q�G�i die Matrix	 die sich durch Streichung der i�ten Zeile und i�ten Spal�

te der Admittanzmatrix Q�G� ergibt� Der folgende	 urspr�unglich auf Kirchhoff
���� zur�uckgehende Matrix�Ger�ust�Satz zeigt	 da� die Anzahl der Ger�uste eines be�
liebigen Graphen mit Hilfe der Admittanzmatrix bestimmbar ist�

Satz ����� ���� Es sei G � �V�E� ein Graph mit V � f�� � � � � pg	 Dann gilt ��G� �
det�Q�G�i� f�ur beliebiges i mit � � i � p	

Die Kirchho��Matrix von G ist K�G� � Q�G��E	 dabei bezeichnet E die Einheits�
matrix� Anhand von Hilfssatz ����� und durch Anwenden des Matrix�Ger�ust�Satzes
auf G� �Streichung der zum Knoten u geh�orenden Zeile und Spalte� folgt unmittelbar
die anschlie�ende Aussage�

Satz ����	 ���� Es sei G ein beliebiger Graph und K�G� seine Kirchho��Matrix	
Dann gilt ��G� � det�K�G��	

�
Ein zyklenfreier Graph mit p Knoten und p � � Kanten hei�t Baum� Es sei G  �V�E� ein
Graph� Ein Baum T  �VT � ET � mit VT  V und ET � E hei�t aufspannender Baum bzw� Ger�ust
von G�
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Dieser Satz liefert zusammen mit einer geeigneten Absch�atzung f�ur die Kirchho��
Matrix von Hamming�Graphen Kn �Km eine obere Schranke f�ur Pn�m�

Satz ����� F�ur alle n�m � N gilt

Pn�m �

�
�n � m� ��

e

�
�
�d
� �

�d�
� �

��d�
� �

�d�
� O� �

d�
�
�
�nm

mit d � n � m� �	

Beweis� Wegen Satz ����� und Satz ����� ist Pn�m � det�K�Kn � Km��� Wei�
terhin gilt f�ur jeden d�regul�aren Graphen G � �V�E� mit jV j � p die Beziehung
det�K�G�� � �d� ��p exp��p� �

�d
� �

�d�
� �

��d�
� �

�d�
�O� �

d�
���	 siehe ����� Die Aussage

des Satzes folgt	 da der Hamming�Graph Kn�Km ein �n�m� ��
regul�arer Graph
mit nm Knoten ist� �

Zwei untere Schranken

In ���� wird von Goddard et al� erstmals eine untere Schranke f�ur die Anzahl
azyklischer Orientierungen eines Graphen G in Abh�angigkeit der Gradfolge von G
bewiesen�

Satz ����
 ���� F�ur jeden Graphen G � �V�E� mit V � f�� � � � � pg gilt

��G� �

pY
i��

�
�di � ���

� �

di�� �

wobei di den Grad des Knoten i bezeichnet	

Im FallG � Kn�Km kann man f�ur die Anzahl der n�m
Pl�ane eine untere Schranke
herleiten�

Folgerung ���� F�ur alle n�m � N gilt

Pn�m �
�
�n � m� ���

� nm
n�m�� � ������

Diese untere Schranke zeigt bereits das enorme Ansteigen der Anzahlen Pn�m mit
wachsenden Werten n und m� Zur Veranschaulichung ist die Funktion f�n�m� ��
�n�m� ���

�nm��n
m��	
f�ur das Intervall ��� ����� des Wertebereichs in Abbildung

��� dargestellt� In ���� haben Br�asel und M� Kleinau eine andere untere Schranke
f�ur Pn�m entwickelt	 die auf der Analyse eines ersten Enumerationsalgorithmus f�ur
Pl�ane beruht�
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Abbildung ���� Untere Schranke ������ f�ur die Anzahl aller n�m
Pl�ane�

Satz ����� ���� F�ur alle n�m � N gilt

Pn�m �
n��Y
i��

�m � i��

i�
� ������

Der folgende Satz zeigt	 da� die untere Schranke ������ schlechter als ������ ist�

Satz ����� F�ur alle n�m � N gilt

n��Y
i��

�m � i��

i�
�
�
�n � m� ���

� nm
n�m�� � ������

Beweis� Die rechte Seite von ������ ist o�ensichtlich eine symmetrische Funktion
von n und m� Die linke Seite ist ebenfalls symmetrisch	 denn mit M � min�n�m�
gilt

n��Y
i��

�m � i��

i�
�

m��Y
i��

�n � i��

i�
�

MY
i��

�m � n� i��

�M � i��
� ������

Sei also ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit n � m	 d� h� zu zeigen ist

nY
i��

�m � n� i��

�n� i��
�
�
�n � m� ���

� nm
n�m�� �
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Durch Logarithmieren erh�alt man

�m � n� ��
nX
i��

log�m � n� i�� �

� mn log�m � n� ��� � �m � n� ��
nX
i��

log�n� i�� �

Die Anwendung der Logarithmen�Gesetze sowie weitere elementare Umformungen
f�uhren schlie�lich auf

n�n� ��
mX
i��

log�n� � � i� � �m � n� ��
n��X
i��

i log i �

� mn
n��X
i��

log i � �m � n� ��
n��X
i��

i log�m � i�� ������

Es wird nun gezeigt	 da� f�ur n � m die linke Seite der Ungleichung ������ mit m
schneller w�achst als die rechte Seite von ������	 d� h� zu zeigen ist die G�ultigkeit der
Ungleichung

n�n� ��
m
�X
i��

log�n� � � i� � �m � n�
n��X
i��

i log i

�n�n� ��
mX
i��

log�n� � � i�� �m � n� ��
n��X
i��

i log i �

� �m � ��n
n��X
i��

log i � �m � n�

n��X
i��

i log�m � � � i�

�mn
n��X
i��

log i� �m � n� ��
n��X
i��

i log�m � i��

�����

Vereinfachungen von ����� f�uhren auf

n��X
i��

�m � n� i� log�m � i� � m�n� �� log�m � n� �
n��X
i��

�n� i� log i

bzw�

n��X
i��

�
�n� i� log


� �

m

i

�
�m log



� �

n� i

m � i

��
� ��
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Diese Ungleichung ist g�ultig	 wenn f�ur alle i � �� � � � � n� � die Ungleichung

�n� i� log


� �
m

i

�
� m log



� �

n� i

m � i

�
gilt� Wegen x � log���x� mit x � � reicht es zu zeigen	 da� f�ur alle i � �� � � � � n��
die Ungleichung

�n� i� log


� �
m

i

�
�
m�n� i�

m � i

bzw� 

� �

i

m

�
log


� �
m

i

�
� � ������

gilt� Dies ist der Fall	 da f�ur festes i	 � � i � n � � � m � � die erste Ableitung
der linken Seite von ������ nach m positiv ist und ������ f�ur das kleinste m	 also
m � i � �	 erf�ullt ist	 wie sich leicht nachweisen l�a�t�

Damit ist die G�ultigkeit von ����� gezeigt� Wegen der bereits erw�ahnten Sym�
metrie der beiden Seiten von ������ mu� nun Beziehung ������ bzw� ������ nur noch
f�ur n � m nachgewiesen werden� Aus ������ mit n � m ergibt sich

n�n� ��
nX
i��

log�n� � � i� � ��n� ��
n��X
i��

i log i �

� n�
n��X
i��

log i � ��n� ��
n��X
i��

i log�n � i�� ������

Die linke Seite von ������ w�achst mit n schneller als die rechte Seite	 wenn

�n � ��n

n
�X
i��

log�n � i� � ��n � ��

nX
i��

i log i

�n�n� ��
nX
i��

log�n� � � i�� ��n� ��
n��X
i��

i log i �

� �n � ���
nX
i��

log i � ��n � ��
nX
i��

i log�n� � � i�

� n�
n��X
i��

log i� ��n� ��
n��X
i��

i log�n � i�

������

gilt� Durch elementare Umformungen erh�alt man
nX
i��

��n� �i � �� log


� �
n

i

�
�

nX
i��

�n log�n � i� �

� n� log��n � �� � n� log��n�� ������
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Die beiden Summen auf der linken Seite lassen sich durch

nX
i��

��n� �i � �� log


� �
n

i

�
�

� ��n� �� log�n � �� �
nX
i��

��n� �i � �� log


� �
n

i

�
� ��n� �� log�n � �� � �� � � � � � � � �� ���n� ��� ��� log �

� ��n� �� log�n � �� � �n� ��� log �

� ��n� �� log
n � �

�
� n� log �

������

und

�n
nX
i��

log�n � i� � �n

n logn �

n

�
�log��n�� logn�

�
� �n� logn � n� log �

������

absch�atzen	 wobei sich die rechte Seite von ������ durch Berechnung der Trapez"�ache
unterhalb der Funktion logx im Intervall �n� �n� ergibt� F�ur die rechte Seite von
������ erh�alt man

n� log��n � �� � n� log��n� � n� log���n � ��� � n� log��n�

� n� log�n � �� � n� logn � �n� log �� ������

Schlie�lich f�uhrt die Anwendung von ������
������ auf ������ zu

��n� �� log
n � �

�
� �n� log � � �n� logn � n� log�n � �� � n� logn � �n� log �

bzw�

��n� �� log
n � �

�
� n� log



� �

�

n

�
�

Wegen x � log�� � x� mit x � � reicht es zu zeigen	 da� ��n� �� log n
�
�
� n bzw�

�� � �
n
� log n
�

�
� � gilt	 was f�ur n � � o�ensichtlich der Fall ist� Da Ungleichung

������ auch f�ur n � �� � gilt	 ist insgesamt die Monotonie von ������ f�ur alle n � N
bewiesen� Schlie�lich pr�uft man schnell die G�ultigkeit von ������ f�ur n � �� � und �
nach� Damit gilt ������ f�ur alle n � N und der Satz ist bewiesen� �



Kapitel �

Plan�Enumeration

In diesem Kapitel geht es um die Enumeration der zul�assigen L�osungen eines Open�
Shop�Problems mit n Auftr�agen und m Maschinen	 d� h� es wird f�ur gegebene Werte
n und m die Menge aller n�m
Pl�ane erzeugt�

In ���� haben Br�asel und M� Kleinau ���� erstmals eine Enumerationsme�
thode entwickelt	 mit der die Werte P �n�m� r� in den F�allen

� n � �� � � m � � und

� n � �� � � m � �

f�ur m � r � nm mit Hilfe eines Computers bestimmt werden k�onnen� Um die Pl�ane
auch f�ur gr�o�ere Formate n�m aufz�ahlen zu k�onnen	 werden in diesem Kapitel die
Verfahren aus ���� in vielfacher Hinsicht modi�ziert�

In Abschnitt ��� werden verschiedene �Aquivalenzrelationen behandelt	 die die
Menge aller n�m
Pl�ane jeweils in disjunkte �Aquivalenzklassen partitionieren� Wei�
terhin wird f�ur die Menge der �Aquivalenzklassen ein geeignetes Vertretersystem be�
schrieben� Die daraus gewonnenen Erkenntnisse bilden die Basis f�ur einen neuen
e�zienten Algorithmus zur Enumeration aller Pl�ane eines Open�Shop�Problems mit
n Auftr�agen und m Maschinen�

Die Abschnitte ��� und ��� dokumentieren diesen Enumerationsalgorithmus	 wo�
bei die Enumeration der Technologien eines Open�Shop�Problems vorangestellt ist�
Die Beschreibung des gesamten Algorithmus mit den zugeh�origen Teilprozeduren ist
in Abschnitt ��� enthalten� Zum Abschlu� wird in Abschnitt ��� eine Zusammen�
fassung und Auswertung der neu erzielten Werte f�ur die Anzahl der n � m
Pl�ane
gegeben�
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��� Pl�ane gleicher Struktur

Die in den folgenden Unterabschnitten vorgestellten �Aquivalenzrelationen �Isomor�
phie	 �Aquivalenz und Struktur��Aquivalenz� sind f�ur eine e�ziente Aufz�ahlung und
Charakterisierung der Pl�ane mit gleichen Eigenschaften bzw� Strukturen grundle�
gend� Ein Plan A eines Shop�Scheduling�Problems mit n Auftr�agen und m Ma�
schinen wird mit der n � m
Matrix A � �aij� identi�ziert	 die aus den R�angen
aij � 	�oij� der Knoten bzw� Operationen oij des zugeh�origen n�m
Ablaufgraphen
besteht�

Isomorphie von Pl�anen

Die n �m
Pl�ane bilden eine spezielle Klasse innerhalb der Menge der lateinischen
Rechtecke Ln�m�r� Die n � m
Pl�ane mit n � m hei�en quadratische Pl�ane� Die
rangminimalen quadratischen Pl�ane �mit n � m � r� sind meist unter dem Namen
lateinische Quadrate bekannt�

Lateinische Quadrate k�onnen als Multiplikationstafeln von Quasigruppen� aufge�
fa�t werden� In ���� bezeichnen D�enes und Keedwell zwei lateinische Quadrate
als isomorph	 wenn sie durch dieselbe Permutation von Zeilen	 Spalten und Ele�
menten der Belegungsmenge ineinander �uberf�uhrt werden k�onnen	 d� h� wenn die
entsprechenden Quasigruppen isomorph sind �bez�uglich des Isomorphie von Quasi�
gruppen���

Die �Ubertragung des f�ur lateinische Quadrate verwandten Begri�s
�
isomorph�

auf n�n
Pl�ane ist nicht sinnvoll	 da die Permutation von Elementen der Belegungs�
menge f�ur allgemeine quadratische Pl�ane keine abgeschlossene Operation ist	 d� h�
wenn Elemente eines Planes vertauscht werden	 f�uhrt dies zu Matrizen	 die nicht
notwendig der zus�atzlichen Eigenschaft f�ur Pl�ane �vgl� De�nition ������ gen�ugen
m�ussen�

In ���� bezeichnet Brown zwei lateinische Rechtecke als isomorph	 wenn sie
durch Permutationen von Zeilen	 Spalten und Elementen ineinander �uberf�uhrt wer�
den k�onnen �vgl� auch die Isotopie von lateinischen Quadraten und zugeh�origen
Quasigruppen in D�enes und Keedwell ������ Das hei�t	 im Fall isomorpher la�
teinischer Rechtecke m�ussen im Gegensatz zur obigen De�nition der isomorphen
lateinischen Quadrate die verwendeten Permutationen nicht identisch sein� Aus
dem gleichen Grund wie bei der

�
Isomorphie von lateinischen Quadraten� ist die

�Ubertragung des Begri�s
�
Isomorphie von lateinischen Rechtecken� auf n�m
Pl�ane

�Eine Menge Q hei�t Quasigruppe� wenn auf ihr eine Verkn�upfung ��� de�niert ist� und f�ur jedes
Paar a� b � Q die Gleichungen a � x  b und y � a  b eindeutig nach x bzw� y au��osbar sind�

�Zwei Quasigruppen G und G� hei�en isomorph� wenn es eine bijektive Abbildung � � G � G�

gibt mit ��ab�  ��a���b� f�ur alle a� b � G�
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�

ebenfalls unangebracht� Es wird daher die Isomorphie von Pl�anen folgenderma�en
de�niert�

De�nition 
���� Zwei Pl�ane A und B hei�en isomorph	 A �� B	 wenn A durch
eine Permutation 	 von Zeilen und eine Permutation � von Spalten in B �uberf�uhrt
werden kann�

Ein Isomorphismus �	� ��	 der einen Plan A in sich selbst �uberf�uhrt	 hei�t Auto�
morphismus von A� Die Isomorphie von Pl�anen ist eine �Aquivalenzrelation	 die die
Menge der Pl�ane in disjunkte Isomorphieklassen aufteilt� Der Begri�

�
Isomorphie�

wurde so gew�ahlt	 da� die Pl�ane einer Isomorphieklasse bei passender Indizierung
der Auftr�age Ji und Maschinen Mj identisch sind�

�Aquivalenz von Pl�anen

Im quadratischen Fall ist bei der Zusammenfassung von Pl�anen mit gleichen Eigen�
schaften jeweils nicht nur eine andere Indizierung der Auftr�age Ji und Maschinen Mj

denkbar	 sondern die Rolle der Auftr�age kann auch komplett mit der der Maschinen
vertauscht werden�

Zu einer gegebenen n�n
Matrix A wird die Matrix	 die sich durch Transposition	
also durch Spiegelung von A an ihrer Hauptdiagonalen	 ergibt	 mit AT bezeichnet�
O�ensichtlich ist AT genau dann ein n � n
Plan	 wenn A einer ist� Analog zur
Terminologie bei allgemeinen Matrizen hei�t AT der transponierte Plan von A�

De�nition 
���� Zwei Pl�ane A und B hei�en �aquivalent	 A � B	 wenn A �� B
oder A �� BT gilt�

Wird f�ur Pl�ane stets ein festes Format n�m mit n �� m betrachtet	 so gilt f�ur zwei
Pl�ane A und B genau dann A �� B	 wenn A � B ist	 d� h� die Begri�e

�
Isomorphie�

und
�

�Aquivalenz� fallen in diesem Fall zusammen� Wie leicht zu sehen ist	 mu� f�ur
zwei quadratische Pl�ane A und B mit A � B allerdings nicht notwendig A �� B
gelten	 d� h� f�ur n � m ist die Anzahl nicht�isomorpher Pl�ane mindestens so gro�
wie die Anzahl nicht��aquivalenter Pl�ane�

Im n�achsten Unterabschnitt wird deutlich	 da� die �Aquivalenz von n � m

Pl�anen mit der Isomorphie der zugeh�origen n�m
Ablaufgraphen gleichbedeutend
ist� Zun�achst wird jedoch ein Algorithmus entwickelt	 der in polynomialer Zeit ent�
scheidet	 ob zwei gegebene Pl�ane A und B �aquivalent sind oder nicht�

De�nition 
���	 Ein Plan A � �aij� ist in Normalform	 wenn a�� � � gilt	 und die
Eintr�age der ersten Zeile und der ersten Spalte jeweils aufsteigend sind�
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Algorithmus 
���� Plan� �Aquivalenz

Eingabe� Zwei beliebige n�m
Pl�ane A � �aij� und B � �bij��
Ausgabe� Eine �Aquivalenz �in Form von Zeilen� und Spaltenper�

mutationen sowie Transposition�	 falls eine existiert�

�� Bringe A durch geeignete Zeilen� und Spaltenpermutation 	A und �A in eine
Normalform A� � �a�ij� mit a��� � ��

�� F�ur alle Eintr�age bkl � � in B�

�a� Bringe B durch geeignete Zeilen� und Spaltenpermutation 	B und �B in
die Normalform B� � �b�ij� mit b��� � bkl�

�b� Wenn A� � B� ist�

A und B sind �aquivalent� Die �Aquivalenz wird durch die Zeilenper�
mutation 	A	

��
B und Spaltenpermutation �A�

��
B beschrieben�

�c� Wenn n � m ist�

i� Setze B�� �� B�T �

ii� Wenn A� � B�� ist�

A und B sind �aquivalent� Die �Aquivalenz wird durch die Zeilen�
permutation 	A	

��
B und Spaltenpermutation �A�

��
B sowie durch

Transposition beschrieben�

Die Korrektheit des Algorithmus ����� folgt aus den vorangegangenen Betrachtun�
gen	 insbesondere aus De�nition ����� und De�nition ������

Satz 
���
 F�ur n � m kann die �Aquivalenz von n�m�Pl�anen in der Zeit O�nm��
entschieden werden	

Beweis� Es wird Algorithmus ����� betrachtet� Die Sortierung der Zeilen und
Spalten	 die zur Konstruktion der Normalformen in Schritt � und �a erforderlich
ist	 ben�otigt O�n logn�m logm� Zeit� Mit n � m ergibt sich O�m logm� als obere
Schranke� Die Vergleiche der Elemente zweier Matrizen in Schritt �b und �c k�onnen
f�ur n � m jeweils in der Zeit O�m�� ausgef�uhrt werden� Da B ein lateinisches
Rechteck ist	 gibt es h�ochstens n verschiedene Normalformen von B� Also mu� der
gesamte Schritt � maximal n�mal wiederholt werden	 d� h� die Zeitkomplexit�at f�ur
den gesamten Algorithmus betr�agt O�nm��� �
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Isomorphie�Problem f�ur Ablaufgraphen

Zwei Graphen G� � �V�� E�� und G� � �V�� E�� hei�en isomorph	 wenn es eine
bijektive Abbildung � � V� � V� gibt	 so da� f�ur alle Paare von Knoten v� w � V�
genau dann fv� wg � E� gilt	 wenn f��v�� ��w�g � E� ist� Das hei�t	 zwei Graphen
sind isomorph	 wenn man die Knoten des einen Graphen auf die des anderen so
abbilden kann	 da� die Nachbarschaften zwischen den Knoten erhalten bleiben� Eine
Bijektion � mit dieser Eigenschaft hei�t Isomorphismus� Diese De�nition kann f�ur
Digraphen angepa�t werden	 indem man f�ur die Kanten die ungeordneten Paare von
Knoten jeweils durch geordnete ersetzt�

Nach Satz ����� besteht eine eineindeutige Beziehung zwischen n � m
Pl�anen
und zugeh�origen n�m
Ablaufgraphen� Der folgende Hilfssatz gibt eine Charakte�
risierung �aquivalenter Pl�ane anhand von Isomorphismen zwischen den zugeh�origen
azyklischen Digraphen� Diese Charakterisierung kann ebenfalls als De�nition der
�Aquivalenz von Pl�anen benutzt werden�

Hilfssatz 
��� ���� Zwei Pl�ane A und B sind genau dann �aquivalent
 wenn die
zugeh�origen Ablaufgraphen G�A� und G�B� isomorph sind	

Beweis� O�ensichtlich besteht ein n�m
Ablaufgraph G�A� aus n�m azyklischen
Turnieren�� Dabei handelt es sich um n Turniere mit m Knoten	 die mit den Zeilen
des zugeh�origen Plans A korrespondieren und m Turniere mit n Knoten entsprechend
f�ur die Spalten von A� Zwei Turniere von G�A� sind genau dann knotendisjunkt	
wenn sie entweder zu zwei verschiedenen Zeilen oder zu zwei verschiedenen Spalten
von A geh�oren� Deshalb k�onnen die Knoten von Zeilen und die Knoten von Spal�
ten permutiert werden	 ohne die Grundstruktur der Nachbarschaften zwischen den
Knoten des entsprechenden Ablaufgraphen G zu ver�andern� F�ur jeden Plan A gibt
es o�ensichtlich auch eine Bijektion zwischen den Knotenmengen der Ablaufgraphen
G�A� und G�AT �	 die die Nachbarschaften invariant l�a�t� Die Permutationen und
die eventuelle Matrix�Transposition	 die den Plan A in den Plan B �uberf�uhren	 legen
also auf diese Weise den Isomorphismus zwischen den zugeh�origen Ablaufgraphen
fest� �

Es wird im weiteren der in diesem Hilfssatz dargestellte Zusammenhang zur Gewin�
nung einer Komplexit�atsaussage f�ur eines der bekanntesten Probleme aus der Gra�
phentheorie benutzt� Das Problem der Entscheidung	 ob zwei gegebene Graphen
isomorph sind	 hei�t Graphen�Isomorphie�Problem� Die Komplexit�at dieses Pro�
blems ist bis heute ungekl�art	 d� h� es ist weder ein polynomialer L�osungsalgorithmus
bekannt	 noch konnte gezeigt werden	 da� es sich um ein NP�vollst�andiges Problem
handelt�

�Ein Turnier T  �V�E� mit jV j  n ist eine Orientierung des vollst�andigen Graphen Kn�
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Das Graphen�Isomorphie�Problem spielt in der Komplexit�atstheorie eine bedeu�
tende Rolle	 denn es ist eines der Probleme in der Klasse NP	 die m�oglicherweise
weder in der Klasse P liegen nochNP�vollst�andig sind� Falls P �� NP gilt	 existieren
tats�achlich solche Probleme	 die zwischen diesen beiden Komplexit�atsklassen liegen
�siehe Ladner ������ Die gro�e Bedeutung des Graphen�Isomorphie�Problems in
diesem Bereich kommt auch durch die besondere Erw�ahnung in fr�uhen Arbeiten der
Komplexit�atstheorie ���	 ��	 �� zum Ausdruck�

Die Komplexit�at des Digraphen�Isomorphie�Problems	 also des entsprechenden
Entscheidungsproblems f�ur gerichtete Graphen	 ist polynomial �aquivalent zum Gra�
phen�Isomorphie�Problem �siehe Miller ������ W�ahrend f�ur beliebige Graphen
bzw� Digraphen bis heute kein e�zienter Algorithmus zur Entscheidung �uber die
Existenz eines Isomorphismus im allgemeinen Fall bekannt ist	 hat man bereits ei�
nige Graphenklassen bestimmt	 in denen dieses Problem in polynomialer Zeit gel�ost
werden kann� Es sind polynomiale Algorithmen z� B� im Falle von planaren Graphen
�Hopcroft und Wong ����	 Graphen mit beschr�ankter maximaler Knotenanzahl
�Luks ����	 Graphen mit beschr�anktem durchschnittlichen Geschlecht �Chen �����
und Intervallgraphen �Lueker und Booth ���� bekannt�

Zur L�osung des Digraphen�Isomorphie�Problems sind polynomiale Algorithmen
f�ur minimale serien�parallele Digraphen� �Valdes	 Tarjan und Lawler ����� und
f�ur zyklische Turniere� �Ponomarenko ����� entwickelt worden�

Im anschlie�enden Satz zeigen wir	 da� die Menge aller n � m
Ablaufgraphen
eine weitere Klasse von Digraphen ist	 in der die Entscheidung �uber die Existenz
eines Isomorphismus in polynomialer Zeit m�oglich ist�

Satz 
���� ���� Es ist in polynomialer Zeit entscheidbar
 ob ein Isomorphismus
zwischen zwei azyklischen Orientierungen des Hamming�Graphen Kn�Km existiert	

Beweis� Die Menge der azyklischen Orientierungen des Hamming�Graphen Kn �
Km entspricht der Menge der n � m
Ablaufgraphen� Einem gegebenen n � m

Ablaufgraphen kann nach Satz ����� eindeutig ein n �m
Plan zugeordnet werden�
Satz ����� zeigt	 da� es in polynomialer Zeit m�oglich ist	 zu einem gegebenen Ab�
laufgraphen den zugeh�origen Plan zu berechnen� Zusammen mit dem polynomialen
Algorithmus ����� zur Entscheidung	 ob zwei Pl�ane �aquivalent sind	 und Hilfssatz
���� folgt	 da� in der Klasse der azyklischen Orientierungen des Hamming�Graphen
vom Typ Kn �Km das Graphen�Isomorphie�Problem polynomial l�osbar ist� �

�Ein minimaler serien�paralleler Digraph �MSP
Digraph� ist ein Digraph� der sich durch eine
Folge von seriellen und parallelen Kompositionen rekursiv aus kleineren MSP
Digraphen kon

struieren l�a�t� wobei der triviale Digraph mit nur einem Knoten auch ein MSP
Digraph ist
�Rekursionsanfang��

�Ein Turnier T  �V�E� hei�t zyklisch� wenn seine Automorphismengruppe� d� h� die Gruppe
der Isomorphismen � � V � V � die zyklische Permutation ��� �� � � � � n� enth�alt�




��� Pl�ane gleicher Struktur 



Struktur��Aquivalenz von Pl�anen

Es ist sinnvoll	 bei der Zusammenfassung von n � m
Pl�anen mit gleichen Eigen�
schaften nicht nur die jeweilige Neuindizierung der Auftr�age Ji und Maschinen Mj

untereinander �Isomorphie� sowie zus�atzlich die komplette Vertauschung von Auf�
tr�agen und Maschinen im Fall n � m ��Aquivalenz� zuzulassen� Die Grundstruktur
eines Planes �andert sich ebenfalls nicht	 wenn alle Reihenfolgen von Technologie
und Organisation vollst�andig umgekehrt werden� Daher wird in diesem Abschnitt
zus�atzlich zur Isomorphie

�
��� und zur �Aquivalenz

�
�� eine weitere �Aquivalenzrela�

tion f�ur Pl�ane betrachtet	 die auf der Umkehrung aller Reihenfolgen bzw� gerichte�
ten Kanten im entsprechenden Ablaufgraphen basiert� Bei dieser �Aquivalenzrelation
handelt es sich um die sogenannte Struktur��Aquivalenz�

Es sei A ein Plan� Der Plan	 der sich durch Umkehrung der Technologie und
Organisation von A ergibt	 hei�t Umkehrplan A von A

De�nition 
���� Zwei Pl�ane A und B hei�en struktur��aquivalent	 A �S B	 wenn
A � B oder A � B gilt�

Diese durch
�
�S� de�nierte �Aquivalenzrelation ist nicht so streng gefa�t wie die

�Aquivalenz �
�
��� und die Isomorphie �

�
����� O�ensichtlich folgt f�ur zwei Pl�ane A

und B aus A �� B die Beziehung A � B	 und A � B impliziert die Beziehung
A �S B�

Vertretersysteme

In ���� habenBr�asel	 Harborth undWillenius die Anzahl der Isomorphie� bzw�
�Aquivalenzklassen in der Menge der Pl�ane folgenderma�en bestimmt� Es werden
zun�achst alle n � m
Pl�ane mit Hilfe des vollst�andigen Enumerationsalgorithmus
�Br�asel und M� Kleinau ����� f�ur kleine Werte n und m erzeugt� Danach m�ussen
diese n�m
Pl�ane paarweise anhand von Algorithmus ����� verglichen werden	 um
letztlich nur die nicht�isomorphen bzw� nicht��aquivalenten Pl�ane zu z�ahlen�

Diese Methode der Enumeration nicht�isomorpher bzw� nicht��aquivalenter Pl�ane
ist aufgrund der gro�en Anzahl der durchzuf�uhrenden paarweisen Vergleiche zur
schnellen Berechnung der gew�unschten Plan�Anzahl bereits f�ur m � n � � unzu�
reichend� Es wird nun die in ���� entwickelte neue Grundlage vorgestellt	 mit der
alle Pl�ane eines gegebenen Formats e�ektiver als in ���� erzeugt bzw� gez�ahlt werden
k�onnen�

Zur Enumeration der �Aquivalenzklassen bestimmter kombinatorischer Objekte
wendet man h�au�g algebraische Methoden an	 mit denen in geeigneter Weise nur die
Vertreter eines disjunkten Vertretersystems f�ur die �Aquivalenzklassen erzeugt oder
gez�ahlt werden�
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Es seien A � �aij� und B � �bij� zwei n �m
Matrizen mit aij� bij � N f�ur alle
i � �� � � � � n und j � �� � � � � m� Die Matrix A hei�t lexikographisch kleiner als die
Matrix B �A 
lex B�	 wenn es ein Indexpaar �k� l� gibt	 f�ur das akl 
 bkl gilt und f�ur
alle Indexpaare �i� j� mit � � i 
 k� � � j � m und i � k� � � j 
 l die Beziehung
aij � bij erf�ullt ist� Auf diese Weise ist auf der Menge S der n �m
Matrizen mit
Eintr�agen aus N die lexikographische Ordnung der Form A� 
lex A� 
lex � � � 
lex

Ar f�ur die Matrizen A�� A�� � � � � Ar gegeben� O�ensichtlich handelt es sich bei der
Menge S mit dieser Ordnung um eine linear geordnete Menge��

De�nition 
���� Es sei S die Menge aller n � m
Matrizen mit Eintr�agen aus N �
Eine Menge Q � S werde durch eine �Aquivalenzrelation in die disjunkten Teilmen�
gen Q�� � � � � Qr partitioniert	 also Q � Q� 
 � � � 
 Qr und Qi � Qj � � f�ur i �� j�
Es sei minlex�Qi� das lexikographische Minimum der Elemente der Menge Qi � S�
Dann ist die Funktion f mit

f � f�� � � � � rg � S�

i �� f�i� � min
lex

�Qi�
�����

die Auswahlfunktion eines Vertretersystems f�ur die gegebene �Aquivalenzrelation auf
Q�

Isomorphie	 �Aquivalenz und Struktur��Aquivalenz stellen �Aquivalenzrelationen dar	
durch die die Menge aller n�m
Pl�ane jeweils in disjunkte �Aquivalenzklassen parti�
tioniert wird� In den folgenden Abschnitten beruhen die benutzten Vertretersysteme
f�ur die �Aquivalenzklassen in der Menge der Technologien und Pl�ane direkt oder indi�
rekt auf der Auswahlfunktion ������ Es wird also h�au�g die lexikographische kleinste
Matrix als Repr�asentant ihrer Klasse benutzt�

In Abbildung ��� sind unter allen �� �
Pl�anen alle Vertreter einer Isomorphie�
bzw� �Aquivalenzklasse hervorgehoben� Au�erdem sind in dieser Abbildung die vier
verschiedenen Isomorphieklassen zeilenweise angeordnet�

��� Technologie�Anzahlen

Im ersten Teil neuen Enumerationsalgorithmus f�ur n�m
Pl�ane werden zun�achst nur
Technologien betrachtet� Eine Technologie wird stets mit der Matrix TR identi�ziert
�siehe Abbildung ���	 Seite ���� Diese n � m
Matrix TR besteht f�ur ein Shop�
Scheduling�Problem mit n Auftr�agen und m Maschinen aus n Zeilen	 die jeweils
Permutationen der Zahlen �� � � � � m darstellen�

�Eine linear geordnete Menge ist eine Menge in der je zwei Elemente anhand einer zweistelligen
Relation vergleichbar sind�
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Tabelle ���� Gesamtanzahlen der n�m
Technologien�
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Im folgenden wird das in Abschnitt ��� angewandte Prinzip der Zusammenfas�
sung von Pl�anen gleicher Struktur auf die Technologien TR �ubertragen	 um sich
unter der Gesamtanzahl der Technologien eines Formats �vgl� Tabelle ���� auf die
strukturell verschiedenen konzentrieren zu k�onnen�

De�nition 
���� Zwei Technologien TR� und TR� hei�en isomorph �TR� �� TR��	
wenn TR� durch eine Permutation 	 von Zeilen und eine Permutation � von Spalten
in TR� �uberf�uhrt werden kann�

Zur Absch�atzung der Anzahl nicht�isomorpher Technologien ist die Betrachtung
sogenannter reduzierter Technologien TR sinnvoll� In der folgenden De�nition und
im weiteren Teil dieses Kapitels wird die Gesamtheit aller Eintr�age einer Zeile TRi

der Technologie TR stets als Zeilenvektor TRi � �tri�� tri�� � � � � trim� aufgefa�t�

De�nition 
���� Eine n�m
Technologie TR hei�t reduziert	 wenn

TR� � ��� �� � � � � m�

ist	 und TRi �lex TRi
� f�ur alle � � i � n� � gilt�

Hilfssatz 
���	 ���� F�ur die Anzahl ITR�n�m� der Isomorphieklassen der Techno�
logien TR des Formats n�m gilt

�

n



m� � n� �

n� �

�
� ITR�n�m� �



m� � n� �

n� �

�
� �����

Beweis� Jede Technologie TR kann durch Zeilen� und Spaltenpermutationen in
eine reduzierte Form �uberf�uhrt werden� Also ist die Anzahl der reduzierten TR%s
eine obere Schranke f�ur die Anzahl nicht�isomorpher TR%s� Da die erste Zeile einer
reduzierten TR festgelegt ist	 entspricht die Anzahl der reduzierten TR%s der An�
zahl der �n � ��
Kombinationen der Menge der Permutationen der L�ange m mit
Wiederholung	 und diese Anzahl ist

�
m�
n��
n��

�
�

Es sei k die Anzahl verschiedener Zeilenvektoren in Technologien TR einer Iso�
morphieklasse� Dann enth�alt diese Isomorphieklasse h�ochstens k verschiedene redu�
zierte TR%s	 denn jede der k verschiedenen Zeilen kann durch Anwendung geeigneter
Zeilen� und Spaltenpermutation als erste Zeile benutzt werden� Da eine Technolo�
gie TR h�ochstens n verschiedene Zeilen besitzt	 gilt die in ����� angegebene untere
Schranke� �

Ein Automorphismus �	� �� einer Technologie TR ist eine Zeilen� und Spaltenpermu�
tation	 die TR in sich selbst �uberf�uhrt� Ein Automorphismus �	� �� hei�t nichttrivial	
wenn die Spaltenpermutation � nicht die Identit�at ist�
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Die in Hilfssatz ����� gegebenen Schranken f�ur die Anzahl nicht�isomorpher Tech�
nologien sind nicht scharf� Satz ����� zeigt	 da� sich die Anzahl ITR�n�m� f�ur unend�
lich viele Paare �n�m� exakt angeben l�a�t� Zum Beweis dieses Ergebnisses ben�otigt
man folgendes vorbereitendes Resultat�

Hilfssatz 
���� ���� Es gibt genau dann eine n � m�Technologie TR mit einem
nichttrivialen Automorphismus
 wenn n durch eine Zahl p � N mit � 
 p � m
teilbar ist	

Beweis� Es sei TR eine n�m
Technologie mit einem nichttrivialen Automorphis�
mus �	� ��� Dann enth�alt die Spaltenpermutation � mindestens einen Zyklus der
L�ange p mit � 
 p � m� Es gilt TR��i	 � ��TRi� f�ur alle i	 da �	� �� ein Automor�
phismus ist� Sei r die L�ange des Zyklus von 		 der i enth�alt� Dann gilt 	r�i� � i
und damit �r�TRi� � TRi� Also ist �r die Identit�at und r ein Vielfaches von p�
Die gleiche Schlu�folgerung kann f�ur alle Zeilen i	 � � i � n angewandt werden�
Jeder Zyklus in 	 hat daher als L�ange ein Vielfaches von p� Da n die Summe aller
Zyklusl�angen von 	 ist	 ist n ebenfalls Vielfaches von p�

Sei umgekehrt n � sp mit � � p � m� Dann ist die Technologie TR � �trij� mit

trij �

� �
�di�se � j � �� mod p

�
� � f�ur j � p 

j f�ur p 
 j � m 
�����

f�ur alle � � i � n	 eine n�m
Technologie	 die einen nichttrivialen Automorphismus
besitzt� �

Die im Beweis angegebene Matrix ist die einfachste Form einer Technologie mit
einem nichttrivialen Automorphismus� Zum Beispiel ergibt sich aus ����� mit n �
� m � � und p � � die Technologie

�trij� �

�
BBBBBB�

� � � � �  �
� � � � �  �
� � � � �  �
� � � � �  �
� � � � �  �
� � � � �  �

	
CCCCCCA
� �����

Die Aufz�ahlung der Technologien bereitet nur dann Schwierigkeiten	 wenn nichttri�
viale Automorphismen existieren� Ansonsten kann die Anzahl ITR�n�m� der paar�
weise nicht�isomorphen Technologien anhand des folgenden Satzes leicht berechnet
werden�

Satz 
���
 ���� Es sei n durch keine Zahl p mit � 
 p � m teilbar	 Dann gilt

ITR�n�m� �
nX

k��



m�� �

k � �

�

n� �

k � �

�
�

k
� �����
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Beweis� Es wird zun�achst die Anzahl der reduzierten Technologien TR mit genau
k paarweise verschiedenen Zeilenvektoren TRi� i � �� � � � � k betrachtet� Der erste
Zeilenvektor einer reduzierten Technologie ist stets TR� � ��� �� �� � � � � m�	 daher
verbleiben

�
m���
k��

�
M�oglichkeiten	 diese Menge von insgesamt k verschiedenen Zeilen�

vektoren auszuw�ahlen� Weiterhin tritt jeder dieser Zeilenvektoren TRi� i � �� � � � � k
mit einer H�au�gkeit hi � � auf	 wobei o�ensichtlich n � h� � h� � � � �� hk gilt� Die
Anzahl der M�oglichkeiten	 die Zahl n auf diese Weise in k positive Summanden zu
zerlegen	 ist

�
n��
k��

�
� Also existieren insgesamt

�
m���
k��

��
n��
k��

�
reduzierte Technologien

TR mit genau k verschiedenen Zeilenvektoren� Wie bereits im Beweis von Hilfssatz
����� gezeigt wurde	 enth�alt jede Isomorphieklasse von Technologien mit k verschie�
denen Zeilen maximal k verschiedene reduzierte Technologien� Nach Voraussetzung
ist n durch keine Zahl p mit � 
 p � m teilbar� Wegen Hilfssatz ����� hat jede solche
Isomorphieklasse in diesem Fall genau k verschiedene reduzierte Technologien� Die
Aussage des Satzes folgt also	 wenn man �uber k summiert und dabei jeweils den
Faktor ��k hinzuf�ugt� �

Anwendung des Cauchy�Frobenius�Hilfssatzes

In diesem Abschnitt wird eine weit verbreitete algebraische Methode angewendet	
um eine exakte Formel f�ur die Anzahl ITR�n�m� der Isomorphieklassen der n�m

Technologien herleiten zu k�onnen� Das zentrale Hilfsmittel in diesem Zusammen�
hang ist der sogenannte Cauchy�Frobenius�Hilfssatz	 der zun�achst zitiert wird� Vor�
bereitend dazu ben�otigt man die anschlie�end erkl�arten Begri�e�

Es sei G eine Gruppe von Elementen	 die auf einer endlichen Menge X operiere	
also G�X � X� �g� x� �� g�x�� Man kann die Gruppe G bez�uglich X in sogenannte
Bahnen zerlegen� F�ur ein Element x � X hei�t die Menge G�x� � fg�x� j g � Gg
die Bahn von x� Der Stabilisator von x ist die Menge Gx � fg � G j g�x� � xg�
O�ensichtlich ist der Stabilisator von x eine Untergruppe von G� Weiterhin kann
gezeigt werden	 da� stets jG�x�j jGxj � jGj gilt�

Hilfssatz 
��� ���� Sei G eine Gruppe
 die auf einer endlichen Menge X operiere	
Mit B�G� werde die Menge der Bahnen von G auf X bezeichnet	 Es gilt

jB�G�j �
�

jGj

X
g�G

jfx � X � g�x� � xgj� ����

Dieser Cauchy�Frobenius�Hilfssatz ist irrt�umlich auch unter dem Namen
�
Burnside%s

Lemma� bekannt� Dieser Irrtum ist durch folgenden Zusammenhang begr�undet�
W�ahrend Burnside in ���� noch die entsprechende Literaturquelle zitiert	 ist dies
in der �� Au"age von ���� nicht mehr der Fall� Daher sind viele Autoren sp�ater davon
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ausgegangen	 da� dieser Hilfssatz auf Burnside zur�uckgeht� Der Hilfssatz ist je�
doch Cauchy und Frobenius bereits deutlich fr�uher bekannt gewesen� Historische
Anmerkungen hierzu �ndet man in ��	 ��	 ��	 �����

Die symmetrische Gruppe Sm ist die Gruppe der Ordnung m�	 die aus allen
Permutationen der Zahlen �� �� � � � � m besteht� Es sei � ein Element von Sm� Der
kleinste Wert k	 f�ur den �k die Identit�at ist	 hei�t Ordnung der Permutation ��
Der Cauchy�Frobenius�Hilfssatz gibt uns im Zusammenhang mit der Enumeration
der Pl�ane von Shop�Scheduling�Problemen die M�oglichkeit	 die Anzahl der nicht�
isomorphen Technologien exakt anzugeben�

Satz 
���� ���� Es sei nk�m die Anzahl der Permutationen der Ordnung k in der
symmetrischen Gruppe Sm	 Dann gilt

ITR�n�m� �
�

m�

X
kjn

nk�m



m�
k

� n
k
� �

n
k

�
� �����

Beweis� Der Cauchy�Frobenius�Hilfssatz wird direkt angewandt� Es sei X die
Menge der reduzierten Technologien TR und G die symmetrische Gruppe Sm� Der
Wert ITR�n�m� ist dann gerade die Anzahl der Bahnen von G auf X� Jedes Element
� � Sm wird als Spaltenpermutation der Technologie TR aufgefa�t	 und es werde
zu � stets automatisch die Zeilenpermutation angewandt	 die wieder eine reduzierte
Technologie erzeugt� F�ur alle Spaltenpermutationen � wird jeweils die Anzahl der
Technologien TR gesucht	 f�ur die � ein Automorphismus ist�

O�ensichtlich kann � nur dann ein Automorphismus sein	 wenn die Ordnung
von � ein Teiler von n ist� Es sei k die Ordnung von � in Sm	 dann sind alle
Zeilenvektoren TRi� ��TRi�� �

��TRi�� � � � � �
k���TRi� verschieden� Daher enth�alt jede

Technologie	 die unter � gleich bleibt	 entweder alle oder keinen dieser Zeilenvek�
toren� Das hei�t	 durch einen ausgew�ahlten Zeilenvektor sind stets automatisch
weitere k� � festgelegt	 und man erh�alt als Anzahl verschiedener Technologien TR	
f�ur die � Automorphismus ist	 die Anzahl der n�k
Kombinationen aus m��k sol�
chen Mengen von Zeilenvektoren mit Wiederholung� Durch Summation �uber alle
Spaltenpermutationen �	 deren Ordnung Teiler von n ist	 ergibt sich ������ �

Wenn die Anzahl nk�m der Permutationen der Ordnung k in der symmetrischen
Gruppe Sm f�ur alle k mit kjn bekannt ist	 liefert dieser Satz sofort die Anzahl
ITR�n�m� nicht�isomorpher Technologien des Formats n �m� Eine �Ubersicht �uber
die Werte ITR�n�m� f�ur � � n � � und � � m �  gibt Tabelle ���� Beim Vergleich
mit Tabelle ��� wird die erhebliche Reduzierung der Technologie�Anzahlen deutlich	
die durch die Beschr�ankung auf nicht�isomorphe Technologien entsteht�
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� � � �� �� ���
� � �� ��� � �� � ���
� � �� �� � ��� �� �� ���
� � �� � ��� � �� ��� � ��� ��� ���
 � �� �� ��� �� �� �� ��� ��� �� ���
� � ��� �� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� �� ���
� � ��� ��� ��� �� �� � ��� � �� ��� ��� ��� ���
� � ��� � �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �� �� ���

Tabelle ���� Anzahlen nicht�isomorpher n�m
Technologien�

Struktur�Isomorphie von Technologien

In diesem Abschnitt wird in Anlehnung an die Pl�ane auch f�ur die Technologien
eine Erweiterung der einfachen Isomorphie �

�
���� gegeben� Da eine Technologie

TR durch Transposition nicht notwendig wieder in eine Technologie �uberf�uhrt wird	
kann die �Aquivalenz von Pl�anen nicht f�ur Technologien TR angewandt werden� Man
kann aber die Technologien als

�
strukturell gleichwertig� identi�zieren	 in denen

die technologischen Reihenfolgen aller Auftr�age vollst�andig umgekehrt sind� Die
Technologie	 die sich durch Umkehrung aller technologischen Reihenfolgen in TR
ergibt	 hei�t Umkehrtechnologie TR von TR�

De�nition 
���� Zwei Technologien TR� und TR� hei�en struktur�isomorph	 ge�
schrieben TR� ��S TR

�	 wenn TR� �� TR� oder TR� �� TR� gilt�

F�ur die Anzahl STR�n�m� der nicht�struktur�isomorphen Technologien TR l�a�t sich
analog zu Satz ����� der Cauchy�Frobenius�Hilfssatz anwenden	 wobei dann die
Gruppe Sm�Z� anstelle von Sm zugrunde gelegt werden mu�	 da jeweils die Operati�
on der Umkehrung aller technologischen Reihenfolgen hinzukommt�� Das Abz�ahlen
der Technologien TR	 die unter einer Operation ��� u� � Sm � Z� �x bleiben	 ist
jedoch weitaus schwieriger als im Fall ohne m�ogliche Umkehrtechnologien	 daher
ergibt sich eine kompliziertere Formel als �����	 auf deren Darstellung hier verzich�
tet wird� In Tabelle ��� wird analog zu Tabelle ��� eine �Ubersicht �uber die Werte
STR�n�m� gegeben� Beim Vergleich mit Tabelle ��� �Seite ��� kann wiederum die
deutliche Anzahlreduzierung festgestellt werden� W�ahrend z� B� die Gesamtanzahl
der �� 
Technologien bei �� ���� ���� liegt	 ist I�TR��� � � �� ���� �����

�Die Gruppe Z� ist die zyklische Gruppe der Ordnung �� und die Gruppe Sm�Z� ist das direkte
Produkt aus den Gruppen Sm und Z��




��� Technologie�Anzahlen 	

nnm � � � � 

� � � �� �� ���
� � � � � �� �� ��
� � � ��� �� �� � ��� ��
� � � � ��� ��� ��� � ��� ��� ���
 � �� �� ��� �� �� ��� ��� ��� �� ���
� � � �� ��� ��� ��� ��� �� ���  �� ���
� � �� �� ��� � ��� ��� �� � ��� ��� ��� ��� ���
� � ��� ��� �� �� ��� �� ��� ��� ��� ��� �� ��� ���

Tabelle ���� Anzahlen nicht�struktur�isomorpher n�m
Technologien�

Mit Hilfe der Datenbank On�Line Encyclopedia of Integer Sequences	 die von
Sloane gep"egt wird und sich im World�Wide�Web unter der Adresse

http���www�research�att�com��njas�sequences�

be�ndet	 l�a�t sich ein interessanter Zusammenhang zwischen der Anzahl sogenannter
Armb�ander und den Werten aus Tabelle ��� und ��� entdecken� Auf diese Korre�
spondenz wird im folgenden n�aher eingegangen�

De�nition 
���� Ein k�Armband �k�bracelet� ist eine �Aquivalenzklasse von zykli�
schen Null�Eins�Folgen der L�ange k unter den Operationen der Drehung und Spie�
gelung�

Die Anzahl der k�Armb�ander entspricht der Anzahl der M�oglichkeiten	 schwarze und
wei�e Perlen auf ein Armband mit insgesamt k Perlen aufzuziehen� Dabei geh�oren
diejenigen Darstellungen der Armb�ander einer �Aquivalenzklasse an	 die durch Dre�
hung und Achsenspiegelung ineinander �uberf�uhrt werden k�onnen� So sind zum Bei�
spiel die zyklischen Folgen ������ und ������ gleichwertig �siehe Abbildung �����

Satz 
����� Die Anzahl der nicht�struktur�isomorphen n � ��Technologien TR ist
gleich der Anzahl der �n � ��Armb�ander mit n wei�en und  schwarzen Perlen	

Beweis� Es sei f � S� � f�� �� � � � � �g eine Funktion mit

��� �� �� �� �� ��� �� �� �� �� ��� �� �� �� ��
��� �� �� �� �� ��� �� �� �� �� ��� �� �� �� ��

�����

�Ein Armband �bracelet� ist in der Literatur h�au�g auch unter dem Namen Perlenkette �neck�
lace� bekannt �siehe z�B� http���sue�csc�uvic�ca��cos�inf�neck�NecklaceInfo�html��
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������ ������

Abbildung ���� Ein �Armband in zwei verschiedenen Darstellungen�
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Abbildung ���� Eine Bijektion zwischen ��Armb�andern und den Repr�asentanten der
Struktur�Isomorphie�Klassen von �� �
Technologien�

wobei S� die symmetrische Gruppe der Ordnung � ist� Jeder Zeilenvektor TRi einer
n � �
Technologie TR wird als Permutation der Zahlen f�� �� �g aufgefa�t� Eine
Technologie TR hei�t f �geordnet	 wenn f�TRi� � f�TRi
�� f�ur alle i � �� � � � � n� �
gilt� O�ensichtlich kann jede Technologie durch eine geeignete Zeilenpermutation
in eine f �geordnete Technologie TR �uberf�uhrt werden� Es l�a�t sich nun eine Bi�
jektion zwischen den f �geordneten Technologien TR des Formats n � � und den
Darstellungen der �n � �
Armb�ander formulieren�

Eine f �geordnete Technologie TR wird auf eine Darstellung eines Armbandes
folgenderma�en abgebildet� F�ur i � �� �� � � � � n ist die Anzahl der schwarzen Perlen	
die sich zwischen der obersten Perle und der i�ten wei�en Perle im mathematisch
positiven Sinne be�nden	 gleich f�TRi�	 wobei die Funktion f durch ����� gegeben
ist �siehe z� B� Abbildung ��� im Fall n � ��� Es ist dabei zu beachten	 da� jeweils
n der Darstellungen der �n� �
Armb�ander nicht unterschieden werden� Und zwar
handelt es sich jeweils um diejenigen Darstellungen	 f�ur die bez�uglich der gerade
eingef�uhrten Abbildung kein Urbild de�niert ist	 da sich zwischen der obersten Perle
und einer i�ten Perle � � schwarze Perlen be�nden �siehe z� B� Abbildung ��� im
Fall n � ���

Zu jeder der unterschiedenen Darstellungen der �n��
Armb�ander gibt es genau
ein Urbild	 daher handelt es sich insgesamt bei dieser Abbildung um eine eineindeu�
tige Zuordnung�
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Abbildung ���� Zwei Beispiele f�ur die Identi�zierung von jeweils � Darstellungen der
��Armb�andern �es werden jeweils die obere und untere Darstellung nicht unterschie�
den��

Da von den n�  Positionen	 in die ein �n� �
Armband gedreht werden kann	
n nicht unterschieden werden	 ist die Gruppe der Drehspiegelungen	 die auf dieser
Menge von Darstellungen der �n � �
Armb�ander operiert	 die Diedergruppe� D���
Die Gruppe der Operationen �Spaltenpermutationen und Umkehrung�	 die auf den
f �geordneten n � �
Technologien de�niert sind	 ist S� � Z�� Es kann gezeigt wer�
den	 da� die Gruppen D�� und S� � Z� isomorph sind	 daher ist die Anzahl der
Struktur�Isomorphieklassen von n � �
Technologien tats�achlich gleich der Anzahl
der verschiedenen �n� �
Armb�ander mit n wei�en und sechs schwarzen Perlen� �

Die gesuchte Anzahl der �n� �
Armb�ander mit n wei�en und sechs schwarzen Per�
len l�a�t sich auch direkt anhand des Cauchy�Frobenius�Hilfssatzes ermitteln	 indem
gez�ahlt wird	 wieviele Darstellungen der �n� �
Armb�ander unter den Operationen
der Diedergruppe D��n
�	 �x bleiben �in diesem Fall werden alle n � 

�
Drehposi�

tionen� unterschieden��
Der anschlie�ende Satz zeigt	 da� f�ur kein m � � eine Satz ������ entsprechende

Beziehung existiert�

Satz 
����� Die Anzahl der nicht�struktur�isomorphen n�m�Technologien TR �n
variabel� entspricht f�ur kein festes m � � der Anzahl der �n � m���Armb�ander mit

	Die Diedergruppe D�n ist eine Gruppe der Ordnung �n� die als Menge von Drehspiegelungen
des regelm�a�igen n
Ecks aufgefa�t werden kann�
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n wei�en und m� schwarzen Perlen	

Beweis� Wie im Beweis zu Satz ������ wird mittels einer geeigneten Funktion f �
Sm � f�� �� � � � � m�g eine Bijektion zwischen den f �geordneten n�m
Technologien
TR und den �n � m��
Armb�andern mit n wei�en und m� schwarzen Perlen her�
gestellt	 wobei bei den Darstellungen der �n � m��
Armb�ander wieder jeweils n
Positionen nicht unterschieden werden� Die Gruppe der Drehspiegelungen	 die auf
diesen Armb�andern operiert	 ist die Diedergruppe D��m�	� Die Gruppe	 die auf den
f �geordneten n � m
Technologien TR operiert	 ist Sm � Z�� Jede Diedergruppe
D��m�	 hat ein Element der Ordnung m�� Aber kein Element von Sm � Z� hat f�ur
m � � ein Element der Ordnung m�	 daher sind die Gruppen D��m�	 und Sm � Z�

f�ur kein m � � isomorph	 und die im Satz genannten Anzahlen �m fest	 n variabel�
stimmen nicht �uberein� �

��	 Ein neuer Enumerationsalgorithmus

In diesem Abschnitt wird ein neuer Algorithmus zur Enumeration aller n�m
Pl�ane
f�ur fest vorgegebene Werte n und m vorgestellt� Die gesamte Plan�Enumeration glie�
dert sich zun�achst in zwei Teilprozeduren� Lexikographische Technologie�Erzeugung
und Technologie�Minimalit�atstest� Diese Teilprozeduren werden im anschlie�enden
Unterabschnitt behandelt	 bevor die gesamte Plan�Enumeration Mittelpunkt des
darauf folgenden Unterabschnitts ist� Einige Ergebnisse und Bestandteile der be�
nutzten Verfahren sind bereits in ���� enthalten� In der vorliegenden Arbeit sind
die zur Plan�Enumeration ben�otigten Algorithmen im Gegensatz zu ���� ausf�uhrlich
anhand von Pseudocode�Programmen beschrieben�

Erzeugung von Permutationen

Ein Isomorphismus �	� �� oder Struktur�Isomorphismus �	� �� u�	 der eine Techno�
logie TR� auf eine Technologie TR� abbildet	 de�niert gleichzeitig eine Bijektion
zwischen den beiden Mengen von Pl�anen	 deren Technologien entweder TR� oder
TR� entsprechen� Diese Bijektion bildet einen Plan A mit TR� jeweils auf einen
Plan B mit TR� ab� Daher ist es zur Enumeration nicht�isomorpher Pl�ane zun�achst
ausreichend	 ausschlie�lich nicht�isomorphe bzw� nicht�struktur�isomorphe Techno�
logien zu generieren�

Mit Hilfe der anschlie�end beschriebenen Algorithmen wird ein Vertretersystem
f�ur nicht�isomorphe Technologien auf der Grundlage von Auswahlfunktion ����� er�
zeugt� Zuerst werden Technologien TR in lexikographischer Reihenfolge ausgegeben
�Algorithmus ������� Dann erfolgt f�ur alle so konstruierten Technologien TR jeweils
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ein Minimalit�atstest �Algorithmus ������	 der entscheidet	 ob es sich bei der gege�
benen Technologie um das lexikographische Minimum ihrer �Struktur��Isomorphie�
klasse handelt� O�ensichtlich ist das lexikographische Minimum der Technologien
TR stets reduziert	 daher reicht es bei der Lexikographischen Technologie�Erzeugung

aus	 ausschlie�lich reduzierte Technologien zu generieren�

Algorithmus 
�	�� Lexikographische Technologie�Erzeugung

Eingabe� Parameter n und m�
Ausgabe� Alle reduzierten n � m
Technologien in lexikogra�

phisch aufsteigender Reihenfolge�

�� Setze TR �� TR�	 wobei TR� die lexikographisch kleinste n �m
Technologie
ist	 also

TR� �

�
BBB�

� � � � � � m
� � � � � � m
���

���
���

���
� � � � � � m

	
CCCA �

�� Bestimme den gr�o�ten Zeilenindex i von TR	 so da� der Zeilenvektor TRi

gem�a� Schritt � noch lexikographisch erh�oht werden kann� Falls kein solches
i existiert	 Stop�

�� Erh�ohe den Zeilenvektor TRi � �ti�� ti�� � � � � tim� wie folgt�

�a� Bestimme den gr�o�ten Spaltenindex j mit ti�j�� 
 tij	 d� h� es gilt tij �
ti�j
� � � � � � ti�m�� � tim oder j � m�

�b� Bestimme den gr�o�ten Spaltenindex k � j mit ti�j�� 
 tik	 d� h� tik ist die
kleinste Zahl unter den tij� � � � � tim	 die gr�o�er als tij�� ist�

�c� Setze TRi� �� �ti�� � � � � ti�j��� tik� tim� � � � � ti�k
�� ti�j��� ti�k��� � � � � tij�	 d� h�
die Reihenfolge von tij� ti�j
�� � � � � tim wird umgekehrt und ti�j�� wird mit
tik vertauscht�

�� Setze TR� �� �TR�� TR�� � � � � TRi��� TRi� � TRi�� � � � � TRi��
T und gib TR� aus�

�� Setze TR �� TR� und gehe zu Schritt ��

Satz 
�	�� Die Prozedur der Erzeugung der lexikographisch nachfolgenden Techno�
logie zu einer gegebenen reduzierten n � m�Technologie kann in der Zeit O�nm�
ausgef�uhrt werden	
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Beweis� Die Korrektheit von Algorithmus ����� ist o�ensichtlich� Die Schritte der
Erh�ohung einer Zeile �Schritte �a��c� ben�otigen jeweils O�m� Zeit� Da maximal
n�� Zeilen auf die beschriebene Weise lexikographisch erh�oht werden m�ussen	 wird
f�ur den Schritt von einer reduzierten Technologie TR zur lexikographisch folgenden
im schlechtesten Fall O�nm� Zeit ben�otigt� �

F�ur jede Technologie TR�	 die bei der Lexikographischen Technologie�Erzeugung

ausgegeben wird	 kann zur Entscheidung	 ob TR� ein Vertreter ihrer Isomorphieklasse
ist	 der folgende Algorithmus angewandt werden�

Algorithmus 
�	�	 Technologie�Minimalit�atstest

Eingabe� Eine beliebige n�m
Technologie TR��
Ausgabe� Entscheidung	 ob die gegebene Technologie TR� das

lexikographische Minimum ihrer Isomorphieklasse ist�

�� Setze TR �� TR�

�� F�ur alle i �� �� � � � � n�

�a� Setze TR� �� �TRi� TR�� � � � � TR�� � � � � TRn�T 	 d� h� vertausche den ersten
mit dem i�ten Zeilenvektor von TR�

�b� Wende die Spaltenpermutation auf TR� an	 die den ersten Zeilenvektor
von TR� in ��� �� �� � � � � m� �uberf�uhrt und speichere das Ergebnis in TR���

�c� Wende die Zeilenpermutation auf TR�� an	 die TR�� in die reduzierte Form
TR��� �uberf�uhrt	 wobei die erste Zeile von TR�� �x bleibt�

�d� Wenn TR��� 
lex TR
� gilt�

TR� ist nicht das lexikographische Minimum	 Stop�

�� TR� ist das lexikographische Minimum	 gib TR� aus	 Stop�

Algorithmus ����� kann neben der Entscheidung �uber das lexikographische Minimum
bez�uglich Isomorphie auch zur entsprechenden Entscheidung bez�uglich Struktur�
Isomorphie benutzt werden� Zu diesem Zweck mu� jeweils vor dem Abschlu� �Schritt
�� die Beziehung TR �� TR� gesetzt und wieder zum Anfang von Schritt � gesprun�
gen werden� Da die Umkehrtechnologie TR einer n � m
Technologie in O�nm�
Zeit berechnet werden kann	 beeintr�achtigt diese Komplexit�at nicht den gesamten
Zeitaufwand f�ur den Test auf Minimalit�at bez�uglich 
lex�

Satz 
�	�� Mit Hilfe von Algorithmus �	�	� kann in der Zeit O�n�m logn� festge�
stellt werden
 ob es sich bei einer gegebenen n �m�Technologie TR um das lexiko�
graphische Minimum ihrer Isomorphieklasse handelt	
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Beweis� Die Korrektheit von Algorithmus ����� ist klar� Da bei der Implementa�
tion des Algorithmus zur Realisierung der Spaltenpermutation in Schritt �b nur
Zeiger umgesetzt werden m�ussen	 gen�ugt daf�ur O�m� Zeit� Die Sortierung der
Zeilen in Schritt �c	 durch die wieder eine reduzierte Technologie erzeugt wird	
ben�otigt O�nm logn� Zeit� Der lexikographische Vergleich �Schritt �d� kann in der
Zeit O�nm� ausgef�uhrt werden� Da man schlie�lich alle Operationen in Schritt �
maximal n�mal durchf�uhren mu�	 folgt als gesamte Zeitkomplexit�at die Schranke
O�n�m logn�� �

Mit Hilfe der Lexikographischen Technologie�Erzeugung und dem Technologie�Mini�

malit�atstest ist es m�oglich	 die theoretisch erzielten Ergebnisse �uber die Anzahl
der Isomorphie� und Struktur�Isomorphieklassen aus Abschnitt ��� zu veri�zieren�
Tats�achlich stammen die Werte aus Tabelle ��� und Tabelle ��� urspr�unglich aus
Berechnungen mit Hilfe der gerade beschriebenen Algorithmen� Dabei k�onnen die
gew�unschten Anzahlen z� B� f�ur n � � und m �  auf einer schnellen Workstation
innerhalb von wenigen Sekunden berechnet und ausgegeben werden�

Modi�ziertes Einf�ugeverfahren

Bei dem von Br�asel und M� Kleinau ���	 ��� entwickelten Einf�ugeverfahren zur
Enumeration aller n � m
Pl�ane werden f�ur feste Werte n und m die Operationen
oij sukzessive in partielle Ablaufgraphen bzw� sogenannte Teilpl�ane eingef�ugt�

De�nition 
�	�
 Ein Teilplan A � �aij� ist ein Plan	 in dem einige Zellen leer sind	
und bei dem zu jedem vorhandenen Eintrag aij � � der Wert aij � � als Eintrag in
der Zeile i oder Spalte j existiert�

In unvollst�andig besetzten Matrizen kennzeichnen werden die leeren Zellen ohne
Eintr�age stets mit

�
�� gekennzeichnet�

Beispiel 
�	� Es seien die Matrizen

A �

�
� � � �

� � �
� � �

	
A und B �

�
� � � �

� � �
� � �

	
A

gegeben� Die Matrix A ist ein Teilplan	 B ist es nicht	 da f�ur den Eintrag b��� � �
kein Eintrag b�j � � oder bi� � � in der ersten Zeile oder zweiten Spalte existiert�

Das anschlie�end vorgestellte modi�zierte Einf�ugeverfahren baut auf der im voran�
gegangenen Abschnitt beschriebenen Konstruktion nicht�isomorpher Technologien
TR auf� Das hei�t	 die technologischen Reihenfolgen sind bereits vorgegeben und
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dazu werden jeweils vollst�andige Pl�ane erzeugt	 indem die Operationen oij so in die
partiellen organisatorischen Reihenfolgen eingef�ugt werden	 da� keine Zyklen ent�
stehen� Der Ausdruck TR�A� bezeichne im folgenden stets die Technologie eines
Plans A	 und in der Variablen Aut�A� wird im Laufe des Algorithmus die Anzahl
der Automorphismen des Plans A gespeichert�

Algorithmus 
�	�� Plan�Enumeration

Eingabe� Parameter n und m�
Ausgabe� Vertretersystem f�ur die Isomorphieklassen der n�m
Pl�ane	

Gesamtanzahl Pn�m aller n�m
Pl�ane�

�� Setze Pn�m �� ��

�� Erzeuge ein Vertretersystem S� f�ur die Isomorphieklassen der n�m
Technolo�
gien TR auf der Grundlage der lexikographischen Minima mittels Kombination
aus Algorithmus ����� und ������

�� F�ur alle Vertreter TR aus S�	 die in Schritt � erzeugt wurden�

�a� Initialisiere eine n�m
Matrix A	 die ausschlie�lich leere Zellen enth�alt�

�b� F�ur alle Operationen oij� i �� �� � � � � n� j �� �� � � � � m�

i� Aktualisiere die Matrix A anhand folgender Prozedur� F�uge die Ope�
ration oij gem�a� der Technologie TR in die Organisation der Maschine
Mj als direkten Nachfolger einer in dieser Organisation bereits exi�
stierenden Operation ein	 oder falls es noch keine derartige Operation
gibt	 f�uge oij als Quelle der Organisation von Mj ein�

ii� Pr�ufe die Zul�assigkeit von A	 d� h� teste	 ob A ein n�m
Teilplan ist�

�� F�ur alle �vollst�andigen� Pl�ane A	 die in Schritt � rekursiv erzeugt werden�

�a� Setze Aut�A� �� ��

�b� F�ur alle nichttrivialen Automorphismen �	� �� von TR�A��

i� Vergleiche A lexikographisch mit dem n � m
Plan A�	 der gem�a�
�	� �� zu A isomorph ist �vgl� Algorithmus �������

ii� Wenn �	� �� ein Automorphismus von A ist�

Setze Aut�A� �� Aut�A� � ��

�c� Wenn f�ur alle Pl�ane A� aus Schritt �b die Beziehung A �lex A
� gilt�

i� Gib den Plan A aus�

ii� Setze Pn�m �� Pn�m � �n�m���Aut�A��
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�� Gib Pn�m aus�

Es folgen einige kurze Erl�auterungen zu einzelnen Teilen dieser Plan�Enumeration�
Weitere Details zur Implementation sind in ���� beschrieben�

Die Einf�ugungen der Operationen in Schritt �b wird in einer festgelegten Reihen�
folge durchgef�uhrt	 die in bestimmten F�allen eventuell noch optimiert werden kann�
Der gesamte Schritt � erfolgt durch Backtracking	 um in systematischer Weise al�
le m�oglichen n �m
Pl�ane erzeugen zu k�onnen	 die zur gegebenen Technologie TR
geh�oren� Bei jeder Aktualisierung der Matrix A wird versucht	 die R�ange der Opera�
tionen zu ermitteln �topologisches Sortieren im assoziierten Digraphen�� Wenn keine
topologische Sortierung existiert	 handelt es sich nicht um einen n�m
Teilplan	 d� h�
die aktuelle Matrix A ist nicht zul�assig	 und die Weiterf�uhrung der Einf�ugungen von
Operationen in A wird abgebrochen�

Das bei der Plan�Enumeration erzeugte Vertretersystem f�ur die Isomorphieklas�
sen der n�m
Pl�ane basiert nicht auf der Auswahlfunktion �����	 die jeweils das lexi�
kographische Minimum als Repr�asentant einer Isomorphieklasse ausw�ahlt� Da man
die Informationen ausnutzen will	 die bereits aus der lexikographischen Technologie�
Erzeugung und dem Minimalit�atstest in Schritt � stammen	 wird f�ur das zu erzeugen�
de Vertretersystem der n�m
Pl�ane die folgende	 bez�uglich ����� leicht modi�zierte
Auswahlfunktion verwendet�

De�nition 
�	�� F�ur zwei n � m
Pl�ane A und B gelte A �lex B	 genau dann
wenn TR�A� 
lex TR�B� ist oder TR�A� �lex TR�B� und A 
lex B gilt� Es sei Pn�m

die Menge aller n�m
Pl�ane	 und P�� � � � �Pr seien ihre Isomorphieklassen	 also gilt
P� 
 � � � 
 Pr � Pn�m und Pi � Pj � � f�ur i �� j� Weiterhin sei min��Pi� das
Minimum der Pl�ane aus Pi bez�uglich �� Dann ist die Funktion f mit

f � f�� � � � � rg � Pn�m�

i �� f�i� � min
�

�Pi�
�����

die Auswahlfunktion des Vertretersystems der n�m
Pl�ane	 die bei der Plan�Enu�

meration zugrunde gelegt wird�

In Schritt � von Algorithmus ����� werden ausschlie�lich solche Pl�ane erzeugt	 die
f�ur zwei Auftr�age mit gleicher technologischer Reihenfolge bereits lexikographisch
sortiert sind� Das hei�t	 wenn in einem Plan zwei Auftr�age Ji und Jk mit i 

k die gleiche technologische Reihenfolge besitzen	 wird die Operation oi� vor ok�
ausgef�uhrt� Auf diese Weise m�ussen in Schritt � von Algorithmus aufgrund der
zugrunde gelegten Auswahlfunktion ����� nur dann lexikographische Vergleiche f�ur
einen Plan A ausgef�uhrt werden	 wenn TR�A� nichttriviale Automorphismen besitzt�
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Die Variable Aut�A� in Schritt � dient zur Berechnung der Anzahl der Automor�
phismen von A� Der Ausdruck Pn�m �� Pn�m � �n�m���Aut�A� in Schritt ��c�ii l�a�t
sich wiederum gruppentheoretisch deuten �vgl� Seite ��� Die Zeilen� und Spalten�
permutationen �	� �� werden als Elemente der Gruppe Sn � Sm aufgefa�t	 die auf
der Menge der n�m
Pl�ane operiert� Die Bahn eines Plans A entspricht dann der
Isomorphieklasse	 der A angeh�ort	 und der Stabilisator des Plans A ist die Men�
ge der Automorphismen von A� Es ist bekannt	 da� die Anzahl der Elemente der
Isomorphieklasse	 der A angeh�ort	 gleich dem Verh�altnis von der Anzahl der Grup�
penelemente zur Anzahl der Automorphismen von A ist� Das hei�t	 die wiederholte
Ausf�uhrung von Schritt ��c�ii bei der Plan�Enumeration bedeutet	 da� f�ur alle Iso�
morphieklassen die Anzahl der zugeh�origen Pl�ane jeweils zur Variablen Pn�m addiert
wird� Auf diese Weise wird am Ende der Prozedur neben der Anzahl der Isomor�
phieklassen auch die Gesamtanzahl aller n�m
Pl�ane berechnet	 obwohl nicht alle
Pl�ane tats�achlich erzeugt wurden�

Durch Anpassung der lexikographischen Tests in Schritt � ist es ebenso m�oglich	
neben der Anzahl der Isomorphieklassen auch die Anzahl der Plan�Klassen bez�uglich
�Aquivalenz und Struktur��Aquivalenz mittels Erzeugung entsprechender Vertretersy�
steme zu bestimmen� Eine �Ubersicht �uber die anhand dieses Algorithmus erzielten
Werte gibt der folgende Abschnitt�

��
 Numerische Auswertungen

In diesem Abschnitt werden die Resultate f�ur die verschiedenen Anzahlen der n�m

Pl�ane zusammengestellt	 verglichen und kommentiert� Im folgenden sei stets Pn�m
die Gesamtanzahl aller n�m
Pl�ane	 In�m die Anzahl der nicht�isomorphen	 An�m die
Anzahl der nicht��aquivalenten und Sn�m die Anzahl der nicht�struktur��aquivalenten
n�m
Pl�ane�

In Tabelle ��� f�allt auf	 da� f�ur n �� m stets In�m � An�m gilt	 was auf die
Gleichbedeutung der Begri�e Isomorphie und �Aquivalenz im nicht�quadratischen
Fall hinweist� Weiterhin gilt An�m�Sn�m � �	 da die Anzahl der nicht��aquivalenten
Pl�ane h�ochstens um die H�alfte reduziert werden kann	 wenn zu jedem Plan A sein
Umkehrplan A als strukturell gleichwertig eingestuft wird� Da allerdings die Wahr�
scheinlichkeit	 da� ein zuf�allig ausgew�ahlter Plan A zu A �aquivalent ist	 mit wach�
senden n und m abnimmt	 kann man folgendes feststellen�

Beobachtung 
���� F�ur �n � m� �� gilt

An�m

Sn�m
� �� o���� ������




��� Numerische Auswertungen �	

n m Pn�m In�m An�m Sn�m

� � �� � � �
� � ��� �� �� ��
� � �� �� ��� ��� ���
� � � �� �� �� �
� � � ��� �� �� ��� �� ��� �� ���
� �  ��� ��� �� �� ��� ���  ��� ��� � ��� ��
� � ��� ��� ��� ��� ���
� � � ��� ��� ��� � ��� ��� � ��� ��� ��� ���
� � � ��� ��� ��� ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� � �� ��� ���
�  � ��� ���  ��  �� � ���
�  ��� ��� �� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��
� � �� �� ��� � �� � �� �� ���
� � ��� �� ��� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� � ��� ��� ���

Tabelle ���� Anzahlen der n�m
Pl�ane im Vergleich�

n nm � � � �  �

� ������ ������ ������ ������ ����� ������
� ����� ������ ����� ����� ������
� ������ ������ $$ $$

Tabelle ���� Verh�altnisse der Anzahlen nicht�struktur��aquivalenter n�m
Pl�ane zu
den jeweiligen Gesamtanzahlen �in ���

Diese Beobachtung wird durch die Werte in Tabelle ��� best�atigt�

Ziel der Einf�uhrung der Struktur��Aquivalenz ist es	 die Plan�Untersuchungen	
also die Untersuchungen von L�osungen f�ur Shop�Scheduling�Probleme	 auf solche
Pl�ane zu beschr�anken	 die sich in ihrer Grundstruktur bez�uglich der Wege in den
zugeh�origen Ablaufgraphen unterscheiden� Tabelle ��� zeigt	 da� die Anzahl nicht�
struktur��aquivalenter n�m
Pl�ane deutlich kleiner als die Gesamtanzahl der Pl�ane
des gleichen Formats ist	 d� h� es ergibt sich damit wie gew�unscht eine erhebliche
Reduzierung der zu betrachtenden Pl�ane�

Die zur Enumeration ben�otigten Algorithmen wurden in C�� implementiert
und auf einem Pentium�PC�����Mhz�Rechner getestet� Das gesamte Programm ist
so angelegt	 da� f�ur ein gegebenes Format n � m in einem Durchlauf alle Zah�
len	 also die Gesamtanzahl Pn�m sowie die Anzahlen In�m� An�m und Sn�m f�ur die
drei Plan��Aquivalenzklassen bestimmt werden� Die dazu ben�otigte CPU�Zeit zur
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n m CPU�Zeit # versuchter # erzeugter Pn�m
in Sek� Komplettierungen n�m
Pl�ane

� � ����  � ��
� � ���� �� �� ���
� � ���� ��� ��� �� ��
� � ���� �� �� � ��
� � �� �� ��� �� �� � ��� ��
� � ������ �� ��� ���  ��� ��  ��� ��� ��
� � ���� � �� ��� ��� ���
� � ����� � ��� �� ��� ��� � ��� ��� ���
� � ������� �� ��� �� ��� � � ��� ��� � ��� ��� ��� ���
�  ���� �� ��� � ��� � ��� ���
�  ����� ��� �� �� �� ��� ��� ��� ��� �� ���
� � ���� ��� ��� �� ��� �� �� ���
� � ������� �� ��� ��� ��� � �� ��� �� ��� �� ��� ��� ��

Tabelle ��� Statistische Werte f�ur die Berechnung der Plan�Anzahlen�

vollst�andigen Enumeration ist in Tabelle �� enthalten� Weiterhin zeigt diese Tabel�
le die Anzahl der versuchten Komplettierungen von Teilpl�anen gem�a� Schritt � in
Algorithmus �����	 sowie die Anzahl der darunter erfolgreichen Komplettierungen	
welche der Anzahl der im Algorithmus tats�achlich erzeugten Pl�ane entspricht� Zu
Vergleichszwecken ist nochmals zus�atzlich die Gesamtanzahl Pn�m aufgef�uhrt�

W�ahrend die ben�otigte CPU�Zeit f�ur kleinere Formate noch unerheblich ist	
w�achst mit steigenden Werten n und m enorm� Mit dem vorliegenden Programm
ist die Berechnung der Anzahlen f�ur das Format � � � in vern�unftiger Zeit nicht
mehr m�oglich� Die Anzahlbestimmung f�ur die quadratischen Formate �n � m� ist
allerdings auch besonders aufwendig	 da bei den Tests auf �Aquivalenz� und Struktur�
�Aquivalenz jeweils zus�atzlich die transponierten Pl�ane betrachtet werden m�ussen�

��� Komplexit�at der Plan�Enumeration

Die von Cook ���� und Karp ���� eingef�uhrte Komplexit�atstheorie	 die h�au�g
zur Einsch�atzung der Schwierigkeit von kombinatorischen Optimierungsproblemen
dient	 wurde in Arbeiten von Valiant ���	 ���� f�ur Enumerationsprobleme erwei�
tert� Viele der bekannten Entscheidungs� bzw� Optimierungsprobleme sind mit sol�
che Enumerationsproblemen auf nat�urliche Weise verbunden� Zum Beispiel geh�ort




�
� Komplexit�at �


zum Problem der Bestimmung eines Hamiltonschen Kreises�� in einem gegebenen
Graphen G das Enumerationsproblem

�
Wieviele solcher Hamiltonschen Kreise gibt

es f�ur G$�
Neben der bereits in Abschnitt ��� erw�ahnten Klasse P von Entscheidungs�

problemen gibt es im Bereich der Anzahlproblematik die Komplexit�atsklasse #P	
die aus allen nichtdeterministisch�polynomial�l�osbaren Enumerationsproblemen be�
steht� Die Klasse #P wurde von Valiant de�niert	 um die zus�atzliche Schwie�
rigkeit bei der Enumeration widerzuspiegeln zu k�onnen� Analog zur Terminologie
der NP�vollst�andigen Probleme sind die #P�vollst�andigen Enumerationsprobleme
�gesprochen� Anzahl�P�vollst�andigen Probleme� die schwierigsten Probleme in der
Komplexit�atsklasse #P� Genauer gesagt	 wird ein Enumerationsproblem & als #P�
vollst�andig bezeichnet	 wenn & � #P ist und alle Probleme &� � #P auf & polyno�
mial reduzierbar sind �siehe Garey und Johnson �����

Die Enumerationsprobleme	 die zu NP�vollst�andigen Entscheidungsproblemen
geh�oren	 sind o�ensichtlich NP�schwer� Allgemein gilt	 da� die Enumerationspro�
bleme mindestens so schwierig sind wie die zugeh�origen Entscheidungsprobleme� Es
gibt Enumerationsprobleme	 die #P�vollst�andig sind	 obwohl das zugrundeliegende
Entscheidungsproblem polynomial l�osbar ist� Beispielsweise ist das Problem

�
Gibt

es in einem gegebenen bipartiten Graphen G � �V�E� ein perfektes Matching$�
in der Zeit O�jV j���� l�osbar �siehe Hopcroft und Karp �����	 w�ahrend f�ur das
zugeh�orige Enumerationsproblem

�
Wieviele perfekte Matchings gibt es in einem

bipartiten Graphen G$� von Valiant ���� die #P�Vollst�andigkeit nachgewiesen
wurde�

In Abschnitt ��� zeigen Satz ����� und ����� bereits	 da� das Problem der Enume�
ration aller n�m
Pl�ane bzw� der Enumeration aller azyklischen Orientierungen des
Hamming�Graphen Kn�Km mit dem der Bestimmung des chromatischen Polynoms
von Kn�Km komplexit�atstheoretisch korrespondiert� Satz ����� von Stanley ����
stammt aus dem Jahr ����� In ��� hat Linial ��� gezeigt	 da� das Problem der
Enumeration der azyklischen Orientierungen eines Graphen G zu den schwierigsten
Problemen in der Klasse #P geh�ort�

Satz 
�
�� ��� Das Problem der Enumeration der azyklischen Orientierungen eines
Graphen G ist #P�vollst�andig	

Beweis� Die Verbindung �join� zweier Graphen G� � �V�� E�� und G� � �V�� E��
mit V� � V� � � ist de�niert als

G� � G� � �V� 
 V� � E� 
 E� 
 ffv�� v�g � v� � V�� v� � V�g��
������

�
Ein Hamiltonscher Kreis eines Graphen G ist ein Kreis in G� der alle Knoten von G durchl�auft�
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Es sei G � �V�E� ein Graph mit jV j � p� F�ur das chromatische Polynom der
Verbindung G � Kn gilt o�ensichtlich

��G � Kn� � � �� �� � � � �� n � ����G� � n�� ������

Nach Satz ����� ist das Problem der Enumeration der azyklischen Orientierungen
eines beliebigen Graphen G �aquivalent zur Bestimmung des chromatischen Polynoms
von G an der Stelle  � ��� Das Problem der Bestimmung von ��G���� l�a�t sich
polynomial auf das Problem der Berechnung von ��G� � transformieren�

Mit ��G���� haben wir auch ��G�Kn���� f�ur n � �� � � � � p� Also kann mittels
������ der Ausdruck ��G��j� f�ur � � j � p � � berechnet werden� Damit ist auch
das chromatische Polynom von G bestimmt	 denn ��G� � ist ein Polynom in  vom
Grad p�

Das Entscheidungsproblem
�
Hat ein Graph G eine zul�assige �F�arbung$� ist f�ur

 � � NP�vollst�andig	 siehe ���� Daher ist das assoziierte Enumerationsproblem
#P�vollst�andig und somit auch das Problem der Bestimmung des chromatischen
Polynoms von G� �

Dieser Satz zeigt die Schwierigkeit der Bestimmung der Anzahl azyklischer Orientie�
rungen eines beliebigen Graphen G� Im Zusammenhang mit der Enumeration von
Pl�anen ist man allerdings ausschlie�lich an der Anzahl der azyklischen Orientierun�
gen von Hamming�Graphen Kn �Km interessiert�

Innerhalb einiger Graphenklassen kann das chromatische Polynom auf einfache
Weise bestimmt werden� Bei diesen Graphen G existiert wegen Satz ����� daher auch
ein e�ektiver und exakter Ausdruck f�ur ��G�� Es stellt sich nun also die Frage	 ob
die Bestimmung des chromatischen Polynoms von Hamming�Graphen Kn �Km in
polynomialer Zeit m�oglich ist� In diesem Zusammenhang ist ein k�urzlich erschienenes
Resultat von Rezaie ���� interessant�

Satz 
�
�� ���� Es sei Pn ein Weg mit n Knoten	 F�ur alle n�m � N gilt

��Pn �Km� � � ��Km� �n

 mX

i��

����i
�
m
i

�
��Ki� �

�n��

� ������

wobei ��Km� � � �� �� � � � ��m � �� ist	

Zur rekursiven Berechnung von chromatischen Polynomen wird sehr h�au�g die fol�
gende	 bereits im Beweis zu Satz ����� verwandte Eigenschaft benutzt�

Hilfssatz 
�
�	 ���� Es sei e eine Kante eines Graphen G
 dann gilt

��G� � � ��Gne� �� ��G�e� �� ������
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wobei Gne bzw	 G�e der Graph ist
 der aus G durch L�oschen bzw	 Kontraktion der
Kante e entsteht	

Die Prozedur in ���� zur Bestimmung von ��Pn�Km� � macht in jedem Schritt von
der Existenz eines Knotens vom Grad � Gebrauch	 um mit Hilfe der Anwendung
von Eigenschaft ������ eine rekursive Beziehung herleiten zu k�onnen� Auch f�ur
allgemeine B�aume Tn mit n Knoten f�uhrt dieselbe Vorgehensweise zum Erfolg� Also
erh�alt man f�ur ��Tn �Km� � ebenfalls die Formel �������

Es stellt sich heraus	 da� sich die rekursive Prozedur in ���� nicht auf Hamming�
Graphen Kn�Km �ubertragen l�a�t	 denn in diesem Fall fehlen die in den Wegen Pn
bzw� B�aumen Tn enthaltenen Knoten vom Grad �� Das Problem der Bestimmung
von ��Kn�Km� � ist bis heute ungel�ost� Weiterhin sind bisher weder geschlossene
Formeln f�ur ��Cn �Km� � noch f�ur ��Pn � Pm� � bekannt �siehe ������
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Kapitel �

Optimalit�atskriterien f�ur Pl�ane

Zu jedem Plan eines Shop�Scheduling�Problems kann der eindeutig zugeordnete se�
miaktive Schedule C � �cij� mit dem Zeitaufwand O�nm� berechnet werden �siehe
Seite ���� Daher ist die Bestimmung des semiaktiven Schedules zu einem gegebenen
Plan ein polynomial l�osbares Problem� Eine Vielzahl der Shop�Scheduling�Probleme
ist jedoch NP�schwer� Die Schwierigkeit dieser Probleme liegt also bereits in der
Konstruktion eines optimalen Plans�

In diesem Kapitel werden verschiedene Kriterien behandelt	 mit denen
�
ung�unsti�

ge� Pl�ane bei der Suche nach einem optimalen Plan ausgeschlossen werden k�onnen�
Die hier vorgestellten Kriterien sind unabh�angig bzw� nur bedingt abh�angig von den
gegebenen Bearbeitungszeiten pij f�ur die Operationen oij des gegebenen Shop�Sche�
duling�Problems�

��� Potentiell�optimale Pl�ane

Bei jedem Job�Shop�Problem ist eine Technologie bereits fest vorgegeben� Zur
L�osung des Problems mu� eine g�unstige Organisation gefunden werden� In ��� hat
Ashour f�ur ein Job�Shop�Problem unter allen Organisationen erstmals zwischen
zul�assigen	 potentiell�optimalen und optimalen Organisationen unterschieden� Bei
der in ��� verwandten Terminologie f�ur Job�Shop�Probleme wird im Gegensatz zur
vorliegenden Arbeit �vgl� De�nition ����� und ������ eine Organisation als

�
sequence�

bezeichnet�

De�nition ���� F�ur ein gegebenes Shop�Scheduling�Problem sei S� eine echte
Teilmenge der Menge aller zul�assigen L�osungen mit der Eigenschaft	 da� S� f�ur
jede beliebige Bearbeitungszeit�Matrix P � �pij� mindestens eine optimale L�osung
enth�alt� Dann hei�t S� eine potentiell�optimale Menge	 und die Elemente von S�

hei�en potentiell�optimale L�osungen�
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gegebenen Formats
alle Pl�ane eines

optimale Pl�ane f�ur
gegebene Werte pij

potentiell�optimale
Pl�ane

Abbildung ��� Die potentiell�optimalen Elemente im Mengensystem der Pl�ane�

W�ahrend die Eigenschaft eines Plans	 potentiell�optimal zu sein	 unabh�angig von der
Wahl der Bearbeitungszeiten pij ist	 h�angt eine optimale L�osung von den Werten
pij sowie von der gegebenen Zielfunktion ab�

Im folgenden ist zun�achst das Open�Shop�Problem Ausgangspunkt f�ur die Struk�
turuntersuchung der zugeh�origen L�osungen� Zur L�osung eines Open�Shop�Problems
ist neben der Organisation auch eine Technologie zu bestimmen� Solche Sequenzen
werden anhand von Pl�anen	 also durch bestimmte lateinische Rechtecke	 modelliert�
Eine allgemeine Klassi�kation der Pl�ane hinsichtlich Optimalit�at ist Abbildung ��
zu entnehmen� Ziel von Kapitel  und � ist es	 geeignete Charakterisierungen f�ur eine
potentiell�optimale Menge von Pl�anen zu entwickeln	 um

�
g�unstige� Pl�ane e�zient

enumerieren zu k�onnen�
F�ur das Problem J jn � �jCmax haben Akers und Friedman in ��� eine ein�

deutige Charakterisierung einer potentiell�optimalen Menge von Sequenzen anhand
von sogenannten freien Maschinen angegeben� In einer Sequenz f�ur J jn � �jCmax

wird eine Maschine als freie Maschine bezeichnet	 wenn auf ihr die beiden Auftr�age
direkt aufeinanderfolgend bearbeitet werden und zur gleichen Zeit auf den anderen
Maschinen keine Bearbeitungen statt�nden� In ��� wird gezeigt	 da� alle Sequenzen
ohne freie Maschinen zusammen f�ur J jn � �jCmax eine Menge potentiell�optimaler
Sequenzen bilden�

�Ahnliche Ergebnisse f�ur Flow�Shop�Probleme des Typs F jjCmax haben Conway	
Maxwell und Miller in ��� erzielt� Es zeigt sich	 da� diejenigen Sequenzen
eine Menge potentiell�optimaler Sequenzen bilden	 bei denen die Auftr�age auf den
Maschinen M� und M� in der gleichen organisatorische Reihenfolge stehen	 und
ebenfalls die Maschinen Mm�� und Mm eine gleiche organisatorische Reihenfolge
besitzen� In ��� werden daraus auch Resultate f�ur andere regul�are Zielfunktionen
abgeleitet�

Eine Verallgemeinerung dieser Ergebnisse f�ur Open�Shop�Probleme mit beliebi�
ger Auftrags� und Maschinenanzahl gestaltet sich schwierig� Eine m�ogliche allgemei�
ne Charakterisierung einer potentiell�optimalen Menge von Sequenzen ist durch das
anschlie�end vorgestellte und erstmals von M� Kleinau in ���� eingef�uhrte Kon�
zept der Irreduzibilit�at von Pl�anen gegeben �siehe auch ������ Im folgenden wird
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dieses Konzept erweitert	 erg�anzt und pr�azisiert� Weiterhin werden mehrere Begrif�
fe an die g�angige Terminologie der Graphentheorie angepa�t	 insbesondere im Fall
sogenannter Vergleichbarkeitsgraphen�

��� Konzept der Irreduzibilit�at

Auf der Menge aller n � m
Pl�ane ist eine spezielle Halbordnung de�niert	 deren
minimale Elemente eine Menge potentiell�optimaler Pl�ane bilden� Zur Beschreibung
dieser Halbordnung sind folgende Vorbetrachtungen notwendig�

Es sei A ein n � m
Plan und G�A� � �V�E� der zugeh�orige Ablaufgraph� Im
folgenden handelt es sich bei den betrachteten Wegen in G�A� stets um gerichtete
Wege� Die hier dargestellten Aussagen �uber Pl�ane gelten f�ur alle Shop�Scheduling�
Probleme� F�ur einen Weg W � �v�� v�� � � � � vk� in G�A� sei VW � fv�� v�� � � � � vkg die
Menge seiner Knoten� Weiterhin sei WA�vk� die Menge aller Wege in G�A�	 die im
Knoten vk � V enden� Aufgrund der De�nition des Ablaufgraphen G�A� � �V�E�
ist leicht zu sehen	 da� sich die Fertigstellungszeit cij�A� einer Operation oij im Plan
A anhand von

cij�A� � max
W�WA�oij	

� X
okl�VW

pkl

�
����

berechnen l�a�t	 wobei die pkl die Bearbeitungszeiten der Operationen okl angeben�

De�nition ���� Ein Weg W � WA�vk� inG�A� hei�t dominant	 wenn kein anderer
Weg W � � WA�vk� mit VW � VW � existiert�

Es sei W�
A�vk� � WA�vk� die Menge aller dominanten Wege in G�A�	 die im Knoten

vk enden� Da die Bearbeitungszeiten pij f�ur alle i � �� � � � � n und j � �� � � � � m nicht
negativ sind	 gen�ugt es	 sich bei der Bestimmung der Fertigstellungszeiten cij�A�
auf dominante Wege zu beschr�anken	 d� h� es folgt unmittelbar

cij�A� � max
W�W�

A�oij	

� X
okl�VW

pkl

�
� ����

Wenn Gleichung ����� auf einen bestimmten Plan A bezogen wird	 so wird f�ur die
zugeh�orige Gesamtbearbeitungszeit Cmax�A� die Gleichung

Cmax�A� � max
��i�n
��j�m

fcij�A�g� ����

geschrieben�
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De�nition ���� Ein Plan B hei�t reduzierbar auf einen Plan A	 geschrieben A �
B	 wenn f�ur jeden dominanten Weg Wa in G�A� ein dominanter Weg Wb in G�B�
mit VWa � VWb

existiert� Zwei Pl�ane A und B hei�en �ahnlich	 symbolisiert durch
A � B	 wenn A � B und B � A gilt� Ein Plan B wird streng reduzierbar auf
einen Plan A genannt	 wenn A � B und A �� B gilt� In diesem Fall wird A 	 B
geschrieben�

Beispiel ���	 Es werden die beiden �� �
Pl�ane

A �

�
BB�

�  � �
� �  �
� � � �
� � � �

	
CCA und A� �

�
BB�

�  � �
� �  �
� � � �
� � � �

	
CCA

betrachtet� Die Pl�ane A � �aij� und A� � �a�ij� unterscheiden sich nur in den
Eintr�agen a��� a�� bzw� a���� a

�
��� Daher sind in den entsprechenden Ablaufgraphen

G�A� und G�A�� nur diejenigen dominanten Wege verschieden	 die in a�� bzw� a���
starten� Diese dominanten Wege besitzen jedoch jeweils die gleiche Menge von
Knoten	 also gilt A � A��

De�nition ���� Ein Plan B hei�t irreduzibel	 wenn es keinen Plan A mit A 	 B
gibt�

Die Relation '	% induziert eine Halbordnung auf der Menge aller Pl�ane eines gege�
benen Formats n � m� Die minimalen Elemente dieser Halbordnung sind gerade
die irreduziblen Pl�ane� Man kann nachpr�ufen	 da� die Pl�ane A und A� aus Beispiel
���� irreduzibel sind� Es existieren also �ahnliche irreduzible Pl�ane�

F�ur einen Plan A ist der Plan	 der sich durch Umkehrung aller seiner tech�
nologischen und organisatorischen Reihenfolgen ergibt	 der Umkehrplan A von A�
O�ensichtlich ist stets A � A	 und es gelten f�ur zwei Pl�ane A und B mit A � B die
Beziehungen

A � B� A � B und A � B� ����

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen	 da� die De�nition

A 	 B �� A � B  A �� B  A �� B

in ���� im Zusammenhang mit der Irreduzibilit�at nicht zweckm�a�ig ist	 denn aus
A � B folgt nicht notwendig A � B � A � B� Es existieren also �ahnliche Pl�ane
A� B mit A �� B und A �� B� Beispielsweise sind alle Pl�ane paarweise �ahnlich	
deren zugeordnete Ablaufgraphen einen Weg enthalten	 der alle Operationen oij



��� Konzept der Irreduzibilit�at �	

�i � �� � � � � n und j � �� � � � � m� umfa�t� Weiterhin sind z� B� die beiden Pl�ane aus
Beispiel ���� �ahnlich� Aus diesem Grund wird stets

A 	 B �� A � B  A �� B� ����

gem�a� De�nition ���� gesetzt�
O�ensichtlich handelt es sich bei der �Ahnlichkeit �

�
��� von Pl�anen um eine

�Aquivalenzrelation� Zwischen der �Ahnlichkeit und den �Aquivalenzrelationen aus Ab�
schnitt ��� �Isomorphie	 �Aquivalenz und Struktur��Aquivalenz� besteht ein grundle�
gender Unterschied� Die �Ahnlichkeit zweier Pl�ane A und B beruht ausschlie�lich auf
dem direkten Vergleich der Knotenmengen der gerichteten Wege in den zugeh�origen
Ablaufgraphen G�A� und G�B�� Bei den anderen �Aquivalenzrelationen geh�oren zwei
Pl�ane einer �Aquivalenzklasse an	 wenn alle Wegstrukturen in den zugeh�origen Ab�
laufgraphen bei entsprechender Vertauschung von Auftr�agen und Maschinen bzw�
Umkehrung der Orientierungen identisch bleiben�

Dieser Unterschied l�a�t sich anhand von Beispiel ���� darstellen� Die Pl�ane A
und A� sind zwar �ahnlich �A � A��	 aber nicht�struktur��aquivalent �A ��S A

��� Das
hei�t	 diese Pl�ane lassen sich durch Vertauschung von Zeilen und Spalten	 durch
Matrix�Transposition oder durch Umkehrung aller Reihenfolgen nicht ineinander
�uberf�uhren	 obwohl sie in den entsprechenden Ablaufgraphen bez�uglich der Mengen
von Knoten der gerichteten Wege gleichartig sind�

Die Eigenschaft eines Plans	 irreduzibel zu sein	 ist o�ensichtlich invariant bez�ug�
lich Isomorphie	 �Aquivalenz und Struktur��Aquivalenz� Das bedeutet zum Beispiel�
Wenn A und B zwei struktur��aquivalente Pl�ane sind �A �S B� und A irreduzibel
ist	 dann ist auch B irreduzibel� Dieser Zusammenhang wird sp�ater bei der Enume�
ration der irreduziblen Pl�ane ausgenutzt	 bei der nur die nicht�struktur��aquivalenten
Vertreter irreduzibler Pl�ane erzeugt werden�

Der anschlie�ende Satz stellt die eigentlich Motivation f�ur die Einf�uhrung des Kon�
zepts der Irreduzibilit�at dar�

Satz ���
 ���� Es seien A und B zwei Pl�ane eines Open�Shop�Problems des Typs
OjjCmax mit n Auftr�agen und m Maschinen	 Weiterhin sei A � B	 Dann gilt

Cmax�A� � Cmax�B�� ���

Beweis� Die Aussage des Satzes folgt direkt aus der De�nition von
�
�� zusammen

mit den Beziehungen ���� und ����� �

Aus A 	 B l�a�t sich nicht notwendig Cmax�A� 
 Cmax�B� folgern� Nur wenn es
im Fall gegebener Bearbeitungszeiten pij � � �i � �� � � � � n und j � �� � � � � m� f�ur
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A 	 B einen eindeutigen kritischen Weg� Wb in G�B� gibt	 f�ur den kein dominanter
Weg Wa in G�A� mit VWa � VWb

existiert	 gilt Cmax�A� 
 Cmax�B��
Die anschlie�ende Folgerung zeigt	 da� es hilfreich ist	 den Suchraum auf die

Menge der irreduziblen Pl�ane einzuschr�anken	 wenn man nach einem optimalen
Plan f�ur ein Open�Shop�Problem sucht�

Folgerung ��� Es sei P�
n�m die Menge aller irreduziblen n�m�Pl�ane	 F�ur jedes

Open�Shop�Problem des Typs OjjCmax mit n Auftr�agen und m Maschinen enth�alt
P�
n�m einen optimalen Plan	

Beweis� Es sei B ein optimaler Plan eines gegebenen Open�Shop�Problems� Falls
kein Plan A mit A 	 B existiert	 ist B irreduzibel� Sei daher B streng reduzierbar�
Dann existiert eine Menge fA�� A�� � � � � Akg von Pl�anen mit k � � und A� 	 A� 	
� � � 	 Ak 	 B	 so da� A� irreduzibel ist� Wegen A� 	 A� 	 � � � 	 Ak 	 B ist
auch A� � B und nach Satz ���� gilt dann Cmax�A�� � Cmax�B�� Damit ist der
irreduzible Plan A� ebenfalls optimal� �

Die Menge P�
n�m der irreduziblen n � m
Pl�ane ist eine Teilmenge von Pn�m	 der

Menge aller n�m
Pl�ane f�ur OjjCmax mit n Auftr�agen und m Maschinen� Da sich
in P�

n�m jede beliebige Bearbeitungszeit�Matrix eine optimale L�osung be�ndet	 ist
P�
n�m eine potentiell�optimale Menge von Pl�anen im Sinne von De�nition �����

Es stellt sich heraus	 da� die Menge P�
n�m keine minimale Menge von potentiell�

optimalen Pl�anen ist� Die beiden irreduziblen Pl�ane A und A� aus Beispiel ����
sind �ahnlich� Das hei�t	 immer wenn A f�ur eine gegebene Menge von Bearbeitungs�
zeiten pij optimal ist	 so ist es auch A�	 und man kann sich bei der Suche nach
einer minimalen Menge potentiell�optimaler Pl�ane stets auf einen der beiden Pl�ane
beschr�anken�

Es existiert eine echte Teilmenge M� P�
n�m	 in der sich unabh�angig von den ge�

gebenen Bearbeitungszeiten stets ein optimaler Plan be�ndet� Eine minimale Menge
M von potentiell�optimalen Pl�anen hei�t unvermeidbar� Eine solche unvermeidbare
Menge M von Pl�anen ist im Gegensatz zur Menge P�

n�m jedoch im allgemeinen nicht
eindeutig bestimmt �siehe ��	 �����

��	 Stabilit�at optimaler Pl�ane

Thema der ersten beiden Abschnitte dieses Kapitels war die Beschreibung potentiell�
optimaler bzw� irreduzibler Pl�ane	 deren potentielle Optimalit�at unabh�angig von den
gegebenen Bearbeitungszeiten pij ist�

�Ein kritischer Weg in einem Ablaufgraphen ist ein gerichteter Weg W � dessen Knotenmenge
VW ausschlie�lich aus Operationen oij besteht� die nicht sp�ater begonnen werden k�onnen� ohne die
Gesamtbearbeitungszeit Cmax zu verl�angern �sogenannte kritische Operationen��
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In diesem Abschnitt spielen bei der sogenannten Stabilit�at von Pl�anen die Be�
arbeitungszeiten pij eine gr�o�ere Rolle� Im Falle einer gegebenen Bearbeitungszeit�
Matrix P � �pij� wird f�ur einen zugeh�origen optimalen Plan A untersucht	 f�ur welche
Abweichungen von pij der Plan A optimal bleibt�

Stabilit�atsradius eines optimalen Plans

Arbeiten von Sotskov	 Strusevich und Tanaev ���	 ��� dienen als Ausgangs�
punkt und Grundlage der De�nitionen im Zusammenhang mit dem Stabilit�atsradius
optimaler Pl�ane� Zur Vereinfachung wird im folgenden f�ur die Menge der Be�
arbeitungszeiten pij anstelle der Bearbeitungszeit�Matrix P � �pij� der Vektor
p � �p��� p��� � � � � pnm� geschrieben	 bei dem die Elemente von P zeilenweise hin�
tereinander stehen�

Eine optimale L�osung eines Shop�Scheduling�Problems ist im allgemeinen nicht
eindeutig� Es sei S��p� die Menge aller Pl�ane	 die bez�uglich des Bearbeitungszeitvek�
tors p optimal sind� Weiterhin sei Rnm
 der nm�dimensionale Raum nicht�negativer
reeller Vektoren mit der Maximum� bzw� Tschebyschev�Metrik	 d� h� zwischen zwei
Vektoren p�p� � Rnm
 mit

p � �p��� p��� � � � � pnm� und p� � �p���� p
�
��� � � � � p

�
nm�

wird der Abstand durch

d�p�p�� �� max
��i�n
��j�m

jpij � p�ijj

de�niert� Eine abgeschlossene Kugel mit dem Mittelpunkt p und dem Radius � ist
die Menge

K��p� �� fp� � Rnm
 j d�p�p�� � �g�

Eine abgeschlossene Kugel K��p� hei�t Stabilit�atskugel eines optimalen Plans A �
S��p�	 wenn der Plan A f�ur jeden Vektor dieser Kugel optimal bleibt	 d� h� wenn
A � S��p�� f�ur alle p� � K��p� gilt� Der Stabilit�atsradius ��A�p� eines optimalen
Plans A � S��p� ist der maximale Wert	 den der Radius einer Stabilit�atskugel von
A um p annehmen kann	 also

��A�p� �� maxfr � R
 jKr�p� ist Stabilit�atskugel von A � S��p�g�

Ein optimaler Plan A � S��p� hei�t stabil	 wenn ��A�p� � � gilt� F�ur die L�osung
von Shop�Scheduling�Problemen sind optimale Pl�ane A � S��p� mit einem m�oglichst
gro�en Stabilit�atsradius interessant	 denn derartige Pl�ane bleiben auch bei relativ
starken Abweichungen der Bearbeitungszeiten pij optimal im Gegensatz zu anderen
Pl�anen mit vergleichsweise geringerem Stabilit�atsradius� Es stellt sich nun die Frage	
ob es stets stabile optimale Pl�ane gibt	 und ob in bestimmten F�allen Pl�ane existieren	
die f�ur alle Bearbeitungszeitvektoren p optimal bleiben�
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Zusammenhang zwischen Stabilit�at und Irreduzibilit�at

In diesem Unterabschnitt wird ein Zusammenhang zwischen dem Stabilit�atsradius
optimaler Pl�ane und ihrer Irreduzibilit�at hergestellt� Auf diese Weise ist es unter
anderem m�oglich	 wichtige Ergebnisse aus ���	 ��� bez�uglich der Stabilit�at optimaler
Pl�ane mit Hilfe des Konzepts der Irreduzibilit�at zu formulieren�

F�ur ein Open�Shop�Problem mit n Auftr�agen und m Maschinen ist Pn�m die
Menge aller n�m
Pl�ane� Bei den anderen Shop�Scheduling�Problemen �Job�Shop�	
Flow�Shop� und General�Shop�Problem� sind die entsprechenden Mengen �PJ

n�m	
PF
n�m	 PG

n�m� o�ensichtlich kleiner als Pn�m	 da nicht jeder Plan aus Pn�m die gege�
benen Vorrangbedingungen zwischen den Operationen erf�ullt� Bei einem General�
Shop�Problem GjjCmax werden die gegebenen Vorrangbedingungen zwischen den
Operationen anhand der disjunktiven Kanten in der Menge C des disjunktiven Gra�
phen G� � �V� C 
D� repr�asentiert �vgl� Abbildung ����� In diesem Fall ist ein Plan
A genau dann in der zugeh�origen Menge PG

n�m enthalten	 wenn f�ur seinen Ablauf�
graphen G�A� � �V�E� die Beziehung C � E erf�ullt ist�

Das Konzept der Irreduzibilit�at kann auch f�ur die Shop�Scheduling�Probleme mit
Vorrangbedingungen �ubernommen werden� So ist z� B� bei einem gegebenen General�
Shop�Problem mit zugrundeliegender Menge PG

n�m von Pl�anen ein PlanB genau dann
irreduzibel	 wenn es keinen Plan A � PG

n�m mit A 	 B gibt� Im restlichen Teil dieses
Abschnitts wird bei der Benutzung der Begri�e

�
irreduzibel�	

�
reduzierbar�	 usw�

stets von dieser Beschr�ankung auf diejenigen Pl�ane ausgegangen	 die f�ur das jeweils
gegebene General�Shop�Problem relevant sind�

Die folgenden Aussagen f�ur General�Shop�Probleme sind o�ensichtlich genauso
auf Open�Shop�	 Job�Shop� und Flow�Shop�Probleme �ubertragbar	 da diese Pro�
bleme Spezialf�alle des General�Shop�Problems sind� F�ur das Problem GjjCmax be�
schreibe der Ausdruck S��p� anschlie�end stets die Menge der optimalen Pl�ane zum
gegebenen Bearbeitungszeitvektor p�

Satz �	�� Es sei A � S��p� ein Plan f�ur das Problem GjjCmax mit ��A�p� � �	
Ist A� ein Plan mit A� � A
 so gilt A� � S��p� und ��A��p� � ��A�p�	

Beweis� Es sei A ein optimaler Plan f�ur GjjCmax� Aus A� � A folgt wegen Satz
���� die Ungleichung Cmax�A

�� � Cmax�A�	 also ist A� auch optimal� Der Sta�
bilit�atsradius eines Plans A zum Bearbeitungszeitvektor p � �p��� � � � � pnm� kann
gem�a� ���� anhand von

��A�p� �

inf

�
d�p�p��

��� p� � Rnm
 � max
Wa�W�

A

X
oij�VWa

p�ij � min
B�PGn�m
B ��A

max
Wb�W

�
B

X
oij�VWb

p�ij

�
����
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berechnet werden	 wobei W�
A die Menge der dominanten Wege im Ablaufgraphen

G�A� des Plans A ist� Wegen A� � A gibt es zu jedem WA� � W�
A� ein WA � W�

A

mit VWA�
� VWA

� Die G�ultigkeit der Ungleichung im entsprechenden Ausdruck ����
f�ur ��A��p� h�angt daher von h�ochstens sovielen Komponenten p�ij ab wie im Fall
��A�p�� Also gibt es f�ur die Wahl der Bearbeitungszeitvektoren p� � Rnm
 beim
Abstand d�p�p�� in ��A��p� mindestens soviele Freiheitsgrade wie in ��A�p�� Damit
ist ��A��p� � ��A�p�� �

Der anschlie�ende Satz gibt ein eineindeutiges Kriterium f�ur die Existenz von sta�
bilen Pl�anen�

Satz �	�� Es sei A � S��p� ein Plan f�ur das Problem GjjCmax	 Es ist genau dann
��A�p� � �
 wenn f�ur alle B � S��p� die Beziehung A � B gilt	

Beweis� Die in ���� angegebene indirekte Beweisf�uhrung kann o�ensichtlich ohne
Schwierigkeiten an die Terminologie des Konzepts der Irreduzibilit�at angepa�t wer�
den	 da der Berechnung des Stabilit�atsradius von A stets die Anzahl der Knoten der
dominanten Wege im Ablaufgraphen G�A� zugrundeliegt� �

Folgerung �	�	 Jeder eindeutig optimale Plan ist stabil	

Analog zu Satz ���� kann nun auch ein Kriterium f�ur Pl�ane mit unbegrenzter Sta�
bilit�at anhand des Konzepts der Irreduzibilit�at formuliert werden�

Satz �	�� Es sei A � S��p� ein Plan f�ur das Problem GjjCmax	 Es ist genau dann
��A�p� � �
 wenn f�ur alle B � PG

n�m die Beziehung A � B gilt	

Beweis� Analog zu Satz ����� �

F�ur ein General�Shop�Problem existiert also genau dann ein Plan mit unendlichem
Stabilit�atsradius	 wenn es einen irreduziblen Plan gibt	 auf den alle anderen Pl�ane
dieses Problems reduzierbar sind� O�ensichtlich kann die Bedingung

A � B f�ur alle B � PG
n�m

in diesem Satz f�ur General�Shop�Probleme nur dann erf�ullt sein	 wenn n und m klein
sind oder schon einer Vielzahl von technologischen und organisatorischen Reihenfol�
gen vorgegeben sind	 denn

�
�� ist im allgemeinen keine lineare Ordnung	 d� h� im

allgemeinen sind nicht alle Pl�ane bez�uglich
�
�� vergleichbar�

Da eine optimale L�osung eines Shop�Scheduling�Problems im allgemeinen nicht
eindeutig ist	 erscheint die Darstellung der qualitativen Unterschiede zwischen ver�
schiedenen optimalen Pl�anen f�ur gegebene Bearbeitungszeiten pij mit Hilfe der Kon�
zepte der Irreduzibilit�at und der Stabilit�at sinnvoll� Abbildung �� zeigt unter allen
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�
schwach� irreduzible Pl�ane

Pl�ane mit gr�o�tem Stabilit�ats


f�ur gegebene Werte pij

radius f�ur gegebene Werte pij

� optimaler Plan

irreduzible Pl�ane unvermeidbare Pl�ane

alle n�m�Pl�ane

Abbildung ��� Qualitative Unterschiede zwischen verschiedenen optimalen Pl�anen�

Pl�anen eines gegebenen Formats n�m die verschiedenen Arten optimaler Pl�ane� Es
ist klar	 da� unter den optimalen Pl�anen diejenigen Pl�ane im Falle von m�oglichen
Abweichungen der vorgegebenen Werte pij vorzuziehen sind	 die maximalen Sta�
bilit�atsradius besitzen� Mit

�
schwach� irreduziblen Pl�anen sind in Abbildung ��

diejenigen Pl�ane gemeint	 die sich w�ahrend eines Enumerationsalgorithmus durch
die Anwendung polynomial nachpr�ufbarer hinreichender Bedingungen f�ur die Redu�
zibilit�at als Kandidaten f�ur irreduzible Pl�ane herausstellen �vgl� Abschnitt �����

Die explizite Berechnung des Stabilit�atsradius eines optimalen Plans gem�a� ����
ist kompliziert und zeitintensiv� In ��� haben Br�asel	 Sotskov und Wer�

ner erstmals auch Stabilit�atsradien von Pl�anen f�ur diejenigen Shop�Scheduling�
Probleme betrachtet	 die die Summe der Fertigstellungszeiten �

P
Ci� als Optima�

lit�atskriterium besitzen� Beim Vergleich mit dem Cmax�Kriterium �siehe auch Sots�
kov	 Tanaev und Werner ����� stellt sich heraus	 da� ein optimaler Plan im Falle
der Gesamtbearbeitungszeit Cmax gew�ohnlich einen gr�o�eren Stabilit�atsradius auf�
weist als bei

P
Ci� Weiterhin haben die Stabilit�atsradien von optimalen Pl�anen

bei dem Cmax�Kriterium eine gr�o�ere Varianz� Beim
P

Ci�Kriterium besitzen alle
optimalen Pl�ane sogar h�au�g den gleichen Stabilit�atsradius�



Kapitel �

Enumeration irreduzibler Pl�ane

Zur Bestimmung der Anzahl P �
n�m der irreduziblen n � m Pl�ane werden zwei ver�

schiedene Enumerationsmethoden vorgestellt� Die Enumeration irreduzibler Pl�ane
anhand von Vergleichbarkeitsgraphen ist Gegenstand der Abschnitte ��� und ����
Bei dieser Methode werden Vertreter der �Ahnlichkeitsklassen ��Aquivalenzklassen
bez�uglich der Relation

�
��� erzeugt� Mit Hilfe der zweiten Methode	 die in Ab�

schnitt ��� und ��� beschrieben ist	 k�onnen alle bzw� alle nicht�struktur��aquivalenten
irreduziblen Pl�ane enumeriert werden� Eine e�ziente Implementation dieser Metho�
de	 die auf der Enumeration in Kapitel � basiert	 liefert eine Reihe von numerischen
Resultaten	 auf die abschlie�end in Abschnitt ��� eingegangen wird�

�� Reduzibilit�at zwischen zwei Pl�anen

Es sei G � �V�E� ein azyklischer Digraph� Ein Weg W � �v�� v�� � � � � vk� in G
enth�alt die Knoten v�� v�� � � � � vk und die Kanten �v�� v��� �v�� v��� � � � � �vk��� vk�� Zu
G � �V�E� wird der Digraph Gtc � �V�Etc� de�niert	 in dem f�ur alle v� w � V
genau dann �v� w� � Etc ist	 wenn v �� w ist und in G ein Weg von v nach w
existiert� Der Digraph Gtc � �V�Etc� hei�t transitive H�ulle �transitive closure� von
G � �V�E�� Eine Kante �v� w� eines azyklischen Digraphen hei�t redundant	 wenn
es einen Weg von v nach w gibt	 der die Kante �v� w� nicht enth�alt� Als transitive
Reduktion �transitive reduction� von G � �V�E� wird der Digraph Gtr � �V�Etr�
bezeichnet	 der keine redundante Kanten enth�alt	 und dessen transitive H�ulle gleich
der transitiven H�ulle von G ist� Abbildung ��� zeigt die transitive H�ulle Gtc�A� und
die transitive Reduktion Gtr�A� des Ablaufgraphen G�A� aus Abbildung ����

Mit �G� wird der ungerichtete Graph bezeichnet	 der einem Digraphen G zu�
grunde liegt� Weiterhin sei an dieser Stelle daran erinnert	 da� es sich bei n �m

Ablaufgraphen um indizierte Digraphen handelt	 d� h� jeder Knoten eines Ablaufgra�
phen wird jeweils mit einer bestimmten Operation oij des betrachteten Shop�Schedu�
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J�

o�� o�� o��

o�� o�� o��

o�� o�� o��

M� M� M�

J�

J�

Abbildung ���� Ein Ablaufgraph G�A��

o�� o�� o��

o�� o�� o��

o�� o�� o��

M� M� M�

J�

J�

J�

Gtc�A�

o�� o�� o��

o�� o�� o��

o�� o�� o��

M� M� M�

J�

J�

J�

Gtr�A�

Abbildung ���� Die transitive H�ulle Gtc�A� und die transitive Reduktion Gtr�A� von
G�A��
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ling�Problems identi�ziert	 da sonst keine eindeutige Beziehung zwischen Pl�anen und
Ablaufgraphen im Sinne von Satz ����� best�unde� F�ur zwei indizierte �Di��Graphen
G� � �V�E�� und G� � �V�E�� mit derselben Knotenmenge V wird G� � G�	
G� � G�	 bzw� G� � G� geschrieben	 falls E� � E�	 E� � E� bzw� E� � E� gilt� Der
folgende Satz gibt ein eineindeutiges Kriterium f�ur die strenge Reduzibilit�at eines
Plans B auf einen Plan A�

Satz ����� ���� Es seien A und B zwei n � m�Pl�ane und G�A� bzw	 G�B� die
zugeh�origen n � m�Ablaufgraphen	 Es gilt genau dann A 	 B
 wenn �Gtc�A�� �
�Gtc�B�� ist	

Beweis� Angenommen	 es ist A 	 B� Dann gibt es zu jedem Weg Wa in G�A�
einen Weg Wb in G�B� mit VWa � VWb

� Au�erdem existiert in G�B� mindestens
ein dominanter Weg W �

b 	 f�ur den es in G�A� keinen dominanten Weg gibt	 der alle
Knoten von W �

b enth�alt� Gem�a� der De�nition der transitiven H�ulle entspricht jeder
dominante Weg eines Digraphen G einer maximalen Clique in �Gtc�� Daher gilt also
�Gtc�A�� � �Gtc�B���

Ist umgekehrt �Gtc�A�� � �Gtc�B��	 so sind alle Cliquen aus �Gtc�A�� in Cliquen
aus �Gtc�B�� enthalten	 und es gibt in �Gtc�B�� eine maximale Clique Cb	 deren
Knotenmenge echt gr�o�er ist als die einer entsprechenden maximalen Clique Ca in
�Gtc�A��� Jede orientierte Clique besitzt einen Hamiltonschen Weg �siehe R�edei
������ Es kann schnell eingesehen werden	 da� dieser Hamiltonsche Weg eindeutig
ist	 wenn die Orientierung der Clique transitiv ist� Die den Graphen �Gtc�A�� und
�Gtc�B�� zugrunde liegenden Orientierungen sind transitiv� Seien also W �

a bzw� W �
b

die eindeutigen dominanten Wege der Ablaufgraphen G�A� bzw� G�B�	 die den
maximalen Cliquen Ca bzw� Cb in den Graphen �Gtc�A�� bzw� �Gtc�B�� entsprechen�
Es ist VW �

a
� VW �

b
und f�ur alle anderen Wege Wa in G�A� existiert ein Weg Wb in

G�B� mit VWa � VWb
� Also gilt A 	 B� �

Mit Hilfe dieses Satzes l�a�t sich relativ leicht ein Algorithmus konstruieren	 der f�ur
zwei gegebene n�m
Pl�ane A und B anhand der zugeh�origen Ablaufgraphen G�A�
und G�B� testet	 ob A 	 B	 A � B oder A � B gilt� F�ur diesen Test ist die
Berechnung der transitiven H�ulle eines Ablaufgraphen sowie das �Uberpr�ufen der
Relation �Gtc�A�� � �Gtc�B�� notwendig� Ein hierzu in ���� benutztes Verfahren hat
die Zeitkomplexit�at O�n�m���

Das Problem der Berechnung der transitiven H�ulle bzw� der transitiven Reduk�
tion ist sehr h�au�g untersucht worden �siehe z� B� ������ Es werden nun in diesem
Zusammenhang zwei Arbeiten mit den besten	 bis heute bekannten Laufzeiten zi�
tiert�

Der in ���� vorgestellte Algorithmus von Goral�c�ikov�a und Koubek berechnet
die transitive H�ulle Gtc � �V�Etc� eines azyklischen Digraphen G � �V�E� in der
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Abbildung ���� Eine Ketten�Zerlegung des Ablaufgraphen G�A� aus Abbildung ����

Zeit O�jV j � jEtrj� jEtcj�	 wobei Etr bzw� Etc die Menge der Kanten der zugeh�origen
transitiven Reduktion Gtr bzw� H�ulle Gtc darstellt� Da f�ur einen Ablaufgraphen
G � �V�E� stets die Beziehung O�jEtcj� � O�jV j � jEtrj� gilt	 reduziert sich in die�
sem Fall die Laufzeit f�ur die Berechnung der transitiven H�ulle zu O�jV j � jEtrj��
Die transitive Reduktion Gtr�A� eines n � m
Ablaufgraphen G�A� enth�alt keine
redundante Kanten� Also sind f�ur jeden Auftrag Ji bzw� f�ur jede Maschine Mj

h�ochstens die direkten Vorg�anger�Nachfolger�Beziehungen der Technologie bzw� Or�
ganisation in Gtr�A� enthalten� Das hei�t	 in der transitiven Reduktion Gtr�A�
existieren maximal n�m � �� � m�n � �� gerichtete Kanten �vgl� Abbildung �����
Also folgt f�ur die Laufzeit des Algorithmus zur Bestimmung der transitiven H�ulle
eines n�m
Ablaufgraphen insgesamt die Schranke O�n�m��� Mit Hilfe sogenann�
ter Ketten�Zerlegungen konnte Simon in ��� die Laufzeit f�ur die Berechnung der
transitiven H�ulle eines Graphen verringern�

De�nition ����� Es sei G � �V�E� ein Digraph� Eine Ketten�Zerlegung �chain
decomposition� von G ist eine Partition P � fP�� � � � � Pkg von V in disjunkte nicht�
leere Mengen Pi mit V � P� 
 � � � 
 Pk	 bei der jede Menge Pi	 i � �� � � � � k einen
gerichteten Weg �auch Kette genannt� in G aufspannt	 wenn transitive Kanten igno�
riert werden� Die Zahl k hei�t Weite �width� der Ketten�Zerlegung P �

Als Beispiel ist in Abbildung ��� eine Ketten�Zerlegung der Weite � eines � � �

Ablaufgraphen dargestellt�

In ��� wird gezeigt	 da� sich eine Ketten�Zerlegung eines Digraphen G � �V�E�
in der Zeit O�jV j� jEj� konstruieren l�a�t� Darauf aufbauend hat Simon den Algo�
rithmus in ���� verbessert	 so da� die transitive H�ulle von G � �V�E� in O�k � jEtrj�
berechnet werden kann	 wobei k die Weite einer Ketten�Zerlegung von G ist� Die
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Laufzeit des Algorithmus in ���� wird dadurch verk�urzt	 da� anstelle der Bestimmung
aller Knoten w � V die von einem gegebenen Knoten v � V �uber einen Weg aus er�
reichbar sind	 nur die jeweiligen ersten Knoten der Mengen Pi der Ketten�Zerlegung
bestimmt werden	 die von v aus erreichbar sind� F�ur diesen Schritt ergibt sich also
anstelle von O�jV j� die Laufzeit O�k�	 da die bereits bestehende Information der
Ketten�Zerlegung auf diese Weise ausgenutzt wird�

O�ensichtlich kann die Menge der Knoten eines n � m
Ablaufgraphen stets in
n bzw� m Ketten zerlegt werden �siehe Abbildung ����� F�ur die Bestimmung der
transitiven H�ulle eines n � m
Ablaufgraphen anhand des Algorithmus von Simon

��� ergibt sich wegen jEtrj � O�nm� f�ur n � m also insgesamt ein Zeitaufwand
der Gr�o�enordnung O�n�m�� Allerdings ben�otigt der Test	 ob die Relationen �	
� oder � zwischen den Graphen �Gtc�A�� und �Gtc�B�� bestehen	 bereits O�n�m��
Zeit� Also verringert sich trotz des verbesserten Algorithmus von Simon ��� nicht
die Laufzeit f�ur den gesamten Algorithmus	 der gem�a� Satz ����� zwei Pl�ane A und
B auf Reduzibilit�at testet�

�� Enumeration bez�uglich �Ahnlichkeitsklassen

Ein Vergleichbarkeitsgraph �comparability graph� G� ist ein ungerichteter Graph	
der sich transitiv orientieren l�a�t� Mit Hilfe bestimmter Vergleichbarkeitsgraphen
wird in diesem Abschnitt eine Enumerationsmethode vorgestellt	 die auf einer neuen
Charakterisierung irreduzibler Pl�ane beruht�

Es sei Hn�m � �VH � EH� der in Abschnitt ��� eingef�uhrte Hamming�Graph Kn�
Km� Die Knotenmenge VH korrespondiert in naheliegender Weise mit der Menge der
Operationen oij des betrachteten Shop�Scheduling�Problems mit n Auftr�agen und
m Maschinen� Weiterhin sei G�A� der n�m
Ablaufgraph eines beliebigen n�m

Plans A� Jede Kante e des Graphen �Gtc�A�� mit e �� EH hei�t Diagonalkante�
Aufgrund von Satz ����� kann die folgende Charakterisierung irreduzibler Pl�ane
gegeben werden�

Folgerung ����� Ein n � m�Plan A ist genau dann irreduzibel
 wenn kein Ver�
gleichbarkeitsgraph G� mit Hn�m � G� � �Gtc�A�� existiert	

In ���� haben Br�asel et al� mit Hilfe dieses Zusammenhangs einen Enumerati�
onsalgorithmus f�ur irreduzible Pl�ane konstruiert� Der Algorithmus beruht auf der
Entwicklung ungerichteter Graphen G durch sukzessives Hinzuf�ugen von Diagonal�
kanten zum Hamming�Graphen Hn�m� Sobald unter diesen Graphen ein Vergleich�
barkeitsgraph G� gefunden wird	 handelt es sich um einen inklusions�minimalen Ver�
gleichbarkeitsgraphen bez�uglich Kantenanzahl unter der Voraussetzung Hn�m � G��
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Die zum Erkennen des Vergleichbarkeitsgraphen notwendige transitive Orientierung
von G� liefert dann einen zugeh�origen irreduziblen Plan A� mit G� � �Gtc�A����

F�ur diesen Algorithmus zur Enumeration irreduzibler Pl�ane spielt die transiti�
ve Orientierung von Graphen eine zentrale Rolle� In ��	 	 �	 ��� haben Mc�

Connell und Spinrad das Problem der transitiven Orientierung von Graphen
ausf�uhrlich untersucht und mit Hilfe der sogenannten modularen Dekomposition
�Zerlegung eines Graphen in bestimmte Komponenten� schnelle Algorithmen zu
dessen L�osung gefunden� Das aktuellste Resultat ��� beschreibt einen Algorith�
mus f�ur die transitive Orientierung eines Graphen G � �V�E� mit Zeitkomplexit�at
O�jV j � jEj�� Da dieser Algorithmus jedoch nicht erkennt	 ob es sich beim be�
trachteten Graphen G �uberhaupt um einen Vergleichbarkeitsgraphen handelt	 d� h�
ob sich G �uberhaupt transitiv orientieren l�a�t	 mu� zum Erkennen eines Vergleich�
barkeitsgraphen zus�atzlich der Algorithmus von Simon ��� angewandt werden� Es
wird dabei getestet	 ob sich die gefundene Orientierung von G von seiner transitiven
H�ulle unterscheidet� Ist dies nicht der Fall	 liegt ein Vergleichbarkeitsgraph vor� Im
Rahmen des Enumerationsalgorithmus ist f�ur das Erkennen von Vergleichbarkeits�
graphen G� mit Hn�m � G� � �Gtc�A�� die Zeitkomplexit�at des Verfahrens aus ���
nicht dominierend� Der zugrunde liegende Graph �Gtc�A�� der transitiven H�ulle eines
Ablaufgraphen G�A� enth�alt maximal O�n�m�� Kanten� Diese Schranke ist f�ur die
Laufzeit eines Verfahrens zum Erkennen entsprechender Vergleichbarkeitsgraphen
entscheidend�

Neben den hier erw�ahnten Verfahren zur transitiven Orientierung und zum Er�
kennen von Vergleichbarkeitsgraphen bildet die Auswahl der Reihenfolge der hin�
zuzuf�ugenden Diagonalkanten einen wichtigen Bestandteil des in ���� beschriebenen
Enumerationsalgorithmus� Bei dieser Enumeration wird ein Vertretersystem M f�ur
die �Ahnlichkeitsklassen in der Menge P�

n�m aller irreduziblen n�m
Pl�ane erzeugt�

�	 Hinreichende Bedingungen

Aufbauend auf Ergebnissen von M� Kleinau ���� werden in diesem Abschnitt hin�
reichende Bedingungen f�ur die Reduzibilit�at von Pl�anen hergeleitet� O�ensichtlich
korrespondieren hinreichende Bedingungen f�ur die Reduzibilit�at eines Plans B mit
entsprechenden notwendigen Bedingungen f�ur die Irreduzibilit�at von B� Anhand
dieser Bedingungen k�onnen im Verlaufe des Plan�Enumerationsalgorithmus aus Ab�
schnitt ��� diejenigen Pl�ane in e�zienter Weise eliminiert werden	 deren zugeordne�
te Ablaufgraphen ung�unstige Wegstrukturen besitzen� Durch diese Selektion ist die
Menge der enumerierten Pl�ane im Vergleich zur Menge aller Pl�ane schon erheblich
eingeschr�ankt�

Die folgenden hinreichende Bedingungen f�ur die strenge Reduzibilit�at eines ge�
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gebenen Plans B beruhen jeweils auf langen gerichteten Wegen im zugeordneten
Ablaufgraphen G�B�� Die Beweise von Satz ����� 
 ����� erscheinen in ���	 ����
Exemplarisch wird hier nur Satz ����� bewiesen�

Satz ��	�� ���� Es sei B ein Plan
 der eine Operation oij mit folgenden Eigen�
schaften enth�alt� Die Operation oij besitzt mindestens einen Nachfolger
 aber kein
Nachfolger von oij in der Zeile i bzw	 Spalte j hat einen direkten Vorg�anger au�er�
halb der Zeile i bzw	 Spalte j	 Dann gibt es einen Plan A mit A 	 B	

Beweis� Es wird ein Plan A konstruiert	 indem die Operation oij gel�oscht und als
Senke in die technologische Reihenfolge des Auftrags Ji und die organisatorische
Reihenfolge der Maschine Mj wiedereingef�ugt wird� Wenn auf diese Weise im zu�
geh�origen Ablaufgraphen eine neue Menge von Operationen entstehen w�urde	 die
auf einem gemeinsamen Weg liegen	 dann mu� diese Menge oij enthalten	 da der
Rest des Plans unver�andert bleibt� Angenommen	 es gibt eine Operation okl	 die auf
einem Weg mit oij in G�A� liegt	 aber nicht in G�B�� Da oij Senke in G�A� ist	 mu�
dieser Weg von okl nach oij gerichtet sein	 und an einer Stelle in Zeile i oder Spalte
j eintreten� Da es keinen Weg von okl nach oij in G�B� gibt	 mu� die Operation	 bei
der der neue Weg in G�A� in Zeile i oder Spalte j eintritt	 ein Nachfolger von oij in
G�B� sein� Dies ist ein Widerspruch zur im Satz gemachten Annahme� Daher gilt
A � B�

Es wird nun gezeigt	 da� in G�A� weniger Mengen von Operationen existieren	 die
jeweils auf einem gemeinsamen Weg liegen� Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit
gelte f�ur die Eintr�age von B die Beziehung

bmax � maxfbpjjp � �� � � � � ng � fbiqjq � �� � � � � mg�

Es sei k so gew�ahlt	 da� bkj � bmax ist� Also ist okj in G�B� ein Nachfolger von oij
und hat nach Annahme keinen Vorg�anger au�erhalb von Spalte j� Weiterhin ist jede
Operation okl mit l �� j ein Nachfolger von okj und liegt daher in G�B� auf einem
gemeinsamen Weg mit oij� Wegen bkl � bmax gibt es in G�A� keinen Weg	 der in
okl startet und in Zeile i oder Spalte j eintritt� Andererseits gibt es in G�A� keine
Wege	 die in oij starten� Wegen Satz ����� gilt also A 	 B� �

Satz ��	�� ���� Es sei B ein n�m�Plan
 bei dem jeder Auftrag Ji
 i � �� � � � � n als
erstes auf derselben Maschine Mj bearbeitet wird	 Dann gibt es einen Plan A mit
A 	 B	

Satz ��	�	 ���� Es sei n�m � � und B ein n �m�Plan mit maximalen Rang r �
nm� �	 Dann gibt es einen Plan A mit A 	 B	
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Satz ��	�� ���� Es sei B � �bij� ein Plan
 der zwei Auftr�age Ji und Jk sowie eine
Maschine Mj enth�alt
 so da� oij die letzte Operation von Ji
 okj die erste Operation
von Jk
 und okj direkter Nachfolger von oij in der organisatorischen Reihenfolge von
Mj ist	 Wenn ein l �� j existiert mit bkl � bij � � oder bkj � bil � �
 dann gibt es
einen Plan A mit A 	 B	

Dieser Satz ist eine alternative Formulierung eines urspr�unglich in ���� erzielten
Resultats� Er liefert eine hinreichende Bedingung daf�ur	 da� der Plan B durch
Umdrehen einer gerichteten Kante im zugeh�origen Ablaufgraphen G�B� zu einem
Plan A streng reduzierbar ist� Ein irreduzibler Plan darf daher notwendiger Weise
keine der im Satz ����� beschriebenen Eigenschaften haben�

�
 Enumeration durch Ausschlu�verfahren

Die Dissertation von M� Kleinau ���� enth�alt einen Algorithmus	 der entscheidet	
ob ein gegebener Plan B irreduzibel ist� Dieser Irreduzibilit�atstest ben�otigt exponen�
tiellen Zeitaufwand und ist daher zur direkten Anwendung auf jeden enumerierten
Plan ungeeignet	 weil die Anzahl aller n�m
Pl�ane bereits f�ur vergleichsweise kleine
Werte von n und m sehr gro� ist �siehe Tabelle �����

Der hier vorgestellte neue Enumerationsalgorithmus basiert auf Algorithmus
����� zur Enumeration aller n � m
Pl�ane f�ur gegebene n und m� An geeigneten
Stellen in Algorithmus ����� werden die Bedingungen aus dem vorangegangenen
Abschnitt angewandt	 um die streng reduzierbaren Pl�ane verwerfen zu k�onnen� Es
ist leicht zu sehen	 da� die notwendigen Bedingungen f�ur die Irreduzibilit�at gem�a�
Satz �����
����� jeweils in polynomialer Zeit getestet werden k�onnen� Zum Teil ist
es sogar m�oglich	 diese Bedingungen bereits auf Teilpl�ane anzuwenden	 so da� auf
die vollst�andige Erzeugung bestimmter Pl�ane ganz verzichtet werden kann	 falls ein
Teilplan bereits eine der notwendigen Bedingungen f�ur die Irreduzibilit�at verletzt�

Bei Anwendung der Tests aufgrund Satz �����
����� stellt sich heraus	 da� die�
jenigen Verfahren sehr e�ektiv sind	 die auf dem Wiedereinsetzen einer Operation
als Quelle oder Senke beruhen� Das hei�t	 bei Anwendung dieser Verfahren werden
die streng reduzierbaren Pl�ane am h�au�gsten als solche erkannt� Daher wird im
folgenden die Zeitkomplexit�at dieses Verfahrens angegeben�

Satz ����� ���� Es sei n � m	 Das Problem
 ob ein n�m�Plan B durch L�oschen
und Wiedereinf�ugen einer Operation als Quelle oder Senke auf einen Plan A streng
reduziert werden kann
 ist in O�n�m�� Zeit entscheidbar	

Beweis� Die transitive H�ulle Gtr�B� des Ablaufgraphen G�B� eines Plans B l�a�t
sich wie schon gezeigt f�ur n � m in O�n�m� Zeit bestimmen� Der Beweis dieses
Satzes in ���� zeigt	 da� f�ur eine feste Operation oij maximal O�nm� gerichtete
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Wege in Gtr�B� getestet werden m�ussen	 um �uber die strenge Reduzibilit�at von
B entscheiden zu k�onnen� Da diese Prozedur f�ur alle nm Operationen in G�B�
durchgef�uhrt werden mu�	 ergibt sich insgesamt die Zeitkomplexit�at O�n�m��� �

Falls ein Plan w�ahrend des Enumerationsalgorithmus alle beschriebenen notwen�
digen Bedingungen f�ur die Irreduzibilit�at erf�ullt	 wird ein abschlie�ender Test auf
Irreduzibilit�at angewandt	 der allerdings exponentiellen Zeitaufwand ben�otigt� Die�
ser Test basiert auf sogenannten Implikationsklassen	 in die die Menge der gerichte�
ten Kanten des Ablaufgraphen G�B� zum betrachteten Plan B partitioniert werden
kann�

Die Einf�uhrung der Implikationsklassen ist folgenderma�en motiviert� Angenom�
men	 f�ur einen Plan B gibt es im Graphen �Gtc�B�� keine ungerichtete Kante foij� oklg
zwischen den Operationen oij und okl� Dann existiert diese Kante nach Satz �����
auch nicht in �Gtc�A�� f�ur jeden Plan A mit A 	 B� Also enth�alt G�A� entweder
die beiden gerichteten Kanten �oij� okj� und �okl� okj� oder �okj� oij� und �okj� okl��
In dieser Weise bedingen sich die Orientierungen der beiden Kanten foij� okjg und
fokj� oklg gegenseitig�

Zur De�nition der Implikationsklassen wird die Terminologie von Golumbic

���� �ubernommen� Es wird von einem gegebenen ungerichteten Graphen �Gtc�A��
ausgegangen� Eine gerichtete Kante �oij� okj� in G�A� erzwingt direkt die Kante
�okl� okj�	 geschrieben	 �oij� okj�(�okl� okj�	 wenn foij� oklg nicht in �Gtc�A�� existiert�
Diese bin�are Relation wird analog f�ur �okj� oij�(�okj� okl� de�niert� Die transitive
H�ulle (tc von ( ist o�ensichtlich eine �Aquivalenzrelation� Die �Aquivalenzklassen
bez�uglich (tc hei�en Implikationsklassen� Zwei Kanten e und f sind genau dann in
derselben Implikationsklasse �e(tcf�	 wenn es Kanten e�� � � � � ek mit

e(e�(e�( � � �(ek(f

gibt�
Wenn ein Plan B mit G�B� � �V�E� durch Umkehrung der Orientierungen der

Kanten einer bestimmten Menge E � � E zu einem Plan A reduziert werden soll	
so m�ussen o�ensichtlich jeweils die Orientierungen aller Kanten einer Implikations�
klasse umgekehrt werden	 da sonst zus�atzliche Wege in G�B� entstehen w�urden� Es
ergibt sich die folgende Aussage�

Satz ����� ���� Es sei B ein Plan mit Ablaufgraph G�B� � �V�E�	 Wenn alle
Kanten aus E zur gleichen Implikationsklasse geh�oren
 dann ist B irreduzibel	

Beweis� Da alle Kanten von G�B� zu einer Implikationsklasse geh�oren	 wird der
Plan B nur dann reduziert	 wenn die Orientierungen aller Kanten inG�B� umgekehrt
werden� Wegen B � B ist B irreduzibel� �
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Beim abschlie�enden Test auf Irreduzibilit�at eines Plans B werden die Kanten aus
G�B� in ihre Implikationsklassen partitioniert	 wobei k die Anzahl dieser Implika�
tionsklassen sei� Danach wird f�ur jede Teilmenge T der Menge aller Implikations�
klassen der Plan A bzw� Ablaufgraph G�A� konstruiert	 der durch Umkehrung aller
Orientierungen der Kanten entsteht	 die zu den Implikationsklassen aus T geh�oren�
Da alle �k Teilmengen der Menge der Implikationsklassen gepr�uft werden m�ussen	
ist dieser Test auf Irreduzibilit�at nicht in polynomialer Zeit realisierbar�

Ablauf des Enumerationsalgorithmus

Es wird von der Plan�Enumeration �Algorithmus ������ ausgegangen� In Schritt �
werden bereits bei der Technologie�Erzeugung jeweils Tests gem�a� Satz ����� und
����� angewandt� Dabei werden nur diejenigen Pl�ane vollst�andig erzeugt	 die keine
der Bedingungen aus Satz ����� oder ����� erf�ullen� Auf jeden vollst�andig erzeugten
Plan wird zun�achst der Test bez�uglich seines maximalen Rangs �gem�a� Satz ������
angewandt �im Algorithmus ����� zwischen Schritt � und ��� Nach dem Ermitteln
der Automorphismen der Pl�ane bez�uglich Isomorphie	 �Aquivalenz oder Struktur�
�Aquivalenz in Schritt � werden die �ubrigbleibenden Vertreter anhand von Satz �����
und ����� auf m�ogliche strenge Reduzibilit�at hin �uberpr�uft� Bevor der abschlie�ende
exponentielle Irreduzibilit�atstest aufgrund der Betrachtung der Implikationsklassen
f�ur die verbleibenden Pl�ane gestartet wird	 testet man f�ur jede Operation oij eines
Plans	 ob der Plan durch L�oschen und Wiedereinsetzen von oij als Quelle bzw�
Senke streng reduziert werden kann �vgl� Satz ������� Am Ende des Algorithmus
werden auf diese Weise ausschlie�lich die irreduziblen Vertreter der betrachteten
�Aquivalenzklassen als Pl�ane ausgegeben�

Der anschlie�ende Unterabschnitt zeigt	 da� ein polynomialer Irreduzibilit�atstest
bisher nur im Fall einer bestimmten Klasse von unvollst�andigen Mengen von Ope�
rationen bekannt ist�

Polynomialer Test auf Irreduzibilit�at bei bestimmten unvollst�andigen
Mengen von Operationen

Es sei J � fJ�� � � � � Jng die Menge der Auftr�age undM � fM�� � � � �Mmg die Menge
der Maschinen eines Shop�Scheduling�Problems� Weiterhin sei Gn�m � �J 
M�O�
der assoziierte bipartite Graph	 bei dem die KantenmengeO � J�M die Menge der
Operationen oij �i � �� � � � � n und j � �� � � � � m� ist� Es werden nun Shop�Schedu�
ling�Probleme mit O � J �M betrachtet� Die L�osungen von derartigen Problemen
mit unvollst�andigen Mengen von Operationen werden anhand von Teilpl�anen A �
�aij� repr�asentiert	 wobei f�ur alle i � �� � � � � n und j � �� � � � � m der leere Eintrag
aij � � gesetzt wird	 wenn oij �� O ist� Ansonsten geben die Eintr�age aij �� �
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n m Pn�m P �
n�m Sn�m S�n�m

� � �� � � �
� � ��� �� �� �
� � �� �� �� ��� �
� � � �� �� � �
� � � ��� �� �� �� �� ��� ���
� �  ��� ��� �� �� �� �� � ��� �� �� ���
� � ��� ��� ��� ��� �
� � � ��� ��� ��� � ��� �� ��� ��� � ���
� � � ��� ��� ��� ��� $$ � �� ��� ��� � �� ��
�  � ��� ��� � �� � ��� �
�  ��� ��� �� ��� ��� ��� ��� �� ��� �� �� ���
� � �� �� ��� �� ��� �� ��� �
� � ��� �� ��� ��� �� $$ � ��� ��� ��� $$

Tabelle ���� Anzahlen irreduzibler n � m
Pl�ane und Gesamtanzahlen der n � m

Pl�ane�

analog zu den Pl�anen die Reihenfolge der Bearbeitung der Operationen wieder �vgl�
De�nition �������

F�ur Teilpl�ane eines Shop�Scheduling�Problems	 dessen zugrundeliegende Menge
von Operationen O als Kantenmenge im bipartiten Graphen Gn�m einen Baum auf�
spannt	 hat Tautenhahn in ��� einen polynomialen Irreduzibilit�atstest entwickelt�

�� Numerische Auswertungen

In Tabelle ��� werden die Anzahlen der irreduziblen bzw� nicht�struktur��aquivalenten
irreduziblen n�m
Pl�ane �P �

n�m bzw� S�n�m� den entsprechenden Gesamtanzahlen f�ur
kleine Werte n und m gegen�ubergestellt� Es zeigt sich	 da� jeweils nur ein kleiner
Prozentsatz einer Menge von n � m
Pl�anen irreduzibel ist �vgl� Tabelle ��� f�ur
P �
n�m�Pn�m in ��� Die Algorithmen zur L�osung von Shop�Scheduling�Problemen	 die

ausschlie�lich in der Menge der irreduziblen Pl�ane nach einem Optimum suchen	
sind folglich wesentlich e�ektiver als diejenigen	 deren Suchraum durch die Menge
aller zul�assigen L�osungen gebildet wird�

Die E�ektivit�at der verschiedenen Tests aufgrund der hinreichenden Bedingun�
gen f�ur die Reduzibilit�at von Pl�anen gem�a� Satz ����� 
 ����� und Satz ����� kann
z� B� an der Anzahl der ���
Pl�ane abgelesen werden	 die diese Bedingungen erf�ullen
�siehe Tabelle ����� Alle bis auf den letzten Test �Irreduzibilit�atstest gem�a� der
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n nm � � � �  �

� ����� ���� ���� ��� ����� �����
� ��� ���� ���� ����� $$
� ���� $$ $$ $$

Tabelle ���� Verh�altnisse der Anzahlen irreduzibler n �m
Pl�ane zu den jeweiligen
Gesamtanzahlen �in ���

Test gem�a� � � � # �� �
Pl�ane

�ohne Test� �����
Satz ����� und �����	 ausschlie�lich auf die Tech�
nologien angewandt

���

Satz ����� ���
Satz �����	 ausschlie�lich auf die Organisationen
angewandt

����

Satz ����� ����
Satz ����� ��
Umkehrung der Kanten aus Implikationsklassen ���

Tabelle ���� Anzahlen nicht�struktur��aquivalenter ���
Pl�ane	 die nach Anwendung
der verschiedenen Tests auf Irreduzibilit�at �ubrigbleiben�

Umkehrung der Kanten aus den Implikationsklassen� sind in polynomialer Zeit
ausf�uhrbar� Au�erdem zeigt sich	 da� dieser exponentielle Irreduzibilit�atstest auf
nur ca� �� aller nicht�struktur��aquivalenten � � �
Pl�ane angewandt werden mu�	
und vergleichbare Werte gelten auch f�ur n�m � ��

Die Werte in Tabelle ��� legen die Vermutung nahe	 da� die hinreichende Bedin�
gung f�ur die strenge Reduzibilit�at bez�uglich des maximalen Rangs aus Satz ����� f�ur
n�m � � noch versch�arft werden kann�

W�ahrend die maximale Anzahl von Implikationsklassen f�ur n � � und m � �
noch relativ klein ist �� ��	 w�achst dieser Wert mit steigenden n bzw� m stark an�
Dies liefert eine Begr�undung daf�ur	 da� bereits die Anzahl der irreduziblen � � �

Pl�ane nicht mehr in angemessener Zeit auf die beschriebene Methode berechenbar
ist	 denn der abschlie�ende Irreduzibilit�atstest mu� auf alle Teilmengen der Menge
aller Implikationsklassen eines Plans angewandt werden�

Die in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Algorithmen zur Enumeration der
irreduziblen Pl�ane sind zu einem gesamten C��
Programm zusammengef�ugt wor�
den	 so da� f�ur gegebene n und m alle Werte f�ur die irreduziblen n � m
Pl�ane in
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n�m max� Rang r # irred� Pl�ane

�� � � �

�� � � �
�� � � �

� �
� �

�� � � �
�� � � �

� ��
 ��
� �

�� � � �
� ��
 � ���
� � ���
� � ���
� ���

�� �

n�m max� Rang r # irred� Pl�ane

�� � � �
�� � � ��

 ���
� � ���
� ���
� �

��   �
��   ��

� � ���
� �� ���
� �� ���

�� � ���
�� ��

�� � � �

Tabelle ���� Anzahlen der nicht�struktur��aquivalenten irreduziblen n�m
Pl�ane mit
maximalem Rang r�

n�m # Implikationsklassen
durchschnittlich maximal

�� � ���� �
�� � ���� �
�� � ���� �
�� � ���� �
�� � ���� �
�� � ���� �
�� � ���� �
�� � ���� �
��  ���� �
��  ���� ��
�� � ���� �

Tabelle ���� Durchschnittliche und maximale Anzahlen der Implikationsklassen un�
ter den nicht�struktur��aquivalenten irreduziblen n�m
Pl�anen�
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den Tabellen dieses Abschnitts in einem Durchlauf errechnet werden k�onnen� Der
gesamte Programmdurchlauf ben�otigt auf einem PC Pentium I ���� Mhz� im Fall
n � m � � ca� ��� Minuten�

Abschlie�end wird nun ein Beispiel angef�uhrt	 das drei spezielle irreduzible ���

Pl�ane zeigt�

Beispiel ��
�� Es seien die Pl�ane A�� A� und A� mit

A� �

�
BB�

� � � �
� � � ��
� � � �
 � � �

	
CCA � A� �

�
BB�

� � � �
�  � ��
 � � �
� � � �

	
CCA � A� �

�
BB�

�  � �
� �  �
� � � �
� � � �

	
CCA

gegeben� Die Pl�ane A� und A� sind die einzigen beiden nicht�struktur��aquivalenten
irreduziblen � � �
Pl�ane mit maximalem Rang ��� Der Plan A� besitzt � Impli�
kationsklassen	 welches der maximalen Anzahl von Implikationsklassen unter den
irreduziblen �� �
Pl�anen entspricht�

Die Pl�ane A� und A� sind also die einzigen beiden nicht�struktur��aquivalenten ���

Pl�ane	 deren zugeh�orige Ablaufgraphen G�A�� und G�A�� einen gerichteten Weg der
L�ange �� enthalten� Obwohl ein Weg der L�ange �� relativ lang ist f�ur optimale Pl�ane
des Formats ���	 k�onnen A� und A� bei der Suche nach einem optimalen Plan nicht
von vorneherein ausgeschlossen werden	 da keine Pl�ane A� mit A� 	 A� bzw� A� 	 A�

existieren�
Der Plan A� ist ein Beispiel eines ����Plans	 bei dem w�ahrend der Enumeration

der abschlie�ende Test auf Irreduzibilit�at am meisten Zeit beansprucht	 weil A�

die maximale Anzahl von Implikationsklassen besitzt� In diesem Fall m�ussen also
beim Irreduzibilit�atstest alle Kombinationen der � Implikationsklassen bez�uglich der
Orientierung ihrer Kanten �uberpr�uft werden�



Kapitel 	

Schlu�bemerkungen

Die Grundlage vieler Ergebnisse dieser Arbeit ist die Identi�kation von zul�assigen
L�osungen eines Open�Shop�Problems mit Pl�anen und Ablaufgraphen�

Es werden zun�achst neue theoretische Resultate �uber die Anzahl der Pl�ane eines
Open�Shop�Problems erzielt� So ist es nun m�oglich	 die Anzahl der � � m
Pl�ane
anhand einer Summenformel direkt anzugeben� Dieses Ergebnis baut auf einer in
��� gezeigten allgemeinen Formel f�ur die Anzahl lateinischer Rechtecke des Formats
� �m mit maximalem Eintrag r � �m auf� Da auch f�ur die entsprechenden latei�
nischen Rechtecke des Formats � �m in ��� eine Formel erscheint	 liegt die gleiche
Vorgehensweise f�ur die � � m
Pl�ane nahe� Die Korrektheit der Formel aus ��� f�ur
die ��zeiligen lateinischen Rechtecke ist jedoch fragw�urdig	 da sich schon beim Ein�
setzen kleiner m und r Abweichungen von den zu erwartenden Anzahlen ergeben�
Die fragliche Formel ist sehr kompliziert und der Beweis in ��� ist nur kurz mit dem
Hinweis auf den n�achstkleineren Fall skizziert� Daher verspricht ein weiterer inten�
siver Kontakt mit den Autoren dieser Arbeit Aussicht auf Erfolg bez�uglich einer
allgemeinen Formel f�ur die ��m
Pl�ane�

F�ur n�m
Pl�ane mit n � � werden neue obere und untere Schranken bewiesen�
W�ahrend die obere Schranke eine echte Verbesserung der bisher bekannten Ergeb�
nisse liefert	 erweist sich die neue untere Schranke nach langer Rechnung als etwas
schlechter im Vergleich zu einer bereits bekannten unteren Schranke in �����

Sowohl die Bestimmung einer allgemeinen Formel f�ur die Anzahl der � � m

Pl�ane als auch die Methoden zur Gewinnung der neuen Schranken basieren auf der
Enumeration der n�m
Ablaufgraphen bzw� der azyklischen Orientierungen des ent�
sprechenden Hamming�Graphen Kn�Km� Die auf diese Weise erzielten Schranken
k�onnen durch geeignete Ausnutzung der Eigenschaften der Ablaufgraphen eventuell
noch verbessert werden�

Die Enumeration der azyklischen Orientierungen eines Graphen G steht in direk�
tem Zusammenhang mit dem chromatischen Polynom von G� Zur Bestimmung der
Plan�Anzahlen ist also das chromatische Polynom des Hamming�Graphen Kn�Km
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grundlegend� Obwohl f�ur das chromatische Polynom der Graphen des Typs Pn�Km

eine geschlossene Formel bekannt ist	 bleibt das Problem der allgemeinen Bestim�
mung von ��Kn � Km� bis heute ungel�ost� Wenn gezeigt werden kann	 da� dieses
Problem #P�vollst�andig ist	 so ist es auch das Problem der Bestimmung der Anzahl
aller n�m
Pl�ane�

Es ist nicht bekannt	 ob �uber die Isomorphie zweier beliebigen Graphen in po�
lynomialer Zeit entschieden werden kann	 oder ob dieses Problem NP�vollst�andig
ist� In dieser Arbeit wird gezeigt	 da� die Ablaufgraphen eine Klasse von Digra�
phen bilden	 in der das Isomorphie�Problem polynomial l�osbar ist� Dieses Ergebnis
wird ausgenutzt	 um Pl�ane mit gleichartiger Struktur zu identi�zieren� Unter ande�
rem auf dieser Grundlage wird ein Algorithmus zur Enumeration der n�m
Pl�ane
entwickelt�

Das in ���	 ��� eingef�uhrte Konzept der Irreduzibilit�at wird anhand neuer Ter�
minologie und neuer Charakterisierungen irreduzibler Pl�ane erweitert� Darauf auf�
bauend sowie mit Hilfe der beschriebenen Enumeration aller n � m
Pl�ane	 wird
ein Algorithmus zur Enumeration der irreduziblen Pl�ane entwickelt� Es stellt sich
heraus	 da� die Menge der irreduziblen Pl�ane keine minimale Menge potentiell�
optimaler Pl�ane ist� Die Menge der irreduziblen n � m
Pl�ane ist f�ur gegebene
n�m jedoch eindeutig bestimmt	 w�ahrend dies im Fall einer minimalen Menge von
potentiell�optimalen Pl�anen nicht der Fall sein mu�� Im Bereich der Bestimmung
einer minimalen Menge von potentiell�optimalen Pl�anen bestehen noch vielf�altige
Forschungsaufgaben� Weiterhin ist bis heute unbekannt	 ob das Entscheidungspro�
blem

�
Ist ein gegebener Plan irreduzibel$� polynomial l�osbar oder NP�vollst�andig

ist�

Die Enumerationsalgorithmen k�onnen f�ur Probleme mit Vorrangbedingungen an�
gepa�t werden	 so da� mit Hilfe der Verh�altnisse aus der Anzahl irreduzibler Pl�ane
zur Anzahl der jeweils zul�assigen Pl�ane Aussagen �uber die Schwierigkeit der Job�
Shop�Probleme mit bestimmten Technologien getro�en werden k�onnen� Auf diese
Weise lassen sich die praktischen Erfahrungen bez�uglich der unterschiedlichen Dauer
f�ur das Berechnen einer optimalen L�osung verschiedener Job�Shop�Probleme theo�
retisch begr�unden �siehe ������

Es werden in dieser Arbeit Zusammenh�ange zwischen der Irreduzibilit�at und der
Stabilit�at von Pl�anen hergestellt� Da die Stabilit�at von Pl�anen f�ur Algorithmen
zur L�osung von Shop�Scheduling�Problemen mit nicht genau vorgegebenen Bear�
beitungszeiten pij eine wesentliche Rolle spielen	 k�onnte hier auch der Einsatz der
entwickelten notwendigen Bedingungen f�ur die Irreduzibilit�at eines Plans angewandt
werden�

Wenn bei einem Shop�Scheduling�Problem f�ur alle Bearbeitungszeiten nur je�
weils untere und obere Schranken �aij � pij � bij� bekannt sind	 ist also denkbar	
die durch einen L�osungsalgorithmus entwickelten Pl�ane so weit wie m�oglich zu redu�



��


zieren	 da diese Pl�ane im allgemeinen bez�uglich Optimalit�at stabiler sind� Weitere
Untersuchungen in diesem Bereich versprechen Ergebnisse f�ur Shop�Scheduling�Pro�
bleme	 bei denen Abweichungen von den Bearbeitungszeiten zugelassen sind� Solche
Shop�Scheduling�Probleme sind bei der praktischen Anwendung o�ensichtlich von
gro�em Interesse �vgl� Lai et� al ������
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Anhang A

Symbolverzeichnis

A 	 B � � � � � � Plan B ist streng reduzierbar auf Plan B

A � B � � � � � � Plan B ist reduzierbar auf Plan B

A � B � � � � � � Pl�ane A und B sind �ahnlich

A �� B � � � � � � Pl�ane A und B sind isomorph

A � B � � � � � � Pl�ane A und B sind �aquivalent

A �S B � � � � � Pl�ane A und B sind struktur��aquivalent

An�m � � � � � � � � Anzahl der �Aquivalenzklassen von n�m
Pl�anen

��G� � � � � � � � Anzahl der azyklischen Orientierungen des Graphen G

��G� k� � � � � � chromatisches Polynom des Graphen G

D�n � � � � � � � � � Diedergruppe der Ordnung �n

det�B� � � � � � � Determinante einer Matrix B

G � �V�E� � � Graph bzw� Digraph mit der Knotenmenge V und der Menge E von
Kanten bzw� gerichteten Kanten

�G� � � � � � � � � � zugrunde liegende Graph eines Digraphen G

G� 
G� � � � � Vereinigung zweier disjunkter Graphen G� und G�

G� � G� � � � � Verbindung zweier disjunkter Graphen G� und G�

In�m � � � � � � � � Anzahl der Isomorphieklassen von n�m
Pl�anen

ITR�n�m� � � � Anzahl der Isomorphieklassen von n�m
Technologien
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K�G� � � � � � � � Kirchho��Matrix eines Graphen G

l�G� � � � � � � � � Kantengraph eines Graphen G

Ln�m�r � � � � � � � lateinisches Rechteck des Formats n � m mit der Belegungsmenge
f�� � � � � rg �f�ur n � m � r�

L�n�m� r� � � � Anzahl der lateinischen Rechtecke Ln�m�r	 deren Eintr�age aus der
Menge f�� � � � � rg stammen

N � � � � � � � � � � � Menge der nat�urlichen Zahlen f�� �� �� � � �g

#P � � � � � � � � � Klasse aller Enumerationsprobleme	 f�ur die ein nichtdeterministi�
scher polynomialer L�osungsalgorithmus existiert

NP � � � � � � � � � Klasse aller Entscheidungsprobleme	 f�ur die ein nichtdeterministi�
scher polynomialer L�osungsalgorithmus existiert

O�g�n�� � � � � � Klasse aller Funktionen f�n�	 f�ur die eine Konstante C � � existiert	
so da� jf�n�j � Cjg�n�j f�ur alle n � n� ist�

o�g�n�� � � � � � Klasse aller Funktionen f�n�	 bei denen f�ur jedes � � � ein n����
existiert mit jf�n�j � �jg�n�j f�ur alle n � n�����

oij 	 okl � � � � Operation oij wird vor okl bearbeitet

oij � okl � � � � Vorrangbedingung zwischen Operationen oij und okl

P � � � � � � � � � � Klasse aller Entscheidungsprobleme	 f�ur die ein deterministischer po�
lynomialer L�osungsalgorithmus existiert

P �n� � � � � � � � Anzahl der rangminimalen n�n
Pl�ane �� Anzahl lateinischer Qua�
drate der Ordnung n�

P �n�m� � � � � Anzahl rangminimaler n�m
Pl�ane

P �n�m� r� � � Anzahl der n�m
Pl�ane mit maximalem Rang r� m � r � nm

Pn � � � � � � � � � � Weg mit n Knoten

Pn�m � � � � � � � � Anzahl der n�m
Pl�ane

P �
n�m � � � � � � � � Anzahl irreduzibler n�m Pl�ane

Pn�m � � � � � � � � Menge der n �m
Pl�ane bzw� der zul�assigen L�osungen eines Open�
Shop�Problems mit n Auftr�agen und m Maschinen

P�
n�m � � � � � � � � Menge der irreduziblen n�m
Pl�ane



���

PF
n�m � � � � � � � � Menge der n�m
Pl�ane bez�uglich eines Flow�Shop�Problems mit n

Auftr�agen und m Maschinen

PG
n�m � � � � � � � � Menge der n�m
Pl�ane bez�uglich eines General�Shop�Problems mit

n Auftr�agen und m Maschinen

PJ
n�m � � � � � � � � Menge der n � m
Pl�ane bez�uglich eines Job�Shop�Problems mit n

Auftr�agen und m Maschinen

per�B� � � � � � � Permanente einer Matrix B

	�v� � � � � � � � � Rang eines Knotens v in einem Digraphen

Sn � � � � � � � � � � Permutationsgruppe	 bestehend aus den Permutationen der Zahlen
f�� �� � � � � ng

Sn�m � � � � � � � � Anzahl der Struktur��Aquivalenzklassen von n�m
Pl�anen

STR�n�m� � � � Anzahl der Struktur�Isomorphieklassen von n�m
Technologien

Tn � � � � � � � � � � Baum mit n Knoten

��G� � � � � � � � � Anzahl der aufspannenden B�aume eines Graphen G

VW � � � � � � � � � Menge der Knoten eines Weges W in einem �Di��Graphen

Zn � � � � � � � � � � zyklische Gruppe der Ordnung n
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