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R�esum�e� Dans ce travail� nous construisons explicitement deux
isomorphismes m�etriques partout continus� L�un entre le syst�eme
dynamique symbolique associ�e �a la substitution � � � �� �	� 	 ��
�
� 
 �� � et une rotation sur le tore T�� l�autre� entre le syst�eme
adique stationnaire �� associ�e �a la matrice de la substitution
et la m�eme rotation� Pour cela� nous �etudions les propri�et�es
arithm�etiques de la fronti�ere d�un ensemble compact de jC appel�e
�fractal de Rauzy�� Les constructions se g�en�eralisent aux substi�
tutions de la forme �k � � �� �	� 	 �� �
� � � �k � 	 �� �k� k �� �
o�u k � 
�

Abstract� Here we construct explicitly two metrical isomor�
phisms everywhere continuous� One between the symbolic dy�
namical system associated to the substitution � � � �� �	� 	 ��
�
� 
 �� � and a rotation of the torus T�� the other is between
the adic stationary system associated to the matrix of the substi�
tution and the same rotation� For this we study the arithmetical
properties of the boundary of a compact subset of jC namely the
�Rauzy fractal�� The constructions are generalised to substitu�
tions �k � � �� �	� 	 �� �
� � � �k � 	 �� �k� k �� � o�u k � 
�

�� Introduction

Depuis quelques annees� des connections ont ete etablies entre les syst�e�
mes dynamiques symboliques� les automorphismes du tore et les syst�emes
de numeration� L�exemple le plus connu est lie au nombre d�or � � �� �p
���� et au syst�eme dynamique symbolique associe �a la substitution de

Fibonacci � � � �� ��� � �� �� Ce dernier ���� est metriquement isomorphe
�a la rotation d�angle � sur le tore T�� D�autre part il existe une application
� qui est un isomorphisme metrique entre le syst�eme adique stationnaire

associe �a la matrice L �

�
� �
� �

�
et la rotation d�angle � � �� �

p
����

sur le tore T� �voir ������ L�ensemble des points o�u � n�est pas injective est
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denombrable� il correspond �a l�image reciproque par � de l�orbite negative
de � sous la rotation� Par ailleurs� le syst�eme markovien associe �a la matrice
L est metriquement isomorphe �a la multiplication par ��� dans le toreT�� et
son extension naturelle s�interpr�ete comme un automorphisme hyperbolique
du tore T� �voir aussi ��� et ������

Dans ce papier� nous etendons ces resultats aux substitutions de la forme
�k o�u k � �� de�nie par �k � � �� ��� � �� ��� � � � � k � � �� �k� k �� � o�u
k � ��

En utilisant des methodes spectrales� B� Solomyak a etudie �voir �����
le syst�eme adique associe �a ces substitutions� Toutefois son approche ne
permet pas d�expliciter l�isomorphisme metrique� Dans ce papier nous
explicitons les isomorphismes et nous mettons en evidence les proprietes
arithmetiques des points o�u ils ne sont pas injectifs� Cela est lie �a un
syst�eme de numeration complexe�

Nous etudierons essentiellement le cas k � � et nous noterons � la sub�
stitution ��� Le cas �k� k � � se traite de la m�eme fa�con� nous avons un
syst�eme de numeration dans Rk� Nous verrons �section �� que le syst�eme
dynamique symbolique associe �a la substitution � est lie �a un compact de
jC appele �fractal de Rauzy��

La section � sera donc consacree �a l�etude des proprietes arithmetiques
du fractal de Rauzy�
Le fractal de Rauzy est l�ensemble

E � f
��X
i	�

	i

i j �i � �� 	i � f�� �g� 	i	i��	i�� � �g

o�u 
 est l�une des deux racines complexes du polyn�ome P �x� � x��x��x��
et j
j � �� Introduit par G� Rauzy ����� le fractal de Rauzy a de nombreuses
proprietes � c�est un compact connexe de jC� �a fronti�ere fractale et �a interieur
simplement connexe et il induit un pavage periodique du plan complexe� Il
est partage en trois regions qui induisent un autre pavage non periodique
et auto�similaire du plan� Ces regions sont � E
 � 
E � E� � 
� � 
�E et
E� � 
� � 
� � 
�E � Le fractal de Rauzy a ete aussi etudie par S� Ito et
M� Kimura � Ils ont montre ���� que sa fronti�ere est une courbe de Jordan
generee par la methode de Dekking pour la construction d�objets fractals
�pour la methode de Dekking� voir ����� Pour plus de renseignements sur
le fractal de Rauzy� on re��ere �a ����� ���� et ����� Par ailleurs� pour tout
nombre complexe z il existe un entier l tel que z �

P��
i	l 	i


i o�u 	i � � ou �
et 	i	i��	i�� � �� La suite des chi�res �	i�i�l est appelee 
�developpement
de z� Nous montrerons que les points o�u les isomorphismes metriques ne
sont pas injectifs correspondent aux nombres complexes qui ont plusieurs 
�
developpements� Ainsi dans la section �� en etudiant la fronti�ere de E � nous
construirons un automate �ni qui reconnait les 
�developpements multiples
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des nombres complexes� Cela donne des renseignements sur la fronti�ere de
E � entre autre elle est de mesure nulle�

Dans la section �� nous munirons le fractal de Rauzy d�une dynamique
qui correspond �a un echange adequat des trois regions E
� E� et E�� Nous
expliciterons ainsi un isomorphisme metrique continu entre le syst�eme dy�
namique symbolique ��� T�m� associe �a la substitution � o�u T est le decalage
et m est l�unique mesure ergodique sur �� et une rotation sur le tore T��
Un autre isomorphisme metrique sera etabli entre le syst�eme adique sta�

tionnaire associe �a la matrice M �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A et la m�eme rotation sur

le tore T��
En�n� dans la section �� en utilisant le fractal de Rauzy� nous donnerons

explicitement un codage markovien de l�automorphisme hyperbolique M
du tore T�� Le domaine fondamental du tore que l�on choisira est l�union
de trois cylindres de bases respectives E
� E� et E� et de hauteurs distinctes�
Ce resultat rejoint un travail fait independamment dans ���� et �� �� o�u
l�on construit un codage so�que pour tout automorphisme hyperbolique du
tore� Neanmoins ce codage ne permet pas de determiner les points o�u il
n�est pas injectif� L�avantage de l�exemple que l�on etudie est que notre
codage permet de caracteriser ces points �l�ensemble de ces points est de
mesure nulle� et de decrire explicitement la partition markovienne�

�� Notations et d�efinitions�

Soit A un alphabet �ni� nous appelons mot� un element du mono!"de
libre sur A note A�� A� �

S
k�NA

k o�u A
 � f	g� 	 etant le mot vide� Un

element u � u
 � � �un � � � de AN est appele mot in�ni� Soit u � u
u� � � �
un mot in�ni� un mot v est un facteur de u s�il existe un entier k tel que
v � ukuk�� � � �ujvj�k��� L�ensemble des facteurs de longueur n de u se note
Ln�u��
Soit v � Ln�u�� nous disons que v est prolongeable �a droite s�il existe a � A�
tel que va � Ln���u�� Dans le cas o�u il existe trois elements distincts a� b
et c de A tels que va� vb et vc � Ln���u�� v est dit tri�prolongeable �a droite
�pour ces de�nitions� voir par exemple �
���

Notons N L�ensemble des suites �an�n�Zappartenant �a f�� �gZdans
lesquelles ne �gurent pas trois ��� consecutifs� et telles qu�il existe un entier
k �Z� tel que pour tout entier n 
 k� an � ��
Nous parlerons indi�eremment d�une suite �an�n�Zappartenant �a N telle
que an � � pour tout n 
 k et de la suite �an�n�k � Soit �an�n�k un element
de N � supposons qu�il existe p �Ztel que pour tout n � p� an � �� Cette
suite sera notee �an�k�n�p et l�ensemble de telles suites� Nf �
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Nous disons qu�une suite �an�k�n�p est superieure lexicographiquement �a
�bn�k��n�p� s�il existe un entier s � Z� tel que pour tout n � s� an � bn et
as � bs�
Soit � � jC� nous posons Z���� � fPN

i	
 ai�
i j �i � f�� � � �Ng� ai � Ng et

Z
���� � f�x j x � Z����g� Soit z � jC et A � jC� nous posons A � z �

fx� z j x � Ag et zA � fzx j x � Ag�
Nous notons int�A� l�interieur de A� Fr�A� la fronti�ere de A et A l�adherence
de A�

�� Caract�erisation et propri�et�es de la fronti�ere de E
Historiquement� le fractal de Rauzy a ete de�ni par G� Rauzy ���� comme

un sous�ensemble F de R� o�u F � fP�
i	
 	iB

iZ� �	i� � Ng tel que

B �

� � �
�� � ��

�
� Z �

�
 � �
�

�
�

et �
�
est la racine reelle du polyn�ome P �x� � x� � x� � x� ��

La matrice B a pour polyn�ome minimal �X�
��X�
�� Nous en deduisons
l�existence de deux nombres complexes a et b tels que �

�n � N� BnZ �

�
a
n � a
n

b
n � b
n

�
�

Il existe donc une application � lineaire bijective continue de R� dans jC
telle que ��F� � E � En particulier ��BnZ� � 
n�� pour tout entier n�

Proposition �� L�ensemble E induit un pavage de jC modulo Z�Z
� c�est�
�a�dire E v�eri�e les propri�et�es suivantes�

� int�E� � E �
� jC �

S
z�Z��Z�E � z��

� �z� z� �Z� 
Z� z � z� � �E � z� � int�E � z�� � 	�
Preuve	 L�ensemble F induit un pavage de R� modulo Z� �voir ����� ������
Puisque E est l�image de F par l�application �� il su#t de montrer que
��Z�� �Z� 
Z�

Or un calcul simple montre que

�
�
��
�

� B��Z � ����
� et

� ��
�

�
�

B��Z � ������� D�o�u le resultat�

���� Caract�erisation de la fronti�ere de E� La fronti�ere de E est l�union
de six arcs de la forme E � �E � u� o�u u � f�� 
� � � 
�����
��� � 
g
�voir �gure ��� En plus si u � �Z�Z
�� f�g alors E � �E � u� � 	 si et
seulement si u � f�� 
� �� 
�����
���� 
g�

Nous allons enoncer une proposition qui nous sera utile pour caracteriser
la fronti�ere de E �
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Proposition �� Soit �	i��k�i�� un �el�ement de Nf tel que 	�k � �	 Si
�k � �� alors

E � �E �
�X

i	�k

	i

i� � 	�

�gure � � Le fractal de Rauzy

�gure � � Pavage periodique du plan par le fractal de Rauzy
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Pour la preuve� nous avons besoin du lemme suivant�

Lemme �� Les relations suivantes sont v�eri��ees �

�� E � �E � �� � E � �
� 
� � 
�E��
�� E � �E � �� 
� � E � ��
� � 
� � 
�E�S�
� � 
�E���
�� E T�E � 
� � E T��
� � 
� � 
�E�S�� � 
� � 
� � 
�E���

Preuve	 Les �gures ��� et ��� illustrent cette preuve�
�� Rappelons que 
� � 
��
��� Il su#t donc de montrer que E��E��� �

�E � �� � �
� � 
�E�� �A l�aide de calculs elementaires� nous obtenons

�
 � 
� � 
� �
�X
i��

�
�i�� � 
�i��� � �
 �
�X
i��

�
�i � 
�i���

� � �
�X
i��

�
�i�� � 
�i����

Donc� �
 � 
� � �
� � 
�E� � �E � 
� � �E � ��� De m�eme�


�

�� 
�
�

�X
i��


�i � � � 
 �
�X
i��


�i�� � � �
�X
i��


�i���

d�o�u ��

����
est un element de �
� � 
�E� � �E � � � 
� � �E � ���

Par ailleurs� l�ensemble 
��
�E est contenu dans E � d�o�u �
�
� et ��

����

sont les deux extremites de l�arc E � �E ���� D�autre part� �
�
� et ��

����

appartiennent �a �
� � 
�E�� �E � �� qui est simplement connexe et inclus
dans E � �E � ��� Il en resulte que

E � �E � �� � �
� � 
�E� � �E � ���

Les deux autres relations se montrent de fa�con similaire�

Preuve de la proposition 
	 Nous avons k � �� donc


k�E � �E �
�X

i	�k

	i

i�� � 
E � �E � 	�k��


� � 	�k��
� ���

En vertu du lemme �� nous avons E � �E � �� � �E � ��� �
� � 
�E�� ce
qui implique


E � �E � �� � 
E � �
� � 
�E�� �E � ���

Or� nous pouvons montrer que 
E��
��
�E� est un arc de E � d�extremites

�
� et w � ��

���� telles que 
E � �
� � 
�E�� f�
�g � int�E��
Puisque �
� � �E � ��� nous avons


E � �
� � 
�E�� �E � �� � int�E� � �E � �� � 	�
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D�o�u� 
E � �E � �� � 	� De la m�eme fa�con� nous montrons que 
E � �E �
� � 
� � 	 et 
E � �E � � � 
�� � 	�

Dans tout ce qui suit� nous notons l�ensemble 
E par E
� l�ensemble

� � 
�E par E� et 
� � 
� � 
�E par E��

�gure � � Le fractal de Rauzy
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���� Lien avec les d�eveloppements impropres en base 
� Comme le
module de 
 est inferieur �a � et � est contenu dans l�interieur de E � pour tout
nombre complexe z� il existe un entier k tel que 
kz � E � Par consequent
tout nombre complexe z s�ecrit en base 
 comme z �

P�
i	l 	i


i� o�u l �
Zet �	i�i�l � N � La suite �	i�i�l sera appelee un 
�developpement de z�
En vertu du lemme �� un point de la fronti�ere de E a au moins deux 
�
developpements� Par ailleurs� un nombre complexe z ayant au moins deux

�developpements distincts peut s�ecrire comme z �

PL
i	k ai


i � 
Nx o�u
�ai� � Nf est le debut commun des deux 
�developpements de z et N entier
relatif choisi de telle mani�ere que x � E � �E� v� o�u v � f�� 
� 
�� ��
� ��

�� 
 � 
�g� D�o�u x � Fr�E�� Par consequent� le probl�eme de la fronti�ere
de E est equivalent au probl�eme des nombres complexes ayant plusieurs

�developpements�

Th�eor�eme �� Soient x �
P�

i	�L ai

i et y �

P�
i	�L bi


i o�u les suites
�ai�i��L et �bi�i��L appartiennent �a N � alors x � y si et seulement si pour
tout k � �L� nous avons

x�k�� y�k� � S � f�� ��� �
� ��� � 
�� ��� � 
��� ��
� 
��� �
�g�
o�u x�k� � 
�k��

Pk
i	�L ai


i et y�k� � 
�k��
Pk

i	�L bi

i�

Avant de donner la preuve de ce theor�eme� nous allons donner quelques
proprietes du 
�developpement�

Soit �Tn�n�N la suite recurrente de�nie par T
 � T� � �� T� � �� Tn�� �
Tn�� � Tn�� � Tn� �n � ��

Lemme �� Pour tout entier naturel n sup�erieur ou �egal �a �� 
n � Tn

��

�Tn�� � Tn���
� Tn���

Preuve	 La preuve� par recurrence sur n� est laissee au lecteur�

Le lemme suivant est une compilation de quatre resultats connus �voir
� �� ���� ������

Lemme �� Nous avons les r�esultats suivants �

�� Soient �ai���i�n et �bi���i�n deux �el�ements de Nf � Si �ai� est sup�e�
rieure lexicographiquement �a �bi�� alors

Pn
i	� aiTi �

Pn
i	� biTi�

�� Soient �ai��L�i�n et �bi��L��i�m deux �el�ements de Nf tels que a�L �
b�L� � �	 Si

Pn
i	�L ai


i �
Pm

i	�L� bi

i� alors L � L� et ai � bi� �i �

�L�
�� Si x est un �el�ement de Z��
�� alors il existe L et n entiers tels que

x �
Pn

i	�L ai

i� o�u �ai��L�i�n � Nf �

�� Soient x et y deux �el�ements de Z�
� tels que x �
Pn

i	�L ai

i et y �Pm

i	�L bi

i o�u �ai� et �bi� �el�ements de Nf et an � am � �� alors il
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existe deux entiers L� et r� r � max�m�n� tels que x�y �
Pr

i	�L� ci

i

o�u �ci� � Nf �

Preuve du th�eor�eme �	 Nous avons 
k���x�k��y�k�� �
kP

i	�L
ai


i�
kP

i	�L
bi


i�

Puisque le module de 
 est inferieur �a �� si x�k� � y�k� � S� alors
lim
k��


k���x�k�� y�k�� � � � x� y�

Prouvons l�implication directe� Soient x �
P�

i	�L ai

i et y �

P�
i	�L bi


i�

Supposons que x � y donc 
�k��x � 
�k��y� nous en deduisons que

x�k�� y�k� �
�X

i	k��

�bi � ai�

i�k�� �

�X
i	�

�bi�k�� � ai�k���

i�

D�autre part x�k�� y�k� �
Pk

i	�L�ai � bi�

i�k�� � 
�L�k��

PL�k��
i	� ci


i

o�u ci � ai�L�� � bi�L��� En outre� le lemme � implique que x�k�� y�k� �

�L�k���n
� � �p� q�
� p� o�u

n �
L�k��X
i	�

ciTi� p �
L�k��X
i	�

ciTi��� q �
L�k��X
i	�

ciTi���

Supposons que cL�k�� � �� donc ak � � et bk � �� La suite �ai��L�i�k
est superieure lexicographiquement �a la suite �bi��L�i�k � Par consequent
d�apr�es le lemme �� nous avons n� p et q sont positifs� d�o�u x�k�� y�k� �
Z
��
�� De m�eme� x�k��y�k� �Z��
� si cL�k�� � ��� Il decoule du lemme

� que

x�k�� y�k� � �
mX

i	�s

	i

i o�u �	i��s�i�m � Nf �

Supposons que x�k� � y�k� �
Pm

i	�s 	i

i� D�apr�es le lemme ��

x�k� �
m�X

i	�s�

	
�

i

i o�u �	

�

i� � Nf et m� � m�

Comme x�k� � 
�k��
Pk

i	�L ai

i� le lemme � implique que m� � �� d�o�u

m 
 ��
Par consequent

�X
i	�

�bi�k�� � ai�k���

i � �

mX
i	�s

	i

i��s 
 m 
 ��
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Supposons que
P�

i	� ai�k��

i �
P�

i	� bi�k��

i �
Pm

i	�s 	i

i� alors

�X
i	�

ai�k��

i � E � �E �

mX
i	�s

	i

i� o�u � s 
 m 
 ��

En vertu de la proposition �� �s � �� Ce qui ach�eve la preuve�

������ Construction algorithmique des nombres complexes doubles	

D�e�nition �� Un nombre complexe est dit double s�il a au moins deux 
�
d�eveloppements distincts	 L�ensemble des nombres complexes doubles est
not�e D�

Soient x �
P�

i	�L ai

i et y �

P�
i	�L bi


i� Supposons que x � y et
posons pour tout k � �L� Ak � x�k�� y�k�� Donc

Ak�� �
Ak



� �ak�� � bk���


� ���

Soit s le plus petit entier tel que as � bs� D�o�u Ai � � pour tout i dans
f�L� � � � � s � �g supposons que �as� bs� � ��� ��� alors As � 
�� Compte
tenu de ���� nous avons

As�� � 
 � �as�� � bs���

� �

�

� 
� si �as��� bs��� � ��� ���

 si �as��� bs��� � ��� �� ou ��� ���

Nous construisons un automate B dont les etats sont les elements de S�
Soient V et W deux elements de S� Nous mettons une $�eche etiquetee par
�x� y� � f�� �g� et allant de V �a W si et seulement si W � V

�
� �x � y�
��

Nous prenons � pour etat initial de l�automate B� C�est l�etat o�u les deux

�developpements ne sont pas encore distincts�
L�etat initial est donc lie �a l�etat 
� par une $�eche d�etiquette ��� ��� L�etat

� est lie �a l�etat 
 � 
� par une $�eche d�etiquette ��� �� et �a l�etat 

par deux $�eches� une d�etiquette ��� �� et l�autre d�etiquette ��� ��� Comme
l�ensemble des etats S est �ni� nous obtenons un automate �ni ��g �� �pour
tous les etats� voir ������
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�gure �

Une consequence immediate du theor�eme � est le theor�eme suivant�

Th�eor�eme �� Soient �ai�i��L et �bi�i��L deux �el�ements distincts de N �
alors

P�
i	�L ai


i �
P�

i	�L bi

i si et seulement si la suite ��ai� bi��i��L est

reconnaissable par l�automate B�

Il existe des suites ��ai� bi��i reconnaissables par l�automate B telles
que �ai�i ou �bi�i n�appartient pas �a N ��ai�i ou �bi�i contient trois ���
consecutifs�� En enlevant ces suites� on obtient l�automate des nombres
complexes doubles ��gure ���
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������ Nombres complexes triples	

D�e�nition �� Un nombre complexe est dit triple si et seulement s�il a trois

�d�eveloppements di��erents	

Soient x �
P�

i	�L ai

i� y �

P�
i	�L bi


i et z �
P�

i	�L ci

i� Supposons

que x � y � z� puis� posons pour tout entier k superieur ou egal �a �L�
Ak � x�k�� y�k�� Bk � y�k�� z�k�� Ck � z�k�� x�k�

et

Sk � �Ak� Bk � Ck��

En vertu du theor�eme �� pour tout k � �L� Sk � S��
Nous de�nissons un automate C dont les etats sont les Sk � Deux etats
Sk et Sk�� sont lies par des $�eches etiquetees par �ak��� bk��� ck���� Nous
prenons pour etat initial du graphe l�etat ��� �� ��� En etudiant tous les cas
�voir ������ nous obtenons un automate C �voir �gure 
� et nous avons le
theor�eme suivant �
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Th�eor�eme �� Soient �ai�i��L� �bi�i��L et �ci�i��L trois �el�ements distincts
de N � alors

�X
i	�L

ai

i �

�X
i	�L

bi

i �

�X
i	�L

ci

i

si et seulement si la suite ��ai� bi� ci��i��L est reconnaissable par l�automate
C quitte �a permuter les suites �ai�� �bi� et �ci��	

Remarque� L�automate C est constitue d�une partie centrale qui co!"ncide
avec l�automate B �automate des nombres complexes doubles� et de deux
cycles� Par consequent� si x �

P�
i	�L ai


i est triple alors la suite �ai�i��L
est ultimement periodique de periode ��� ou ���� Nous en deduisons que
l�ensemble des nombres complexes triples est denombrable et dense dans jC�
et qu�un nombre complexe ne peut pas avoir plus de trois 
�developpements�

Corollaire �� L�ensemble D des nombres complexes doubles est mesurable
de mesure nulle	

Preuve	 Il su#t de montrer que l�ensemble D � E est de mesure nulle�
D�apr�es l�automate B� si z appartient �a D � E alors il existe deux en�
tiers n et N � et un nombre complexe z� appartenant �a Fr�E� tels que �

z � 
nz� �
PN

i	� ai

i o�u �ai���i�N � Nf � Par consequent�

D � E �
�
n�N

�
nFr�E�� �Z�
��

Il su#t donc de montrer que Fr�E� est de mesure nulle�
D�apr�es le lemme �� Fr�E� est l�union de trois ensembles A
� A� et A� o�u

A
 � E � ��E � �� � �E � � � 
� � �� � 
� � 
� � 
�E���
A� � E � ��E � 
� � �
 � 
� � 
�E��

et
A� � E � ��
� � 
�E� � �
� � 
� � 
�E� � �
� � 
� � 
�E���

Par consequent


�A
 � 
�A� � 
A� � I o�u I � �E
 � E�� � �E
 � E�� � �E� � E���
Or ��Ei� � j
��i��j��E� et j
�j� j
�j� j
�j � �� donc

��E
� � ��E�� � ��E�� � ��E� � ��E
 � E� � E���
il s�en suit que ��Ei � Ej� � � pour i � j� d�o�u ��I� � �� ce qui implique
que pour tout i dans f�� �� �g� ��Ai� � �� ou encore ��Fr�E�� � �� D�o�u le
resultat�
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L�idee de la caracterisation des nombres complexes doubles et triples m�a
ete suggeree par la lecture de ���� o�u W�J� Gilbert a etudie le fractal du
dragon� c�est��a�dire l�ensemble fP��

n	
 an���� � i�n j �n � N� an � f�� �gg
�voir aussi ����� ������
Une etude plus detaillee de la fronti�ere du fractal de Rauzy �entre autre le
calcul de sa dimension de Hausdor�� se trouve dans �����

�� Syst�eme dynamique

���� Syst�eme dynamique symbolique� Nous notons A l�ensemble
f�� �� �g� Soit � � A� A� l�application �substitution� de�nie par�

���� � ��� ���� � ��� ���� � ��

Nous etendons � en une application deAN dansAN par concatenation� c�est�
�a�dire� pour tout �an�n � AN� ��a
a� � � �an � � �� � ��a
���a�� � � ���an� � � �
Nous pouvons montrer que � est contractante pour la metrique naturelle
sur AN� Elle a donc un seul point �xe que l�on notera u � �un�n�N�
Nous notons � l�adherence de l�orbite de u par le decalage T � AN� AN qui
�a �xn� associe �yn� de�nie par yn � xn��� Le triplet ��� �� T � est appele
syst�eme dynamique symbolique associe �a la substitution � �voir �� ���
Soit v � Ln�u�� nous appelons cylindre l�ensemble �v� � f�an�n � �� v �
a
 � � �an��g �

D�autre part� en utilisant l�algorithme glouton� nous montrons que tout
entier naturel n� s�ecrit d�une fa�con unique comme n �

PN
i	� 	iTi o�u

�	i���i�N � Nf �voir par exemple � � et ������ Nous construisons une ap�
plication f de � dans E de la fa�con suivante �
Si x est un element de l�orbite de u� x � Tnu� nous lui associons le nombre
complexe

PN
i	� 	i


i o�u n �
PN

i	� 	iTi� puis nous etendons f �a � de la
mani�ere suivante � Si x est un element de �� il existe une suite d�entiers
ni telle que Tniu converge vers x quand i tend vers l�in�ni� et par un
raisonnement utilisant la reconnaissabilite de la substitution � �voir ������
nous pouvons montrer que f�Tniu� converge dans E vers un complexe que
l�on prend comme image de x� le m�eme raisonnement montre que f est
continue�

Le lemme suivant ���� donne le lien entre la suite �Tn� et la substitution
�� Pour un cadre plus general� on re��ere �a ��� et ����

Lemme 	� Soit n un entier naturel tel que n �
Pk

i	� Tni�� o�u �ni���i�k
une suite d�entiers naturels strictement croissante ne contenant pas trois
nombres cons�ecutifs � alors

u � �nk����nk����� � � ��n����Tnu�



�
	 ALI MESSAOUDI

En particulier

�	



un � � �� n� � ��
un � � �� n� � � et n� � ��
un � � �� n� � � et n� � ��

Proposition �� Pour tout x �el�ement de �� nous avons f���x�� � 
f�x�
et

f�Tx� �

�	



f�x� � 
� si x � ����
f�x� � 
 � 
� si x � ����
f�x� � 
� si x � ����

Preuve	 Puisque f est continue et l�orbite de u est dense dans �� il su#t
de montrer le resultat pour un point de l�orbite de u�

D�apr�es le lemme �� u � �nk ��� � � ��n����Tnu o�u n �
Pk

i	� Tni��� donc

��u� � u � �nk������nk������� � � ��n��������Tnu��

d�o�u f���Tnu�� � 
f�Tnu�� D�autre part � f�Tnu� �
PN

i	� 	i

i � n
� �

�pn � qn�
 � pn o�u n �
PN

i	� 	iTi� pn �
PN

i	� 	iTi�� et qn �
PN

i	� 	iTi���
De m�eme f�Tn��u� � �n���
���pn���qn���
�pn��� nous devons donc
etudier les cas suivants �

�� Si Tnu � ���� alors� d�apr�es le lemme �� n �
PN

i	� 	iTi� Donc n � � �

T� �
PN

i	� 	iTi�
� Si 	�	� � � alors pn�� � pn � � et qn�� � qn�

� Si 	�	� � �� alors il existe un entier k � � tel que n �
Pk

i	��T�i���

T�i��� �
PN

i	�k�� 	iTi o�u 	�k��	�k�� � �� Donc n � � � T�k �PN
i	�k�� 	iTi� d�o�u pn�� � pn � � et qn�� � qn�

D� o�u f�Tn��u� � f�Tnu� � 
��
�� Si Tnu � ���� alors pn�� � pn et qn�� � qn � �� d�o�u f�Tn��u� �

f�Tnu� � 
� 
��
�� Si Tnu � ���� alors pn�� � pn et qn�� � qn� Par consequent f�T

n��u� �
f�Tnu� � 
��

Ce qui ach�eve la preuve�

�Echange de morceaux� SoitR� l�echange de trois morceaux sur
S

i	
����
int�Ei�

de�ni par R��z� � z � 
� modulo �Z�Z
�� c�est��a�dire

R��z� �

�	



z � 
� si z � int�E
��
z � 
 � 
� si z � int�E���
z � 
� si z � int�E���

Alors pour tout x � �� tel que f�x� � Si	
���� int�Ei�� nous avons �
f�Tx� � R� � f�x��
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L�application f ne peut pas �etre injective� car sinon� f serait un isomor�
phisme topologique� Ce qui est impossible� car � est un compact totalement
discontinu� par contre E est un compact connexe� On peut donc se deman�
der quels sont les points o�u f n�est pas injective� Pour repondre �a cette
question� nous avons besoin du lemme ��

Remarque �voir ����� La suite u � �un� veri�e la propriete suivante � pour
tout entier n� tout mot v � Ln�u� est prolongeable d�une fa�con unique �a
droite sauf un seul mot qui est tri�prolongeable �a droite�

Lemme 
� Soit v� � � �vn un �el�ement de Ln�u� tri�prolongeable �a droite�
alors il existe w� � � �ws un �el�ement de Ls�u� tri�prolongeable �a droite tel
que

�v� � � �vni� � Gv���w� � � �wsxi��

o�u G
 � �� G� � T��� G� � T�T��� i � f�� �� �g� et les xi sont trois
�el�ements distincts de A�

Ce lemme a ete initialemment prouve dans ����� mais pour plus de clarte�
nous allons donner la demonstration�

Preuve	 Nous avons trois cas �a etudier �
Cas �� v� � ��
Puisque u est le point �xe de � et ��a� commence par �� pour tout a �
f�� �� �g� il existe w� � � �ws un element de Ls�u� tri�prolongeable �a droite
tel que �v� � � �vn� � ��w� � � �ws��� �v� � � �vn� � ��w� � � �ws�� �v� � � �vn� �
��w� � � �ws����Cela implique que ��v� � � �vn�� � ���w� � � �ws���� ��v� � � �vn��
� ���w� � � �ws��� et ��v� � � �vn�� � ���w� � � �ws����

Nous considerons les fonctions de jC dans jC de�nies par � f
 � z �� 
z� f� �
z �� 
��
�z et f� � z �� 
��
��
�z� Nous avons fi�E� � f��i�� pour tout
i � f�� �� �g� Plus generalement� en utilisant la proposition � et le lemme
�� nous obtenons le corollaire suivant�

Corollaire �� Soit v� � � �vn un �el�ement de Ln�u�� Il existe i�� ���� ir des
�el�ements de f�� �� �g o�u r � n� tels que f��v� � � �vn�� � fi� � � � � � fir�E�	
Si� de plus� v� � � �vn est tri�prolongeable �a droite� alors pour tout j �
f�� �� �g� f��v� � � �vnj�� � fi� � � � � � fir � fnj �E�� o�u nj � f�� �� �g et nj � ni
si i � j�

D�e�nition Soit z un nombre complexe� Nous dirons que z a un 
�develop�
pement dans E s�il existe une suite �ai�i�� � N tel que z �

P�
i	� ai


i�

Remarque� Un nombre complexe� ayant au moins deux 
�developpements
distincts dans E appartient �a D�E � Un nombre complexe appartenant �aD�
int�E� a au moins deux 
�developpements distincts dans E � Par contre un
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element de Fr�E� n�a pas necessairement deux 
�developpements distincts
dans E � Exemple � �
�� car �
� � E � �E � 
� � �E � � � 
��

Proposition 	� L�application f est injective sauf sur l�image r�eciproque
des nombres complexes ayant au moins deux 
�d�eveloppements dans E	
Preuve	 Soient V etW deux elements distincts de � tels que f�V � � f�W ��
Soit v le plus grand pre�xe commun de V et W �v est eventuellement le
mot vide�� Nous avons donc

f�V � � f��va�� � f��vb��
o�u a� b � f�� �� �g et a � b� En utilisant le corollaire precedent� nous dedui�
sons que f�V � a au moins deux 
�developpements distincts dans E �
Par ailleurs� soit z un nombre complexe ayant au moins deux 
�developpe�
ments dans E � alors il existe i�� ���� ir� n� et n� dans f�� �� �g� n� � n� tels
que

z � fi� � � � � � fir � fn��E� � fi� � � � � � fir � fn��E�
ou encore

z � f�Gi� � � � �Gir �Gn������ f�Gi� � � � �Gir �Gn������

o�u les Gi sont les trois applications de�nies dans le lemme �� Par consequent�
il existe V et W deux elements distincts de � tels que f�V � � f�W � �
z�

Proposition 
� L�image r�eciproque par f de l�ensemble des nombres com�
plexes ayant au moins deux 
�d�eveloppements distincts dans E est de mesure
nulle	

Preuve	 il su#t de montrer que m�f���D � E�� � �� o�u m est la seule
mesure invariante de � �mesure des frequences des mots��
Nous allons montrer qu�il existe un reel k � � tel quem�f���B�� � k���B�
pour tout B � E mesurable� � etant la mesure de Lebesgue sur jC�
Pour cela� il su#t de le prouver pour les cylindres� Puisque � est primitive�

d�apr�es �� � �page �����

�
� m�����

m�����
m�����

�
A est le vecteur propre normalise associe

�a la valeur propre dominante de la matrice de la substitution �� c�est��a�dire

M �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A � Comme la valeur propre dominante de M est �

�
� nous

deduisons que m��i�� � i��� pour tout i � f�� �� �g� En outre�  � j
�j et
pour tout i � f�� �� �g� f��i�� � Ei� Par consequent ��f��i��� � k�m��i�� o�u
k � ��E��
Prouvons par recurrence sur n que pour tout v� � � �vn � Ln�u��

��f��v� � � �vn��� � k �m��v� � � �vn���
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Supposons la propriete vraie �a l�ordre n�
Nous pouvons supposer que �v� � � �vn��� � �v� � � �vn�� D�apr�es le lemme

�� nous avons trois cas �a etudier �
�� Si �v� � � �vn��� � ���w� � � �ws�� alors d�apr�es �� � �proposition VI����

nous avons
m��v� � � �vn���� �  �m��w� � � �ws���

d�o�u m��v� � � �vn���� � j��j
k
� ��f��w� � � �ws��� �

�
k
� ��f��v� � � �vn������

De m�eme� nous montrons le resultat dans les cas o�u �v� � � �vn��� �
Gv���w� � � �ws��� Gv� � T�� ou T�T���

Notons par p la projection de E dans jC�Z�Z
 � T� et R la rotation
d�angle 
� sur le tore T��

Proposition �� L�application p � f est une semi�conjugaison topologique
entre le syst�eme dynamique symbolique ��� T � et le syst�eme dynamique
�T�� R��

Remarque� Ce resultat a ete prouve par G� Rauzy �voir ������ Ce qui est
nouveau est que nous avons caracterise les points o�u l�application p�f n�est
pas injective �nous pouvons facilement montrer que c�est l�image reciproque
de D � E� � ce qui nous permet d�obtenir la proposition suivante�

Proposition �� L�application p � f est un isomorphisme m�etrique entre le
syst�eme dynamique mesurable ��� T�m� et le syst�eme dynamique �T�� R� ���
et elle v�eri�e

Card�p � f����x� 
 �

pour tout �el�ement x de T��

���� Syst�eme adique� Les syst�emes adiques ont ete introduits par A�M�
Vershik �voir ����� pour donner une representation des jC��alg�ebres� Ils sont
aussi lies aux representations symboliques des syst�emes dynamiques�

Soit �Ai�i�N une suite d�ensembles �nis et ordonnes� Ai � fai�� � � �ainig
et soit �Mi�i�N une suite de matrices d�ordre ni � ni�� formees de � et ��
Mi � �mi

jk�� � 
 j 
 ni et � 
 k 
 ni��� Nous notons par % l�ensemble des

suites �xn�n�N �
Q

n�NAn telles que xi � aij et xi�� � ai���k �� mi
jk � ��

En munissant
Q

i�NAi de la topologie produit des topologies discr�etes� %
est un compact appele �Markov compactum�� Nous de�nissons un ordre
partiel � sur % de la mani�ere suivante �

�xn� � �yn��� �n
 � N� xn� � yn� et �n � n
� xn � yn�

Nous appelons transformation adique la fonction S qui �a �xn� associe son
successeur par � s�il existe� Le couple �%� S� est appele syst�eme adique�

Remarques� La fonction S est de�nie sur % �M o�u M est l�ensemble
des elements maximaux de % pour la relation � � Nous prolongons S �a %�
en posant S�x� � � pour tout x � M�
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Il existe un lien etroit avec la notion de G�adic Machine que l�on appelle
aussi G�odometre �introduite dans ���� pour comprendre les proprietes dy�
namiques de G�� o�u G � �Gn�n�N est une suite strictement croissante
d�entiers naturels�

Quand pour tout entier n� An � A et Mn � M � le couple �%� S� est dit
syst�eme adique stationnaire� Dans le cas o�u M � �Mij�
�i�j�n�� est primi�
tive� il existe une unique mesure de probabilite �P�N invariante par la trans�
formation adique � �P�N est la mesure markovienne o�u P � �Pi�
�i�n�� est
le vecteur propre normalise associe �a la valeur propre dominante � de la

matrice M et N � �cij�
�i�j�n�� o�u cij �
Mij	Pj
�	Pi

�voir ����� lemme �����

Cette mesure est equivalente �a la mesure d�entropie maximale du syst�eme
markovien �%� T ��
Un lien avec les substitutions est donne par un theor�eme de A� N� Livshits
�voir ����� qui dit que tout syst�eme adique stationnaire est metriquement
isomorphe �a un syst�eme de substitution primitive�

L�un des premiers exemples connus est le syst�eme adique stationnaire

associe �a la matrice

�
� �
� �

�
� Il correspond au groupe additif �Z���� des

entiers ��adiques� La transformation adique correspond �a l�addition de �
dans Z� �odom�etre��
Un autre exemple est le syst�eme adique stationnaire associe �a la matrice
carree d�ordre n�

�
BBBBBBB�

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
���

���
���

� � � � � � �
� � � � � � � �

�
CCCCCCCA
�

Dans ����� B� Solomyak a etudie le spectre de l�operateur unitaire associe
�a la transformation adique associee �a ce syst�eme adique� Il a montre que
le spectre est un groupe purement discret� plus precisement de la forme
exp��i�G� o�u G est le sous�groupe libre de R engendre par les �k�

i� i �
f�� � � �kg o�u ��k est la racine reelle superieure �a � �nombre de Pisot reel� du
polyn�ome xk���xk�� � ��x��� Or d�apr�es le theor�eme de J� Von Neumann
�voir ����� page �
�� deux automorphismes� avec le m�eme spectre purement
discret� sont metriquement isomorphes� Par consequent� le syst�eme adique
stationnaire qui provient de la matrice de�nie ci�dessus est metriquement
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isomorphe �a la translation de vecteur

�
BBB�

k
�k�

�

���
�k�

k

�
CCCA sur le toreTk� Neanmoins�

la methode spectrale ne donne pas explicitement l�isomorphisme�
Dans cette partie� nous nous proposons de donner une autre demonstra�

tion du resultat de B� Solomyak� Dans cette preuve� nous construirons ex�
plicitement l�isomorphisme� ce qui nous permettra de generaliser le resultat
de Vershik� cite precedemment�

���� Construction de lisomorphisme m�etrique� Nous allons donner
la preuve dans le cas k � �� Posons pour tout entier i� Ai � A � f�� �� �g et

Mi � M �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A � Le Markov compactum associe est l�ensemble %

des suites �xn�n�N elements de f�� �� �gN tels que xkxk�� � f��� ��� ��� ��g�
pour tout k � N�

Nous munissons % de la mesure markovienne �P�N o�u P �

�
� 

�

�

�
A et

N �

�
�  � �

� � �
� � �

�
A� C�est la seule mesure sur % invariante par la trans�

formation adique �����

Topologie sur N� Soit n un entier naturel� l�ecriture de n en base �Tk�

comme n �
PN

i	
 	iTi��� o�u �	i� � Nf � induit une injection naturelle notee

i de N dans f�� �gN par i�n� � 	
 � � �	N��� De�nissons la distance d sur N

par � si n �
PN

i	
 	iTi��� m �
PM

i	
 	
�
iTi�� o�u �	i�� �	

�
i� � Nf alors

d�n�m� �

�
e�minfk�N j �k 
	�

�
k
g si n � m�

� sinon �

Soit N le complete de N pour la topologie associee �a la distance d�

N � f
��X
i	


	iTi�� j �	i� � Ng�

Munissons N de l�ordre partiel �� de�ni par �
��X
i	


	iTi�� ��
��X
i	


	�iTi�� �� �k � N� 	k � 	
�

k et �i � k� 	i � 	
�

i�
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Nous considerons l�application s de N qui �a un element de N associe son
successeur s�il existe� et l�entier � sinon�
Remarque� L�application s est une extension de l�application sur N� qui
�a un entier n� associe l�entier n� ��

Soit g l�application de % dans N� qui �a la suite �xn�n�
 associe
��P
n	


	nTn��

de�nie par 	n � � si xn � � ou � et 	n � � si xn � �� alors� nous avons le
lemme suivant�

Lemme �� L�application g de �%��� dans �N���� est bijective et conserve
l�ordre	

Preuve	 Soient �xn� et �yn� deux elements distincts de % tels que g��xn�� �
g��yn��� Soit k � minfn � N� xn � yng� Nous pouvons supposer que xk � �
et yk � �� Donc d�apr�es la de�nition de %� xk�� � �� d�o�u yk�� � �� Par
consequent ykyk�� � ��� ce qui est impossible� D�o�u g est injective�

Soient
P��

n	
 	nTn�� appartenant �a N et �an�n�N l� element de AN de�ni
par � �	



an � � si 	n � ��
an � � si 	n � � et 	n�� � ��
an � � si 	n � � et 	n�� � ��

Dans �an�n� ��� est toujours suivi de ��� et ��� de ��� d�o�u �an�n � % et
g��an�n� �

P��
n	
 	nTn��� Donc g est surjective�

L�application g conserve l�ordre car si �xn� � �yn� alors il existe k �
N� xk � yk et pour tout n � k� xn � yn� Donc� si xk � � alors g�xn� ��
g�yn�� et si xk � � et yk � �� alors xk�� � yk�� � �� donc ykyk�� � ��� ce
qui est impossible�

Remarque� Le syst�eme �N���� a trois points maximaux de la formeP��
n	
 	nTn�� o�u �	n� appartient �a l�ensemble f������� ������� ������g�

nous en deduisons que �%��� a aussi trois points maximaux qui sont �
������� ������� �������

Nous considerons l�application h deN dans E telle que h�
P��

n	
 	nTn��� �P��
n	
 	n


n��� D�apr�es ce qui precede� la restriction de h �a N� h���D � E�
est injective �D etant l�ensemble des nombres complexes doubles de jC��
D�autre part� la relation

h � s�
��X
n	


	nTn��� � R� � h�
��X
n	


	nTn��� ���

est vraie sauf si h�
P��

n	
 	nTn��� �
S
i	
����Fr�Ei��
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En e�et� en vertu de la proposition �� la relation est vraie si �	n� � i�N��
Comme h et s sont des applications continues et R� est continue sur E �S
i	
���� Fr�Ei�� nous avons le resultat�
Maintenant� nous sommes en mesure d�enoncer le theor�eme suivant �

Th�eor�eme 	� Le syst�eme adique �%� S� �P�N� est m�etriquement isomorphe
au syst�eme dynamique �T�� R� ���

Preuve	 Soit p la projection de E dans T�� L�application p � h � g de % �
�p � h � g����p�D � E�� dans T�� p�D � E� est bijective� En outre

�P�N ��p � h � g����p�D � E��� � �

car �P�N est proportionnelle �a la mesure preimage de la mesure de Lebesgue
par l�application p � h � g�
En utilisant la relation ��� et le lemme 
� la relation p � h � g�S�xn�� �
R�p � h � g�xn�� est vraie pour tout �xn� element de % �R etant la rotation
d�angle 
� sur le tore T���

Espace quotient� Considerons la relation d�equivalence sur % de�nie par �

�xn� � �yn��� p � h � g��xn�� � p � h � g��yn���
La relation � etant stable par l�application S� nous pouvons de�nir un
syst�eme dynamique topologique �%� �� S� par � S��xn�� � S��xn�� o�u

�xn�n est la classe d�equivalence de �xn�n� De�nissons l�application f � de
%� � dans T� par �

f ���xn�� � p � h � g��xn���
Puisque l�application f � est bijective� continue et %� � est compact pour
la topologie quotient� nous avons le theor�eme suivant�

Th�eor�eme 
� Le syst�eme dynamique �%� �� S� est topologiquement iso�
morphe au syst�eme dynamique �T�� R�	

G�en�eralisation� Une generalisation directe du fractal de Rauzy aux di�
mensions superieures est le k�fractal de Rauzy� note E�k o�u k � ��

Nous avons E�k � fP�
i	
 	iB

i
kZ

�k

 j �i � N� 	i � f�� �g� 	i � � �	i�k � �g�

o�u Zk

 �

�
BBB�

k � �
�k
���
kk

�
CCCA et Bk � �bij�
�i�j�k�� la matrice carree d�ordre k�

de�nie par bi���i � �� i�� et bij � �i�� si j � i� ��
L�ensemble E�k a la propriete d��etre un compact connexe de Rk� �a interieur
simplement connexe et �a fronti�ere fractale� Il induit un pavage periodique
de Rk modulo Zk�
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Nous pouvons montrer que le syst�eme dynamique symbolique ���k�� �k� T �
associe �a la substitution de la forme �k � k � �� de�nie par � �k��� �
��� �k��� � ��� � � � � �k�k � �� � �k et �k�k� � � est metriquement isomor�

phe �par une application �� �a la translation de vecteur

�
BBB�

k
�k�

�

���
�k�

k

�
CCCA sur le tore

T
k� L�application � est injective sur ��k�� ����M� o�u M est l�ensemble

des points de E�k ayant des developpements impropres en base BkZ
�k

 �

L�ensemble M est de mesure nulle� car les regions ���i��� i � f�� � � �k � �g�
induisent un pavage auto�similaire de Rk �par construction� et dans ce cas�
d�apr�es une proposition de B� Praggastis �voir ��
� � prop ��
�� nous avons
��
S
i	
���� �k���Fr����i����� � � ou encore �����i�� � ���j��� � � pour i � j�

o�u � est la mesure de Lebesgue sur Rk�
D�autre part� soit Mk la matrice carree d�ordre k de�nie par

Mk �

�
BBBBBBB�

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
���

���
���

� � � � � � �
� � � � � � � �

�
CCCCCCCA
�

Soit �%�k� S�k� �Pk�Nk
� le syst�eme adique stationnaire associe� alors il est

metriquement isomorphe �a la translation de vecteur

�
BBB�

k
�k��

���
�k�k

�
CCCA sur le tore

Tk�
L�isomorphisme metrique etant l�application qui �a une suite �an� � %�k

associe le point
P��

n	
 	nB
i
nZ

�k

 o�u 	n � � si an � � et 	n � � si an � ��

�� Extension naturelle et partitions de Markov�

Dans cette section� nous allons donner un codage markovien pour l�auto�

morphisme hyperbolique du toreT� associe �a la matriceM �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A �
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Notons Z l�ensemble des suites �	i�i�Zdans f�� �gZtelles que pour tout
entier i on a 	i	i��	i�� � �� Considerons l�ensemble

C � f�
��X
i	


	�i

i���

��X
i	�

	i�
�i��� j �	i� � Zg�

En identi�ant jC �a R�� C est considere comme un sous�ensemble de R�� et
nous avons la proposition suivante�

Proposition �� L�ensemble C est l�union des trois cylindres C
� C� et C�
de base E
� E� et E� et de hauteurs ��� �� � � et ���

Preuve	 Soit �	i�i�Zdans Z � Supposons que 	
 � �� alors 	� � f�� �g�
d�o�u la suite �	i�i�� est un element arbitraire de l�ensemble N �de�ni
ulterieurement�� Or� nous avons

f
��X
i	�

	i�
�i�� j �	i� � Ng � ��� ����

Nous obtenons dans ce cas� le cylindre C
 de base E
 � 
E et de hauteur
���
De m�eme� suivant que 	
 � �� 	�� � � ou 	
 � 	�� � �� nous obtenons
respectivement les deux cylindres C� et C��
Proposition �� L�ensemble C induit un pavage p�eriodique de R� modulo
le r�eseau de base e
 � ��
�� ���� e� � ��
�
�� ����� et e� � ��
�� ����
Preuve	 Posons 
 � a� ib� a� b � R� Le volume de la maille du reseau est
det�e
� e�� e��� En developpant les calculs� nous obtenons

det�e
� e�� e�� � det���
�� ���� ��
� ��� ��
�� ����
� det����� �� ��� ��a��b� ��� ��reel�
����Im�
��� ����

� b�� � �ab� � a�b� b��

Par ailleurs� le volume du cylindre C est ��bj
�j� ��� � ��bj
�j� ��bj
�j�
Comme j
�j � ���� le volume de C est b�� � b � �b��� Nous pouvons
montrer assez facilement que le volume de C est egal au volume de la maille
du reseau� Pour avoir la proposition� il su#t donc de montrer que int�C�
est disjoint avec ses translates par les vecteurs du reseau�
Or� cela est vrai car E
 est l�intersection de E par son translate par �
��
de m�eme E� pour �
 � 
� et E� pour �
��

Application de la matrice M� Soit l�espace R�muni de la base �e
� e�� e��
et h� l�application lineaire de�nie par h��e
� � e
 � e�� h

��e�� � e
 � e� et

h��e�� � e
� La matrice associee �a h� est M �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A � On a donc�
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Me
 � ��
�� ���� Me� � ��
� � 
�� �� � ��� et Me� � ��
�� ���� Nous
en deduisons que pour tout �	i�i�Zdans Z � on a

M�
��X
i	


	�i

i���

��X
i	�

	i�
�i��� � �


��X
i	


	�i

i��� �

��X
i	�

	i�
�i����

Par consequent� le cylindre C
 est remplace par le cylindre de base 
�E
et de hauteur ��� le cylindre C�� par le cylindre de base 
� � 
�E et de
hauteur �� � �� et le cylindre C�� par le cylindre de base 
� � 
� � 
�E
et de hauteur ��� Ce qui implique que la multiplication par la matrice M
consiste �a poser les cylindres C� et C�� avec les identi�cations naturelles au�
dessus du cylindre C
� Le nouvel ensemble obtenu� c�est��a�dire MC induit
un pavage periodique de R�� L�application lineaire h� conserve le reseau
de base �e
� e�� e��� donc en passant au quotient� la matrice M induit un
automorphisme hyperbolique du tore T�� Nous pouvons montrer que les
cylindres C
� C� et C� constituent les partitions de Markov pour cet auto�
morphisme�

Munissons� maintenant l�ensemble Z � f�	i�i�Zj �k � Z� �	i� � Ng du
shift T de�ni par � T �xi� � �xi��� pour tout �xi� dans Z et de l�unique
mesure d�entropie maximale� ��� alors nous avons le theor�eme suivant�

Th�eor�eme �� Le syst�eme dynamique �T��M� �� � �etant la mesure de
Lebesgue sur T�� est m�etriquement isomorphe au syst�eme dynamique sym�
bolique �Z � T� ��� par l�application
� � Z �� T�� �	i�i�Z �� �

P��
i	
 	�i


i���
P��

i	� 	i�
�i���� En plus � est

continue	

Preuve	 Pour tout �	i�i�Zdans Z � nous avons

��T �	i�� � ���	i���� � �
��X
i	


	�i��

i���

��X
i	�

	i���
�i���

� �	���
�� ��� �M�
��X
i	


	�i

i���

��X
i	�

	i�
�i����

Puisque ��
�� ��� est un vecteur du reseau� sur le tore T�� nous avons

��T �	i�� � M � ���	i���
Par ailleurs� � est surjective et continue par construction� et nous pouvons
montrer que la mesure � est l�image par � de la mesure d�entropie maximale
���

D�autre part� l�application � est injective sur l�image reciproque �par ��
de l�ensemble T� � ��D � E� � Fin���� �Fin��� etant l�ensemble des reels
ayant un ��developpement �ni�� L�ensemble Fin��� est denombrable� et
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l�ensemble D � E est de mesure nulle� Par consequent � est injective sauf
sur un ensemble de mesure nulle�
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