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Résumé
Ce travail décrit le développement d’une expression permettant
de calculer la fonction de Ramanujan 7(n) en 'exprimant comme le
coefficient de Fourier de la forme modulaire A.
Le travail se base en grande partie sur un cours suivi chez le
Prof. H. W. Burmann a 'université de Gottingen en hiver 1996.

En introduction sont donnés un certain nombre de résultats sans
démonstration sur la théorie des fonctions et des formes modulaires.
Ces derniers sont montrés dans le manuscrit de Burmann [1] ou chez
Serre [2].

Le développement exposé en deuxieme partie suit dans les grandes
lignes le cours de Burmann, bien que les démonstrations présentées ici
soient souvent différentes.

En conclusion sont démontrés quelques résultats de théorie des
nombres découlant de théoremes élaborés en deuxieme partie.
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1 Introduction

1.1 Le groupe modulaire I

Définition 1.1.1. Le groupe spécial linéaire du deuziéme ordre sur les nom-
bres entiers SL(2,7Z) (= I'y = groupe modulaire homogene) a les éléments

(2%) avec a,b,c,d € Z,ad — bc =1

Définition 1.1.2. Le groupe modulaire (inhomogéne) ' est le groupe des
transformations rationnelles linéaires LF'(2,Z) de C dans C:

ar +b
cT +

T

avec a,b,c,d € Z,ad —bc =1

— I" est isomorphe & SL(2,Z)/{I; =1} ou I = (5?).
— Soit C = CU{ioco} la sphere riemannienne. Les éléments de I" sont des
applications bijectives de C dans C.

Définition 1.1.3. La relation d’équivalence ~ sur C est définie comme suit:

7,7 €C:7 ~7 < IM €T tel que 7 = M1

On dira que 7, 7" sont équivalents sous I' si 7/ ~ 7.

Définition 1.1.4. Soit H ={r € C | Im7 > 0} et H* = H U {ioco}.
Un domaine fondamental de I' est un sous-ensemble E de JH{* qui contient un
et un seul point de chaque classe d’équivalence de H*/ ~ et dont l'intérieur

E ne contient aucun point 7 avec M7 =71, M € T'\ {I}.

— L’ensemble
Q= U fico} UQy = {r € 3* | —% <Rer <0, |7 > 1} U
(s} U {r €} | 0<Rer < % 7> 1) (L11)
est un domaine fondamental de I', il est appelé le domaine fondamen-

tal standard de I'. Chaque moitié de € est un triangle sur la sphere
riemannienne C avec les coins 7 , ico et p resp. —p?, ol p = —% + z@

1.2 Les fonctions modulaires

Définition 1.2.1. Une fonction f : H* — C est une fonction modulaire si
elle satisfait les conditions suivantes:
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1. f est méromorphe dans JH.

2. Invariance sous transformation modulaire:

f(MT)=f(r) VM eTl, VreH"

3. dn > 0 tel que f(7) peut étre représenté pour Im 7 > n sous la forme:

(e o]

f(1) =" a,e™™" avec m € Z, a, € C (1.2.1)

— Si la condition 3. est satisfaite, alors on dit que f est méromorphe a
I’infini. Une fonction modulaire est donc méromorphe dans tout H*.

— Par 2. on a f(r+ 1) = f(r), i.e. f est périodique de période 1.
Par conséquent, si f(7) est holomorphe pour Im 7 > 7, on sait que le
développement de Fourier (1.2.1) existe.

— Grace a la périodicité, on peut poser ¢ = €¢*™7, (1.2.1) devient alors le
développement de Laurent suivant:

f(T)ZZanq" avec m € Z, a, € C

~ Par F(q) = f(551logq), 0 < |g| <1, on définit une fonction méro-
morphe F'. La condition 3. signifie que F' a au plus un pole en 0. Son
développement de Laurent autour de 0 est f(7) =320, a,q".

n=m N

1.2.1 L’ordre d’une fonction modulaire

Soit f(7) #Z 0 une fonction modulaire et 75 € H. Dans un voisinage
approprié de 7y, f(7) peut étre écrite comme
T —1T0

f(r) = i an (7o) ( )n avee pm(ry) 7 0

n=m(7o) T—To

ou m(m) € Z et a, (1) € C sont déterminés de fagon univoque par 7y et f.
Si 79 % i et 19 % p, alors |m(7p)| est 'ordre de f en 75 mesuré dans la

variable (7 — 7p). (Il s’agit de I'ordre du zéro si m(m) > 0 et 'ordre du pole

st m(mp) < 0).

Définition 1.2.2. L’ordre o; de f en 19 € H est défini comme:

m(mo) st i, p
or(m) = To) SiTo o~

m(mg) siTo~p
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L’ordre du zéro ny resp. 1'ordre du pole py en 79 € H est:

() — of(1o) siof(ro) >0 L _Jo si op(10) >0
1(70) {O si op(m9) <0’ ps(m) {—af(To) si of(79) <0

— Pour évaluer l'ordre de f(7) en ioco, on détermine 'ordre de F'(g) en 0.
On a ainsi défini 'ordre de f en 79 Vg € H*.

Définition 1.2.3. L’ordre de la fonction modulaire f(7) est

Np= > ng(n) =Y ps(n) =Py

T0ES T0ES

Il s’agit du nombre de zéros Ny de f en Q (en tenant compte de leur multi-
plicité) qui est égal au nombre de poles Py de f en § (en tenant compte de
leur multiplicité).

— La somme ci-dessus a un sens, car une fonction modulaire f(7) n’a
qu'un nombre fini de zéros dans €. En effet, la fonction méromorphe
F(q) correspondante n’a pas de zéros dans un voisinage de 0 choisi
suffisamment petit, donc f(7) # 0 pour Im 7 > 7 avec n suffisamment
grand. De plus le nombre de zéros dans le compact €2, = {7 € Q,Im7 <
n} est fini vu que f est méromorphe.

On pose 700 comme la valeur d'une fonction modulaire dans ses poles.

Théoreme 1.2.4. Une fonction modulaire non constante f d’ordre Ny prend
toute valeur ¢ € C le méme nombre Ny de fois en parcourant €.

Conséquences:
—~ Ny =0 <= f = constante # 0, i.e. une fonction modulaire sans
zéros ou sans poles est constante
— Si deux fonctions modulaires f et g ont les mémes zéros et poles (y
compris leurs multiplicités), alors f = ¢ g avec ¢ € C.
— Pour une fonction modulaire non constante f et M € I', on a Ny;p =
Ny.

1.2.2 L’invariante modulaire absolue J

Pour montrer I'existence des formes modulaires, on s’intéresse aux fonc-
tions modulaires d’ordre 1; elles ont la propriété suivante:

Si on trouve une seule fonction modulaire d’ordre 1, on peut obtenir toutes
les autres fonctions modulaires d’ordre 1 par le résultat suivant:
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Lemme 1.2.5. Soit f une fonction modulaire d’ordre 1. Si g est une fonc-
tion modulaire d’ordre 1, alors M € I tel que g = M f.

On construit par la suite la fonction modulaire J d’ordre 1 en utilisant
plusieurs résultats:

Théoréme 1.2.6 (Théoréme de Riemann et extension). 3f une appli-
cation bijective et holomorphe qui envoie un domaine simplement connexe
G C C sur le disque unité D = {r € C | |r| < 1}. Si G est un tri-
angle sphérique borné Ny, alors f peut étre prolongée en un homéomorphisme
f:ANg— D

Théoréme 1.2.7 (Principe de réflexion de Schwarz). (Cas particulier)
Soit G un disque ouvert centré en un point de l’axe imaginaire. Soit f(T)
holomorphe sur GN{r € C | ReT < 0}, continue sur GN{r € C | ReT <0}
et a valeurs réelles sur GN{r € C | ReT = 0}. Alors f peut étre prolongée
en une fonction holomorphe sur G par

f(r) = f(—7) pourt e GN{r € C | ReT > 0}

Appliquons la transformation Lo(7) = % alN = 5021 ou € est comme dans
(1.1.1). L’'image Ag = Lo\ est un triangle sphérique borné. Par le théoréme
1.2.6 il existe alors une application f : Ag — D holomorphe et homéomorphe
sur les bords.

Soit Ly € LF(2,R) 'application holomorphe transformant D en H choi-
sie de la fagcon que l'on ait pour la fonction J : A — H* avec J(7) =
Lyi(f(Lo(7))) les valeurs suivantes: J(p) = 0, J(i) = 1, J(ico) = oo. J
envoie donc le bord de A sur 'axe réel de fagon homéomorphe.

En utilisant le principe de réflexion de Schwarz on prolonge J a 2 et
obtient ainsi une bijection J :  — C holomorphe & l'intérieur de 2.

Prolongeons J a H*: Soit 7 € H*. On sait que M € I tel que 7 = My
pour un 7y € Q. Posons J(1) = J(Mmy) := J(7). B
De cette facon, on a construit une fonction .J : H* — C holomorphe en J.

Lemme 1.2.8. J est une fonction modulaire d’ordre 1. J est appelée inva-
riante modulaire absolue.

En effet, on a par construction:

— J est méromorphe sur H

— J(M7)=J(r) VM €T, VreH*
et le développement J(7) = 3°°  a,e*™ converge si Im7 > 0 par holo-
morphie de J.
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De plus, pour 7 € Q, on a J'(7) # 0 par injectivité de J. Par suite la
multiplicité de J en 7 est 1 et la valeur J(7) n’est pas atteinte a un autre
endroit de 2 que 7. Ainsi l'ordre de J est 1.

En conclusion, on dispose maintenant de toutes les fonctions modulaires
d’ordre 1 en appliquant le lemme 1.2.5 & J.

1.3 Les formes modulaires
Définition 1.3.1. Soit k& € Z, une fonction f : H* — C est une forme
modulaire de poids k si elle satisfait les conditions suivantes:

1. f est méromorphe dans K.

2. Comportement sous transformation modulaire:

F(Mr) = (cr+d)ef(r) VM =2 LS L, Vr € 3*

ct +d

3. dn > 0 tel que f(7) peut étre représentée pour Im7 > 7 sous la forme
suivante (avec q = e*™7)

flr)= Z anq"” avec m € Z, a, € C (1.3.1)

— Par 2. on a f(7+ 1) = f(7), i.e. f est périodique de période 1. Alors
F(q) = f(z51ogq), 0 < |g| < 1, est bien définie et une fonction
méromorphe. La condition 2. signifie que F' a au plus un pole en 0.
On dit que f est méromorphe a l'infini.

— Une forme modulaire de poids 0 est une fonction modulaire.

— Si k est impair, f(7) = 0 est la seule fonction qui remplit la condition
2, en effet, f(M71) = (ct +d)*f(7) = (—cr —d)*f(r) VM €T, donc
soit k est pair, soit f = 0. On prendra dorénavant toujours k pair.

— Observons que

dM  a(ct +d) —clar +b)  (act —act) + (ad — be) 1

dr (et +d)? (et +d)? (et +d)?

De ce fait, la condition 2. peut étre écrite comme:

e

f(MT) = (C;—]\f> f(r) VM eTl, Vre 3"
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— Les formes modulaires de poids k forment un C-espace vectoriel.

— Soit deux formes modulaires f et g de poids k resp. [. Le poids du
produit fg est k+1; si g #Z 0, le poids de 5 est k —1[. Ainsi, le quotient
de deux formes modulaires non nulles de méme poids est une fonction
modulaire.

1.3.1 L’ordre d’une forme modulaire

Soit f(7) # 0 une forme modulaire de poids k et 79 € H. Dans un
voisinage approprié de 1y, f(7) peut étre écrite comme

k
2

f(r) = % i an (7o) (T — 7'0)” avee p(r,) 7 0

n=m(7o) T—To

ou m(ry) € Z et an(79) € C sont déterminés de fagon univoque par 7 et f.

Définition 1.3.2. L’ordre o; de la forme modulaire f de poids k en 79 € H*
est défini comme:

m(ty) st T i, p
l . .
oylm) = { A7) ST
3m(1) siTo~p
m(ioco) si Ty = 100

L’ordre du zéro ny resp. 1'ordre du pole py en 19 € FH* est:

o) — of(r0) siop(m) >0 )= 0 si o¢(79) >0
1(70) {O siop(ro) <0’ ps(m0) {—af(ﬂ)) si of(79) <0

Définition 1.3.3. Soit f(7) # 0 une forme modulaire de poids k. Il n’y a
qu’'un nombre fini de 75 € © avec o4(79) # 0. On peut donc définir:

1. L’ordre ou nombre de zéros en € de f:

Ny = Z ns(7o)

ToEQ

2. Le nombre de poles en 2 de f:

Pr= %" ps(n)

T0 cN



LES COEFFICIENTS DE FOURIER DE LA FORME MODULAIRE A 9

Théoréme 1.3.4. Pour une forme modulaire f(1) £ 0 de poids k on a:

k

Théoréme 1.3.5. J'(7) est une forme modulaire de poids 2 avec

0 Si Ty » 1, P

% ST Ty ~ 1
op(T0) =45 )

3 ST Tp ~ p

—1 s1719 =100

7
NJ/:ES Pp=-1

1.4 Les formes modulaires entieres

Définition 1.4.1. Une forme modulaire sans poles dans H* s’appelle forme
modulaire entiere. 11 s’agit d'une fonction holomorphe partout dans J*.

— Pour une fonction modulaire entiere f de poids k, on a Ny = £ car

12
Py =0.

Théoreme 1.4.2. Les formes modulaires entieres forment un C-espace vec-

toriel My, de dimension finie. On a My = C, et pour k < 0 et k = 2,

My = {0}. En général, Vk € Z on a:

1—21 +1 (1.4.1)

Démonstration.

1. Soit f € M, pour f # 0, on a Ny > 0, donc k > 0 par le fait ci-dessus.
Alors My, = {0} pour k£ < 0.

2. Une fonction modulaire sans poles est une fonction constante, ainsi
M, =C.

3. Supposons f € My et f # 0. On sait que Ny = %, donc pour certains
r,s,t € Np, on aurait % =z +3 -+t ie 1 =2r+3s+6t. Comme cette
équation n’a pas de solutions entieres positives, on a My = {0}.

4. Soient k > 4 et f € M; avec développement de Fourier f(7) =
S anq™. Posons h = {%} + 1. L’application ¢ : M, — C" dé-
finie par f — (ag,a1,...,an—1) est un homomorphisme de C-espaces
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vectoriels de noyau nul. En effet, siag=ay =---=a,_1 =0et f #Z0,
alors on aurait ns(ico) > h = [%} +1. Mais ny(ico) < Ny = 4. Ainsi,
¢ est injective et donc dim(My,) < h.
U
— Vu le résultat précédent, on ne traitera par la suite plus que des M,
avec k pair et k > 4.

Définition 1.4.3. Une forme modulaire entiere qui devient nulle en 700 s’ap-
pelle forme cuspidale ou forme parabolique (Spitzenform, cusp form).

— Une forme modulaire entiere f est une forme cuspidale si et seulement
si son développement de Fourier a la forme suivante:

f(r)=>" a.q" avec a, € C
n=1

— Les formes cuspidales forment un sous-espace vectoriel 85 de My.
On a dim(My) — 1 < dim(8y) < dim(My)

1.4.1 Le discriminant A

Définition 1.4.4. Soient les deux formes modulaires

1 J"?
Ey =
YT Rm)2 I —1)
13
B 1 J

(2mi)3 J2(J — 1)

— FEj et Eg sont des formes modulaires entieres de poids 4 resp. 6.
— Les 7 ~ p sont des zéros d’ordre % de Ej.
Les 7 ~ ¢ sont des zéros d’ordre % de Eg.

Théoreme 1.4.5. Soit k = 4,6,8,... et k = 4m + 6n avec m,n € Ng.
Alors EJ'EY est une forme modulaire entiére de poids k et de valeur 1 en
i0o. Aussi dim(My) > 1 et donc dim(8y) = dim(My) — 1.

— Par (1.4.1), on a que dim(My) = 1 pour k € {4,6,8,10}.

— E?E4 est une base de My, et donc dim(Myy) = 1



LES COEFFICIENTS DE FOURIER DE LA FORME MODULAIRE A 11

Théoréme 1.4.6. Pour k € {4,6,8,10,14}, on a dim(My) = 1 et les bases

pour les espaces My, sont les suivantes:

Espace | Base
My Ey
M Eg
Mg E?
My | EuFs
My | EiFg

Définition 1.4.7. Soit la forme modulaire

(2m) 2 (2m)° J"°
A= E} —E%) = —
123 ( 4 6) 1728 J4(J —1)3

A est appelée discriminant, car a un facteur numérique prés, elle est égale
. . . A 4 6 , .
au discriminant du polynéme 2 — T Eyr— %Ef; dans la théorie des courbes

elliptiques.

— A est une forme cuspidale de poids 12. A ne s’annule pas sur H et a

un zéro simple en 00.
— Ainsi dim(815) = 1 et donc dim(Mys) = 2. {A, EZ} est une base de

Ms.
Théoreme 1.4.8. Pour k =4,6,8,... on a

(L] +1 sik#2 (mod 12)

dlm<Mk) =
[ } sik=2 (mod 12)

%} sikZ2 (mod 12)

dlm(Sk) =
5] -1 sik=2 (mod 12)

1.5 La fonction ( de Riemann
Définition 1.5.1. La fonction zéta de Riemann est définie comme suit:

((s) = Z% avec s € C,Re(s) > 1

n=1
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Définition 1.5.2. Les nombres de Bernoulli Bj sont définis par le déve-
loppement en série:

o0
o=y e
e —1 = nl

— Les premieres valeurs de By sont: (B = 0 pour k impair)

1 1 1 1 5 691

By=-,By=—— Bg=— Bs= —— Big = —, By = ——— . ..
2 67 4 6 427 8 307 10 667 12 27307

30
Théoreme 1.5.3. Pour k =2,4,6,... on a

27)"* ) (2m)"

G = o 1Bl = (-1 2

— En utilisant les valeurs de B, ci-dessus, on obtient:

7T2 '/T4 '/T6 7T8
10 12
((10) = =, ((12) = T

93555 T 638512875
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2 Développements de Fourier des formes mo-
dulaires entieres

2.1 Séries d’Eisenstein

Définition 2.1.1. Soit k =0 (mod 2), k > 4, on définit la série d’Fisenstein
d’indice k comme suit:

iy 1
Gk(’r) = Z m avec T € H

m,n=—o0

ou le symbole Z/ signifie que la sommation ne porte que sur les couples
(m,n) distincts de (0, 0).

Définition 2.1.2. Soient a,b € Z. Un réseau G, de C est un ensemble
discret de points de C: §, ={w=ar+0b | a,b € Z}

Lemme 2.1.3. Soit G un réseau de C et p € Z,p > 2. La série suivante est
convergente:

1
jwl”

>

weG\{0}

Démonstration. Choisissons r > 0 assez petit pour que les disques fermés
K,(w) ={r € C | |t —w| < r} solent disjoints deux par deux Vw € G.
Observons maintenant que I'on a les inégalités suivantes pour w # 0:

2

// dx dy // dx dy oo
(@7 ol i, (P8 ety

Ky (w) Kr(w) (z,9)eKr(w
=(|w[+r)P
r? c .
> 7 = 5 ouc est une constante.
(1 gl e

En résumé, on a donc Vw € G\ {0}

// _dedy avec ¢ = Lr (2.1.1)
(22 +9?) (1 + Smmr)”

min[
€S

Nl'@
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En utilisant l'inclusion U K,.(w) C {r € C | |7| > r}, on tire de (2.1.1)
la majoration suivante: <SSO}

1 dxdy dxdy
o O/ E Ry G
) |wl (22 +y?)2 (22 +y?)2

weg\{0 w€9\{0} Ko (w) U Kr(w)
weS\{0}
da:dy (2.1.2)
g / / Y
2
{TGCI \T|>r}

(%)
L’intégrale (x) se calcule en passant aux coordonnées polaires, i.e. en posant

r = Rcos ¢,y = Rsin ¢, resp. R = (z* +y2)%,tan(¢) =Y

xT

d:l:dy 2 2m
—RdRdp = ———F—F—
[ wope=h [ mrirdo= o5

{reC| |T\>r}
De (2.1.2), on tire alors le résultat cherché:
1 2w

< < 00
i T = =2

O

Théoréme 2.1.4. Soient n > 0,0 > 0 et k > 4. La série Gi(T) converge
absolument Y7 € H, de plus, elle converge uniformément V1 € {v € H |
Imov >n,|Rev| < §}.

Démonstration. On a le fait suivant: Si (m,n) parcourt Z? \ {(0,0)}, alors

mT +n parcourt un réseau G, \ {0} de C. Si on pose en outre w = m7+n, on
100
1

obtient alors par le lemme 2.1.3 la convergence absolue de Z

enT1€ H.
Pour montrer la convergence uniforme, on pose:

myn=—oc (m7+n)k

B(mo) ={r € H | |7| > |70|,|Re(7)| < zo} out 79 = x¢ + yoi avec xg > 0
Pour 7 € B(7y) et m,n € Z, on a alors
Im7 +n|* = m? |7]> + 2mn Re(7) + n?
< {m2 |70|* + 2mnzo +n?  si mn <0
m? |1o|” — 2mnxg +n® s mn >0

B {|m7’0+n|2 simn <0

im(=75) +n|° simn >0
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D’oti la majoration indépendante de 7 suivante (V7 € B(1)):

i, 1 - i, ( 1 N 1 )
i o lmr + 0k = = N\ Jmr+nlf m(=7) +nff

On a donc convergence uniforme pour 7 € B(7). En choisissant 7y tel que
|70| < n et Re(m) > d, on obtient finalement la convergence uniforme sous
les conditions mentionnées en hypothese. O

2.2 Formes modulaires entieres et séries d’Eisenstein

Théoréme 2.2.1. Pour k=0 (mod 2),k > 4, la série Gi(T) est une forme
modulaire entiere de poids k avec G(ioco) = 2(¢(k), ot ¢ désigne la fonction
zéta de Riemann.

at+b

e €l pour 7 € H;m,n € Z, on a

Démonstration. Soit M =

ar +b (am + cn)T + (bm + dn)
m +n =
cT +d ct+d

Observons que l'application Z? — Z? : (m,n) — (am + cn,bm + dn) =
d —b

(m,n) (2Y) est une bijection, en effet (m,n) — (m,n) (70 . ) est son inverse.

De 14, si (m,n) parcourt Z?, alors ((m,n)M) fait de méme. On peut alors
réordonner la suite suivante: (en effet, elle est absolument convergente vu le
théoreme 2.1.4)

1
Ge(Mr) = 3
(m,n)€Z? (m(MT) + n)k
! 1
mmezz ((eT +d)~ ((am + en)T + (bm + dn)))k
/ 1
(' mypt-vyezz ((eT +d)~H(m/T +n’))

k

On obtient alors:
/ 1
(m/,n')eZ? (m/T + n/)k

= (e7 + d)*Gp(7)

= (e +d)F

En conclusion, G soumis a une transformation modulaire a un comporte-
ment identique a celui d’une forme modulaire de poids k.
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On a 'holomorphie de Gy dans H par la convergence de Gi(7) V7 € H
du théoreme 2.1.4. Il reste a prouver que Gy est holomorphe dans 700, i.e.
que G(7) a une limite pour Im(7) — oo. Pour calculer cette limite, on peut
restreindre 7 a 2. Alors, grace a la convergence uniforme de Gy dans ) du
théoreme 2.1.4, on peut passer a la limite terme a terme dans

. . iy 1 ay ; 1
Jggoekv)alggo( 2 m): 2 (4%@)

T7EQN TN m,n=—o0 m,n=—oo \ T7EN

Sy
<1 | < 1 < 1
RS A YRr P Mt M bl

Alors G}, est holomorphe dans H* et donc une forme modulaire entiere.
O

Théoreme 2.2.2. Pourk = 4,6, on a les relations suivantes entre les séries
d’Eisenstein Gy et les formes modulaires entiéres Ej, définies dans 1.4.4:

1 1
Ey= me E¢ = mG%

Démonstration. Par le théoreme 2.2.1, on sait que G4 € My et Gg € M.
Soit k € {4,6}. On a dim(Mj) = 1 par le théoreme 1.4.2, les Gy sont donc
des multiples des bases E, de M,. Le théoreme 2.2.1 donne en outre la
valeur Gy (io0) = 2¢(k), d’ou T@Gzl(ioo) = Tl@Gdioo) = 1. En utilisant
E4(ico) = Eg(ico) = 1, on obtient alors le résultat. O

Grace au théoreme 2.2.2, on peut poser la définition suivante en accord
avec ce qui précede (notamment la définition 1.4.4):

Définition 2.2.3. Soit £ =0 (mod 2),k > 4. On appelle série d’Eisenstein
normée la série

1
Ey = —=Gy
2¢(k)
On a Ej(ico) = 1.
Corollaire 2.2.4. Comme conclusion directe aux théorémes 2.2.2 et 1.4.6
on obtient les relations entre E), suivantes:

By = Ej, Eno = EyEg, By = E{Es
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2.2.1 E) et J écrits comme série

Théoreme 2.2.5. Pour k =4,6,8,..., on a [’expression
1 1
Elr)=5 Y i
2 pedelmn)=1 (mT +n)k

Démonstration. On peut écrire

Gur) = Y

t=1 pgde(m/,n/)=1
Yill o>
t=1 tk ( pgdc(m’,n’)ZI (m,T + n/)k>
1
=¢k) >
pgdc(m,n)=1 (mT + n)k

En utilisant I'expression pour (g5, déterminée ci-dessus dans la définition 2.2.3:

E, = T}MG"” on aboutit immédiatement au résultat cherché. O

Du théoreme 2.2.5 on peut déduire une expression pour calculer J, I'in-
variante modulaire absolue construite de fagon purement géométrique dans
la partie 1.2.2:

Corollaire 2.2.6. On a:

3
2 1
<pgd6(m,n)1 (mr-+n)?

3 2
> mT1 n > —2 < > mT1 n >
(pgdc(m,n):l (mr+n)t pgdc(m,n)=1 (m7+n)°

Démonstration. De la définition 1.4.4 on tire

1 J'0 1 J'°

Ej = t Ef =
LT Rm B —1p O T8 T 2 JA(J — 1)

J:
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On égalise les deux expression pour J’ % ¢i-dessus et on déduit une expression
pour J:
B3P (J —1)3 = E2JY(J —1)? =
E}(J—1)=FE;J

D’ou
ES
J=——"— 2.2.1
E} — E2 ( )
Si on remplace F4 et Eg par leur expression en série du théoreme 2.2.5, on
aboutit immédiatement a la conclusion. O

Corollaire 2.2.7. On peut exprimer J en fonction de E; et A:
L (n"E
123A

Démonstration. Conséquence immédiate de la définition 1.4.7 et de 'équa-
tion 2.2.1. U

2.3 Les coefficients de Fourier de Ei, A et J
2.3.1 Développement de Fourier de Fj,

Définition 2.3.1. On définit la fonction suivante pour k € Z, k > 4
> 1

h = —_—
0= 2 T
Lemme 2.3.2. Soientn > 0,0 > 0 etk € Z,k > 4. La série hy(1) définie
ci-dessus converge absolument V1 € H, de plus elle converge uniformément
Vre{veH | Imv >n,|Rev| <}

Démonstration. Le théoreme 2.1.4 nous dit que la série d’Eisenstein, i.e.
100
o 1 . . . , ,
Gr(T) =) oo T ER)E CONVETEE i T remplit les conditions énoncés en

hypothese. Comme la série hg(7) est une sous-suite de Gi(7) (la sous-suite
pour m = 1), on obtient immédiatement le résultat. a

Lemme 2.3.3. Soitk € Z,k > 4. La fonction hy est holomorphe dans H et
elle est périodique: hi(T + 1) = hy(T).

VT € H, le développement de Fourier de hy est

(—2mi)k &

' Z mkflqm avec q = 627”7'

neT) = T 2
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Démonstration. L’holomorphie est donnée par la convergence absolue de
hy V7 € H du lemme 2.3.2. La périodicité suit du changement d’indice
[ =n+1 dans

> 1 > 1

h(r+1)= ) Crienr Zoom:hk(ﬂ

n=-—00 l=—

Pour calculer la limite de hy quand Im(7) — 0o, on peut restreindre 7 & ).
Alors, grace a la convergence uniforme de hy dans €2 du lemme 2.3.2, on peut
passer a la limite terme a terme dans

JLfgohk<T>=JL%lo< > ﬁ) -y (JL%@) =0

TEN TEN n=—-—00 n=—o0o0 \ TeN

=0

L’existence du développement de Fourier de hy, est une conséquence de 1’holo-
morphie et de la périodicité de h; dans JH; suite au calcul de limite ci-dessus,
ce développement converge vers h; partout dans .

Ainsi on a

[e.9]

hi(T) = D weme™™ = > apmg" (2.3.1)

m=—0oQ m=—0oQ

avec
144y omi
Q@ m:/ hi(T)e ™" dr ouy € R,y >0

Vu que hy converge uniformément pour les valeurs de 7 considérées (lemme
2.3.2), on peut permuter somme et intégrale dans le calcul suivant:

1+iy oo 1 .
_/ ( e27rzm7'> dT
(T +n)k

1+iy e—27mm’r
= Z / ———dr
iy (T+n)k

e : (2.3.2)
00 n+1+iy 6727rzm7'
- >/ e dr
n=—oo n41iy T
co+iy 6—27rim7'
= / — dr
—oo+1y T
. . OO+’Ly IAT
Calculons la valeur de cette dernicre intégrale [ <5 d7, avec A = —27mm
—oo+1y

une constante réelle:
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Soient y,n € R fixés avecn >y > 0si A > 0,et n <0 < ysi A<
0. On calcule l'intégrale de e?: sur un chemin rectangulaire dans C qui
parcourt les segments [—x + iy, x + iy, [x + iy, +in], [x + in, —z +in] et

[~z +in, —z + dy]:

. IAT . N .
1. La fonction % a un unique pole d’ordre k en 0; donc, si le rectangle
ci-dessus entoure 0, on a par le théoreme des résidus:

xHiy AT xT+in pIAT —ztin PIAT —ztiy AT
/ ¢ T / C _dr+ C _dr+  _dr=
—ztiy TF otiy TV atin  TF —atin T
‘ ) ei)\T ‘ 1 dkfl . ei)\T
I e ey T <(T O E)| T
. 1 dkil IAT . (Z)\)kil
= _2ﬂlmd7—k71 (6 ) 7_:0 = —QWZM (233)

Si le rectangle n’entoure pas 0, la valeur de l'intégrale sur le rectangle
est nulle.

2. Si 0 <y < n, le rectangle n’entoure pas 0.
Sin <0<y, le rectangle entoure 0.

3. La valeur de l'intégrale sur les cotés verticaux du rectangle tend vers 0

quand |z| — oo:
x+in ei)\T
lim / - drl =0
lz|—o0 \Jat+iy T

En effet, si on suppose que y < 1, alors pour 7 € [x + iy, z + in], on a
la majoration

AT

e —An

eiA(m-i—iTi)’ .
= < avec C' une constante

< | z

- |x+2’y|k B (3:2+y2)§ BE:

Tk

Comme k > 4, on a ﬁ — 0, quand |z| — oo; d’ou la valeur limite 0

de l'intégrale ci-dessus. Pour 1 < y, la démonstration est analogue.

4. En passant 'équation (2.3.3) a la limite 2 — oo, on obtient:

/oo+iy ei>\7' J /—oo-i-in eMT p
T+ T =

—oo+1y Tk 0o+1n Tk

_{O sid<y<n

.- 2.3.4
—omil sin <0<y (2:34)
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5. La deuxiéme intégrale de (2.3.4) tend vers 0 quand |n| — oc:
Observons que An > 0 quelque soient A, 7; alors:

=1 <1

—N

oco+in ei)ﬂ' oo+ 6i>\7— z)\x 67)\77‘
e Py v Ry g

—oo+in T ~ootin |7 (2 +n?)2

00 1 1 oo 1

| pde=

(@2t Il e e

(@) +1)

I
/. aapr e (239

<o

|77|

Si |n| — oo, alors - I(’“ 7 — 0. De 2.3.5 suit par conséquent

co+in ei)\r
lim / k =0
[nl—oo \J—cotin T

6. En passant 'équation (2.3.4) a la limite || — oo, on obtient:

/oo+iy eiAT J 0 siA>0
T = . —
—oo+iy Tk —2mi ((Z]i\)_kl),l siA<O

7. Le précédent résultat donne (en remplacant A par —27m) la valeur de
I'expression (2.3.2):

0 sim<40
Ay = A(—27im)k— .
F —2%2% sim>0

Au moyen de cette expression on tire de (2.3.1) le résultat cherché:

(—2mi)*

_1‘2

hk (’7'

Définition 2.3.4. Soit n € N, k € Z. On définit
=>"d"
din

la somme des k-iemes puissances de tout les diviseurs de n.
On pose en outre
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Théoréme 2.3.5. Soit k =0 (mod 2),k > 4 et 7 € H. Le développement
de Fourier de la série d’Fisenstein GGy, est:

i)k & ;
Gr(1) =2¢(k) + 2(5{:2_ )1)‘ Z::l or-1(n)q"  avec g = ™"

Démonstration. Décomposons la série G(7) en trois parties, selon que
m<0,m=0oum >0:

ady 1
Gelm) = Z, m
00/ [e'e) e
:mzoo n;w m¢+n) +n;m +mzl n;m m7+n)

Par parité de k, on a (—m7+n)* = (m7—n)* et (—n)* = n*. Du changement
d’indice n — —n dans les deux premieres sommes, il résulte alors:

1

D D O T WL S

1 o0
k -t
M=00 N=00 (mT + ’TL n=00

> >

m=1 n=—o0 mT+n)

Grace a la convergence uniforme de G, du théoreme 2.1.4, on peut réordonner
les deux premieres sommes et regrouper:

23 423 Y

m=1 n=—o0 mT + n)
= 2C(k) +2 Z hy(mT)
m=1

En utilisant le développement de Fourier du lemme 2.3.3, on obtient:
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Soit 7 > 0. Pour 7 = x 4+ iy € H avec y > n, la double série (xx) converge
absolument uniformément. En effet

) ) nkfl nkfl
‘nk—le%mmnﬂ' < nk:—l ‘627mmna: 6—27rmny‘ — < - < nk:—l
— e2rmny — (6 7"77””7) -
~——

=1 >1
On peut donc réordonner (xx) de la fagon suivante:

o0

et .
Z Z nk—1627mmn7' Z Z k 1 27rth —
mn=

m=1 n=1
m>0, n>0

Il
i

Z nk:—l 27th7‘ _ Z (Z nk 1) ¢ = Zak 1
mn=t

= t=1 \ n|t
m>0,n>0

Avec cette expression pour (kxk), on obtient immédiatement le développement
de Fourier énoncé en hypothese. O

Corollaire 2.3.6. Soit k = 0 (mod 2),k >4 et 7 € H. Le développement
de Fourier de la série d’Fisenstein normée E,, est:

2k & A
Ex( 1——Zak1 " avec ¢ = ¥
k n=1
Démonstration. Par le théoreme précédent, la définition 2.2.3: Ej = T}k)Gk
devient:
£ - (27i)k
k('r)— +C( _1'ZO'k1
En appliquant le théoreme 1.5.3: ¢ (k) = (—1)(+2 )(2(]2,) By, on obtient:
2(2mi)* k! s
=1+ - (2mi) Z or_1(n)q"
(=12 (27)k(k — 1)! By, p=1
2(0)°k & n
=1 -+ (_1)(1—+§)Ban:10'kl(n)q
() 2k &
=14+————> op_1(n)¢"
EETEP
2k &
=1-— Z Of— 1
k n=1
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2.3.2 Développement de Fourier de A et J

Lemme 2.3.7. Soit S(1) = >0°, a(n)q™ une série uniformément conver-
gente pour 7 € H. Alors on a pour k € C:

(1 +k i:jl a(n)q”>2 — 142 i:jl am) g+ S ( ) a(r)a(s)) g

n=2 \r+s=n

(1 +k i a(n)q">3 =1+ 3k i a(n)g" + 3K ( ) a(r)a(s)) g

+ K? i? T:%: a(r)a(s)a(t)) q"

Démonstration. Trouvons des expressions directes pour S? et S3:
La formule suivante explicite la multiplication de deux polynomes de terme

constant nul:
n ) m ) n+m )
(Zm‘) S| => 1 D pegs | 2
i=1 j=1

=2 r4+s=t

Cette formule peut étre appliquée au produit de deux séries uniformément
convergentes et donc & S? =SS et S? = 552

§* = <i a(n)q”)2 -y < 3 a(r)a(s)) .

n=1 n=2 \r+s=n

5= (i a(n)q”) (i a<m>qm)2

m=1

- (iam)qn) (i ( ) a<r>a<s>) qm)

m=2 \7r+s=m
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En utilisant les expressions ci-dessus dans

(1+kS)* =1+ 2kS + k*S”

(14 kS)* =14 3kS + 3k25% 4+ k353

on aboutit immédiatement a la conclusion. O

Théoréme 2.3.8. Soit k =0 (mod 2),k > 4 et 7 € H. Le développement
de Fourier du discriminant A\ est:

A(r) = (2m)"? > 7(n)g"  avec g = €™

n=1

ot 7(n) est la fonction de Ramanujan donnée par:

- %(503(71) + To5(n)) + 2 (10005(r)03(s) — 14705(r)os(s))

+ 8000 +Z+;: o3(r)os(s)os(t)

7(n)

(2.3.6)

Démonstration. Le développement de Fourier de )y, du corollaire 2.3.6 utilisé
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dans la définition 1.4.7 mene a:

A =202 (B0 - (Ba()?)

_ (217;12 ((1 _ B% : ag(n)qn>3 - (1 _ g i_oj 05(n)q">2>

Avec les valeurs pour By de la définition 1.5.2, on a:

_ (217;);2 ((1 + 940 i Jg(n)q">3 — <1 — 504 i Js(n)qn>2>

n=1 n=1

Du lemme 2.3.7 suit alors:

(27T)12
=g |1+3" 2407;(;3 )q" +
+3-240° ) ( > a;;(r)a;;(s)) "+
n=2 r4+s=n

+ 240° i < > ag(r)ag(s)ag(t)> " -1+

n=3 \r+s+t=n

n=1 r+s=n

+2- 504205 n)q" —5042Z< > os5(r)os(s ))q”)
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De la définition 2.3.4 suit 05(0) = 03(0) = 0, ainsi on peut sommer partout
a partir de n = 1:

Ay = &0 (3 240> oy(n)g" + 3 2402i< > 03(7“)03(5)> ¢+

3
12 n=1 n=1 r-‘,—g:n

sy (5 ag<r>ag<s>ag<t>) ¢+

n=1 \r4+s+t=n

+2- 504205 n)q" —5042Z< > os5(r)os(s ))q”)

n=1 r+s=n

_ (2m)® 3 <3 - 24003 (n) + 2 - 50405 (n) +

123

n=1

+3-2402< > ag(r)ag(s)> —5042< > 05(7")05(8)) +

r+s=n

En faisant entrer 12—3 dans la parenthese, on parvient au résultat cherché:

= (2m)" i (15—203( )+ 1—7205(n) +

+ Y (10005(r)os(s) — 14705(r)o5(s)) +

r+s=n
+ 8000 ( Z Ug(T)O’g(S)O’g(t)) qn
r+s+t=n
0

Corollaire 2.3.9. Les deux premieres valeurs de la fonction de Ramanujan
7(n) sont:

T(1)=1, 7(2)=-24
Démonstration.

) 7 S5+7

1) = —o3(1) + —0o5(1) = 1
() = o)+ 3051 = =3
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5 7
T(2) = 503(2) + E05(2) + 10003(1)o3(1) — 14705(1)o5(1)
5 7
= —(14+2% 4+ —(1+2°) +100 — 14
12(+ )+12(+ )+ 100 7
45 + 231
=——47=-24
12
O
Théoréme 2.3.10. Soit k =0 (mod 2),k > 4 et 7 € H. 3 des coefficients
c¢n) €C;n=0,1,2,... tels que le développement de Fourier de l’invariante

absolue J est:

1 /1 > -
J(1) = 15 (& + nzzjoc(n)q”> avec q¢ = ™7

Démonstration. Par le corollaire 2.2.7, on a

_ enR(Em)
1) = BA0
1 ((1 +2405%, ag(n)q”)3>
123 Sl T(n)g"
11 ((1 +2405°° as(n)Q")3>

(1) + i}:;'(n)q”1

123 ¢
=3, g

Grace au corollaire 2.3.9, on sait que 7(1) = 1. On peut alors développer
J(7) de la fagon suivante (pour certains ¢(n) € C; n=0,1,2,...):

Sy )
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3 Applications en théorie des nombres

3.1 La fonction de Ramanujan 7(n)

Ramanujan a été le premier a étudier la fonction 7(n) de fagon appro-
fondie, il a démontré vers 1916 de nombreuses propriétés de 7(n) dans [3].
D’autres résultats ont été montrés dans les années 40 notamment par Leh-
mer [4].

Théoréme 3.1.1. 7(n) est une fonction a valeurs entiéres:
T(n) €Z VneN
Démonstration. Vu la forme générale (2.3.6) de 7(n), il suffit de démontrer
que
1

E(E)O':;(ﬂ) + 70'5(71)) €L
Clairement le reste de la somme qui compose 7(n) est entier ¥n € N.
Montrons donc que

S5o3(n) + 7o5(n) =0 (mod 12) (3.1.1)

Les seuls diviseurs pouvant intervenir dans les oy sur Z/127Z sont compris
entre —6 et 6.
Or on a que

5d° +7d° =0 (mod 12) Vd € Z* avec |d| <6 (3.1.2)
En effet, sur Z/12Z:
5d* + 7d° = 5d° — 5d® = 5(d* — d°)

Comme la seule solution & I’équation 5k = 0 sur Z/127Z est k = 0, il suffit de
vérifier que 'on a sur Z/12Z:

d>=d*> pourde {1,2,3,4,56}:

1=1"=1"=1 (mod 12)

8§=2"=2"=32=8+2-12 (mod 12)
2:-1243=27=3"=3"=243=3+20-12 (mod 12)
5:124+4=64=4"=4"=1024=4+85-12 (mod 12)
10-124+5=125=5=5>=3125=5+260-12 (mod 12)
18-124+0=216=6=6"=7776 =0+ 648 - 12 (mod 12)
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Ainsi, la congruence (3.1.2) est vraie pour tout élément pouvant intervenir
dans la somme des diviseurs de n dans (3.1.1), la méme congruence est donc
vérifiée pour toute cette somme et I’équation (3.1.1) est vérifiée.

U

Théoréme 3.1.2 (Ramanujan). La fonction de Ramanujan posséde des
propriétés arithmétiques trés intéressantes:

T(nm) = 7(n)T(m) VYn,m € N avec pgdc(n,m) =1

(p"™) = 7(p)T(®") — p*r(p") Vp premier,r € N

Sans démonstration. Il n’est pas possible de prouver ce théoreme avec la
théorie introduite ici car la démonstration utilise les opérateurs de Hecke.
On trouvera la démonstration dans [1] ou [2]. O

Le probleme suivant est ouvert:
Conjecture 3.1.3 (Lehmer).

Vn e N,7(n) #0

Vérifiée numériquement pour n < 2 - 101

3.1.1 Congruence de Ramanujan

Théoreme 3.1.4. Vn € N, on a la égalité suivante:

7567(n) = 65011 (n) + 69105(n) — 691-252 S o5(r)os(s)

r+s=n

Démonstration. {A, E2} est une base de My (c.f. p. 11). On peut donc
exprimer la série E15 € My dans cette base. De plus Eja(i00) = 1, Eg(ioo) =
1 et A(io0) = 0. D’ou 3u € C avec:

Eyp = Eg + pA
Posons A = —u(2m)!? € C:
A 2
WA - E6 - Elg

Passons aux développements de Fourier: V7 € H on a:

24 &

AniT(n)q” = (1 - % i%(n)qn>2 - (1 -y Jll(n)qn>

12 p—1
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Appliquons le lemme 2.3.7 et utilisons les valeurs pour By de la définition
1.5.2:

)‘Z q =1-2- 50420’5 +5042§:< Z JT(n)g5(3)> q" —

n=1 n=1 \r+s=n

65520 >
~ 691 Z"“

— Z ( 2-50405(n) + 504% > o.(n)os(s) — 623?011(%)) q"

r+s=n

Cette égalité conduit a la relation suivante entre les coefficients de Fourier:
65520

AT(n) = —2 - 50405 (n) + 5042 3" 0,(n)os(s) — 691

r+s=n

ou(n)  (3.1.3)

Posons n = 1; comme o05(1) = 011(1) = 7(1) = 1, on a alors:

N 9.5y 63520 2-504-601 2-504-65 2504756

691 691 691 691
Avec cette valeur pour A, I'équation (3.1.3) devient:
504 - 691
7567(n) = 691o5(n) — 5 > o.(n)os(s) + 65011 (n)
r4+s=n
Par 504'% = 691 - 252 on aboutit au résultat. O

Corollaire 3.1.5 (Ramanujan). On a la congruence remarquable:
7(n) = o11(n) (mod 691) Vn eN
Démonstration. Par le théoreme précédent on a:
7567 (n) = 65011 (n) + 69105(n) — 691252 Y o5(r)os(s)

r+s=n

— 65071 (n) + 691 <05(n) —252 % ag,(r)ag,(s))

r+s=n

=keZ
— 65071 (n) + 691k

Or 756 = 65 + 691, donc on a la congruence suivante:
657(n) = 65011(n) (mod 691)
Comme 691 est un nombre premier, Z/6917Z est un corps, d’ou:

7(n) = o11(n) (mod 691)
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3.2 Congruences entre puissances de premiers

Théoreme 3.2.1. On a la relation suivante entre o3 et oy:

o7(n) = o3(n) +120 Y o3(r)os(s) VneN

r+s=n

Démonstration. Le corollaire 2.2.4 donne une relation entre Eg et FEj:
Fy = E?

Passons aux développements de Fourier:

16 & g X 2
1 — — n_ (1.2 n
5 3 orlng ( 5. 3 oulng )

Appliquons le lemme 2.3.7 et utilisons les valeurs pour By de la définition
1.5.2:

1+ 480 i o7(n)q" =14 2-240 (i os(n)q" + 120 i > ag(r)ag(s)q”>

n=1 n=1 n=1r+s=n

D’ou la relation entre les coefficients de Fourier:

o7(n) = o3(n) +120 Y o3(r)os(s)

r+s=n

Corollaire 3.2.2. Soit p premier, alors

p"=p® (mod 120)

Démonstration. Observons que pour p premier,
or(p) =" +1
Le théoreme précédent devient donc

PrA1=p"+1+120 3 o3(r)os(s)

r+s=p

€L

Ceci amene immédiatement au résultat. O
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En tirant profit des autres relations données par le corollaire 2.2.4:
Eyg = EyFg, Ewu = EjEs

et des relations supplémentaires suivantes (elles se déduisent du corollaire
2.2.4):

E14 = E6E87 E14 = E4E10

on obtient de nouvelles congruences par la méme technique de démonstration
qui a été utilisée pour prouver le théoreme et le corollaire ci-dessus:

Exemple 1: ElO = E4E6
Théoreme 3.2.3.

11o9(n) = —1003(n) + 21os(n) + 5040 > o3(r)os(s) VneN

r+s=n

Corollaire 3.2.4. Soit p premier, alors

11p? = 21p° — 10p*  (mod 5040)

Exemple 2: E14 = E4E10
Théoreme 3.2.5.

o13(n) = —1003(n) + 11og(n) + 2640 > o3(r)oge(s) VneN

r+s=n

Corollaire 3.2.6. Soit p premier, alors
p’ = 11p° — 10p® (mod 2640)

Les démonstrations de ces quatre affirmations sont essentiellement les
mémes que celles du théoreme 3.2.1 et du corollaire 3.2.2.
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