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Résumé
Ce travail décrit le développement d’une expression permettant

de calculer la fonction de Ramanujan τ(n) en l’exprimant comme le
coefficient de Fourier de la forme modulaire ∆.

Le travail se base en grande partie sur un cours suivi chez le
Prof. H. W. Burmann à l’université de Göttingen en hiver 1996.

En introduction sont donnés un certain nombre de résultats sans
démonstration sur la théorie des fonctions et des formes modulaires.
Ces derniers sont montrés dans le manuscrit de Burmann [1] ou chez
Serre [2].

Le développement exposé en deuxième partie suit dans les grandes
lignes le cours de Burmann, bien que les démonstrations présentées ici
soient souvent différentes.

En conclusion sont démontrés quelques résultats de théorie des
nombres découlant de théorèmes élaborés en deuxième partie.
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1 Introduction

1.1 Le groupe modulaire Γ

Définition 1.1.1. Le groupe spécial linéaire du deuxième ordre sur les nom-
bres entiers SL(2,Z) (= ΓH = groupe modulaire homogène) a les éléments

( a bc d ) avec a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

Définition 1.1.2. Le groupe modulaire (inhomogène) Γ est le groupe des
transformations rationnelles linéaires LF (2,Z) de C dans C:

τ 7→ aτ + b

cτ + d
avec a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

– Γ est isomorphe à SL(2,Z)/{I;−I} où I = ( 1 0
0 1 ).

– Soit C = C∪{i∞} la sphère riemannienne. Les éléments de Γ sont des
applications bijectives de C dans C.

Définition 1.1.3. La relation d’équivalence ∼ sur C est définie comme suit:

τ, τ ′ ∈ C : τ ′ ∼ τ ⇐⇒ ∃M ∈ Γ tel que τ ′ = Mτ

On dira que τ, τ ′ sont équivalents sous Γ si τ ′ ∼ τ .

Définition 1.1.4. Soit H = {τ ∈ C | Im τ > 0} et H∗ = H ∪ {i∞}.
Un domaine fondamental de Γ est un sous-ensemble E de H∗ qui contient un
et un seul point de chaque classe d’équivalence de H∗/ ∼ et dont l’intérieur
◦
E ne contient aucun point τ avec Mτ = τ,M ∈ Γ \ {I}.

– L’ensemble

Ω = Ω1 ∪ {i∞}∪ Ω2 = {τ ∈ H∗ | −1

2
≤ Re τ ≤ 0, |τ | ≥ 1} ∪

{i∞} ∪ {τ ∈ H∗ | 0 < Re τ <
1

2
, |τ | > 1} (1.1.1)

est un domaine fondamental de Γ, il est appelé le domaine fondamen-
tal standard de Γ. Chaque moitié de Ω est un triangle sur la sphère
riemannienne C avec les coins i , i∞ et ρ resp. −ρ2, où ρ = −1

2
+ i
√

3
2

.

1.2 Les fonctions modulaires

Définition 1.2.1. Une fonction f : H∗ → C est une fonction modulaire si
elle satisfait les conditions suivantes:
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1. f est méromorphe dans H.

2. Invariance sous transformation modulaire:

f(Mτ) = f(τ) ∀M ∈ Γ, ∀τ ∈ H∗

3. ∃η > 0 tel que f(τ) peut être représenté pour Im τ > η sous la forme:

f(τ) =
∞∑
n=m

ane
2πinτ avec m ∈ Z, an ∈ C (1.2.1)

– Si la condition 3. est satisfaite, alors on dit que f est méromorphe à
l’infini. Une fonction modulaire est donc méromorphe dans tout H∗.

– Par 2. on a f(τ + 1) = f(τ), i.e. f est périodique de période 1.
Par conséquent, si f(τ) est holomorphe pour Im τ > η, on sait que le
développement de Fourier (1.2.1) existe.

– Grâce à la périodicité, on peut poser q = e2πiτ , (1.2.1) devient alors le
développement de Laurent suivant:

f(τ) =
∞∑
n=m

anq
n avec m ∈ Z, an ∈ C

– Par F (q) = f( 1
2πi

log q), 0 < |q| < 1, on définit une fonction méro-
morphe F . La condition 3. signifie que F a au plus un pôle en 0. Son
développement de Laurent autour de 0 est f(τ) =

∑∞
n=m anq

n.

1.2.1 L’ordre d’une fonction modulaire

Soit f(τ) 6≡ 0 une fonction modulaire et τ0 ∈ H. Dans un voisinage
approprié de τ0, f(τ) peut être écrite comme

f(τ) =
∞∑

n=m(τ0)

an(τ0)
(
τ − τ0

τ − τ0

)n
avec am(τ0) 6= 0

où m(τ0) ∈ Z et an(τ0) ∈ C sont déterminés de façon univoque par τ0 et f .
Si τ0 � i et τ0 � ρ, alors |m(τ0)| est l’ordre de f en τ0 mesuré dans la

variable (τ − τ0). (Il s’agit de l’ordre du zéro si m(τ0) > 0 et l’ordre du pôle
si m(τ0) < 0).

Définition 1.2.2. L’ordre σf de f en τ0 ∈ H est défini comme:

σf(τ0) =


m(τ0) si τ0 � i, ρ
1
2
m(τ0) si τ0 ∼ i

1
3
m(τ0) si τ0 ∼ ρ
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L’ordre du zéro nf resp. l’ordre du pôle pf en τ0 ∈ H est:

nf(τ0) =

σf (τ0) si σf (τ0) ≥ 0

0 si σf (τ0) < 0
, pf(τ0) =

0 si σf (τ0) ≥ 0

−σf (τ0) si σf (τ0) < 0

– Pour évaluer l’ordre de f(τ) en i∞, on détermine l’ordre de F (q) en 0.
On a ainsi défini l’ordre de f en τ0 ∀τ0 ∈ H∗.

Définition 1.2.3. L’ordre de la fonction modulaire f(τ) est

Nf =
∑
τ0∈Ω

nf(τ0) =
∑
τ0∈Ω

pf(τ0) = Pf

Il s’agit du nombre de zéros Nf de f en Ω (en tenant compte de leur multi-
plicité) qui est égal au nombre de pôles Pf de f en Ω (en tenant compte de
leur multiplicité).

– La somme ci-dessus a un sens, car une fonction modulaire f(τ) n’a
qu’un nombre fini de zéros dans Ω. En effet, la fonction méromorphe
F (q) correspondante n’a pas de zéros dans un voisinage de 0 choisi
suffisamment petit, donc f(τ) 6= 0 pour Im τ > η avec η suffisamment
grand. De plus le nombre de zéros dans le compact Ωη = {τ ∈ Ω, Im τ ≤
η} est fini vu que f est méromorphe.

On pose i∞ comme la valeur d’une fonction modulaire dans ses pôles.

Théorème 1.2.4. Une fonction modulaire non constante f d’ordre Nf prend
toute valeur c ∈ C le même nombre Nf de fois en parcourant Ω.

Conséquences:
– Nf = 0 ⇐⇒ f = constante 6= 0, i.e. une fonction modulaire sans

zéros ou sans pôles est constante
– Si deux fonctions modulaires f et g ont les mêmes zéros et pôles (y

compris leurs multiplicités), alors f = c · g avec c ∈ C.
– Pour une fonction modulaire non constante f et M ∈ Γ, on a NMf =
Nf .

1.2.2 L’invariante modulaire absolue J

Pour montrer l’existence des formes modulaires, on s’intéresse aux fonc-
tions modulaires d’ordre 1; elles ont la propriété suivante:

Si on trouve une seule fonction modulaire d’ordre 1, on peut obtenir toutes
les autres fonctions modulaires d’ordre 1 par le résultat suivant:
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Lemme 1.2.5. Soit f une fonction modulaire d’ordre 1. Si g est une fonc-
tion modulaire d’ordre 1, alors ∃M ∈ Γ tel que g = Mf .

On construit par la suite la fonction modulaire J d’ordre 1 en utilisant
plusieurs résultats:

Théorème 1.2.6 (Théorème de Riemann et extension). ∃f une appli-
cation bijective et holomorphe qui envoie un domaine simplement connexe
G ( C sur le disque unité D = {τ ∈ C | |τ | < 1}. Si G est un tri-
angle sphérique borné40, alors f peut être prolongée en un homéomorphisme
f : 40 → D

Théorème 1.2.7 (Principe de réflexion de Schwarz). (Cas particulier)
Soit G un disque ouvert centré en un point de l’axe imaginaire. Soit f(τ)
holomorphe sur G∩{τ ∈ C | Re τ < 0}, continue sur G∩{τ ∈ C | Re τ ≤ 0}
et à valeurs réelles sur G ∩ {τ ∈ C | Re τ = 0}. Alors f peut être prolongée
en une fonction holomorphe sur G par

f(τ) = f(−τ ) pour τ ∈ G ∩ {τ ∈ C | Re τ > 0}

Appliquons la transformation L0(τ) = 1
τ

à 4 =
◦
Ω1 où Ω1 est comme dans

(1.1.1). L’image 40 = L04 est un triangle sphérique borné. Par le théorème
1.2.6 il existe alors une application f : 40 → D holomorphe et homéomorphe
sur les bords.

Soit L1 ∈ LF (2,R) l’application holomorphe transformant D en H choi-
sie de la façon que l’on ait pour la fonction J : 4 → H∗ avec J(τ) =
L1(f(L0(τ))) les valeurs suivantes: J(ρ) = 0, J(i) = 1, J(i∞) = ∞. J
envoie donc le bord de 4 sur l’axe réel de façon homéomorphe.

En utilisant le principe de réflexion de Schwarz on prolonge J à Ω et
obtient ainsi une bijection J : Ω→ C holomorphe à l’intérieur de Ω.

Prolongeons J à H∗: Soit τ ∈ H∗. On sait que ∃M ∈ Γ tel que τ = Mτ0

pour un τ0 ∈ Ω. Posons J(τ) = J(Mτ0) := J(τ0).
De cette façon, on a construit une fonction J : H∗ → C holomorphe en H.

Lemme 1.2.8. J est une fonction modulaire d’ordre 1. J est appelée inva-
riante modulaire absolue.

En effet, on a par construction:
– J est méromorphe sur H

– J(Mτ) = J(τ) ∀M ∈ Γ, ∀τ ∈ H∗

et le développement J(τ) =
∑∞
n=m ane

2πinτ converge si Im τ > 0 par holo-
morphie de J .
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De plus, pour τ ∈
◦
Ω, on a J ′(τ) 6= 0 par injectivité de J . Par suite la

multiplicité de J en τ est 1 et la valeur J(τ) n’est pas atteinte à un autre
endroit de Ω que τ . Ainsi l’ordre de J est 1.

En conclusion, on dispose maintenant de toutes les fonctions modulaires
d’ordre 1 en appliquant le lemme 1.2.5 à J .

1.3 Les formes modulaires

Définition 1.3.1. Soit k ∈ Z, une fonction f : H∗ → C est une forme
modulaire de poids k si elle satisfait les conditions suivantes:

1. f est méromorphe dans H.

2. Comportement sous transformation modulaire:

f(Mτ) = (cτ + d)kf(τ) ∀M =
aτ + b

cτ + d
∈ Γ, ∀τ ∈ H∗

3. ∃η > 0 tel que f(τ) peut être représentée pour Im τ > η sous la forme
suivante (avec q = e2πiτ ):

f(τ) =
∞∑
n=m

anq
n avec m ∈ Z, an ∈ C (1.3.1)

– Par 2. on a f(τ + 1) = f(τ), i.e. f est périodique de période 1. Alors
F (q) = f( 1

2πi
log q), 0 < |q| < 1, est bien définie et une fonction

méromorphe. La condition 2. signifie que F a au plus un pôle en 0.
On dit que f est méromorphe à l’infini.

– Une forme modulaire de poids 0 est une fonction modulaire.
– Si k est impair, f(τ) ≡ 0 est la seule fonction qui remplit la condition

2, en effet, f(Mτ) = (cτ + d)kf(τ) = (−cτ − d)kf(τ) ∀M ∈ Γ, donc
soit k est pair, soit f ≡ 0. On prendra dorénavant toujours k pair.

– Observons que

dM

dτ
=
a(cτ + d)− c(aτ + b)

(cτ + d)2
=

(acτ − acτ) + (ad− bc)
(cτ + d)2

=
1

(cτ + d)2

De ce fait, la condition 2. peut être écrite comme:

f(Mτ) =

(
dM

dτ

)− k
2

f(τ) ∀M ∈ Γ, ∀τ ∈ H∗
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– Les formes modulaires de poids k forment un C-espace vectoriel.
– Soit deux formes modulaires f et g de poids k resp. l. Le poids du

produit fg est k+ l; si g 6≡ 0, le poids de f
g

est k− l. Ainsi, le quotient
de deux formes modulaires non nulles de même poids est une fonction
modulaire.

1.3.1 L’ordre d’une forme modulaire

Soit f(τ) 6≡ 0 une forme modulaire de poids k et τ0 ∈ H. Dans un
voisinage approprié de τ0, f(τ) peut être écrite comme

f(τ) =
(τ0 − τ0)

k
2

(τ − τ0)k

∞∑
n=m(τ0)

an(τ0)
(
τ − τ0

τ − τ0

)n
avec am(τ0) 6= 0

où m(τ0) ∈ Z et an(τ0) ∈ C sont déterminés de façon univoque par τ0 et f .

Définition 1.3.2. L’ordre σf de la forme modulaire f de poids k en τ0 ∈ H∗

est défini comme:

σf(τ0) =


m(τ0) si τ0 � i, ρ
1
2
m(τ0) si τ0 ∼ i

1
3
m(τ0) si τ0 ∼ ρ

m(i∞) si τ0 = i∞

L’ordre du zéro nf resp. l’ordre du pôle pf en τ0 ∈ H∗ est:

nf(τ0) =

σf (τ0) si σf (τ0) ≥ 0

0 si σf (τ0) < 0
, pf(τ0) =

0 si σf (τ0) ≥ 0

−σf (τ0) si σf (τ0) < 0

Définition 1.3.3. Soit f(τ) 6≡ 0 une forme modulaire de poids k. Il n’y a
qu’un nombre fini de τ0 ∈ Ω avec σf (τ0) 6= 0. On peut donc définir:

1. L’ordre ou nombre de zéros en Ω de f :

Nf =
∑
τ0∈Ω

nf (τ0)

2. Le nombre de pôles en Ω de f :

Pf =
∑
τ0∈Ω

pf (τ0)
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Théorème 1.3.4. Pour une forme modulaire f(τ) 6≡ 0 de poids k on a:

Nf − Pf =
k

12

Théorème 1.3.5. J ′(τ) est une forme modulaire de poids 2 avec

σJ ′(τ0) =


0 si τ0 � i, ρ
1
2

si τ0 ∼ i
2
3

si τ0 ∼ ρ

−1 si τ0 = i∞

NJ ′ =
7

6
; PJ ′ = −1

1.4 Les formes modulaires entières

Définition 1.4.1. Une forme modulaire sans pôles dans H∗ s’appelle forme
modulaire entière. Il s’agit d’une fonction holomorphe partout dans H∗.

– Pour une fonction modulaire entière f de poids k, on a Nf = k
12

car
Pf = 0.

Théorème 1.4.2. Les formes modulaires entières forment un C-espace vec-
toriel Mk de dimension finie. On a M0 = C, et pour k < 0 et k = 2,
Mk = {0}. En général, ∀k ∈ Z on a:

dim(Mk) ≤
[
k

12

]
+ 1 (1.4.1)

Démonstration.

1. Soit f ∈Mk, pour f 6≡ 0, on a Nf ≥ 0, donc k ≥ 0 par le fait ci-dessus.
Alors Mk = {0} pour k < 0.

2. Une fonction modulaire sans pôles est une fonction constante, ainsi
M0 = C.

3. Supposons f ∈ M0 et f 6≡ 0. On sait que Nf = 1
6
, donc pour certains

r, s, t ∈ N0, on aurait 1
6

= r
3

+ s
2

+ t, i.e. 1 = 2r+ 3s+ 6t. Comme cette
équation n’a pas de solutions entières positives, on a M2 = {0}.

4. Soient k ≥ 4 et f ∈ Mk avec développement de Fourier f(τ) =∑∞
n=m anq

n. Posons h =
[
k
12

]
+ 1. L’application φ : Mk → Ch dé-

finie par f 7→ (a0, a1, . . . , ah−1) est un homomorphisme de C-espaces
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vectoriels de noyau nul. En effet, si a0 = a1 = · · · = ah−1 = 0 et f 6≡ 0,

alors on aurait nf (i∞) ≥ h =
[
k
12

]
+1. Mais nf (i∞) ≤ Nf = k

12
. Ainsi,

φ est injective et donc dim(Mk) ≤ h.

– Vu le résultat précédent, on ne traitera par la suite plus que des Mk

avec k pair et k ≥ 4.

Définition 1.4.3. Une forme modulaire entière qui devient nulle en i∞ s’ap-
pelle forme cuspidale ou forme parabolique (Spitzenform, cusp form).

– Une forme modulaire entière f est une forme cuspidale si et seulement
si son développement de Fourier a la forme suivante:

f(τ) =
∞∑
n=1

anq
n avec an ∈ C

– Les formes cuspidales forment un sous-espace vectoriel Sk de Mk.
On a dim(Mk)− 1 ≤ dim(Sk) ≤ dim(Mk)

1.4.1 Le discriminant ∆

Définition 1.4.4. Soient les deux formes modulaires

E4 =
1

(2πi)2

J ′2

J(J − 1)

E6 = − 1

(2πi)3

J ′3

J2(J − 1)

– E4 et E6 sont des formes modulaires entières de poids 4 resp. 6.
– E4(i∞) = E6(i∞) = 1.
– Les τ ∼ ρ sont des zéros d’ordre 1

3
de E4.

– Les τ ∼ i sont des zéros d’ordre 1
2

de E6.

Théorème 1.4.5. Soit k = 4, 6, 8, . . . et k = 4m + 6n avec m,n ∈ N0.
Alors Em

4 E
n
6 est une forme modulaire entière de poids k et de valeur 1 en

i∞. Aussi dim(Mk) ≥ 1 et donc dim(Sk) = dim(Mk)− 1.

– Par (1.4.1), on a que dim(Mk) = 1 pour k ∈ {4, 6, 8, 10}.
– E2

4E6 est une base de M14 et donc dim(M14) = 1
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Théorème 1.4.6. Pour k ∈ {4, 6, 8, 10, 14}, on a dim(Mk) = 1 et les bases
pour les espaces Mk sont les suivantes:

Espace Base
M4 E4

M6 E6

M8 E2
4

M10 E4E6

M14 E2
4E6

Définition 1.4.7. Soit la forme modulaire

∆ =
(2π)12

123

(
E3

4 −E2
6

)
= −(2π)6

1728

J ′6

J4(J − 1)3

∆ est appelée discriminant, car à un facteur numérique prés, elle est égale
au discriminant du polynôme x3− π4

3
E4x− 2π6

27
E6 dans la théorie des courbes

elliptiques.

– ∆ est une forme cuspidale de poids 12. ∆ ne s’annule pas sur H et a
un zéro simple en i∞.

– Ainsi dim(S12) = 1 et donc dim(M12) = 2. {∆, E2
6} est une base de

M12.

Théorème 1.4.8. Pour k = 4, 6, 8, . . . on a

dim(Mk) =


[
k
12

]
+ 1 si k 6≡ 2 (mod 12)

[
k
12

]
si k ≡ 2 (mod 12)

dim(Sk) =


[
k
12

]
si k 6≡ 2 (mod 12)

[
k
12

]
− 1 si k ≡ 2 (mod 12)

1.5 La fonction ζ de Riemann

Définition 1.5.1. La fonction zêta de Riemann est définie comme suit:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
avec s ∈ C,Re(s) > 1
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Définition 1.5.2. Les nombres de Bernoulli Bk sont définis par le déve-
loppement en série:

x

ex − 1
=
∞∑
n=0

Bn

n!
xn

– Les premières valeurs de Bk sont: (Bk = 0 pour k impair)

B2 =
1

6
, B4 = − 1

30
, B6 =

1

42
, B8 = − 1

30
, B10 =

5

66
, B12 = − 691

2730
, . . .

Théorème 1.5.3. Pour k = 2, 4, 6, . . . on a

ζ(k) =
(2π)k

2(k!)
|Bk| = (−1)(1+ k

2
) (2π)k

2(k!)
Bk

– En utilisant les valeurs de Bk ci-dessus, on obtient:

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(6) =

π6

945
, ζ(8) =

π8

9450
,

ζ(10) =
π10

93555
, ζ(12) =

691π12

638512875
, . . .
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2 Développements de Fourier des formes mo-

dulaires entières

2.1 Séries d’Eisenstein

Définition 2.1.1. Soit k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 4, on définit la série d’Eisenstein
d’indice k comme suit:

Gk(τ) =
∞∑′

m,n=−∞

1

(mτ + n)k
avec τ ∈ H

où le symbole
∑′

signifie que la sommation ne porte que sur les couples
(m,n) distincts de (0, 0).

Définition 2.1.2. Soient a, b ∈ Z. Un réseau Gτ de C est un ensemble
discret de points de C: Gτ = {ω = aτ + b | a, b ∈ Z}
Lemme 2.1.3. Soit G un réseau de C et p ∈ Z, p > 2. La série suivante est
convergente:

∑
ω∈G\{0}

1

|ω|p

Démonstration. Choisissons r > 0 assez petit pour que les disques fermés
Kr(ω) = {τ ∈ C | |τ − ω| ≤ r} soient disjoints deux par deux ∀ω ∈ G.
Observons maintenant que l’on a les inégalités suivantes pour ω 6= 0:

∫∫
Kr(ω)

dx dy

(x2 + y2)
p
2

≥
∫∫

Kr(ω)

dx dy

max
(x,y)∈Kr(ω)

((x2 + y2)
p
2 )︸ ︷︷ ︸

=(|ω|+r)p

=
πr2

(|ω|+ r)p

≥ πr2

(1 + r
min
γ∈G
|γ|)

p |ω|p =
c

|ω|p où c est une constante.

En résumé, on a donc ∀ω ∈ G \ {0}

1

|ω|p ≤
1

c

∫∫
Kr(ω)

dx dy

(x2 + y2)
p
2

avec c =
πr2

(1 + r
min
γ∈G
|γ|)

p
(2.1.1)
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En utilisant l’inclusion
⋃

ω∈G\{0}
Kr(ω) ⊂ {τ ∈ C | |τ | ≥ r}, on tire de (2.1.1)

la majoration suivante:

∑
ω∈G\{0}

1

|ω|p ≤
1

c

∑
ω∈G\{0}

 ∫∫
Kr(ω)

dxdy

(x2 + y2)
p
2

 =
1

c

∫∫
⋃

ω∈G\{0}
Kr(ω)

dxdy

(x2 + y2)
p
2

≤ 1

c

∫∫
{τ∈C | |τ |≥r}

dxdy

(x2 + y2)
p
2︸ ︷︷ ︸

(∗)

(2.1.2)

L’intégrale (∗) se calcule en passant aux coordonnées polaires, i.e. en posant

x = R cosφ, y = R sin φ, resp. R = (x2 + y2)
1
2 , tan(φ) = y

x∫∫
{τ∈C | |τ |≥r}

dx dy

(x2 + y2)
p
2

=
∫ 2π

0

∫ ∞
r

1

Rp
RdRdφ =

2π

(p− 2)r(p−2)

De (2.1.2), on tire alors le résultat cherché:∑
ω∈G\{0}

1

|ω|p ≤
2π

c(p− 2)r(p−2)
<∞

Théorème 2.1.4. Soient η > 0, δ > 0 et k ≥ 4. La série Gk(τ) converge
absolument ∀τ ∈ H, de plus, elle converge uniformément ∀τ ∈ {υ ∈ H |
Im υ ≥ η, |Reυ| ≤ δ}.
Démonstration. On a le fait suivant: Si (m,n) parcourt Z2 \ {(0, 0)}, alors
mτ +n parcourt un réseau Gτ \{0} de C. Si on pose en outre ω = mτ+n, on

obtient alors par le lemme 2.1.3 la convergence absolue de
∑′∞

m,n=−∞
1

(mτ+n)k

en τ ∈ H.
Pour montrer la convergence uniforme, on pose:

B(τ0) = {τ ∈ H | |τ | ≥ |τ0| , |Re(τ)| ≤ x0} où τ0 = x0 + y0i avec x0 > 0

Pour τ ∈ B(τ0) et m,n ∈ Z, on a alors

|mτ + n|2 = m2 |τ |2 + 2mnRe(τ) + n2

≤
m2 |τ0|2 + 2mnx0 + n2 si mn ≤ 0

m2 |τ0|2 − 2mnx0 + n2 si mn > 0

=

|mτ0 + n|2 si mn ≤ 0

|m(−τ0) + n|2 si mn > 0
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D’où la majoration indépendante de τ suivante (∀τ ∈ B(τ0)):

∞∑′

m,n=−∞

1

|(mτ + n)k| ≤
∞∑′

m,n=−∞

(
1

|mτ0 + n|k
+

1

|m(−τ0) + n|k
)

On a donc convergence uniforme pour τ ∈ B(τ0). En choisissant τ0 tel que
|τ0| ≤ η et Re(τ0) ≥ δ, on obtient finalement la convergence uniforme sous
les conditions mentionnées en hypothèse.

2.2 Formes modulaires entières et séries d’Eisenstein

Théorème 2.2.1. Pour k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 4, la série Gk(τ) est une forme
modulaire entière de poids k avec Gk(i∞) = 2ζ(k), où ζ désigne la fonction
zêta de Riemann.

Démonstration. Soit M = aτ+b
cτ+d
∈ Γ; pour τ ∈ H;m,n ∈ Z, on a

m
aτ + b

cτ + d
+ n =

(am+ cn)τ + (bm+ dn)

cτ + d

Observons que l’application Z2 → Z2 : (m,n) 7→ (am + cn, bm + dn) =

(m,n) ( a bc d ) est une bijection, en effet (m,n) 7→ (m,n)
(
d −b
−c a

)
est son inverse.

De là, si (m,n) parcourt Z2, alors ((m,n)M) fait de même. On peut alors
réordonner la suite suivante: (en effet, elle est absolument convergente vu le
théorème 2.1.4)

Gk(Mτ) =
∑′

(m,n)∈Z2

1

(m(Mτ) + n)k

=
∑′

(m,n)∈Z2

1

((cτ + d)−1((am+ cn)τ + (bm+ dn)))k

=
∑′

((m′,n′)M−1)∈Z2

1

((cτ + d)−1(m′τ + n′))k

On obtient alors:

= (cτ + d)k
∑′

(m′,n′)∈Z2

1

(m′τ + n′)k

= (cτ + d)kGk(τ)

En conclusion, Gk soumis à une transformation modulaire a un comporte-
ment identique à celui d’une forme modulaire de poids k.
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On a l’holomorphie de Gk dans H par la convergence de Gk(τ) ∀τ ∈ H

du théorème 2.1.4. Il reste à prouver que Gk est holomorphe dans i∞, i.e.
que Gk(τ) a une limite pour Im(τ)→∞. Pour calculer cette limite, on peut
restreindre τ à Ω. Alors, grâce à la convergence uniforme de Gk dans Ω du
théorème 2.1.4, on peut passer à la limite terme à terme dans

lim
τ→∞
τ∈Ω

Gk(τ) = lim
τ→∞
τ∈Ω

 ∞∑′

m,n=−∞

1

(mτ + n)k

 =
∞∑′

m,n=−∞

(
lim
τ→∞
τ∈Ω

1

(mτ + n)k

)
︸ ︷︷ ︸

=0 pour m6=0
= 1

nk
pour m=0

=
∞∑′

n=−∞

1

nk
=

−1∑
n=−∞

1

nk
+
∞∑
n=1

1

nk
= 2

∞∑
n=1

1

nk
= 2ζ(k)

Alors Gk est holomorphe dans H∗ et donc une forme modulaire entière.

Théorème 2.2.2. Pour k = 4, 6, on a les relations suivantes entre les séries
d’Eisenstein Gk et les formes modulaires entières Ek définies dans 1.4.4:

E4 =
1

2ζ(4)
G4, E6 =

1

2ζ(6)
G6

Démonstration. Par le théorème 2.2.1, on sait que G4 ∈ M4 et G6 ∈ M6.
Soit k ∈ {4, 6}. On a dim(Mk) = 1 par le théorème 1.4.2, les Gk sont donc
des multiples des bases Ek de Mk. Le théorème 2.2.1 donne en outre la
valeur Gk(i∞) = 2ζ(k), d’où 1

2ζ(4)
G4(i∞) = 1

2ζ(6)
G6(i∞) = 1. En utilisant

E4(i∞) = E6(i∞) = 1, on obtient alors le résultat.

Grâce au théorème 2.2.2, on peut poser la définition suivante en accord
avec ce qui précède (notamment la définition 1.4.4):

Définition 2.2.3. Soit k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 4. On appelle série d’Eisenstein
normée la série

Ek =
1

2ζ(k)
Gk

On a Ek(i∞) = 1.

Corollaire 2.2.4. Comme conclusion directe aux théorèmes 2.2.2 et 1.4.6
on obtient les relations entre Ek suivantes:

E8 = E2
4 , E10 = E4E6, E14 = E2

4E6
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2.2.1 Ek et J écrits comme série

Théorème 2.2.5. Pour k = 4, 6, 8, . . . , on a l’expression

Ek(τ) =
1

2

∑
pgdc(m,n)=1

1

(mτ + n)k

Démonstration. On peut écrire

Gk(τ) =
∞∑′

m,n=−∞

1

(mτ + n)k

=
∞∑
t=1

 ∑
pgdc(m,n)=t

1

(mτ + n)k


=
∞∑
t=1

 ∑
pgdc(m,n)=t

1

(t(m′τ + n′))k

 avec m′ =
m

t
, n′ =

n

t
∈ Z

=
∞∑
t=1

 1

tk
∑

pgdc(m′,n′)=1

1

(m′τ + n′)k


=

( ∞∑
t=1

1

tk

) ∑
pgdc(m′,n′)=1

1

(m′τ + n′)k


= ζ(k)

∑
pgdc(m,n)=1

1

(mτ + n)k

En utilisant l’expression pourGk déterminée ci-dessus dans la définition 2.2.3:
Ek = 1

2ζ(k)
Gk, on aboutit immédiatement au résultat cherché.

Du théorème 2.2.5 on peut déduire une expression pour calculer J , l’in-
variante modulaire absolue construite de façon purement géométrique dans
la partie 1.2.2:

Corollaire 2.2.6. On a:

J =

( ∑
pgdc(m,n)=1

1
(mτ+n)4

)3

( ∑
pgdc(m,n)=1

1
(mτ+n)4

)3

− 2

( ∑
pgdc(m,n)=1

1
(mτ+n)6

)2

Démonstration. De la définition 1.4.4 on tire

E3
4 =

1

(2πi)6

J ′6

J3(J − 1)3
et E2

6 =
1

(2πi)6

J ′6

J4(J − 1)2
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On égalise les deux expression pour J ′6 ci-dessus et on déduit une expression
pour J :

E3
4J

3(J − 1)3 = E2
6J

4(J − 1)2 ⇐⇒
E3

4(J − 1) = E2
6J

D’où

J =
E3

4

E3
4 −E2

6

(2.2.1)

Si on remplace E4 et E6 par leur expression en série du théorème 2.2.5, on
aboutit immédiatement à la conclusion.

Corollaire 2.2.7. On peut exprimer J en fonction de E4 et ∆:

J =
(2π)12E3

4

123∆

Démonstration. Conséquence immédiate de la définition 1.4.7 et de l’équa-
tion 2.2.1.

2.3 Les coefficients de Fourier de Ek, ∆ et J

2.3.1 Développement de Fourier de Ek

Définition 2.3.1. On définit la fonction suivante pour k ∈ Z, k ≥ 4

hk(τ) =
∞∑

n=−∞

1

(τ + n)k

Lemme 2.3.2. Soient η > 0, δ > 0 et k ∈ Z, k ≥ 4. La série hk(τ) définie
ci-dessus converge absolument ∀τ ∈ H, de plus elle converge uniformément
∀τ ∈ {υ ∈ H | Im υ ≥ η, |Reυ| ≤ δ}
Démonstration. Le théorème 2.1.4 nous dit que la série d’Eisenstein, i.e.

Gk(τ) =
∑′∞

m,n=−∞
1

(mτ+n)k
converge si τ remplit les conditions énoncés en

hypothèse. Comme la série hk(τ) est une sous-suite de Gk(τ) (la sous-suite
pour m = 1), on obtient immédiatement le résultat.

Lemme 2.3.3. Soit k ∈ Z, k ≥ 4. La fonction hk est holomorphe dans H et
elle est périodique: hk(τ + 1) = hk(τ).
∀τ ∈ H, le développement de Fourier de hk est

hk(τ) =
(−2πi)k

(k − 1)!

∞∑
m=1

mk−1qm avec q = e2πiτ
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Démonstration. L’holomorphie est donnée par la convergence absolue de
hk ∀τ ∈ H du lemme 2.3.2. La périodicité suit du changement d’indice
l = n+ 1 dans

hk(τ + 1) =
∞∑

n=−∞

1

(τ + 1 + n)k
=

∞∑
l=−∞

1

(τ + l)k
= hk(τ)

Pour calculer la limite de hk quand Im(τ) →∞, on peut restreindre τ à Ω.
Alors, grâce à la convergence uniforme de hk dans Ω du lemme 2.3.2, on peut
passer à la limite terme à terme dans

lim
τ→∞
τ∈Ω

hk(τ) = lim
τ→∞
τ∈Ω

( ∞∑
n=−∞

1

(τ + n)k

)
=

∞∑
n=−∞

(
lim
τ→∞
τ∈Ω

1

(τ + n)k

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

L’existence du développement de Fourier de hk est une conséquence de l’holo-
morphie et de la périodicité de hk dans H; suite au calcul de limite ci-dessus,
ce développement converge vers hk partout dans H.
Ainsi on a

hk(τ) =
∞∑

m=−∞
αk,me

2πimτ =
∞∑

m=−∞
αk,mq

m (2.3.1)

avec

αk,m =
∫ 1+iy

iy
hk(τ)e−2πimτ dτ où y ∈ R, y > 0

Vu que hk converge uniformément pour les valeurs de τ considérées (lemme
2.3.2), on peut permuter somme et intégrale dans le calcul suivant:

αk,m =
∫ 1+iy

iy

( ∞∑
n=−∞

1

(τ + n)k
e−2πimτ

)
dτ

=
∞∑

n=−∞

(∫ 1+iy

iy

e−2πimτ

(τ + n)k
dτ

)

=
∞∑

n=−∞

(∫ n+1+iy

n+iy

e−2πimτ

τk
dτ

)

=
∫ ∞+iy

−∞+iy

e−2πimτ

τk
dτ

(2.3.2)

Calculons la valeur de cette dernière intégrale
∞+iy∫
−∞+iy

eiλτ

τk
dτ , avec λ = −2πm

une constante réelle:
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Soient y, η ∈ R fixés avec η > y > 0 si λ ≥ 0, et η < 0 < y si λ <
0. On calcule l’intégrale de eiλτ

τk
sur un chemin rectangulaire dans C qui

parcourt les segments [−x + iy, x+ iy], [x+ iy, x+ iη], [x+ iη,−x+ iη] et
[−x + iη,−x+ iy]:

1. La fonction eiλτ

τk
a un unique pôle d’ordre k en 0; donc, si le rectangle

ci-dessus entoure 0, on a par le théorème des résidus:

∫ x+iy

−x+iy

eiλτ

τk
dτ +

∫ x+iη

x+iy

eiλτ

τk
dτ +

∫ −x+iη

x+iη

eiλτ

τk
dτ +

∫ −x+iy

−x+iη

eiλτ

τk
dτ =

= −2πiRés
τ=0

eiλτ

τk
= −2πi

1

(k − 1)!

dk−1

dτk−1

(
(τ − 0)k

eiλτ

τk

)∣∣∣∣∣
τ=0

=

= −2πi
1

(k − 1)!

dk−1

dτk−1

(
eiλτ

)∣∣∣∣
τ=0

= −2πi
(iλ)k−1

(k − 1)!
(2.3.3)

Si le rectangle n’entoure pas 0, la valeur de l’intégrale sur le rectangle
est nulle.

2. Si 0 < y < η, le rectangle n’entoure pas 0.
Si η < 0 < y, le rectangle entoure 0.

3. La valeur de l’intégrale sur les côtés verticaux du rectangle tend vers 0
quand |x| → ∞:

lim
|x|→∞

(∫ x+iη

x+iy

eiλτ

τk
dτ

)
= 0

En effet, si on suppose que y < η, alors pour τ ∈ [x+ iy, x+ iη], on a
la majoration

∣∣∣∣∣eiλττk
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣eiλ(x+iη)
∣∣∣

|x+ iy|k
=

e−λη

(x2 + y2)
k
2

≤ C

|x|k
avec C une constante

Comme k ≥ 4, on a C
|x|k → 0, quand |x| → ∞; d’où la valeur limite 0

de l’intégrale ci-dessus. Pour η < y, la démonstration est analogue.

4. En passant l’équation (2.3.3) à la limite x→∞, on obtient:

∫ ∞+iy

−∞+iy

eiλτ

τk
dτ +

∫ −∞+iη

∞+iη

eiλτ

τk
dτ =

=

0 si 0 < y < η

−2πi (iλ)k−1

(k−1)!
si η < 0 < y

(2.3.4)
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5. La deuxième intégrale de (2.3.4) tend vers 0 quand |η| → ∞:
Observons que λη ≥ 0 quelque soient λ, η; alors:

∣∣∣∣∣
∫ ∞+iη

−∞+iη

eiλτ

τk
dτ

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞+iη

−∞+iη

∣∣∣eiλτ ∣∣∣
|τ |k

dτ =
∫ ∞
−∞

=1︷ ︸︸ ︷∣∣∣eiλx∣∣∣
<1︷ ︸︸ ︷∣∣∣e−λη∣∣∣

(x2 + η2)
k
2

dx ≤

≤
∫ ∞
−∞

1

(x2 + η2)
k
2

dx =
1

|η|k
∫ ∞
−∞

1((
x
η

)2
+ 1

)k
2

dx =

=
1

|η|(k−1)

∫ ∞
−∞

1

(x2 + 1)
k
2

dx︸ ︷︷ ︸
<∞

(2.3.5)

Si |η| → ∞, alors 1

|η|(k−1) → 0. De 2.3.5 suit par conséquent

lim
|η|→∞

(∫ ∞+iη

−∞+iη

eiλτ

τk
dτ

)
= 0

6. En passant l’équation (2.3.4) à la limite |η| → ∞, on obtient:∫ ∞+iy

−∞+iy

eiλτ

τk
dτ =

0 si λ ≥ 0

−2πi (iλ)k−1

(k−1)!
si λ < 0

7. Le précédent résultat donne (en remplaçant λ par −2πm) la valeur de
l’expression (2.3.2):

αk,m =

0 si m ≤ 0

−2πi (−2πim)k−1

(k−1)!
si m > 0

Au moyen de cette expression on tire de (2.3.1) le résultat cherché:

hk(τ) =
(−2πi)k

(k − 1)!

∞∑
m=1

mk−1qm

Définition 2.3.4. Soit n ∈ N, k ∈ Z. On définit

σk(n) =
∑
d|n
dk

la somme des k-ièmes puissances de tout les diviseurs de n.
On pose en outre

σk(0) = 0
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Théorème 2.3.5. Soit k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 4 et τ ∈ H. Le développement
de Fourier de la série d’Eisenstein Gk est:

Gk(τ) = 2ζ(k) + 2
(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

σk−1(n)qn avec q = e2πiτ

Démonstration. Décomposons la série Gk(τ) en trois parties, selon que
m < 0, m = 0 ou m > 0:

Gk(τ) =
∞∑′

m,n=−∞

1

(mτ + n)k

=
−1∑

m=−∞

∞∑
n=−∞

1

(mτ + n)k
+

∞∑′

n=−∞

1

(0τ + n)k
+
∞∑
m=1

∞∑
n=−∞

1

(mτ + n)k

=
1∑

m=∞

∞∑
n=−∞

1

(−mτ + n)k
+

∞∑′

n=−∞

1

nk
+
∞∑
m=1

∞∑
n=−∞

1

(mτ + n)k

Par parité de k, on a (−mτ+n)k = (mτ−n)k et (−n)k = nk. Du changement
d’indice n 7→ −n dans les deux premières sommes, il résulte alors:

=
1∑

m=∞

−∞∑
n=∞

1

(mτ + n)k
+

1∑
n=∞

1

nk
+
∞∑
n=1

1

nk
+
∞∑
m=1

∞∑
n=−∞

1

(mτ + n)k

Grâce à la convergence uniforme de Gk du théorème 2.1.4, on peut réordonner
les deux premières sommes et regrouper:

= 2
∞∑
n=1

1

nk
+ 2

∞∑
m=1

∞∑
n=−∞

1

(mτ + n)k

= 2ζ(k) + 2
∞∑
m=1

hk(mτ)

En utilisant le développement de Fourier du lemme 2.3.3, on obtient:

= 2ζ(k) + 2
∞∑
m=1


=(2πi)k︷ ︸︸ ︷

(−2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

nk−1
(
e2πimτ

)n
= 2ζ(k) + 2

(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
m=1

∞∑
n=1

nk−1e2πimnτ

︸ ︷︷ ︸
(∗∗)
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Soit η > 0. Pour τ = x + iy ∈ H avec y ≥ η, la double série (∗∗) converge
absolument uniformément. En effet∣∣∣nk−1e2πimnτ

∣∣∣ ≤ nk−1
∣∣∣e2πimnx

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=1

∣∣∣e−2πmny
∣∣∣ =

nk−1

e2πmny
≤ nk−1

(e2πmnη︸ ︷︷ ︸
>1

)
≤ nk−1

On peut donc réordonner (∗∗) de la façon suivante:

∞∑
m=1

∞∑
n=1

nk−1e2πimnτ =
∞∑
t=1

∑
mn=t

m>0,n>0

nk−1e2πitτ =

=
∞∑
t=1

 ∑
mn=t

m>0,n>0

nk−1

 e2πitτ =
∞∑
t=1

∑
n|t
nk−1

 qt =
∞∑
t=1

σk−1(t)qt

Avec cette expression pour (∗∗), on obtient immédiatement le développement
de Fourier énoncé en hypothèse.

Corollaire 2.3.6. Soit k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 4 et τ ∈ H. Le développement
de Fourier de la série d’Eisenstein normée Ek est:

Ek(τ) = 1− 2k

Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn avec q = e2πiτ

Démonstration. Par le théorème précédent, la définition 2.2.3: Ek = 1
2ζ(k)

Gk

devient:

Ek(τ) = 1 +
(2πi)k

ζ(k)(k − 1)!

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

En appliquant le théorème 1.5.3: ζ(k) = (−1)(1+ k
2

) (2π)k

2(k!)
Bk, on obtient:

= 1 +
2(2πi)kk!

(−1)(1+ k
2

)(2π)k(k − 1)!Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

= 1 +
2(i)kk

(−1)(1+ k
2

)Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

= 1 +
(i2)

k
2

(−1)(−1)
k
2

2k

Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

= 1− 2k

Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn
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2.3.2 Développement de Fourier de ∆ et J

Lemme 2.3.7. Soit S(τ) =
∑∞
n=1 a(n)qn une série uniformément conver-

gente pour τ ∈ H. Alors on a pour k ∈ C:(
1 + k

∞∑
n=1

a(n)qn
)2

= 1 + 2k
∞∑
n=1

a(n)qn + k2
∞∑
n=2

( ∑
r+s=n

a(r)a(s)

)
qn

(
1 + k

∞∑
n=1

a(n)qn
)3

= 1 + 3k
∞∑
n=1

a(n)qn + 3k2
∞∑
n=2

( ∑
r+s=n

a(r)a(s)

)
qn

+ k3
∞∑
n=3

( ∑
r+s+t=n

a(r)a(s)a(t)

)
qn

Démonstration. Trouvons des expressions directes pour S2 et S3:
La formule suivante explicite la multiplication de deux polynômes de terme
constant nul: (

n∑
i=1

pix
i

) m∑
j=1

qjx
j

 =
n+m∑
i=2

 ∑
r+s=i

prqs

xi
Cette formule peut être appliquée au produit de deux séries uniformément
convergentes et donc à S2 = SS et S3 = SS2:

S2 =

( ∞∑
n=1

a(n)qn
)2

=
∞∑
n=2

( ∑
r+s=n

a(r)a(s)

)
qn

S3 =

( ∞∑
n=1

a(n)qn
)( ∞∑

m=1

a(m)qm
)2

=

( ∞∑
n=1

a(n)qn
)( ∞∑

m=2

( ∑
r+s=m

a(r)a(s)

)
qm
)

=
∞∑
n=3

( ∑
t+m=n

a(t)

( ∑
r+s=m

a(r)a(s)

))
qn

=
∞∑
n=3

( ∑
t+r+s=n

a(t)a(r)a(s)

)
qn
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En utilisant les expressions ci-dessus dans

(1 + kS)2 = 1 + 2kS + k2S2

(1 + kS)3 = 1 + 3kS + 3k2S2 + k3S3

on aboutit immédiatement à la conclusion.

Théorème 2.3.8. Soit k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 4 et τ ∈ H. Le développement
de Fourier du discriminant ∆ est:

∆(τ) = (2π)12
∞∑
n=1

τ(n)qn avec q = e2πiτ

où τ(n) est la fonction de Ramanujan donnée par:

τ(n) =
1

12
(5σ3(n) + 7σ5(n)) +

∑
r+s=n

(100σ3(r)σ3(s)− 147σ5(r)σ5(s))

+ 8000
∑

r+s+t=n

σ3(r)σ3(s)σ3(t)

(2.3.6)

Démonstration. Le développement de Fourier de Ek du corollaire 2.3.6 utilisé
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dans la définition 1.4.7 mène à:

∆(τ) =
(2π)12

123

(
(E4(τ))3 − (E6(τ))2

)
=

(2π)12

123

(1− 8

B4

∞∑
n=1

σ3(n)qn
)3

−
(

1− 12

B6

∞∑
n=1

σ5(n)qn
)2


Avec les valeurs pour Bk de la définition 1.5.2, on a:

=
(2π)12

123

(1 + 240
∞∑
n=1

σ3(n)qn
)3

−
(

1− 504
∞∑
n=1

σ5(n)qn
)2


Du lemme 2.3.7 suit alors:

=
(2π)12

123

1 + 3 · 240
∞∑
n=1

σ3(n)qn +

+ 3 · 2402
∞∑
n=2

( ∑
r+s=n

σ3(r)σ3(s)

)
qn +

+ 2403
∞∑
n=3

( ∑
r+s+t=n

σ3(r)σ3(s)σ3(t)

)
qn − 1 +

+ 2 · 504
∞∑
n=1

σ5(n)qn − 5042
∞∑
n=2

( ∑
r+s=n

σ5(r)σ5(s)

)
qn
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De la définition 2.3.4 suit σ5(0) = σ3(0) = 0, ainsi on peut sommer partout
à partir de n = 1:

∆(τ) =
(2π)12

123

3 · 240
∞∑
n=1

σ3(n)qn + 3 · 2402
∞∑
n=1

( ∑
r+s=n

σ3(r)σ3(s)

)
qn +

+ 2403
∞∑
n=1

( ∑
r+s+t=n

σ3(r)σ3(s)σ3(t)

)
qn +

+ 2 · 504
∞∑
n=1

σ5(n)qn − 5042
∞∑
n=1

( ∑
r+s=n

σ5(r)σ5(s)

)
qn


=

(2π)12

123

∞∑
n=1

3 · 240σ3(n) + 2 · 504σ5(n) +

+ 3 · 2402

( ∑
r+s=n

σ3(r)σ3(s)

)
− 5042

( ∑
r+s=n

σ5(r)σ5(s)

)
+

+ 2403

( ∑
r+s+t=n

σ3(r)σ3(s)σ3(t)

)qn
En faisant entrer 1

123 dans la parenthèse, on parvient au résultat cherché:

= (2π)12
∞∑
n=1

 5

12
σ3(n) +

7

12
σ5(n) +

+
∑

r+s=n

(100σ3(r)σ3(s)− 147σ5(r)σ5(s)) +

+ 8000

( ∑
r+s+t=n

σ3(r)σ3(s)σ3(t)

)qn

Corollaire 2.3.9. Les deux premières valeurs de la fonction de Ramanujan
τ(n) sont:

τ(1) = 1, τ(2) = −24

Démonstration.

τ(1) =
5

12
σ3(1) +

7

12
σ5(1) =

5 + 7

12
= 1
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τ(2) =
5

12
σ3(2) +

7

12
σ5(2) + 100σ3(1)σ3(1)− 147σ5(1)σ5(1)

=
5

12
(1 + 23) +

7

12
(1 + 25) + 100− 147

=
45 + 231

12
− 47 = −24

Théorème 2.3.10. Soit k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 4 et τ ∈ H. ∃ des coefficients
c(n) ∈ C; n = 0, 1, 2, . . . tels que le développement de Fourier de l’invariante
absolue J est:

J(τ) =
1

123

(
1

q
+
∞∑
n=0

c(n)qn
)

avec q = e2πiτ

Démonstration. Par le corollaire 2.2.7, on a

J(τ) =
(2π)12(E4(τ))3

123∆(τ)

=
1

123

(
(1 + 240

∑∞
n=1 σ3(n)qn)3∑∞

n=1 τ(n)qn

)

=
1

123
· 1

q

(
(1 + 240

∑∞
n=1 σ3(n)qn)3

τ(1) +
∞∑
n=2

τ(n)qn−1

︸ ︷︷ ︸
=
∑∞

n=1
τ(n+1)qn

)

Grâce au corollaire 2.3.9, on sait que τ(1) = 1. On peut alors développer
J(τ) de la façon suivante (pour certains c(n) ∈ C; n = 0, 1, 2, . . . ):

J(τ) =
1

123
· 1
q

(
1 +

∞∑
n=1

c(n− 1)qn
)

=
1

123

(
1

q
+
∞∑
n=0

c(n)qn
)
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3 Applications en théorie des nombres

3.1 La fonction de Ramanujan τ(n)

Ramanujan a été le premier à étudier la fonction τ(n) de façon appro-
fondie, il a démontré vers 1916 de nombreuses propriétés de τ(n) dans [3].
D’autres résultats ont été montrés dans les années 40 notamment par Leh-
mer [4].

Théorème 3.1.1. τ(n) est une fonction à valeurs entières:

τ(n) ∈ Z ∀n ∈ N

Démonstration. Vu la forme générale (2.3.6) de τ(n), il suffit de démontrer
que

1

12
(5σ3(n) + 7σ5(n)) ∈ Z

Clairement le reste de la somme qui compose τ(n) est entier ∀n ∈ N.
Montrons donc que

5σ3(n) + 7σ5(n) ≡ 0 (mod 12) (3.1.1)

Les seuls diviseurs pouvant intervenir dans les σk sur Z/12Z sont compris
entre −6 et 6.
Or on a que

5d3 + 7d5 ≡ 0 (mod 12) ∀d ∈ Z∗ avec |d| ≤ 6 (3.1.2)

En effet, sur Z/12Z:

5d3 + 7d5 = 5d3 − 5d5 = 5(d3 − d5)

Comme la seule solution à l’équation 5k = 0 sur Z/12Z est k = 0, il suffit de
vérifier que l’on a sur Z/12Z:

d3 = d5 pour d ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} :

1 = 13 ≡ 15 = 1 (mod 12)

8 = 23 ≡ 25 = 32 = 8 + 2 · 12 (mod 12)

2 · 12 + 3 = 27 = 33 ≡ 35 = 243 = 3 + 20 · 12 (mod 12)

5 · 12 + 4 = 64 = 43 ≡ 45 = 1024 = 4 + 85 · 12 (mod 12)

10 · 12 + 5 = 125 = 53 ≡ 55 = 3125 = 5 + 260 · 12 (mod 12)

18 · 12 + 0 = 216 = 63 ≡ 65 = 7776 = 0 + 648 · 12 (mod 12)
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Ainsi, la congruence (3.1.2) est vraie pour tout élément pouvant intervenir
dans la somme des diviseurs de n dans (3.1.1), la même congruence est donc
vérifiée pour toute cette somme et l’équation (3.1.1) est vérifiée.

Théorème 3.1.2 (Ramanujan). La fonction de Ramanujan possède des
propriétés arithmétiques très intéressantes:

τ(nm) = τ(n)τ(m) ∀n,m ∈ N avec pgdc(n,m) = 1

τ(pr+1) = τ(p)τ(pr)− p11τ(pr−1) ∀p premier, r ∈ N

Sans démonstration. Il n’est pas possible de prouver ce théorème avec la
théorie introduite ici car la démonstration utilise les opérateurs de Hecke.
On trouvera la démonstration dans [1] ou [2].

Le problème suivant est ouvert:

Conjecture 3.1.3 (Lehmer).

∀n ∈ N, τ(n) 6= 0

Vérifiée numériquement pour n ≤ 2 · 1011

3.1.1 Congruence de Ramanujan

Théorème 3.1.4. ∀n ∈ N, on a la égalité suivante:

756τ(n) = 65σ11(n) + 691σ5(n)− 691 · 252
∑

r+s=n

σ5(r)σ5(s)

Démonstration. {∆, E2
6} est une base de M12 (c.f. p. 11). On peut donc

exprimer la série E12 ∈M12 dans cette base. De plus E12(i∞) = 1, E6(i∞) =
1 et ∆(i∞) = 0. D’où ∃µ ∈ C avec:

E12 = E2
6 + µ∆

Posons λ = −µ(2π)12 ∈ C:

λ

(2π)12
∆ = E2

6 − E12

Passons aux développements de Fourier: ∀τ ∈ H on a:

λ
∞∑
n=1

τ(n)qn =

(
1− 12

B6

∞∑
n=1

σ5(n)qn
)2

−
(

1− 24

B12

∞∑
n=1

σ11(n)qn
)



Les coefficients de Fourier de la forme modulaire ∆ 31

Appliquons le lemme 2.3.7 et utilisons les valeurs pour Bk de la définition
1.5.2:

λ
∞∑
n=1

τ(n)qn = 1− 2 · 504
∞∑
n=1

σ5(n)qn + 5042
∞∑
n=1

( ∑
r+s=n

σr(n)σ5(s)

)
qn −

− 1− 65520

691

∞∑
n=1

σ11(n)qn

=
∞∑
n=1

(
−2 · 504σ5(n) + 5042

∑
r+s=n

σr(n)σ5(s)− 65520

691
σ11(n)

)
qn

Cette égalité conduit à la relation suivante entre les coefficients de Fourier:

λτ(n) = −2 · 504σ5(n) + 5042
∑

r+s=n

σr(n)σ5(s)− 65520

691
σ11(n) (3.1.3)

Posons n = 1; comme σ5(1) = σ11(1) = τ(1) = 1, on a alors:

λ = −2 · 504− 65520

691
= −2 · 504 · 691

691
− 2 · 504 · 65

691
= −2 · 504 · 756

691

Avec cette valeur pour λ, l’équation (3.1.3) devient:

756τ(n) = 691σ5(n)− 504 · 691

2

∑
r+s=n

σr(n)σ5(s) + 65σ11(n)

Par 504·691
2

= 691 · 252 on aboutit au résultat.

Corollaire 3.1.5 (Ramanujan). On a la congruence remarquable:

τ(n) ≡ σ11(n) (mod 691) ∀n ∈ N
Démonstration. Par le théorème précédent on a:

756τ(n) = 65σ11(n) + 691σ5(n)− 691 · 252
∑

r+s=n

σ5(r)σ5(s)

= 65σ11(n) + 691

(
σ5(n)− 252

∑
r+s=n

σ5(r)σ5(s)

)
︸ ︷︷ ︸

=k∈Z

= 65σ11(n) + 691k

Or 756 = 65 + 691, donc on a la congruence suivante:

65τ(n) ≡ 65σ11(n) (mod 691)

Comme 691 est un nombre premier, Z/691Z est un corps, d’où:

τ(n) ≡ σ11(n) (mod 691)
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3.2 Congruences entre puissances de premiers

Théorème 3.2.1. On a la relation suivante entre σ3 et σ7:

σ7(n) = σ3(n) + 120
∑

r+s=n

σ3(r)σ3(s) ∀n ∈ N

Démonstration. Le corollaire 2.2.4 donne une relation entre E8 et E4:

E8 = E2
4

Passons aux développements de Fourier:

1− 16

B8

∞∑
n=1

σ7(n)qn =

(
1− 8

B4

∞∑
n=1

σ3(n)qn
)2

Appliquons le lemme 2.3.7 et utilisons les valeurs pour Bk de la définition
1.5.2:

1 + 480
∞∑
n=1

σ7(n)qn = 1 + 2 · 240

( ∞∑
n=1

σ3(n)qn + 120
∞∑
n=1

∑
r+s=n

σ3(r)σ3(s)qn
)

D’où la relation entre les coefficients de Fourier:

σ7(n) = σ3(n) + 120
∑

r+s=n

σ3(r)σ3(s)

Corollaire 3.2.2. Soit p premier, alors

p7 ≡ p3 (mod 120)

Démonstration. Observons que pour p premier,

σk(p) = pk + 1

Le théorème précédent devient donc

p7 + 1 = p3 + 1 + 120
∑
r+s=p

σ3(r)σ3(s)︸ ︷︷ ︸
∈Z

Ceci amène immédiatement au résultat.
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En tirant profit des autres relations données par le corollaire 2.2.4:

E10 = E4E6, E14 = E2
4E6

et des relations supplémentaires suivantes (elles se déduisent du corollaire
2.2.4):

E14 = E6E8, E14 = E4E10

on obtient de nouvelles congruences par la même technique de démonstration
qui a été utilisée pour prouver le théorème et le corollaire ci-dessus:

Exemple 1: E10 = E4E6

Théorème 3.2.3.

11σ9(n) = −10σ3(n) + 21σ5(n) + 5040
∑

r+s=n

σ3(r)σ5(s) ∀n ∈ N

Corollaire 3.2.4. Soit p premier, alors

11p9 ≡ 21p5 − 10p3 (mod 5040)

Exemple 2: E14 = E4E10

Théorème 3.2.5.

σ13(n) = −10σ3(n) + 11σ9(n) + 2640
∑

r+s=n

σ3(r)σ9(s) ∀n ∈ N

Corollaire 3.2.6. Soit p premier, alors

p9 ≡ 11p5 − 10p3 (mod 2640)

Les démonstrations de ces quatre affirmations sont essentiellement les
mêmes que celles du théorème 3.2.1 et du corollaire 3.2.2.
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