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R�esum�e� Les r�eseaux entiers unimodulaires ont �et�e class�es ��a isomorphisme pr�es� jusqu�en dimension
�	
 Borcherds a d�emontr�e qu�il existe un unique r�eseau entier unimodulaire sans racine en dimension �� et il
a exhib�e de tels r�eseaux en dimension ��
 Nous montrons qu�il existe exactement 
 tels r�eseaux en dimension
�� et 
� en dimension ��
 La preuve utilise les classi�cations de Borcherds des r�eseaux entiers unimodulaires
dans les dimensions �� et �	
 Elle n�ec�essite en outre une classi�cation partielle des r�eseaux avec syst�eme de
racine kA� en dimensions �� et ��
 La liste des r�eseaux unimodulaires sans racine en dimension �� fournit
aussi la liste des 

 r�eseaux pairs de d�eterminant � en dimension �� qui ne poss�edent pas de racine


�� Introduction et g�en�eralit�es
Un r�eseau de dimension n est un sous�groupe discret cocompact de l	espace vectoriel euclidien En� Un

r�eseau 
 est entier si la restriction du produit scalaire h � i �a 
 � 
 est enti�ere� La norme d	un �el�ement
� � 
 est la valeur du produit scalaire h�� �i� c	est donc le carr�e de la norme euclidienne de �� Le r�eseau
dual 
� d	un r�eseau 
 � En est d�e
ni par


� � f� � En j h�� �i � Z pour tout � � 
g �

Dans la suite tous les r�eseaux seront entiers �a l	exception des r�eseaux duaux�
Le d�eterminant d	un r�eseau �entier� 
 est l	indice de 
 dans son r�eseau dual 
�� C	est aussi le carr�e

du volume d	un domaine fondamental En�
� Un r�eseau 
 est de type I ou impair si l	homomorphisme
� � 
 �� Z��Z d�e
ni par � ��� h�� �i �mod �� est non�trivial� 
 est de type II ou pair sinon� Des r�eseaux
unimodulaires paires n	existent qu	en dimensions divisibles par ��

Deux r�eseaux 
 etM sont isomorphes s	il existe une isom�etrie lin�eaire bijective entre 
 etM � Le groupe
des automorphismes d	un r�eseau 
 est le groupe 
ni constitu�e des isom�etries lin�eaires de 
 dans 
�

Un r�eseau est d�ecomposable s	il peut s	�ecrire comme somme orthogonale de deux r�eseaux non�triviaux�
Pour un r�eseau 
 nous notons 
i � f� � 
 j h�� �i � ig l	ensemble des vecteurs de norme i dans 
�

Un �el�ement de norme � ou � est une racine de 
 et l	ensemble 
� � 
� des racines constitue le syst�eme de

racine� Les composantes irr�eductibles de 
� sont parmiAi� Dj � E�� E�� E� o�u i 	 � et j 	 �� Les r�e�exions
orthogonales par rapport aux racines engendrent un sous�groupe normal� appel�e groupe de Weyl� du groupe
Aut
 des automorphismes de 
� On dira qu	un r�eseau 
 est sans racine si la norme de tout �el�ement non�nul
de 
 est au moins �� i�e� si 
� et 
� sont vides� �Des r�eseaux entiers non�unimodulaires peuvent contenir
des racines de norme plus grand que �� Dans cet article une racine d�esigne toujours un vecteur de norme �
ou ���

Notre r�esultat principal est la classi
cation des r�eseaux unimodulaires sans racine en dimensions �� et
���

Th�eor�eme ���� En dimension �� il existe ��a isomorphisme pr�es� exactement 
 r�eseaux unimodulaires
sans racine
 Un de ces r�eseaux poss�ede un vecteur caract�eristique de norme 
 �cas exceptionnel�


Th�eor�eme ���� En dimension �� il existe ��a isomorphisme pr�es� exactement 
� r�eseaux unimodulaires
sans racine
 Deux de ces r�eseaux poss�edent un vecteur caract�eristique de norme � �cas exceptionnels�


Th�eor�eme ���� En dimension �� il existe ��a isomorphisme pr�es� exactement 

 r�eseaux entiers pairs
sans racine qui ont d�eterminant �


La liste de ces r�eseaux se trouve dans les tables �a la 
n de cet article� Ces tables contiennent aussi la
classi
cation des r�eseaux unimdodulaires avec syst�eme de racine kA� en dimension ���

Corollaire ���� Tout r�eseau unimodulaire de dimension n avec � 
 n 
 �� poss�ede des automorphismes
autres que �Identit�e


Preuve� Si n � �� cela r�esulte directement de la formule de masse �ou de la classi
cation�� En dimension
�� cela r�esulte de l	inspection des �� r�eseaux mentionn�es dans le th�eor�eme ����

�



Le corollaire ���� montre que le r�esultat de 	Ba�
 est optimal�
Notons encore que nous utilisons indi��eremment une notation additive ou multiplicative pour indiquer

un syst�eme de racine� Ainsi ��A� ou A
��
� d�esignent tous les deux le syst�eme de racine form�e par �� paires

de vecteurs orthogonaux qui sont tous de norme ��

�� R�eseaux voisins et le graphe des voisins
Deux r�eseaux entiers 
 et M sont voisins au sens de Kneser s	il existe un sous�r�eseau N d	indice � de


 et et un sous�r�eseau N � d	indice � de M avec N isomorphe �a N �� Kneser a d�emontr�e dans 	Kn
 que pour
deux r�eseaux entiers unimodulaires 
 et M de m�eme dimension il existe un ensemble 
ni fM�� � � � �Msg de
r�eseaux tel que M� � 
� Ms �M et Mi est voisin de Mi�� pour i � �� � � � � s� ��

On dira que deux r�eseaux entiers 
 et M sont k�voisins s	il existe des sous�r�eseaux N � 
 et N � � M
avec 
�N et M�N � cycliques d	ordre k et N isomorphe �a N �� En particuliers� deux r�eseaux ��voisins sont
voisins�

Proposition ���� Soit 
 et M deux r�eseaux entiers k�voisins
 Supposons que k est premier au
d�eterminant de 

 Alors il existe un �el�ement v � 
 de norme divisible par k� tel que M est isomorphe au
r�eseau


�
v

k
� � f� � 
 j h�� vi � kZg� Zv

k
�

D�autre part� soit v est un �el�ement de norme divisible par k� tel que v n�est pas de la forme lv� pour l 	 � un
diviseur de k et v� dans 

 Si k est premier au d�eterminant de 
� alors les r�eseaux 
 et 
�v

k
� sont k�voisins


Preuve� Supposons que 
 et M soient plong�es dans En de mani�ere �a ce que N � 
 �M soit d	indice k
dans 
 et dansM � Soit a �M un g�en�erateur du groupe cycliqueM�N � Z�kZ� On a donc v � ka � N � 

et k�a 
� N pour tout diviseur stricte k� de k� Comme a appartient �a un r�eseau entier la norme de v
est divisible par k�� Consid�erons l	homomorphisme de groupe � ��� h�� vi �mod k� pour � � 
� Si cet
homomorphisme n	est pas surjectif� le r�eseau 
� � 
�Z v

k�
est entier pour k� 	 � un diviseur convenable de

k� On a alors k��det
� � det
 ce qui est absurde car k et det
 sont premiers entre eux�
Nous laissons au lecteur la preuve de la deuxi�eme partie de la proposition ���� QED

J� Hsia a d�emontr�e r�ecemment �voir 	H
� que tout r�eseau entier unimodulaire de type I en dimension n
est p�voisins de Zn pour tout premier p assez grand� Un r�eseau entier unimodulaire peut donc �etre d�ecrit
par un vecteur convenable dans �

p
Zn n Zn� Ceci donne une description relativement compacte d	un r�eseau

et nous l	utiliserons dans les tables �a la 
n de cet article�
Fixons maintenant un r�eseau entier unimodulaire 
 de dimension n et consid�erons l	espace vectoriel


��
� On v�eri
e facilement que la �norme� d	un �el�ement de 
��
 est bien d�e
nie modulo �� Si 
 est de
type I� il existe exactement

P
k

�
n
�k

�
classes de 
��
 dont la norme est congrue �a � modulo �� Chaque

classe non nulle dont la norme est congrue �a � modulo � d�e
nit deux r�eseaux voisins de 
� en e�et� soit
v � 
 un repr�esentant de la classe consid�er�ee et soit a � 
 un vecteur tel que hv� ai � � �mod ��� Alors les
r�eseaux 
�v

�
� et 
�v��a

�
� sont tous les deux voisins de 
� De plus tous les r�eseaux voisins s	obtiennent de

cette mani�ere�

Utilisons l	ensemble des classes d	isomorphisme de r�eseaux entiers unimdulaires en dimension n pour
d�e
nir un graphe NG appel�e graphe des voisins� Le graphe NG est un graphe 
ni dont les ar�etes sont
orient�ees et peuvent �etre multiples� Les sommets de NG sont les classes d	isomorphisme de r�eseaux entiers
unimodulaires en dimension n� Deux sommets repr�esent�es par des r�eseaux 
 et M sont reli�es par k ar�etes
orient�ees de 
 �a M s	il existe k plongements p�� � � � � pk du r�eseau M dans 
 �R tels que pi�M � 
� pj�M �
pour i 
� j et pi�M ��
 est d	indice � dans 
 pour tout i� Autrement dit� k compte le nombre de fa�cons dont
M peut �etre obtenu comme voisin �a partir de 
� Notons m�
�M � � k le nombre d	ar�etes de NG qui relient
le sommet repr�esent�e par 
 au sommet repr�esent�e parM � Le nombre m�
�M � d�enote donc la �multiplicit�e�
de l	ar�ete orient�ee partant de 
 et arrivant �a M �

Proposition ���� On a
m�
�M �

Aut�
�
�

m�M�
�

Aut�M �
�

�



Preuve� Supposons que les deux r�eseaux �non�isomorphes� 
 et M contiennent tous les deux un sous�
r�eseau d	indice � isomorphe �a un r�eseau N � Notons m�
�M �N le nombre de plongements distincts pi de M
dans 
�R tels que pi�M ��
 soit isomorphe �a N � Le r�eseau N � contient trois sous�r�eseaux unimodulaires�

�M et un r�eseau R�

Si R est non�isomorphe �a 
 et �a M on voit que N se plonge de jAut
j�jAutN j fa�cons di��erentes dans

 et on a donc m�
�M �N � jAut
j�jAutN j et de m�eme m�M�
�N � jAutM j�jAutN j� On en d�eduit qu	on
a

m�
�M �N
jAut
j �

m�M�
�N
jAutM j �

Si R est isomorphe �a 
 alors N se plonge de jAut
j��jAutN j��� fa�cons dans 
� Pour chacune
de ces copies le sur�r�eseau N � de N contient une fois le r�eseau M ��a isomorphisme pr�es�� On a donc
m�
�M �N � �jAut
j�jAutN j� D	autre part� N se plonge de jAutM j�jAutN j fa�cons dans le r�eseau M et
chaque plongement fournit � copies du r�eseau 
 ce qui donne m�M�
�N � �jAutM j�jAutN j� On obtient
donc aussi

m�
�M �N
jAut
j �

m�M�
�N
jAutM j

et la preuve de la proposition ��� se d�eduit en sommant sur tous les di��erents r�eseaux N possibles� QED

Proposition ���� Soit 
 un r�eseau unimodulaire qui poss�ede un vecteur e de norme �
 Soit N un sous�
r�eseau d�indice � de 
 qui ne contient pas e
 Supposons que N � contienne trois r�eseaux entiers unimodulaires

�M et R
 Alors M et R sont isomorphes


Preuve� La r�e�exion x ��� x� �he� xie est un automorphisme de N � qui �echange M et R� QED

�� Vecteurs caracteristiques
Soit 
 un r�eseau entier de type I� L	application � ��� h�� �i �mod �� est Z��Z lin�eaire� Il existe donc

une unique classe non�nulle c de 
���
� telle que h�� �i � h�� ci �mod �� pour tout � � 
 et pour tout
c � 
� repr�esentant c� Un repr�esentant c de cette classe est un vecteur caract�eristique� Sa norme est toujours
congrue �a la dimension �mod �� de 
 si 
 est unimodulaire�

Proposition ���� Soit 
 un r�eseau unimodulaire de type I
 Soit c un vecteur caract�eristique de 
 et
soit k la norme de c
 Soit M un r�eseau voisin de type I sans vecteur de norme � du r�eseau Z� 

 Alors M
poss�ede un vecteur caract�eristique de norme k � �


Preuve� Notons e l	un des deux g�en�erateurs de Z� Les � vecteurs c� e sont vecteurs caract�eristiques de
Z� 
� Nous allons montrer que exactement un des deux vecteurs c� e est aussi un vecteur caract�eristique
de M � En e�et� comme M et Z� 
 sont voisins il existe v � Z �
� de norme divisible par �� tel que

M � f� � Z� 
 j h�� vi � �Zg� Zv
�

�

Les �egalit�es � � hv� vi � hv� c�ei �mod �� montrent que les vecteurs c�e appartiennent aussi au r�eseau M �
Par hypoth�ese� e 
�M et on a donc he� vi � � �mod ��� Ceci montre que les entiers hc � e� v� i et hc � e� v� i
n	ont pas la m�eme parit�e et un des deux a donc la m�eme parit�e que hv� � v� i� Le vecteur c� e correspondant
est un vecteur caract�eristique de M � QED

La proposition suivante d�ecrit le vecteur caract�eristique d	un r�eseau k�voisin de Zn pour k impair�
Proposition ���� Soit v � �v�� � � � � vn� � Zn tel que hv� vi soit divisible par k� pour k un entier impair


Consid�erons le r�eseau


 � Zn�
v

k
� � f� � Zn j h�� v

k
i � Zg� Z

v

k
�

Alors a � �
k �a�� � � � � an� � 
 est un vecteur caract�eristique de 
 si et seulement si a� � � � � � an � �

�mod ��


�



Preuve� On v�eri
e ais�ement que les vecteurs dans 
 qui sont caract�eristiques pour le sous�r�eseau kZn

sont exactement de cette forme� Or kZn est d	indice impair dans 
 ce qui montre qu	un tel vecteur est aussi
caract�eristique pour 
� QED

Soit c un vecteur caract�eristique d	un r�eseau unimodulaire 
 de type I en dimension n� Le sous�r�eseau


e � f� � 
 j h�� ci � � �mod ��g

est un r�eseau pair appel�e sous�r�eseau pair de 
� Si la dimension n de 
 est divisible par � alors le r�eseau

�e contient trois r�eseaux unimodulaires� le r�eseau 
 et deux autres r�eseaux M et M � qui sont appel�es les
voisins pairs de 
� Ils sont de type II si n � � �mod �� et de type I si n � � �mod ���

�� S�eries 


La s�erie 
 d	un r�eseau 
 est donn�ee par


	�q� �
X
��	

qh���i �

On a
Proposition ���� �i� Soit 
 un r�eseau unimodulaire sans racine de dimension ��
 Alors


	�q� � � � ����q

 � ��� ���q� � � � �

si 
 poss�ede un vecteur caract�eristique de norme 
 et


	�q� � � � ����q

 � ��� ���q� � � � �

autrement
 Dans le dernier cas 
 poss�ede ���� vecteurs caract�eristiques de norme �� dans 


�ii� Soit 
 un r�eseau unimodulaire avec syst�eme de racine A� en dimension ��
 Alors


	�q� � � � �q
� � ����q
 � ��� ���q� � � � �

si 
 poss�ede un vecteur caract�eristique de norme 
 et


	�q� � � � �q
� � ����q
 � ��� ���q� � � � �

autrement
 Dans le dernier cas 
 poss�ede ���� vecteurs caract�eristiques de norme �� dans 


�iii� Soit 
 un r�eseau entier unimodulaire sans racine de dimension ��
 Alors


	�q� � � � ����q

 � ��� ���q� � � � �

si 
 poss�ede un vecteur charact�eristique de norme � et


	�q� � � � ����q

 � �� ���q� � � � �

autrement
 Dans le dernier cas 
 poss�ede ���� vecteurs caract�eristiques de norme ��


Preuve� Posons q � ei�z et introduisons les fonctions 
 de Jacobi


��z� �
P�

�� q�m������ � �q����� � q� � q� � � � ��



�z� �
P�

�� qm
�

� � � �q � �q� � � � �


��z� �
P�

����q�m
�

� �� �q � �q� � � � �

�voir 	CS
� chapitre � paragraphe ��� On v�eri
e facilement les identit�es


��z � �� �
p
i 
��z�� 

�z � �� � 
��z�� 
��z � �� � 

�z� �

�



Rappelons que la formule de Jacobi relie les s�eries 
 d	un r�eseau 
 et de son r�eseau dual 
� par l	�egalit�e


	� �z� � �det 
�����i�z�n��
	����z�

�voir formule �� du paragraphe �� chapitre � dans 	CS
�� En appliquant la formule de Jacobi aux s�eries

Z�z� � 

�z�� 
�Z�z� � �

�z� � 
��z��� et 
 �

�
Z
�z� � �

�z� � 
��z���� on d�emontre les �egalit�es


�����z� � �z�i����
��z��


����z� � �z�i����

�z��

�����z� � �z�i����
��z� �

La s�erie 
 de tout r�eseau entier unimodulaire en dimension n est de la forme


	�z� �
X

ar

�z�
n��r ��z�

r

o�u ai � Z et
 ��z� �

�

��

��z�

�
��z�
� � q � �q� � ��q
 � ��q� � ���q
 � ���q� � � � �

�voir th�eor�eme � chapitre � dans 	CS
�� Soit maintenant 
 un r�eseau entier unimodulaire de dimension ���
Sa s�erie 
 est donc de la forme


	�z� � a��

�z��� � a��

�z��� ��z� � a��

�z��� ��z�� � a


�z�

 ��z�


� a�� � �a�� � ��a���q � �a�� � ��a�� � ����a���q�

��a
 � �a�� � ���a�� � �����a���q

 � ����a
 � ��a�� � ����a��� ������a���q� � � � � �

La s�erie 
 du r�eseau M � 
� Z est alors 
M �z� � 
	�z�

�z�� La s�erie 
 du sous�r�eseau paire Me de M est
donc donn�ee par


Me
�q� � �

��
M �q� � 
M ��q��
� �

��
M �z� � 
M �z � ���
� a�� � �a�� � ��a���q� � ����a
 � ����a��� ������a���q� � � � � �

En appliquant la formule de Jacobi au sous�r�eseau pair Me de M on obtient


M�
e
�z� � �����i�z���
M ����z�

� a�� � �� a�
�
� � a�� � ��a���q � �a�� � ��a��� ����a���q�

���
��a
 � ��a�� � ���a�� � �����a���q

 � � � � �

Or 
	�z� est de la forme 
	�q� � � � �q � �q
� � � � � car 
 est un r�eseau entier unimodulaire sans racines

�vecteurs de norme � ou ��� On obtient donc

a�� � �� a�� � ���� a�� � ��� �

Il reste �a d�eterminer a
� Le r�eseau M �
e n	est pas entier mais il est r�eunion de trois r�eseaux entiers ayant

Me comme sous�r�eseau pair en commun �cf� 
n de la section ��� Comme un de ces r�eseaux est 
 � Z�
la proposition ��� montre que les deux autres sont isomorphes� Aucun de ces trois r�eseaux ne contient un
�el�ement de norme �� Ceci implique que chacun de ces trois r�eseaux contient au plus une seule paire de
vecteurs de norme ��

Si un seul de ces trois r�eseaux contient un vecteur de norme �� la s�erie 
 de M �
e est de la forme


M�
e
�q� � ���q�����q
�������q��� � � et on obtient a
 � �� Si deux au moins de ces trois r�eseaux poss�edent

un vecteur de norme �� alors le troisi�eme en poss�ede aussi et on a 
M�
e
�q� � ���q� ����q
� ������q�� � � �

ce qui donne a
 � ������
Dans ce dernier cas les trois r�eseaux sont isomorphes et poss�edent un vecteur caract�eristique de norme �

obtenu en consid�erant la projection dans 
�R de �r o�u r est un vecteur de norme � dansM �
e qui n	appartient

pas �a 
� Ce dernier cas sera appel�e le cas exceptionnel�

�



Les preuves de �ii� et �iii� sont semblables et laiss�ees au lecteur� QED

Remarque ���� Un r�eseau 
 unimodulaire exceptionnel �ayant un vecteur caract�eristique de norme ��
sans vecteur de norme � en dimension �� est toujours un voisin pair d	un r�eseau de la forme M � Z o�u M
est un r�eseau unimodulaire de dimension ��� De plus� 
 et M ont les m�emes vecteurs de norme �� Classer
les r�eseaux entiers unimodulaires exceptionels �i�e� admettant un vecteur caract�eristique de norme �� sans
racine en dimension �� revient donc �a classer les r�eseaux entiers unimodulaires non�exceptionnels sans racine
en dimension ���

�� Formes modulaires �a coe!cients harmoniques

Th�eor�eme ���� Soit 
 � E
� un r�eseau entier unimodulaire paire
 Notons Y � f� � 
 j h�� �i � �g
l�ensemble des racines de 
 et X � f� � 
 j h�� �i � �g l�ensemble des vecteurs de norme � de 

 Alors on
a les � identit�es suivantes�

P
x�X hx� �i� � ��� � � � ��Py�Y hy� �i� � �� � � � �h�� �iu�� �
 � �
 � � � ��h�� �i �P
x�X hx� �i� � �
 � � � ��Py�Y hy� �i� � �
 � �� � �h�� �i

P
y�Y hy� �i�

��� � ��h�� �i�u� � �� � �� � �h�� �i� �P
x�X hx� �i� � ��
 � ��Py�Y hy� �i� � �� � �� � ��h�� �i

P
y�Y hy� �i�

��� � �
 � �h�� �i�Py�Y hy� �i� � � � � � �h�� �i
u� � �� � �� � ��h�� �i
 �
et P

x�X hx� �i��� �

� h�� �i

P
x�X hx� �i� �

��� � �Py�Y hy� �i�� � � � �� � �h�� �i
P

y�Y hy� �i�
��� � �� � � �h�� �i�Py�Y hy� �i� � � � �� � �� � �h�� �i


P
y�Y hy� �i�

��� � �� � �h�� �i�Py�Y hy� �i� � 
��
��
�� h�� �i
u� � �
 � �
 � � � �h�� �i
 �

Ce th�eor�eme est d�emontr�e dans 	V
 comme cons�equence du fait que
P

��	P ���q
hq�qi est une forme

modulaire de poids n�� � � pour P un polyn�ome harmonique homog�ene de degr�e � et 
 � En un r�eseau
unimodulaire� Ce th�eor�eme contient �enorm�ement d	informations sur les r�eseaux entiers unimodulaires de
dimension au plus ��� Ainsi la proposition suivante rassemble quelque faits utiles pour la suite�

Proposition ���� �i� Soit M un r�eseau unimodulaire sans racine en dimension �� qui ne contient pas
de vecteur caract�eristique de norme 

 Choisissons un �el�ement � �M
 de norme 
 et d�e�nissons des entiers
ni par

ni � jf� �M
 j h�� �i � igj �

Alors on a
n�
 � �� n�� � ���� n� � ����� ni � � sinon


�ii� Soit M un r�eseau unimodulaire sans racine en dimension �� qui ne contient pas de vecteur ca�
ract�eristique de norme �
 D�e�nissons des entiers ni comme ci�dessus
 Alors on a

n�
 � �� n�� � ���� n� � ����� ni � � sinon


�iii� Soit M un r�eseau unimodulaire avec syst�eme de racine A� en dimension �� qui ne contient pas de
vecteur caract�eristique de norme 

 Pour 
 une racine de M on d�e�nit des entiers mi par

mi � jf� �M� j h�� 
i � igj �

Alors on a
m�� � ������ m� �� mi � � sinon


�iv� Il n�existe pas de r�eseau unimodulaire exceptionnel �ayant un vecteur caract�eristique de norme 
�
avec syst�eme de racine A� en dimension ��


�



Preuve� �i� Appliquons le th�eor�eme ��� au voisin pair 
 de M � Z
� Notons e�� � � � � e
 les �el�ements
de la base standard de Z
� Les vecteurs caract�eristiques les plus courts de M � Z
 sont de la forme
c�e��e��e
�e��e
 pour c vecteur caract�eristique de norme �� dansM � Les vecteurs caract�eristiques les
plus courts de M�Z
 sont donc de norme ��� Ceci montre que l	ensemble Y des racines de 
 appartient d�ej�a
�aM�Z
� On v�eri
e que toutes les racines M�Z
 sont orthogonales �aM et qu	on a Y � D
� u� � jY j � ���

La projection � dans M � R d	un �el�ement de 
 appartient �a M �
e � Fixons donc � � M de norme � et

introduisons les entiers
mi � f� � X j ���� �M� et h�� �i � ig �
li � f� � X j ���� �M
 et h�� �i � ig �
ri � f� � X j ���� � �M �

e ����� et h�� �i � ig �

On a mi � � si i 
� f�������g� li � � si i 
� f�������g �carM est sans racine� et ri � � si i 
� f���������g
�car les vecteurs les plus courts de M �

e sont de norme ������
Les �egalit�es �evidentes mi � m�i� li � l�i et r�i � ri permettent d	�eliminer toutes les inconnues avec

des indices strictement n�egatifs�
Pour � �M
� les vecteurs ��ei appartiennent �a 
 pour j � �� � � � � � et tous les �el�ements de X � 
� qui

se projettent par � sur des �el�ements de norme � de M sont de cette forme� On a donc l�
 � �� et l
� l�
�
l�� l��� l� � �l
��l�� l� � ���� ��� car la proposition ��� �i� montre que 
M � ������q
�������q�� � � ��

Tout �el�ement � de norme ���� dans M �
e se rel�eve exactement de �� fa�cons en un �el�ement de la forme

�� �
� ��e� � e� � e
 � e� � e
� de 
� On a donc aussi �r
�� � �r��� � �� � ���� �les vecteurs de norme ����

de M �
e sont en bijection avec les ���� vecteurs caract�eristiques de norme �� dans M ��
L	application � ��� � � � montre que les �el�ements � de norme � dans 
 qui satisfont h�� �i � � sont

en bijection avec les �el�ements � de norme � dans 
 tels que h�� �i � �� Cette bijection d�emontre l	identit�e
��m� � l�� Finalement on a aussi �m� � �m� �m� � �������

La premi�ere �equation du th�eor�eme ��� s	�ecrit

��m� �m��� � �m� �m��� � ��l
 � l�
� � �l� � l��� � �
��r
�� � r�
��� � �

��r��� � r�����
� �� � � � �� � ����� � �� � �

ce qui donne apr�es �elimination des variables �a indices n�egatifs et multiplication par �

��m� � �m� � ��l
 � �l� � �r
�� � r��� � ������ �

En consid�erant deux �equations suppl�ementaires dans le th�eor�eme ��� on obtient le syst�eme lin�eaire suivant

�
BBBBBBBBB�

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
�� � � � �� � � �
� � � � � � � �
�� � � �� � � � �
��� �� � ���� �� � �� �
���� �� � ����� �� � ��� �

�
CCCCCCCCCA

�
BBBBBBBBB�

m�

m�

m�

l

l�
l�
r
��
r���

�
CCCCCCCCCA

�

�
BBBBBBBBB�

��
�����
�����
�

������
������
������
�������

�
CCCCCCCCCA

dont

m� � ���� m� � ������ m� � ������ l
 � ��� l� � ����� l� � ������ r
�� � ������ r��� � ���

est l	unique solution� Le fait que chaque vecteur de norme � dans M se rel�eve de dix fa�cons en un vecteur
de X � 
� montre que les nombres ni de la proposition satisfont ��ni � li ce qui termine la preuve de �i��

�ii� La preuve est analogue �a la preuve de �i�� On applique donc le th�eor�eme ��� au voisin pair 
 de
M � Z�� On a u� � jY j � �� et tous les �el�ements de Y sont orthogonaux �a �� La projection � dans M �R
d	un �el�ement de 
 appartient �a M �

e � Fixons donc � �M de norme � et introduisons les entiers

mi � f� � X j ���� �M� et h�� �i � ig �
li � f� � X j ���� � �M �

e�
 et h�� �i � ig �

�



Un raisonnement analogue �a la preuve de �i� montre que les inconnuesmi et li satisfont le syst�eme d	�equations
lin�eaires �

BBBBBBBBB�

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � �� � �
� � � � � � � �
�� � � �� � � � �
��� �� � ���� �� �� � �
���� �� � ����� ��� �� � �

�
CCCCCCCCCA

�
BBBBBBBBB�

m�

m�

m�

l

l
��
l�
l���
l�

�
CCCCCCCCCA

�

�
BBBBBBBBB�

�
�����
�����
�

�����
������
������
�������

�
CCCCCCCCCA

qui admet

m� � ���� m� � ������ m� � ������ l
 � �� l
�� � ���� l� � ����� l��� � ������ l� � �����

comme unique solution�

�iii� Consid�erons comme dans la preuve de �i� et �ii� un voisin pair 
 de M �Z
� Le syst�eme de racine
de 
 est donn�e par Y � D
 �A� et on a donc u� � jY j � ��� Introduisons les entiers

mi � f� � X j ���� �M� et h�� 
i � ig �
li � f� � X j ���� �M
 et h�� 
i � ig �
ri � f� � X j ���� � �M �

e����� et h�� 
i � ig �
si � f� � X j ���� �M� � f�
g et h�� 
i � ig

o�u � d�esigne la projection orthogonale sur M �R� On a mi � �� li � �� ri � � si i 
� f����g� et si � � si
i 
� f��g et on v�eri
e facilement que s� � s�� � �� �un �el�ement de X qui se projette sur 
 est de la forme

� ei� ej�� La proposition ��� montre qu	on a m���m� � ������� l���l� � ���� ���� r���r� � ���� ����

La premi�ere �equation du th�eor�eme ��� donne avec � � 


�m� � �l� � �r� � � � �s� � ���� � � � � � �� � � � �� � ����� � � � ����� �

Consid�erons maintenant � comme variable dans M�R et appliquons le laplacien  � �a la deuxi�eme �equation
du th�eor�eme ���� L	identit�e

 �

�h�� �ikhx� �i�l� � �k��� � ��k � � � �l��h�� �ik��hx� �i�l � �l��l � ��h�� �ikhx� �i�l��h��x�� ��x�i
montre qu	on obtient

P
x�X hx� �i�h��x�� ��x�i � ��� � ��

P
y�Y hy� �i�h��y�� ��y�i

�������Py�Y h�� yi� � �h�� �i
P

y�Y h��y�� ��y�i
�
� �� � ���h�� �i � u� � ���� � ���h�� �i

ce qui donne avec � � 
 l	�equation

����m� � �l� �
��

�
r� � �s�� � ������� �

De la m�eme mani�ere� en appliquant deux fois le laplacien  � �a la troisi�eme �equation du th�eor�eme ���� on
obtient

������m� � �l� �
���

��
r� � ��s�� � ���������

et le syst�eme lin�eaire

�
BBBBBBB�

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
�� � �� � �� � ���
����� � ���� � ���� � �����

�
CCCCCCCA

�
BBBBBBB�

m�

m�

l�
l�
r�
r�
s�

�
CCCCCCCA
�

�
BBBBBBB�

��
������
�����
�����
�����
�������
���������

�
CCCCCCCA

�



admet
m� � ����� �m� � ����� � l� � ���� � l� � ����� � r� � ���� � r� � ����� � s� � ��

comme unique solution�

�iv� Supposons qu	un tel r�eseau M existe� Consid�erons alors le voisin pair 
 de M � Z
� Soit c un
vecteur caract�eristique de norme � et 
 une racine de M � Le r�eseau 
 contient �� racines� �� sont de la
forme �ei� ej � �� sont de la forme

�
� ��c� e�� � � �� e
�� les deux racines restantes sont �
� Introduisons les

entiers mi� li� ri et si comme dans la preuve de �iii�� Les deux premi�eres �equations du th�eor�eme ��� s	�ecrivent

��m� � l� � r� � �s�� � ���� � � � � � �� � � � �� � ����� � � � ������

��m� � l� � r� � ��s�� � ��� � � � ��� ��� � � � � � � � ��� � � � �� � ���� � � � �����
Or s� � �� et ces deux �equations n	admettent aucune solution� QED

�� Classi
cation des r�eseaux entiers unimodulaires avec syst�eme de racine kA� en dimension ���

On aimerait classer les r�eseaux entiers unimodulaires 
 en dimension �� dont le syst�eme de racine est
kA�� i�e� dont toutes les racines sont de norme � et dont les paires de racines sont mutuellement orthogonales�

Un r�esultat de Borcherds montre que le nombre de racines dans un r�eseau unimodulaire en dimension
�� est un multiple � ce qui implique que k est pair� Borcherds a en outre d�emontr�e qu	il existe un unique
r�eseau unimodulaire sans racine en dimension ��� Nous supposerons donc dor�enavant qu	un tel r�eseau 

poss�ede au moins deux racines orthogonales r et s� Consid�erons le r�eseau voisin


�
r � s

�
� � f� � 
 j h�� r � si � �Zg� Z

r � s

�
�

Les � vecteurs �r�s
�
sont les seuls �el�ements de norme � dans 
� r�s

�
�� Le r�eseau 
� r�s

�
� est donc de la forme

M �Z� o�u M est un r�eseau entier unimodulaire de dimension �� sans vecteur de norme �� Supposons M de
type II �un exercice montre que c	est par exemple le cas si la racine r ou s est un vecteur caract�eristique de

�� Notre r�eseau 
 est donc un voisin du r�eseau �M � Z� � Z et M � Z poss�ede un vecteur caract�eristique
de norme �� Il s	ensuit de la proposition ��� que 
 poss�ede un vecteur caract�eristique c de norme �� Le
sous�r�eseau orthogonal �a c est un r�eseau pair de d�eterminant � en dimension ��� De tels r�eseaux ont �et�e
class�es par Borcherds �cf� table �� dans 	Bo
�� En parcourant la liste de Borcherds on voit qu	il n	existe
qu	un unique tel r�eseau 
� C	est le r�eseau R����e�A

��
� � de la table �� Son syst�eme de racine est ��A��

Soit maintenant 
 un r�eseau non�exceptionnel �sans racine caract�eristique� ayant au moins � racines
orthogonales� On a donc 
� r�s� � �M � Z� avec M unimodulaire de type I en dimension ���

On dira que le syst�eme de racine R contient le syst�eme de racine R� s	il existe une isom�etrie � de R��R
dans R � R tel que ��R�� � R� Ainsi on a par exemple Ai � Aj pour i 
 j� Ai � Dj pour i � j et
A
� D
 � E��

Proposition ���� Le syst�eme de racine de M ne contient pas de A�


Preuve� Supposons que le r�eseau M contient A� dans son syst�eme de racine� Notons L le sous�r�eseau
engendr�e par les racines de A�� CommeM � Z� et 
 sont voisins il existe v �M � Z� tel que


 � f� �M � Z� j h�� vi � �Zg� Zv
�

�

Or deux racines r et r� de 
 sont mutuellement orthogonales �sauf si r� � �r�� Le vecteur v se projette donc
sur un �el�ement "v du r�eseau dual L� de L tel que le sous�ensemble des racines de L d�e
ni par

fr � L� j hr� "vi � �Zg

est constitu�e de paires de racines mutuellement orthogonales� Une petite v�eri
cation montre qu	un tel vecteur
"v n	existe pas dans L�� QED

�



Classi
cation� Soit Lk une liste de r�eseaux non�isomorphes� unimodulaires avec syst�eme de racine
kA� en dimension ��� On peut supposer k 	 � car k � � a �et�e fait par Borcherds et k � � est impossible
par un r�esultat de Borcherds� On peut aussi supposer connu les r�eseaux exceptionnels �ayant un vecteur
caract�eristique de norme ��� De ce qui pr�ec�ede� un r�eseau non�exceptionnel 
 � Lk poss�ede k�k � ����
voisins de la forme M � Z� obtenus en consid�erant 
� r�s� � pour r et s deux racines orthogonales de 
� Le
r�eseau M est unimodulaire de type I et son syst�eme de racine ne contient pas de A�� Pour 
 � Lk et M
unimodulaire en dimension �� notons m�
�M �Z�� le nombre d	ar�etes de 
 vers M �Z� dans le graphe des
voisins� D�esignons par m�M � Z�� kA�� le nombre d	ar�etes de M � Z� vers des r�eseaux unimodulaires avec
syst�eme de racine kA� �on �ecrira m�M � Z�� �� �a la place de m�M � Z�� �A���� La proposition ��� montre
qu	on a X

	�Lk

m�
�M � Z��

jAut
j 
 m�M � Z�� kA��

� � jAutM j
avec �egalit�e si et seulement si la liste Lk est compl�ete �le facteur � provient du fait que Aut�M � Z�� �
Aut�M �Aut�Z�� carM est sans vecteur de norme ��� La liste de tous les r�eseaux unimodulaires en dimension
�� qui ne contiennent pas A� est connue gr�ace �a la classi
cation des r�eseaux unimodulaires en dimension ���
La table � contient cette liste ainsi que les nombres m�M �Z�� kA�� et l	ordre de Aut�M �� Pour construire
la liste Lk on cherche donc des �el�ements dans Lk jusqu	�a avoir �egalit�e pour tous les r�eseaux M de la table ��

Exemple ���� Montrons qu	il n	existe qu	un seul r�eseau unimodulaire avec syst�eme de racine �A� en
dimension ���

La table � contient en e�et un tel r�eseau� Son groupe d	automorphismes est d	ordre ������ Les voisins
de la formeM �Z� de ce r�eseau sont � fois le r�eseau R�����Z� et � fois le r�eseau R���
�Z� o�u R���i d�esigne
un r�eseau dans la table �� Les donn�ees des tables � et � permettent de montrer les �egalit�es requises pour
les deux r�eseaux R���� et R���
� Un inspection de la table � montre que m�M � Z�� �A�� � � pour tous les
autres r�eseaux de la table �� Ceci termine la preuve�

Tous les autres cas se traitent de la m�eme mani�ere�

Remarque ���� �i� Pour simpli
er nous avons seulement calcul�e les syst�emes de racine des r�eseaux
M apparaissant ci�dessus� Ceci explique pourqoui la table � ne contient par exemple que la valeur de
m�
� R����� � Z�� � m�
� R����
 � Z�� et non les valeurs individuelles car les r�eseaux R����� et R����
 ont
m�eme syst�eme de racine� Ceci est aussi vrai pour les r�eseaux R����� et R���
�� La classi
cation ne sou�re
pas de ce proc�ed�e comme on voit en sommant sur les in�egalit�es correspondantes �a ces di��erents r�eseaux�

�ii� Le r�eseau R����e���A�� poss�ede des voisins de la formeM�Z� o�uM est l	unique r�eseau de Niemaier
�r�eseau unimodulaire pair en dimension ��� avec syst�eme de racine ��A�� Dans la table � nous d�enotons ce
r�eseau par la lettre ��

�� Classi
cation des r�eseaux unimodulaires sans racine en dimension ���

Proposition ���� Soit 
 et M deux r�eseaux voisins
 Il existe donc v � 
 de norme divisible par � tel
que M soit donn�e ��a isomorphisme pr�es� par

M � 
�
v

�
� � f� � 
 j h�� vi � �Zg� Zv

�
�

Supposons 
� �M� � � et 
� �M� � �� i
e
 
 et M sont sans racine commune
 Alors 
 et M ne poss�edent
que des paires de racine orthogonales
 De plus� ils poss�edent au plus une seule paire de vecteurs de norme �


Preuve� Il su!t de d�emontrer la proposition pour 
� Soit r 
� �s deux racines de 
� Comme r� s �M
on doit avoir hr� vi � hs� vi � � �mod ��� Les vecteurs r � s et r � s appartiennent donc �a M et au moins
un des deux est une racine si r et s ne sont pas orthogonales ou si les deux sont de norme �� QED

Soit 
 un r�eseau unimodulaire sans racine� Notons m�
� kA� � Z� le nombre d	ar�etes de 
 vers un
r�eseau M � Z o�u M a syst�eme de racine kA� et consid�erons le polyn�ome

n��a� �
X
k

m�
� kA� � Z�a
k �

��



Pour � � 
� consid�erons l	ensemble R��� d�e
ni par

R��� � f� � 

 j h�� �i � �g �

Le syst�eme de racine du r�eseau M o�u M � Z � 
��� � est obtenu par projection orthogonale de R��� dans
M �R� On a donc aussi

n��a� �
�

�

X
��	�

ajR���j�� �

En particulier� les nombres m�
� kA� � Z� sont facilement calculables�

Proposition ���� Soit 
 un r�eseau entier unimodulaire sans racine en dimension ��
 Alors il existe un
vecteur � de norme � dans 
 tel que l�ensemble

R��� � f� � 

 j h�� �i � �g

contient au plus �� �el�ements


Preuve� Supposons d	abord 
 non�exceptionnel� La s�erie 
 de 
 est 
	 � � � ����q

 � ������q� � � � �

�cf� proposition ��� �i���
Pour � � 
� notons R��� l	ensemble R d�e
ni ci�dessus� La cardinalit�e de R��� est toujours paire car

l	application x �� � � x d�e
nit une involution sans point 
xe de R���� Cette involution montre aussi que
R��� est constitu�e de paires ��� �� � 

 qui v�eri
ent h��� ��i � ��� �� � �� � ��

La proposition ��� �i� montre que chaque � � 

 appartient exactement �a ��� ensembles R��� distincts
car pour � � 

 donn�e il existe exactement ��� vecteurs � � 

 tels que h�� �i � ��� On a donc

X
��M�

jR���j � ��� � ���� �

Comme j
�j � ������ on voit que la moyenne des R��� est �egale �a ��� �� � � ��
Si 
 est exceptionnel la proposition ��� montre que la s�erie 
 de 
 est ������q
�������q�� � � �� Pour

� � 

 il existe donc au plus ������ ���� � ��� vecteurs �� de norme � tels que h�� ��i � �� �l	�egalit�e est
atteinte pour � un vecteur caract�eristique�� On a donc

X
��	

jR���j 
 ���� � ���

et la moyenne arithm�etique des R��� est major�ee par ���� � ������������ ��� QED

Classi
cation� Soit L une liste de r�eseaux unimodulaires non�isomorphes sans racine en dimension ���
Notons m�
� kA� � Z� le nombre d	ar�etes de 
 vers un voisin de la forme M � Z o�u M est un r�eseau avec
syst�eme de racine kA�� PourM un r�eseau en dimension �� notons m�M �Z� �� le nombre d	ar�etes deM �Z
vers un r�eseau sans racine en dimension ��� Notons Sk l	ensemble des r�eseaux unimodulaires avec syst�eme
de racine kA� en dimension ��� La proposition ��� implique alors que

X
	�L

m�
� kA� � Z�

jAut
j 

X
M�Sk

m�M � Z� ��
� � jAutM j

avec �egalit�e pour tout k si et seulement si la liste L est compl�ete� Or la proposition ��� montre que la liste
L est d�ej�a compl�ete si on a �egalit�e pour k 
 � et comme k est un entier pair �cf� un r�esultat de Borcherds
cit�e dans la section �� il su!t d	avoir �egalit�e pour k � �� � et ��

Exemple ���� Soit L la liste des trois r�eseaux unimodulaire sans racine donn�ees au d�ebut de la table
�� V�eri
ons l	�egalit�e pour k � �� La table � montre que le c�ot�e gauche dans l	in�egalit�e est �egal �a

���

����
� � � � �

�

��
�

��



L	ensemble S� ne contient que le r�eseau R������� de la table �� On a m�R������� � Z� �� � ��������
Le c�ot�e droit de l	in�egalit�e est �egal �a

�������

� � �������� �
�

��

et on a donc �egalit�e pour k � �� Les cas restants se d�emontrent de la m�eme mani�ere�

�� Classi
cation des r�eseaux unimodulaires avec syst�eme de racine A� en dimension ���

Soit 
 un r�eseau unimodulaire en dimension �� avec syst�eme de racine A�� La proposition ��� �iv�
montre que 
 n	est pas exceptionnel� Soit r une racine de 
� La proposition ��� �iii� montre qu	il existe
����� vecteurs � � 
� tels que hr� �i � �� Soit donc � � 
� un tel vecteur� Les hypoth�eses de la proposition
��� sont v�eri
�ees pour la paire de r�eseaux voisins 
 et 
��� � � f� � 
 j h�� �i � � �mod ��g � Z�

� � Le

r�eseau 
��� � est donc de la forme M � Z o�u M est un r�eseau unimodulaire avec syst�eme de racine kA� en
dimension ��� Pour N un r�eseau avec syst�eme de racine kA� en dimension �� d�enotons par m�
� N � Z� le
nombre d	ar�etes dans le graphe des voisins qui relient le r�eseau 
 �a N � Z� Ces ar�etes correspondent �a des
plongements de N�Z dans 
�R tels que �N�Z��
 est d	indice � dans 
� D�enotons parm�
� N�Zj�� � ��
le nombre de tels plongements qui satisfont en outre la condition 
� � �N � Z�� � �� On peut alors d�e
nir
les nombres m�
� kA��Zj�� � �� et m�M �Z� A�j�� � �� de la m�eme mani�ere qu	aux sections pr�ec�edentes
en y incluant la condition que les r�eseaux plong�es correspondants sont sans racine commune�

Soit maintenant L une liste de r�eseaux unimodulaires avec syst�eme de racine A� en dimension ���
D�enotons par Sk la liste compl�ete des r�eseaux unimodulaires avec syst�eme de racine kA� en dimension ���
D	apr�es la proposition ��� on a donc

X
	�L�

m�
� kA� � Zj�� � ��
jAut
j 


X
M�Sk

m�M � Z� A�j�� � ��
�jAutM j

avec �egalit�e pour tout k si la liste L est compl�ete� Or m�M � Z� A�j��� � � si k 	 �� car


 � f� �M � Z j h�� vi � �Zg� Z
v

�

avec v � �r �o�u r est une racine de 
�� On a donc hv� vi � � et hv� si � � �mod �� pour toute racine s de
M et il s	ensuit qu	on a

� � hv� vi 	 �
�

X
s�M�

jhv� sij� 	 k

�
�

Il su!t donc de v�eri
er les �egalit�es ci�dessus pour � 
 k 
 �� en utilisant les donn�ees des tables � et ��

�� Classi
cation des r�eseaux unimodulaires avec syst�eme de racine kA� pour k 	 � en dimension ���
Cette classi
cation est analogue �a la classi
cation en dimension ��� i�e� on se ram�ene �a des r�eseaux

unimodulaires sans A� en dimension �� en consid�erant le r�eseau voisin 
�
r�s
� � de 
 pour r� s deux racines

orthogonales dans 
� La table � contient la liste compl�ete des r�eseaux unimodulaires avec syst�eme de racine
�A�� �A� et �A�� Or la table � ne contient pas tous les r�eseaux unimodulaires sans A� en dimension ���
Beaucoup de ces r�eseaux ne sont jamais voisin �apr�es addition de Z�� d	un r�eseau 
 avec au plus � paires
de racines orthogonales� En e�et� supposons par exemple qu	un tel r�eseau M contient A
� Le syst�eme de
racine A
 fournit d�ej�a � paires de racines �a 
� deux autres provenant de Z

�� Le r�eseau M ne peut donc
contenir aucune autre composante de rang 	 �� De m�eme� si M contient �A� les autres composantes sont
toutes de rang �� La table � ne contient donc que des r�eseaux M sans A� qui v�eri
ent quelques hypoth�eses
suppl�ementaires� Nous laissons au lecteur le soin de justi
er l	omission de certains r�eseaux� Les arguments
sont en g�en�eral faciles�

��� Classi
cation des r�eseaux unimodulaires sans racine en dimension ���

��



On proc�ede comme pour les r�eseaux sans racine en dimension ��� La seule di��erence notable est le fait
qu	on peut supposer connu les r�eseaux exceptionnels �ayant un vecteur caract�eristique de norme ��� En e�et�
d	apr�es la remarque ��� un tel r�eseau est toujours un voisin pair d	un r�eseau de la formeM �Z o�uM est un
r�eseau non�exceptionnel sans racine en dimension ��� Il su!ra donc de classer les r�eseaux non�exceptionnels
en dimension ���

Proposition ����� Soit 
 un r�eseau unimodulaire sans racine en dimension �� qui n�est pas exception�
nel
 Alors il existe un vecteur � de norme � dans 
 tel que l�ensemble

R��� � f� � 

 j h�� �i � �g

contient au plus � �el�ements


Preuve� La preuve est analogue �a la premi�ere partie de la preuve de la proposition ���� Nous laissons
les d�etails au lecteur�

Cette proposition montre que la classi
cation des r�eseaux unimodulaires sans racine en dimension �� qui
sont non�exceptionnels ne n�ecessite que la liste compl�ete des r�eseaux unimodulaires avec syst�eme de racine
kA� pour � 
 k 
 � en dimension ��� La liste compl�ete de ces r�eseaux a �et�e construite en utilisant les
sections ��� et � et elle se trouve dans la table ��

Pour la suite de la classi
cation on proc�ede comme dans la section �� En particulier� on v�eri
e que les
nombres X

	�L

m�
� kA� � Z�

Aut 


valent respectivement
����
�


����� pour k � � �
��

�
�� pour k � � �

������
���

pour k � � �

�



� pour k � � �

���������

������ pour k � �

o�u L d�esigne la liste des r�eseaux donn�ee par la table �� La masse de ces r�eseaux est �egale �a

X
	�L

�

Aut 

�
�� ��� ��� ���

�� ��� ��� ���
�

��� R�eseaux pairs sans racine en dimension ���

Soit 
 un r�eseau pair de d�eterminant � en dimension ��� Le groupe 
��
 est alors isomorphe �a Z��Z�
Z��Z et 
� contient exactement � sous�r�eseaux entiers unimodulaires� Notons ces � r�eseaux L� M et N �
Les � cas suivants sont possibles�

�i� Les trois r�eseaux sont non�isomorphes� Ceci implique jAut
j � jAut#Lj � jAutM j � jAutN j�
�ii� L et M sont isomorphes mais non�isomorphes �a N � Dans ce cas on a jAut
j � jAutN j � j�AutLj�
�iii� L� M et N sont isomorphes� On a alors jAut
j � �jAut#Lj�
Supposons maintenant que 
 ne poss�ede pas de racine� Dans ce cas au plus un seul des trois r�eseaux

L� M et N poss�ede un vecteur de norme �� Un tel r�eseau est donc toujours le sous�r�eseau pair d	un r�eseau
entier unimodulaire sans racine en dimension ���

En �etudiant les r�eseaux de la table � on v�eri
e que le cas �ii� arrive seulement avec les trois r�eseaux
R����� R���
 et R�����

Le cas �ii� arrive avec �R������ R������ avec �R������ R����� et avec �R������ R������ �Le � devant un
r�eseau signi
e qu	il est � fois contenu dans le dual de son sous�r�eseau pair��

Pour tous les autres r�eseaux on se trouve dans le cas �i��

��



La table � reprend ces donn�ees et indique aussi l	ordre des groupes d	automorphismes des r�eseaux en
question� Il y a �� tels r�eseaux et leur masse est �egal

�� ��� ��� ���

��� ��� ��� ���
�

��� Codes autoduaux de distance minimal � sur F��

 �

Un code C est un sous�espace lin�eaire d	un espace vectoriel 
ni Fnp o�u p est un nombre premier� Un
code C � F�n

p est autodual s	il est de dimension n et si la restriction du produit scalaire standard de F�n
p �a

C est identiquement nulle� Identi
ons les deux Fp�espaces vectoriels �p
p
Z�n�

p
pZ�n et F�n

p de la mani�ere

�evidente et consid�erons le r�eseau


C � �p
p
Z�n

d�e
ni par


C � f� � �p
p
Z�n j � �mod

p
pZ�n� � Cg �

Le r�eseau 
C est entier unimodulaire si et seulement si C est un code autodual� D	autre part� si un r�eseau
unimodulaire 
 contient �n vecteurs orthogonaux v�� � � � � v�n � 
 de norme p� alors l	application Fp�lin�eaire
� � 
 �� F�n

p d�e
nie par ���� � �h�� v�i �mod p�� � � � � h�� v�ni �mod p�� est une projection de 
 sur un
code autodual C� Le poids de Hamming w�c� d	un �el�ement c � C est le cardinal du support de c �l	ensemble
de ses coordonn�ees non�nulles�� Le poids minimal de C est �egal �a

minc�Cnf�gw�c� �

Consid�erons maintenant un code autodual C dans F��

 � On v�eri
e facilement que 
C est sans racine si

et seulement si le poids minimal de C est au moins �� Le polyn�ome des poids WC �
P

c�C x
w�c�y���w�c� est

alors d�etermin�e de mani�ere unique et on a

WC�x� y� � y��

�����x�y��

������x��y��

�������x�
y�


��������x��y��

��������x��y�

�������x��y�

�����x��y�

�ceci r�esulte de l	identit�e Mac�Williams� cf� Theorem ������ dans 	AK
 ou le chapitre � dans 	CS
�� En
particulier� les formules reliant WC�x� y� �a 
	�q� montrent que les r�eseaux exceptionnels sans racine ne
proviennent pas de codes autoduaux sur F��


 �
Un t � �v� k� �� design est la donn�ee d	un ensemble 
ni P ayant v �el�ements et d	une famille B de

sous�ensembles de P telle que tout membre B � B contient k �el�ements et telle que tout sous�ensemble �a
t��el�ements de P est contenu dans exactement � membres de la famille B� Il s	ensuit du th�eor�eme de Assmus�
Mattson �cf� Theorem ������ dans 	AK
� que l	ensemble des vecteurs de poids � d	un code autodual de
poids minimal � dans F��


 est un �� ���� �� ��� et un � � ���� �� ���� design� Un tel code fournit un des ��
r�eseaux unimodulaires non�exceptionnels de la table �� Il su!t donc de d�eterminer ��a action par le groupe
d	automorphisme pr�es� l	ensemble des sous�r�eseaux isomorphes �a

p
�Z�� dans ces r�eseaux� Or si v� et v�

sont deux vecteurs orthogonaux de norme � qui se compl�etent en une base v�� � � � � v�� de
p
�Z��� le th�eor�eme

de Assmus�Mattson montre qu	on a

f� � 

 j h�� v�i � ��� h�� v�i � ��g � ��� �

��



Un crit�ere analogue existe pour les triplets v�� v�� v
 qui se compl�etent en une base orthogonale de
p
�Z���

Ce crit�ere permet peut��etre une classi
cation des sous�r�eseaux isomorphes �a
p
�Z�� ��a action par le groupe

des automorphismes pr�es� contenus dans les r�eseaux de la table �� Ceci donnerait alors la classi
cation des
codes autoduaux de poids minimal � sur F��


 �

Remarque ����� Les codes autoduaux provenant de R���
���� ont �et�e class�es dans 	D
� Il y en a trois
��a isomorphisme pr�es��

��� Les tables�

Les tables qui suivent permettent de construire les r�eseaux unimodulaires avec syst�eme de racine kA�

en dimension �� �table ��� les r�eseaux unimodulaires avec syst�eme de racine kA� pour � 
 k 
 � en
dimension �� �table �� et les r�eseaux unimodulaires sans racine en dimension �� �table ��� Les tables � et �
contiennent toutes les informations pour prouver que les tables ��� sont compl�etes� Les r�eseaux sont d�enot�es
par Rn�i�R� o�u n est la dimension et R le syst�eme de racine du r�eseau en question� L	indice i num�erote
les r�eseaux de m�eme dimension qui ont m�eme syst�eme de racine� g�en�eralement par ordre croissant de leur
groupe d	automorphismes� Une lettre e apr�es l	indice i indique que le r�eseau en question est exceptionnel� i�e�
poss�ede un vecteur caract�eristique de norme � �en dimension ���� � �en dimension ��� ou � �en dimension ����
Les r�eseaux exceptionnels se trouvent apr�es les r�eseaux non�exceptionnels ayant m�eme syst�eme de racine�

Les r�eseaux des tables sont d�ecrits comme k�voisins de Z��� Pour cela il su!t de donner un vecteur v
de norme enti�ere de la forme

v �
�

k
�a�� � � � � vn�

avec �a�� � � � � an� � Zn et a�� � � � � an� k premiers entre eux� Le r�eseau en question est alors isomorphe �a


 � f� � Zn j h�� vi � Zg� Zv �

Les vecteurs v choisis dans les tables permettent facilement de trouver une base �et donc une matrice de
Gram du r�eseau�� en e�et un des coe!cients ai est toujours �egal �a � et un autre au moins est premier �a k�
Supposons donc v � �

k ��� a�� � � � � an� avec k et an premier� Soit e�� � � � � en la base standard de Z
n� Comme

an et k sont premiers entre eux� il existe des entiers li tels que les vecteurs de la forme ei� lien appartiennent
�a 
 pour � 
 i � n� Notons bi ces vecteurs� Posons b� � v et bn � ken� Il est facile de v�eri
er que

b� � kb� �
n��X
i��

aibi � �bn

pour un entier � convenable� Ceci montre que b�� b�� � � � � bn est une Z�base de 
 car b�� � � � � bn engendrent le
r�eseau 
�

Pour un r�eseau 
 sans racine nous avons aussi indiqu�e l	invariant m	 qui est d�e
ni comme suit� Soit


 l	ensemble des vecteurs de norme � de 
� A v � 

 on associe le polyn�ome

mv�x� �
X

��	��hv��i��
x�f��	� jhv��i�h���i���g �

On ordonne ensuite les �el�ements de R$x% par

f�x� 	 g�x��� limx��f�x� � g�x� � �� �

et on pose
m	�x� � minv�	�

mv�x� �

Le nombre de polyn�omes mv�x� distincts est aussi indiqu�e� De m�eme on d�e
nit un invariant n��a� � R$a%
par

n��a� �
�

�

X
��	�

a�f	�	� j h��	i��g �

��



L	invariant n��a� d�enombre les voisins de la forme Z �M avec syst�eme de racine donn�e �cf� section ���

Remarque ����� Les ordres des groupes d	automorphismes des r�eseaux en dimension �� sont parfois
erronn�es d	un facteur de � dans 	Bo
�

��� Quelques r�eseaux remarquables�

Plusieurs r�eseaux apparaissant dans ce travail sont aussi apparus ailleurs� Ainsi le r�eseau R���
���� a �et�e
d�ecrit dans 	BV
� Les r�eseaux R���
����� R���
����� R���

��� et R���
���� apparaissent aussi dans 	N
 car les
groupes d	automorphismes de leurs sous�r�eseaux pairs sont des sous�groupes 
nis maximaux de GL����Z��

Le r�eseau R���
e��� est mentionn�e dans 	Bo
 ainsi que plusieurs autres r�eseaux de ce travail�
Le r�eseau de Barnes�Wall est l	unique r�eseau entier pair sans racine de d�eterminant �� en dimension ���

Ce r�eseau s	obtient par exemple en consid�erant le sous�r�eseau orthogonal �a toutes les racines de R�������A��
ou de R����e���A���
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Table �� R�eseaux sans A� en dimension ��

R����� Syst�eme de racine� �� � ��� ��� ��� ��� automorphismes� Construction

�

��
��� �� �� ��� ��������������������������������������� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �

m�R���� � Z
�� �A�� � � ��� ��� �

R����� Syst�eme de racine� A�
�� � ��� ��� ��� automorphismes� Construction

�

��
��� �� �� �� ������� �� �������� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ������ �

Pour M � R����� Z� on a

m�M� �A�� � �� ���� m�M� �A�� � ��� ���� m�M� �A�� � � ��� ����
m�M� �A�� � ��� ���� m�M� ��A�� � �� ��� �

R����� Syst�eme de racine� A��
� � ��� ��� ��� automorphismes� Construction

�

��
���� �� �� �� ��������� �� �������� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ������ �

Pour M � R���
� Z� on a

m�M� �A�� � ��� ���� m�M� �A�� � � ��� ���� m�M� �A�� � � ��� ����
m�M� ��A�� � ��� ���� m�M� ��A�� � �� ���� m�M� ��A�� � ��� �

R����� Syst�eme de racine� A��
� � � ��� ��� ��� automorphismes� Construction

�

��
���� �� �� �� ���� �� �������� �� �������� ��� ��� ������������������ �

Pour M � R����� Z� on a

m�M� �A�� � ��� ���� m�M� �A�� � ��� ���� m�M� ��A�� � ��� ����
m�M� ��A�� � ��� ���� m�M� ��A�� � ��� ���� m�M� ��A�� � ��� �

R����� Syst�eme de racine� A��
� A�

�� ��� ��� ��� automorphismes� Construction

�

��
��� �� �� �� ������ �� ����������� �� �������� �� ��� ��� ��� ��� ���

Pour M � R���
� Z� on a

m�M� �A�� � ��� ���� m�M� �A�� � ��� ���� m�M� ��A�� � ��� ����
m�M� ��A�� � ��� ���� m�M� ��A�� � � ��� �

R����� Syst�eme de racine� A
��
� � � ��� ��� ��� ��� automorphismes� Construction

�

��
��� �� �� �� �������� �� �������� �� ���������������������������� �

��



Pour M � R����� Z� on a

m�M� ��A�� � � ��� ���� m�M� ��A�� � � ��� ���� m�M� ��A�� � ��� ����
m�M� ��A�� � � ��� �

R����� Syst�eme de racine� A
�
�A

�
�� ��� ��� ��� automorphismes� Construction

�

��
��� �� �� �� ����������� �� ������ �� �� ������ �� �� ��� ��� ��� ��� �

Pour M � R����� Z� on a

m�M� �A�� � ��� ���� m�M� ��A�� � ��� ���� m�M� ��A�� � ��� ����
m�M� ��A�� � � ��� �

R���	� Syst�eme de racine� A�
�A

�
�� ��� ��� ��� automorphismes� Construction

�

��
��� �� �� �� �� �� �� ������ �� �������� �� �������� �� ������

Pour M � R����� Z� on a

m�M� ��A�� � ��� ���� m�M� ��A�� � ��� ���� m�M� ��A�� � �� ��� �
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Table �� Quelques r�eseaux en dimension ��
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�
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��� �� �� �� ������� �� �� ����������������� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �

Pour M � R�
�A�
�� � Z� on a

m�M� �A�� � � ��� ���� m�M� �A�� � � ��� ���� m�M� �A�� � � ��� ��� �

R���A�

�
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�

��
��� �� �� �� ������ �� �� ���������������������������������� ��� ��� ��� ��� �
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�A
�
�� � Z�� �A�� � � ��� ��� �
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��� �� �� �� ���� �� ��� �������� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��������� �

Pour M � R�
�A�
�� � Z� on a

m�M� �A�� � ��� ���� m�M� �A�� � � ��� ���� m�M� �A�� � � ��� ��� �

R���A�
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�

��
��� �� �� �� �������� �� ���������������������������������������������
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�� �A�� � �� ��� �

R���A
	
�A

�
��� � ��� ��� automorphismes� Construction�

�

��
��� �� �� ��� ������ �� �������� �� �������� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �

��



m�R�
�A
�
�A

�
�� � Z

�� �A�� � �� ��� �
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Table �� R�eseaux unimodulaires avec syst�eme de racine kA� en dimension ��
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	�q� � � � ����q
 � � � ��
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�

��
��� �� �� �� ���� �� ������������������������� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �

Pour M � R������� � Z on a

m�M� �� � � ��� ���� m�M�A�� � � ��� ���� m�M� �A�� � � ��� ��� �
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 � � � ��
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On a m�R�����A
�
��� R����� Z�� � ��

Pour M � R�����A�
�� � Z on a�

m�M� �� � ��� ���� m�M�A�j�� � �� � � ��� ���� m�M� �A�j�� � �� � � ��� ��� �
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�� � ��� ��� automorphismes� Construction�
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On a m�R�����A
�
��� R����� Z�� � ��

Pour M � R�����A�
�� � Z on a�

m�M� �� � ��� ���� m�M�A�j�� � �� � � ��� ���� m�M� �A�j�� � �� � � ��� ��� �
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 � � � ��
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 � R�����A�
�� et M � R�����A�

�� � Z on a

m�
� R����� Z�� � �� m�
� R���
� Z
�� � ��

m�M� �� � ��� ���� m�M�A�j�� � �� � ��� ���� m�M� �A�j�� � �� � ��� ��� �
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�� S�erie 
� 

�q� � � � ��q
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 � � � ��
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Pour 
 � R�����A
�
�� et M � R�����A

�
�� � Z on a

m�
� R���
� Z�� � �� m�
� R���� � Z�� � �� m�
� R���
� Z�� � ��

m�M� �� � ��� ���� m�M�A�j�� � �� � ��� ���� m�M� �A�j�� � �� � ��� ��� �

R�����A�

�
�� �� ��� automorphismes� Construction�

�

��
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 � R�����A�
�� et M � R�����A�

�� � Z on a
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� R����� Z�� � �� m�
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 � Z�� � ���

m�M� �� � ��� ���� m�M�A�j�� � �� � ��� ���� m�M� �A�j�� � �� � ��� ��� �
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 � R���
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� R����� Z�� � �� m�
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Pour 
 � R�����A�
�� et M � R�����A�

�� � Z on a

m�
� R���
� Z�� � �� m�
� R���
� Z�� � ��� m�
� R����� Z�� � ���

m�M� �� � �� ���� m�M�A�j�� � �� � �� ���� m�M� �A�j�� � �� � � �

R�����A
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 � R�����A�
�� et M � R�����A�

�� � Z on a

m�
� R����� Z�� � �� m�
� R���
 � Z�� � �� m�
� R����� Z�� � ��
m�
� R���
� Z�� � ��� m�
� R���� � Z�� � ���

m�M� �� � �� ���� m�M�A�j�� � �� � �� ���� m�M� �A�j�� � �� � � �
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 � R�����A
��
� � et M � R�����A

��
� � � Z on a

m�
� R���
� Z
�� � �� m�
� R���
 � Z

�� � �� m�
� R����� Z�� � ���
m�
� R����� Z

�� � �� m�
� R���� � Z
�� � �� m�
� R������ Z�� � ��

m�M� �� � �� ���� m�M�A�j�� � �� � m�M� �A�j�� � �� � � �

R�����A��
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 � R�����A
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� � et M � R�����A

��
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m�
� R����� Z�� � �� m�
� R���
� Z�� � �� m�
� R����� Z�� � ���
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� R����� Z�� � �� m�
� R������ Z�� � ��
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R�����A��
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�
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Pour 
 � R���
�A��
� � et M � R���
�A��

� � � Z on a

m�
� R����� Z�� � �� m�
� R���
� Z�� � ��� m�
� R����� Z�� � ���
m�
� R������ Z�� � ��� m�
� R������ Z�� � ��

m�M� �� � �� ���� m�M�A�j�� � �� � m�M� �A�j�� � �� � � �

R�����A
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�� ��� ��� automorphismes� Construction�
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��� �� �� �� �� �� �������� �� �������� ��� ��� ��� ��� ��������������������� �

Pour 
 � R�����A
��
� � et M � R�����A

��
� � � Z on a

m�
� R���
� Z�� � ��� m�
� R����� Z�� � �� m�
� R������ Z�� � ���

m�M� �� � �� ���� m�M�A�j�� � �� � m�M� �A�j�� � �� � � �
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