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R�sum�

Dans cette th	se� nous d��nissons des m�thodes e�caces et g�n�riques dans le but de
r�soudre les probl	mes de robustesse que pose la g�om�trie algorithmique� en se concen�
trant principalement sur l��valuation exacte des pr�dicats g�om�triques� Nous avons ex�
plor� des m�thodes bas�es sur l�arithm�tique modulaire� ce qui nous a conduits � mettre
au point des algorithmes simples et e�caces de reconstruction du signe dans cette repr��
sentation des nombres� Nous avons �galement mis au point de nouveaux types de �ltres
arithm�tiques qui permettent d�acc�l�rer le calcul des pr�dicats exacts� en contournant
le co
t des solutions traditionnelles bas�es sur des calculs multipr�cision g�n�riques� Nos
m�thodes sont bas�es sur l�utilisation de l�arithm�tique d�intervalles� qui permet une uti�
lisation souple et e�cace� combin�e � un outil de g�n�ration automatique de code des
pr�dicats� Ces solutions sont maintenant disponibles dans la biblioth	que d�algorithmes
g�om�triques Cgal�

Mots�cl�s� g�om�trie algorithmique� robustesse� calcul exact� pr�dicat g�om�trique� �ltre
arithm�tique� arithm�tique d�intervalles� arithm�tique modulaire� C��� Cgal�



Abstract

In this thesis� we de�ne e�cient and generic methods in order to solve the robustness
problems that arise in the �eld of computational geometry� and we concentrate especially
on the exact evaluation of the geometric predicates� We investigated methods based on
modular arithmetic� which led us to develop simple and e�cient algorithms to reconstruct
the sign in this number representation� We also developed new kinds of arithmetic �lters�
which allow to speed up the exact computation of predicates� working around the cost
of traditionnal solutions based on generic multiprecision computations� Our methods are
based on the use of interval arithmetic� which allows an e�cient and simple use� combined
to an automatic generation tool of the predicates code� These solutions are now available
in the Cgal library of geometric algorithms�

Keywords� Computational geometry� exact computation� robustness� geometric predi�
cate� arithmetic �lter� interval arithmetic� modular arithmetic� C��� Cgal�
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Introduction

Cette th	se rassemble le travail e�ectu� durant les trois ann�es que j�ai pass�es au sein
du projet Prisme � l�INRIA� Cette �quipe a pour th	me de recherche principal la g�om�trie
algorithmique� et s�est tourn�e r�cemment vers la programmation d�algorithmes g�om��
triques dans le cadre du projet europ�en de construction d�une biblioth	que commune
d�algorithmes g�om�triques Cgal�

Mon travail s�est orient� plus particuli	rement vers la recherche de solutions e�caces
et g�n�riques qui garantissent la robustesse des algorithmes g�om�triques�

Nous introduisons tout d�abord au chapitre � les quelques mod	les sur lesquels sont
bas�es les �tudes classiques des algorithmes g�om�triques� qui re�	tent les applications de
ces m�thodes� et qui permettent de �xer le cadre de la suite de cette th	se�

Ensuite� le chapitre � montre les deux principales approches pratiques qui permettent
de r�soudre le probl	me de la robustesse� � savoir l�arithm�tique exacte et les pr�dicats
exacts�

Puis nous discutons d�arithm�tique modulaire� m�thode bien connue qui permet de
r�soudre les probl	mes d�arithm�tique enti	re exacte de mani	re simple et performante�
Nous traitons principalement dans ce chapitre � des m�thodes de calcul du signe des
nombres en repr�sentation modulaire que nous avons mises au point�

Le chapitre � est consacr� � l��tude des �ltres arithm�tiques qui garantissent une tr	s
bonne e�cacit� de l�implantation des pr�dicats exacts� Nous y d�crivons en d�tail nos
travaux utilisant l�arithm�tique d�intervalle� ainsi que les divers types de �ltres que nous
avons mis au point et implant�s dans la biblioth	que Cgal�

En�n� le dernier chapitre � se veut une collection des m�thodes propos�es ces derni	res
ann�es par la communaut� de g�om�trie algorithmique a�n de calculer de mani	re exacte le
signe des d�terminants� probl	me que l�on trouve de mani	re r�currente dans les pr�dicats
g�om�triques� Nous y d�taillons en particulier les m�thodes que nous avons d�velopp�es�
rattach�es aux chapitres � et ��

xiii
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Chapitre �

Mod�les de calcul g�om�trique

De nombreuses applications informatiques ont besoin de manipuler des objets g�o�
m�triques complexes� par exemple la robotique� la vision� la conception assist�e par
ordinateur ou l�infographie� La g�om�trie algorithmique est v�ritablement n�e il y a
�� ans pour �tudier ces probl	mes� et quelques ouvrages de r�f�rence couvrent ce do�
maine �PS��� Ede��� BY��� dBvKOS��� BY���� Les objets qui y sont �tudi�s sont prin�
cipalement des structures de donn�es adapt�es aux manipulations g�om�triques� et de
nombreuses recherches ont port� sur les complexit�s des algorithmes mis en jeu pour
cr�er ces structures� comme les enveloppes convexes ou les triangulations�

Les ordinateurs ne manipulent pas naturellement des objets g�om�triques de base�
tels les points ou les droites� mais peuvent en traiter une repr�sentation particuli	re�
cette �tude est l�objet du calcul g�om�trique� Nous pr�sentons dans ce chapitre di��rents
mod	les utilis�s� et la mani	re dont ils interagissent avec les particularit�s des ordinateurs
r�els�

��� Exemple d�algorithme g�om�trique

Un des probl	mes g�om�triques les plus simples � poser est celui du calcul de l�enve�
loppe convexe d�un ensemble de n points dans le plan� repr�sent�s par leurs coordonn�es
cart�siennes �Fig� ����� L�algorithme de calcul doit produire en sortie la liste des points
qui sont sur l�enveloppe convexe� c�est���dire que pour n�importe quelle paire de points
cons�cutifs de cette liste� tous les points de l�ensemble de d�part sont du m me c!t� de la
droite d��nie par ces deux points�

Il y a plusieurs m�thodes qui permettent de d�terminer cette liste� Un des algorithmes
les plus simples est celui de Jarvis� qui fonctionne de la mani	re suivante �

" d�terminer le point de l�ensemble d�abscisse minimale P�� ce point est sur l�enveloppe
convexe�

" calculer Pi�� � partir de Pi de la mani	re suivante� parmi toutes les droites �PiP ��
pour tout P de l�ensemble de points� la droite �PiPi��� est celle de pente minimale
mais sup�rieure � celle de �Pi��Pi��

" s�arr ter lorsque Pi�� � P�� on note h la valeur de i �nale correspondante�

�
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Fig� ��� " Enveloppe convexe d�un ensemble de points du plan

L�enveloppe convexe est alors la liste des points P��P������Ph� La complexit� temporelle
de l�algorithme est O�nh�� donc au pire quadratique par rapport � la taille de l�entr�e� n�

Comme souvent en g�om�trie algorithmique� pour simpli�er l�algorithme� nous n�avons
pas trait� les cas o# des points de l�enveloppe convexe pouvaient  tre align�s � nous avons
suppos� qu�ils �taient en position g�n�rale� ce qui correspond � �viter de consid�rer les cas
menant � des valeurs de pr�dicats qui ont une probabilit� nulle d�arriver dans le cas d�une
distribution al�atoire des donn�es sur les r�els �c�est donc un notion d�pendante de l�algo�
rithme�� L�op�ration g�om�trique de base utilis�e par cet algorithme est la comparaison
des pentes des droites d��nies par des points� ce que l�on nomme le pr�dicat orientation
�cf chapitre ��� et l�on suppose donc que l�on sait e�ectuer cette op�ration� qui est d��nie
comme le signe d�un polyn!me simple en les coordonn�es des points d��nissant les droites�

Manipuler les objets g�om�triques revient donc � e�ectuer certaines op�rations alg��
briques sur les coordonn�es r�elles d��nissant ces objets�

��� Le mod�le de calculateur r�el � acc�s al�atoire
�Real�RAM	

Dans le but d��tudier les complexit�s des algorithmes� que ce soit en temps ou en
espace m�moire� on a cherch� � mod�liser les ordinateurs de mani	re simple� et g�n�rale�
par ce que l�on appelle le calculateur r�el � acc	s al�atoire �Real�RAM��

Dans ce mod	le� les propri�t�s suivantes sont suppos�es v�ri��es par la machine �

" Les nombres r�els sont repr�sent�s dans des cases m�moire de taille constante�

" L�acc	s � ces cases m�moire se fait en temps constant� aussi bien pour la lecture que
pour l��criture�

" Les comparaisons entre deux nombres r�els sont e�ectu�es en temps constant�
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" Les op�rations arithm�tiques simples �addition� soustraction� multiplication� divi�
sion� racines� logarithmes���� sont e�ectu�es de mani	re exacte et en temps constant�

Le mod	le Real�RAM o�re un cadre simple pour tous les algorithmes g�om�triques�
ind�pendamment de la repr�sentation num�rique des objets� c�est pourquoi il a �t� autant
utilis�� Il mod�lise aussi relativement bien les machines actuelles� comme nous le verrons
dans la section suivante�

L�adoption de ce mod	le a permis de continuer � d�velopper de nombreux algorithmes
g�om�triques durant des ann�es� et de nombreux r�sultats ont �t� obtenus en ce qui
concerne les complexit�s de di��rents probl	mes� Cependant� certains probl	mes li�s �
l�implantation ont commenc� � faire douter du fait que le mod	le Real�RAM soit un cadre
su�sant pour �tudier les algorithmes g�om�triques� Nous allons maintenant souligner les
di��rences entre ce mod	le et les ordinateurs r�els� qui peuvent poser des probl	mes dans
l�implantation pratique des algorithmes g�om�trique�

��
 La r�alit�

La majorit� des ordinateurs r�els actuels implantent relativement bien le mod	le Real�
RAM� mais on peut noter tout de m me qu�un mod	le plus pr�cis pourrait prendre en
compte les remarques suivantes �

" Le temps d�acc	s m�moire d�pend de la taille et de la localit� des acc	s r�p�t�s
aux donn�es en m�moire� Ainsi� le temps d�acc	s aux registres du processeur se
fait en un cycle� l�acc	s � une donn�e dans le cache en quelques cycles� l�acc	s � la
m�moire vive �RAM� se fait en quelques dizaines de cycles� et l�acc	s en m�moire
virtuelle sur disque en quelques dizaines de milliers de cycles� On note aussi que ce
sch�ma s�accentue au �l des ann�es du fait que la vitesse des processeurs augmente
plus rapidement que celle de la m�moire et des disques� Ce sch�ma a conduit �
des algorithmes sp�ci�ques au traitement de donn�es de grande taille �GTVV���
AABV����

" Les r�els ne peuvent en aucun cas  tre stock�s dans un espace m�moire de taille
constant pour des raisons �videntes� Cependant� le mod	le du calcul en virgule �ot�
tante� et en particulier de la norme Ieee ��� �IEE��� permet de m�moriser dans un
espace constant ��� ou �� bits� une valeur approch�e d�un r�el � une certaine pr�ci�
sion� Cette repr�sentation v�ri�e les contraintes de temps constant sur les op�rations
de base �addition� soustraction� multiplication� divisions� racines carr�es�� tout en
remarquant qu�en pratique� une division est par exemple beaucoup plus co
teuse
qu�une addition �d�un facteur variant entre � et �� selon l�architecture��

" Si l�on d�sire manipuler des nombres r�els de mani	re exacte et non approch�e� alors
on se restreint � ceux qui sont repr�sentables en machine �de mani	re symbolique ou
num�rique�� Dans ce cas� la repr�sentation occupe un espace m�moire qui n�est plus
born�� et les op�rations arithm�tiques ne se font plus non plus en temps constant
�voir chapitre ���

$ premi	re vue� il y a donc un dilemme entre le choix d�une repr�sentation approch�e�
pour laquelle les calculs sont e�ectu�s de mani	re approch�e mais en temps et espace
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signe exposant mantisse

�����

�� bits

Fig� ��� " Codage d�un nombre en double pr�cision selon la norme Ieee ����

constant� et une repr�sentation plus complexe qui permet de s�a�ranchir des approxima�
tions du calcul �ottant au prix d�un co
t en temps de calcul et espace m�moire qui n�est
plus constant�

����� La norme Ieee ���

Nous pr�sentons ici quelques notes sur la norme Ieee ���� qui seront utiles pour
la compr�hension du reste de cette th	se� Pour une vue d�ensemble� le lecteur pourra se
r�f�rer � la norme elle�m me �IEE��� ainsi qu�aux articles de synth	se de Goldberg �Gol���
et Kahan �Kah����

Cette norme sp�ci�e le codage des nombres � virgule �ottante �ou nombres �ottants�
ainsi que le comportement exact des op�rations qui les manipulent� et elle est implant�e
dans la quasi totalit� des processeurs actuels�

Codage

La norme sp�ci�e plusieurs pr�cisions possibles� mais nous n�utiliserons que les �ottants
double pr�cision� cod�s sur �� bits �type double du langage C�� La �gure ��� illustre le
fait que ces �� bits sont d�compos�s en � zones � un bit de signe s� un exposant cod�
par un entier e sur �� bits� et une mantisse de �� bits m� La valeur r�elle du nombre
�ottant correspondant vaut ����s� �e������ ��m� Les valeurs extr mes de e �� et �����
sont utilis�es pour coder les exceptions � cette r	gle � les valeurs �� et ��� les nombres
d�normalis�s� les in�nis� et les NaNs �Not a Number�� Nous ne d�taillerons pas cela ici�

Op�rations

La norme d��nit �galement le comportement des op�rations de base � addition� sous�
traction� multiplication� division et racine carr�e�

Pour chaque op�ration e�ectu�e sur des nombres �ottants� le r�sultat est calcul� en
suivant la propri�t� suivante �

" soit x le r�sultat r�el de l�op�ration� et x la valeur �ottante � retourner�

" si x est repr�sentable par un �ottant x� alors ce �ottant est retourn��

" dans le cas contraire� alors il existe deux �ottants cons�cutifs qui encadrent x �x et
x��

x vaudra x ou x� selon les r	gles suivantes�
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Modes d
arrondi

L�utilisateur peut choisir un %mode d�arrondi& qui a�ectera les op�rations �ottantes
dans le choix entre x et x� Ce choix est e�ectu� en arrondissant x selon l�une des directions
suivantes �

" au plus proche �comportement par d�faut�� C�est la valeur �ottante la plus proche
de x qui sera choisie �en cas d��galit�� une r	gle de parit� est utilis�e que nous ne
d�taillerons pas ici��

" vers z�ro� C�est la valeur de plus petite valeur absolue qui est choisie�
" vers ��� C�est la valeur la plus grande qui est choisie�
" vers ��� C�est la valeur la plus petite qui est choisie�

On notera par la suite � l�op�ration d�addition entre deux �ottants� utilisant le mode
d�arrondi vers ��� � celle qui utilise le mode d�arrondi vers ��� On d��nit de mani	re
similaire �� �� �� �� �� �� p et p�

Unit� dans la derni�re position �ulp�

Pour un nombre �ottant x� on note ulp�x� l�%unit� dans la derni	re position& �Unit in
the Last Place�� c�est���dire la di��rence entre x et le �ottant qui lui est imm�diatement
sup�rieur en valeur absolue�

Cette fonction peut se calculer de la fa
on suivante �

ulp�x� � �jxj � �d�� jxj
o# �d est le plus petit double strictement positif�

Notons que l�on peut aussi utiliser la fonction nextafter�x�y�� recommand�e par la
norme� qui renvoie le �ottant suivant imm�diatement x dans la direction de y� Ainsi�

ulp�x� � nextafter�jxj����� jxj

Erreur d
arrondi

L�erreur commise sur une op�ration de base� di��rence entre la valeur r�elle x du
r�sultat et la valeur �ottante x� est major�e par �

�
ulp�x� dans le cas o# le mode d�arrondi

est au plus proche� et ulp�x� pour les autres modes�

Cas de comparaison exacte

Pour toute op�ration de base OP parmi �� � � � � �� et quels que soient les �ottants
a� b� c� d� ayant pour valeurs r�elles a� b� c� d �

�a OP b � c OP d�� �a OP b � c OP d�

C�est���dire que le sens de la comparaison donn� par le calcul �ottant est correct� Ceci
est valable quel que soit le mode d�arrondi� pourvu qu�il soit le m me pour les deux calculs
du membre de gauche �le membre de droite est le calcul exact sur les r�els�� Cette propri�t�
d�ordre est bien s
r perdue lorsque plusieurs op�rations cons�cutives sont e�ectu�es�
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Sortie Combinatoire

Algorithme Pr�dicats

Entr�es Num�riques

Fig� ��� " Les pr�dicats sont le pont entre les parties num�rique et combinatoire�

��� Probl�mes de robustesse

Les algorithmes g�om�triques peuvent en g�n�ral  tre d�coup�s en deux parties logi�
quement distinctes � l�une est combinatoire� qui manipule des structures discr	tes telles
que des graphes ou des arbres� et l�autre est num�rique� qui manipule des nombres� tels
les coordonn�es des objets g�om�triques�

L�entr�e d�un algorithme g�om�trique est g�n�ralement purement num�rique� comme
un ensemble non structur� de points� L�algorithme va consister dans ce cas � calculer
une structure combinatoire � partir de ces donn�es num�riques� Puis �ventuellement�
l�algorithme produira une sortie num�rique � partir des donn�es de d�part�

Le passage des objets num�riques � la structure combinatoire peut  tre ramen� � ce
qu�on appelle des pr�dicats �cf Fig� ����� qui sont des fonctions qui prennent en param	tres
des entr�es num�riques� et retournent une valeur bool�enne correspondant � un test de
comparaison� On peut �tendre ce concept strict � une combinaison bool�enne de pr�dicats�
qui donc renvoie une valeur dans un ensemble �ni de choix possibles�

Un exemple de pr�dicat est la fonction orientation� qui d�termine de quel c!t� d�une
droite orient�e d��nie par deux points� un troisi	me point se situe �les points �tant donn�s
par leurs coordonn�es cart�siennes dans le plan�� Cette fonction prend en entr�e � valeurs
num�riques� et retourne une valeur dans un ensemble � trois possibilit�s� De plus amples
d�tails sur ce sujet seront donn�s dans le chapitre ��

Les pr�dicats repr�sentent une partie cruciale de l�algorithme en ce qui concerne la
robustesse� En e�et� la construction de la structure discr	te qui en r�sulte peut  tre mal
e�ectu�e si les pr�dicats ne sont pas exacts� Et c�est ce qui peut se passer lorsque le
pr�dicat est calcul� avec des nombres �ottants approch�s� La mauvaise d�cision qui en
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r�sulte peut provoquer� soit un arr t inopin� du programme� une boucle in�nie���

����� Epsilons

Les cas d�erreurs sont g�n�ralement provoqu�s par des situations g�om�triques d�g��
n�r�es �points align�s par exemple�� ou presque d�g�n�r�es� Une approche commun�ment
admise est de consid�rer qu�une valeur est nulle si elle est plus petite en valeur absolue
qu�une certaine quantit� �xe �� On ne peut cependant pas d�duire beaucoup de propri��
t�s d�une telle m�thode� m me si quelques �tudes ont �t� men�es a�n de prouver certains
crit	res de robustesse �GSS��� Pri����

Pour certains algorithmes� on peut �tudier l�impact du point de vue de la coh�rence
entre les pr�dicats� des erreurs faites sur les calculs approch�s �Sug���� Par exemple� on
peut tol�rer que le calcul d�une enveloppe convexe soit approximatif dans le sens o#
quelques points sont � l�ext�rieur� s�ils sont en fait tr	s pr	s du polygone d��nissant
l�enveloppe� La structure combinatoire est respect�e dans ce cas� Certaines approches
o�rent un cadre au calcul �ottant double pr�cision pour certains probl	mes comme les
intersections de segments �Mil��a��

On peut aussi �tudier la robustesse d�algorithmes dont les pr�dicats seraient �valu�s
de mani	re � ce que l�erreur possible soit toujours du m me c!t� �KW����

����� Le paradigme du calcul exact

L�approche la plus directe �YD��� Yap��� pour prouver la robustesse des algorithmes�
est de garantir l�exactitude des calculs num�riques� et en particulier des pr�dicats �cha�
pitre ��� Le point le plus d�licat de cette approche est de la rendre e�cace� et ce sera
l�objet des �ltres �chapitre ���

����� Arrondis sur une grille �snap rounding�

Certains algorithmes g�om�triques produisent des constructions num�riques �par op�
position � une sortie purement combinatoire�� qui est fonction de leurs donn�es d�entr�e�
Si les calculs sont e�ectu�s de mani	re approch�e� alors il se peut que l�ensemble des
constructions perde certaines propri�t�s� comme l�alignement de points� la convexit� de
cellules� etc���

Des m�thodes ont �t� mises au point au cas par cas �DG��� a�n de permettre de plon�
ger les constructions exactes dans un ensemble de valeurs �ottantes� tout en conservant
un certain nombre de propri�t�s topologiques qui garantissent la robustesse de l�algo�
rithme �Mil��� Mil��b� GGHT����

��� D�g�n�rescences

Un des points souvent �lud�s lors du calcul de la complexit� des algorithmes g�om��
triques est la prise en compte des cas d�g�n�r�s� c�est���dire les cas qui ne sont pas en
position g�n�rale pour l�algorithme consid�r�� Cela implique par exemple la gestion des
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points colin�aires� des ensembles de plus de deux droites qui s�intersectent en un m me
point� de points cocirculaires���

Chaque algorithme peut  tre sujet � ce genre de probl	mes� Ne pas en tenir compte
simpli�e l�analyse� mais au risque d�avoir un d�roulement faux du programme �boucle
in�nie ou arr t inopin�� si un cas de d�g�n�rescence se produit� En tenir compte n�cessite
une modi�cation de l�algorithme qui peut entra'ner une modi�cation de la complexit��

����� Traitement au cas par cas

La premi	re m�thode qui vient � l�esprit pour traiter les cas d�g�n�r�s est de les traiter
au cas par cas dans l�algorithme� Ainsi� si l�algorithme e�ectue un branchement selon la
position d�un point par rapport � une droite� il faut aussi consid�rer le cas o# le point
se situe exactement sur la droite� Cette approche peut d�boucher sur des implantations
complexes� surtout lorsque la dimension augmente� ce qui de mani	re g�n�rale n�est pas
souhaitable� C�est cependant le choix qui a �t� fait pour la majorit� de la biblioth	que
Cgal� car il n�est pas trop p�nalisant pour les algorithmes simples en petite dimension�

����� Perturbations symboliques

Un autre type d�approche a �t� d�velopp� a�n d��liminer ces probl	mes � la source� et
traiter ainsi tous les cas de mani	re unique� Elle utilise l�analyse in�nit�simale�

On associe � chaque coordonn�e r�elle une quantit� in�nit�simale� servant � �liminer
les d�g�n�rescences lorsqu�elles apparaissent� mais ne changeant en rien le d�roulement de
l�algorithme en l�absence de d�g�n�rescences�

Par exemple� lorsque trois points dans le plan sont align�s au vu de leurs coordonn�es
r�elles� par un choix judicieux de quantit�s in�nit�simales associ�es aux points� on peut
tout de m me choisir une orientation stricte� Ce choix des epsilons in�nit�simaux est bien
s
r �x� � l�avance� et garantit la coh�rence globale de l�algorithme� tout en �liminant
virtuellement les d�g�n�rescences�

La variante la plus e�cace actuellement semble  tre celle des perturbations symbo�
liques lin�aires �ECS���� et elle a fait l�objet d�une implantation �CZ��� dans Cgal� Cette
m�thode est cependant moins g�n�rale que la m�thode SoS �%Simulation of Simplicity
scheme&� �EM��� Yap���� Il existe aussi d�autres m�thodes pour r�soudre des probl	mes
sp�ci�ques �ADS����

��
 Th�orie des domaines

Les approches pr�c�dentes supposent que les donn�es de d�part sont r�elles� calcu�
lables� et cod�es exactement en entr�e de l�algorithme� N�anmoins� les donn�es mesur�es
�en CAO� m�trologie� ne le sont jamais qu�� une certaine pr�cision� et il faudrait aussi
savoir tenir compte de donn�es impr�cises� sujettes � certaines contraintes topologiques�
Il n�existe que tr	s peu de mod	les sachant prendre en compte de telles impr�cisions�

Une exception notoire est le mod	le de Edalat et Lieutier �EL��� sur les op�rations boo�
l�ennes de solides� o# les entr�es sont repr�sentables en pr�cision arbitraire par une suite
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convergente� La machine ne peut jamais que calculer un pr��xe �ni de cette suite� mais
doit fournir un r�sultat compatible avec tous les �l�ments observ�s de la suite� La th�orie
des domaines fournit un cadre math�matique pour repr�senter le r�sultat �combinatoire�
des op�rations bool�ennes�

Une telle approche est essentiellement th�orique� et s�int�resse surtout aux aspects
de calculabilit� de certaines constructions g�om�triques sur les r�els d��nis comme des
suites convergentes� Il serait int�ressant d�explorer une implantation de cette approche
bas�e sur une extension multi�dimensionnelle de l�arithm�tique d�intervalles �chapitre ���
o# les intervalles devraient  tre a�n�s lorsque le r�sultat ne permet pas de conclure� Nous
n�avons pas suivi cette voie�

��� Cgal

La biblioth	que Cgal �CGA��� est le fruit d�une collaboration entre huit �quipes de
recherche �nanc�es par l�Union Europ�enne� qui vise � promouvoir l�usage des algorithmes
g�om�triques au sein du monde industriel et scienti�que gr(ce � la cr�ation d�une biblio�
th	que d�algorithmes �crite dans le langage C��� L�accent a �t� mis sur la modularit� de
l�ensemble et l�interchangeabilit� de nombreuses structures� en utilisant le paradigme de
la programmation g�n�rique� Cette biblioth	que est organis�e en trois parties principales �

" le noyau �kernel library�
" la biblioth	que d�algorithmes fondamentaux �basic library�
" la biblioth	que support �support library�
Le noyau regroupe les objets g�om�triques de base de taille �nie �points� droites�

cercles� segments����� ainsi que les op�rations qui les manipulent �constructions� pr�dicats�
intersections����� Ces objets sont param�tr�s par un type de repr�sentation �cart�sienne�
homog	ne�� qui lui�m me est param�tr� par le type de nombres utilis� pour coder les
coordonn�es �double� int�����

La biblioth	que d�algorithmes fondamentaux regroupe des structures de donn�es et
des algorithmes permettant de cr�er et de manipuler des objets tels que des enveloppes
convexes� triangulations �D et �D �quelconques� de Delaunay� r�guli	res�� cartes planaires�
poly	dres� etc��� Tous ces algorithmes s�interfacent avec le noyau et utilisent de mani	re
intensive le m�canisme des classes de traits �Mye��� a�n d�o�rir une plus grande �exibilit�
au programmeur�

En�n� la biblioth	que support regroupe les interfaces avec les outils de visualisation
externes� les outils arithm�tiques� etc���

Cgal o�re donc un cadre id�al pour �tudier les di��rentes solutions aux probl	mes de
robustesse� g�n�riques ou non� du fait de l�interchangeabilit� des composants� et l�un des
buts de cette th	se �tait de trouver des solutions g�n�riques et e�caces aux probl	mes
pos�s par les algorithmes fondamentaux� Cgal a permis de mettre en avant des pro�
bl	mes plus sp�ci�ques au calcul g�om�trique� par rapport � la g�om�trie algorithmique
en g�n�ral�

En�n� on peut mentionner que l�int�r t de regrouper un grand nombre d�algorithmes
au sein d�une m me biblioth	que est de pouvoir factoriser les solutions � des probl	mes
sp�ci�ques� en les incluant dans un cadre plus g�n�ral� ce qui stimule la recherche de
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meilleures solutions� aussi bien sur le plan de la g�n�ricit� que de l�e�cacit�� Les travaux
de cette th	se n�auraient probablement pas eu autant d�applications directes sans Cgal�
et certains choix ont �t� faits en faveur d�une approche appliquable � Cgal� par opposition
� des approches plus sp�ci�ques � une application particuli	re�

��� Conclusion

Apr	s une phase historique de d�veloppement d�algorithmes g�om�triques� la commu�
naut� de g�om�trie algorithmique s�est aper
u que des probl	mes importants li�s � l�im�
plantation se posaient� et m�ritaient d� tre trait�s rigoureusement� Des mod	les prenant
de plus en plus en compte les contraintes de la r�alit� des ordinateurs et des probl	mes ont
�t� mis en place� La cr�ation de Cgal permet d��tudier dans un cadre relativement g��
n�ral les diverses solutions aux probl	mes de robustesse� c�est ce que nous allons d�tailler
dans la suite de cette th	se�



Chapitre �

Calcul exact

Le calcul exact regroupe di��rentes approches qui permettent de s�a�ranchir des ap�
proximations faites par la machine� Nous rejoignons ici le point de vue exprim� par
Yap �YD��� Yap���� qui suppose que l�algorithme doit manipuler les nombres comme
s�ils �taient des r�els� et que le r�sultat ne doit pas d�pendre d��ventuelles approximations
lors du calcul� Cet aspect de la g�om�trie algorithmique est tr	s important d	s que l�on
s�int�resse de pr	s aux applications �C�����

La mani	re la plus simple d�obtenir l�exactitude des calculs� et en particulier des pr��
dicats� est d�utiliser un type de nombres dit exact� c�est���dire capable de coder et de
manipuler de mani	re exacte �moyennant une restriction sur les op�rations arithm�tiques
possibles� un sous�ensemble des r�els �entiers� rationnels � � � �� Plusieurs biblioth	ques pro�
posent de tels types de nombres�

Une autre approche consiste � traiter le probl	me au niveau des pr�dicats� En e�et� des
m�thodes ont �t� d�velopp�es a�n de garantir l�exactitude du r�sultat d�un pr�dicat sans
n�cessairement se ramener � une exactitude syst�matique de chacune des op�rations arith�
m�tiques qui le composent� Le pr�dicat est ainsi consid�r� par l�algorithme comme une
boite noire dont la r�ponse est toujours exacte� Cette approche s�av	re plus e�cace que la
premi	re� et elle su�t � garantir la robustesse de la plupart des algorithmes g�om�triques
�nous verrons des exceptions en �n de chapitre��

��� Arithm�tique exacte

L�arithm�tique exacte regroupe un ensemble de m�thodes qui e�ectuent des calculs
num�riques de mani	re exacte� Pour cela� quelques biblioth	ques proposent des types de
nombres multipr�cision� sur lesquels certaines op�rations arithm�tiques sont garanties sans
erreur� Selon le type de codage utilis�� seulement certaines de ces op�rations sont exactes
�par exemple� la division ne peut pas  tre exacte tout le temps sur des entiers��

��
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����� Biblioth	ques existantes

Voici une liste non exhaustive de biblioth	ques permettant de manipuler di��rents
types de nombres �

" Gmp �Gra��� est la biblioth	que Gnu Multi Precision� Elle permet de manipuler
des grands nombres tr	s e�cacement� avec une interface en C�

" Cln �Hai��� contient une interface C�� �volu�e de Gmp�

" Leda �NU��� MN��� est la %Library of E�cient Data types and Algorithms&� c�est
une biblioth	que C�� qui contient entre autres des types de nombres�

" Lazy �MM��� Jai��� BJMM��� permet de manipuler des rationnels multipr�cision
de mani	re paresseuse�

" Core �KLPY��b� est une biblioth	que o�rant les m mes fonctionnalit�s que Leda
en ce qui concerne les types de nombres exacts�

����� Entiers multipr
cision

La majorit� de ces biblioth	ques repr�sentent les entiers multipr�cision par leur codage
en binaire dans des tableaux de mots machines ��� ou �� bits�� sur lesquels ils appliquent
des algorithmes qui e�ectuent les op�rations arithm�tiques de base suivantes �

" addition et soustraction exactes en temps lin�aire sur la taille des entr�es�

" multiplication exacte en temps quasi lin�aire �Knu��� sur la taille des entr�es en
th�orie� bien qu�en pratique on utilise souvent la m�thode de Karatsuba� qui est en
O�nlog����log�����

" division dans le m me temps� mais exacte uniquement lorsque le reste est nul�

" comparaison en temps constant en moyenne �lin�aire au pire��

Noter qu�il n�y a pas de biblioth	que g�n�rique �� ma connaissance� bas�e sur l�arith�
m�tique modulaire� ce qui n�est pas trop surprenant vues les di�cult�s de certaines op��
rations de base �comparaisons� divisions�� et ce malgr� des complexit�s optimales pour
l�addition et la multiplication� Des e�orts ont �t� entrepris pour inclure un type de nombres
partiellement modulaire dans Leda �version �����

����� Rationnels multipr
cision

L�extension naturelle des entiers multipr�cision est le type rationnel� puisqu�il su�t
de manipuler des couples �num�rateur� d�nominateur�� eux�m me entiers multipr�cision�
A�n de r�duire la taille des op�randes� il convient parfois de r�duire la fraction de sorte
que le num�rateur et le d�nominateur soient premiers entre eux�

Ils ajoutent comme op�ration exacte la division� et de fait couvrent une bonne part des
besoins de la g�om�trie algorithmique� Par exemple� ces op�rations su�sent pour calculer
les coordonn�es cart�siennes du centre d�un cercle circonscrit � trois points�

Exemple � Les coordonn�es du centre C d�un cercle passant par trois points P�Q�R non
colin�aires sont donn�es par les fractions suivantes �
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Cx � Px �

Ry � Py �Rx � Px�
� � �Ry � Py�

�

Qy � Py �Qx � Px�
� � �Qy � Py�

�

�
Qx � Px Qy � Py

Rx � Px Ry � Py

Cy � Py �
Rx � Px �Rx � Px�

� � �Ry � Py�
�

Qx � Px �Qx � Px�
� � �Qy � Py�

�

�
Qx � Px Qy � Py

Rx � Px Ry � Py

����� Flottants multipr
cision

En couplant un entier multipr�cision avec un exposant� on obtient des nombres �ot�
tants� dont l�entier multipr�cision code la mantisse� Un tel type est g�n�ralement moins
utile que les rationnels� du fait de l�inexactitude des divisions �on doit �xer une pr�ci�
sion maximale a priori�� Ils servent principalement de brique de base pour les nombres
r�els �d�crits ci�dessous�� dont on g	re la pr�cision � la demande� On trouve ces types de
nombres dans Leda� Gmp et Cln�

����� Types de nombre �ltr
s

Dans le cas particulier des pr�dicats� c�est le signe d�une expression qui est recherch��
On peut donc penser qu�avec un type de nombres adapt� qui commencerait le calcul
par les bits de poids fort d�abord �puisque ce sont ces bits qui donnent le signe�� on
aboutirait plus rapidement au r�sultat� sans calculer inutilement des bits de poids faible�
non signi�catifs�

De nombreux travaux ont �t� e�ectu�s dans ce domaine� en particulier en vue d�une
implantation mat�rielle �KM��� EL���� et dont nous avons fait une implantation logi�
cielle bas�e sur l�arithm�tique redondante �Pio��� qui permet d�e�ectuer des additions�
soustractions et multiplications�

Le principe est de m�moriser les relations entre les nombres sous la forme d�un graphe
acyclique dirig� �DAG� directed acyclic graph�� qui code chaque nombre� soit sous la forme
d�un entier dont on conna't la repr�sentation binaire compl	te� soit sous la forme d�une
op�ration et de pointeurs sur les op�randes de cette op�ration� Chaque nombre contient
en outre une approximation de sa valeur � une certaine pr�cision� La �gure ��� montre
le codage de l�expression a � b � c� o# b est la constante ���� et c est une expression
multiplicative�

Lorsque l�on d�sire obtenir le signe d�un nombre �ou bien une valeur approch�e � une
certaine pr�cision�� il su�t de v�ri�er si l�approximation d�j� connue du nombre su�t
� d�cider le signe� Dans le cas contraire� on demande un calcul plus pr�cis de la valeur
approch�e� en demandant r�cursivement plus de pr�cision aux op�randes qui d��nissent
le nombre�
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a �

b �

op� �

op� cst

���
c �

approx�
num�

op� �approx�
num�

Fig� ��� " Codage symbolique et num�rique d�un nombre

Selon ce sch�ma� la nullit� d�une expression n�est d�cidable que lorsque la repr�sen�
tation binaire du r�sultat a �t� calcul�e enti	rement� ce qui n�est possible qu�avec des
entiers� et en n�utilisant que des additions� soustractions et multiplications�

La repr�sentation binaire est ainsi calcul�e de mani	re paresseuse� tout en garantissant
le calcul exact du signe de toute expression�

Il existe une implantation paresseuse �Jai��� MM��� des rationnels multipr�cision utili�
sant comme valeur approch�e un intervalle de doubles� et qui d�clenche en cas de manque
de pr�cision un calcul exact en multipr�cision� On peut parler de type de nombres %�ltr�&�

De nombreuses variations sur ce th	me sont possibles� nous allons maintenant voir que
certaines permettent de manipuler plus que des rationnels�

����� R
els

Certaines biblioth	ques proposent des classes de nombres irrationnels � elles autorisent
les racines carr�es �voire eni	mes� en plus des quatre op�rations arithm�tiques de base�
tout en garantissant l�exactitude du calcul du signe� C�est le cas des types real de
Leda �BMS���� et Real�Expr �ou Core �KLPY��a� Yap����� et des approches � base
de %Straight�line Programs& �Reg����

Elles sont bas�es sur la m�thode du calcul par les poids forts d�abord d�crite pr��
c�demment� �tendue aux divisions et racines carr�es� Le point d�licat est de d�cider la
nullit� d�une expression� sachant que la m�thode simple ci�dessus pourrait conduire � une
demande de pr�cision in�nie� par exemple lorsque l�on demande de calculer le signe de
l�expression ��p��p��

Il est n�cessaire d�utiliser des bornes de s�paration �Mig��� BFMS���� qui garantissent
que la pr�cision obtenue est su�sante pour garantir la nullit�� en fonction de l�expression
calcul�e�

Un inconv�nient de cette approche est qu�elle n�cessite une quantit� importante de
m�moire� ce qui peut la rendre impraticable dans certains cas� En e�et� il est n�cessaire
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de stocker le graphe complet menant � chaque expression� et donc tous les calculs inter�
m�diaires avec toutes leurs approximations respectives�

Core utilise maintenant �version ���� les m mes bornes de s�paration que celles uti�
lis�es dans les real de Leda� mais Core est malheureusement� pour le moment� bas�e
sur une biblioth	que ancienne d�entiers multipr�cision de Gnu qui est malheureusement
inutilisable avec les compilateurs r�cents�

����� Performances

Les biblioth	ques existantes couvrent donc a priori tous les besoins de la g�om�trie
algorithmique�

Malheureusement� la multipr�cision syst�matique a un co
t en temps qui n�est pas
n�gligeable � sur un m me algorithme� il n�est pas rare d�observer un facteur ��� entre
l�utilisation na)ve de nombres multipr�cision et de simples doubles�

Certaines approches �Lazy� Leda real� font du calcul multipr�cision de mani	re
paresseuse �types %�ltr�s&�� ce qui am�liore un peu les choses� puisque le surco
t descend
dans la plupart des cas � un facteur �� par rapport au calcul �ottant simple�

Mais on peut faire encore mieux en traitant le probl	me au niveau des pr�dicats comme
nous allons le voir maintenant� En e�et� le principal inconv�nient des types de nombres
�ltr�s est qu�ils doivent de toute fa
on g�rer le DAG dynamiquement� m me s�il s�av	re
inutilis� � l�ex�cution parce que les approximations auront su��

Sachant que le calcul �ottant simple �inexact� s�av	re correct dans l�immense majo�
rit� des cas� des m�thodes interm�diaires ont �t� d�velopp�es� dont les performances en
moyenne approchent celles du calcul �ottant� mais qui garantissent certaines propri�t�s
d�exactitude� comme le calcul du signe des expressions� qui est la base de l�exactitude des
pr�dicats�

��� Pr�dicats exacts

Les op�rations de base sur les objets g�om�triques sont de deux ordres� celles qui se
terminent par un choix �r�sultat bool�en�� et celles qui retournent une quantit� num�rique
�r�sultat potentiellement r�el�� Les premi	res sont appel�es des pr�dicats� et les secondes
des constructions�

La robustesse de la plupart des algorithmes classiques �triangulations� enveloppes
convexes� recherche d�intersections� � � � est fond�e uniquement sur le principe suivant�

" Les coordonn�es des objets en entr�e sont connues avec une pr�cision in�nie �ce qui
veut g�n�ralement dire que leur d��nition tient sur un nombre de bits �x���

" Les pr�dicats doivent  tre exacts� ainsi toutes les d�cisions sont prises correctement�
et aucune incoh�rence topologique ne peut appara'tre�

" Soit il n�y a aucune sortie num�rique� mais seulement une sortie combinatoire poin�
tant sur les donn�es num�riques de d�part� non modi��es�

" Soit la robustesse de l�algorithme ne d�pend pas d�une sortie num�rique qui peut
 tre approximative �pour a�chage� par exemple��
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SGN SGN SGN

RES R�sultat du pr�dicat

Tests de signe ou d��galit�

Entr�es num�riques exactes

Combinaison discr	te

Valeurs num�riques

Fonction num�rique

Fig� ��� " Pr�dicat g�n�rique

Par exemple� dans le cas d�un diagramme de Vorono)� o# l�on d�sire calculer les co�
ordonn�es des cercles circonscrits aux triangles de la triangulation de Delaunay duale� la
robustesse est assur�e par les pr�dicats qui calculent la triangulation�

Garantir l�exactitude des pr�dicats uniquement permet donc de r�gler les probl	mes
de robustesse d�une grande partie des algorithmes g�om�triques�

����� Qu
est�ce qu
un pr
dicat�

D��nition � Un pr�dicat g�om�trique peut 	tre vu comme la passerelle entre les deux
parties d�un algorithme g�om�trique �


 la partie num�rique� repr�sent�e par les coordonn�es r�elles des objets g�om�triques
codant l�entr�e d�un algorithme


 la partie combinatoire� codant par exemple un graphe reliant les sommets d�une
triangulation�

Du point de vue de la programmation� les pr�dicats sont des fonctions �

" dont les arguments sont dans un sous�ensemble des r�els� c�est���dire un type de
nombres�

" et dont le r�sultat est d�un type discret� par exemple un bool�en ou un type �num�r��

La valeur r�sultat est bas�e sur une combinaison bool�enne de tests de comparaisons entre
des valeurs num�riques calcul�es � partir des entr�es du pr�dicat � l�aide d�une formule
alg�brique correspondant � la propri�t� g�om�trique souhait�e �plusieurs formules di���
rentes peuvent exprimer le m me pr�dicat�� La �gure ��� illustre ce propos� La �gure ���
donne un exemple simple�

Remarque � Il est � noter que certains utilisent une d��nition plus restrictive d�un
pr�dicat� qui ne peut avoir comme r�sultat qu�un bool�en� La d��nition ci
dessus� qui
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a b c d

p

�
�

�

SGN

�

Entr�es

Op�rations num�riques

Test de signe

Fig� ��� " Pr�dicat sign�ab�pabcd�

sera celle utilis�e dans cette th�se� n�est qu�une extension de celle
ci �qui dit que toute
combinaison de pr�dicats est un pr�dicat� et en aucun cas elle ne restreindra la g�n�ralit�
des remarques� Du point de vue pratique� elle permet de combiner plusieurs calculs dans
une seule fonction� ce qui est utile du point de vue de la performance�

Remarque � La quasi
totalit� des pr�dicats g�om�triques peuvent s�exprimer sous la
forme de signes de polyn�mes � coe�cients entiers en les entr�es�

En e�et� les constructions g�om�triques usuelles font appel � des fractions rationnelles
ou des racines carr�es� sur les entr�es� Les pr�dicats sont bas�s sur le signe de telles
expressions� Dans le cas des fractions rationnelles �expressions sans racines�� il est �vident
que l�on peut se ramener � des signes de polyn!mes� puisque sign�P�Q� � sign�P � �
sign�Q��

Dans le cas plus g�n�ral o# l�expression contient des racines carr�es� on peut toujours
les �liminer en th�orie �Bl����� En pratique� dans les cas simples� cette �limination est
�galement faisable manuellement�

����� Notion de degr


Pour exprimer le m me pr�dicat g�om�trique� plusieurs formules alg�briques peuvent
parfois  tre utilis�es� et on aimerait trouver la plus e�cace� Dans le mod	le Real�RAM�
la mesure serait le nombre d�op�rations alg�briques� mais dans l�optique d�un calcul exact
multipr�cision� une mesure commun�ment admise est le maximum des degr�s des poly�
n!mes intervenant dans une formule donn�e correspondant au pr�dicat� et dont on prend
le signe�

Cette mesure permet en e�et de conna'tre approximativement � quelle pr�cision maxi�
male il faudra calculer les expressions pour avoir du calcul exact sur des entiers multipr��
cision� En e�et� lorsque l�on multiplie deux entiers P et Q de bP et bQ bits respectivement�
on obtient un entier de bP � bQ bits� De m me� le r�sultat d�un polyn!me de degr� d dont
les entr�es sont des entiers sur b bits sera un entier sur approximativement bd bits �si on
n�glige les e�ets d
s aux coe�cients et aux additions�� Il y a donc un lien direct entre le
degr� d�une expression et la complexit� de son calcul en multipr�cision�



�� CHAPITRE �� CALCUL EXACT

Il ne s�agit l� que d�une mesure qualitative� et il peut y avoir des cas o# l�expression
polynomiale de plus bas degr� n�est pas la meilleure� par exemple quand elle correspond
� un polyn!me plein� alors qu�un polyn!me creux de degr� l�g	rement sup�rieur convien�
drait� Il convient �galement de consid�rer la factorisation des polyn!mes avant de prendre
leur signe� a�n de diminuer le degr� maximal�

D��nition � Le degr� d�une formule exprimant un pr�dicat est le degr� maximal des
polyn�mes sur les entr�es du pr�dicat dont la formule prend le signe�

D��nition � Le degr� d�un pr�dicat est le degr� minimal des formules exprimant ce pr�

dicat�

On �tend cette mesure aux algorithmes de la fa
on suivante �

D��nition 	 Le degr� d�un algorithme g�om�trique est le degr� maximal des pr�dicats
qu�il utilise�

A�n de minimiser les co
ts au niveau de l�arithm�tique n�cessaire� le but est donc de
trouver l�algorithme de plus petit degr� qui r�soud un probl	me� Notons que cela peut
 tre en contradiction avec l�e�cacit� dans le mod	le Real�RAM�

D��nition 
 Le degr� d�un probl�me g�om�trique est le degr� minimal des algorithmes
qui le r�solvent�

Remarque � Le degr� d�une expression est li� � une grandeur physique� par exemple�
si les entr�es d�un pr�dicat sont les coordonn�es de points� alors ils sont assimilables �
des longueurs �degr� ��� Or on peut concevoir que certains pr�dicats prennent en entr�e
des mesures de surface� donc de degr� � �voire davantage�� Dans ces cas� on calcule le
degr� du pr�dicat en consid�rant que l�entr�e correspondante est d�j� un polyn�me de degr�
sup�rieur � ��

On retiendra que la raison d� tre de la notion de degr� est de fournir un outil de com�
paraison pour l��tude des complexit�s qui interviennent dans le calcul exact multipr�cision
des pr�dicats�

����� Exemples

Voici quelques exemples de pr�dicats usuels� Ceux�ci sont exprim�s en fonction des
coordonn�es cart�siennes des points d�entr�e� on notera �Px� Py� les coordonn�es du point
P � On repr�sente les segments par une paire de points�

Plusieurs repr�sentations sont possibles� On pourrait utiliser les coordonn�es homo�
g	nes des points� ou bien d��nir une droite par son �quation cart�sienne� ou bien d�autres
repr�sentations� nous avons choisi la plus courante a�n d�illustrer notre propos� L�essentiel
est que les valeurs d�entr�es des pr�dicats ne soient pas d�j� ent(ch�es d�erreur de calcul�
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QxPx

Q

P

Fig� ��� " Le pr�dicat compare�x�P�Q�

Changer la repr�sentation des objets g�om�triques� de mani	re g�n�rale� modi�e le degr�
des pr�dicats o# ils interviennent�

D��nition � Par la suite� on utilisera les fonctions sign et compare d��nies comme
suit �

sign�a� � compare�a��� �

��
�

� si a � �
� si a � �

�� si a � �

compare�a�b� � sign�a� b� �

��
�

� si a � b
� si a � b

�� si a � b

Par d��nition� ces fonctions sont consid�r�es comme des pr�dicats�

Propri�t� �
sign�ab� � sign�a�b� � sign�a�� sign�b�

Cette propri�t� triviale est utile pour r�duire le degr� des pr�dicats�

Exemple � compare�x�P�Q� ��gure ����

Les algorithmes bas�s sur un balayage du plan par une droite parall	le � l�axe des or�
donn�es commencent par trier les points selon leurs abscisses �voire lexicographiquement��
Ils utilisent donc le pr�dicat compare�x �resp� compare�y� qui compare les abscisses �resp�
ordonn�es� de deux points du plan� ce qui est n�cessaire et su�sant pour trier les points
lexicographiquement� L�expression de ce pr�dicat� de degr� �� est la suivante �

compare�Px�Qx�

Exemple � compare�x�P�S��S�� ��gure ����
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Fig� ��� " Le pr�dicat compare�x�P�S��S��

L�algorithme de Bentley�Ottman utilise aussi la comparaison des abscisses d�un point
et de l�intersection de deux segments S� � �P��Q�� et S� � �P��Q��� qui sont suppos�s
d�intersecter� Les �quations cart�siennes des droites supports des segments sont de la
forme � a�x� b�y � c� � �� avec a� � Q�y � P�y� b� � P�x �Q�x et c� � Q�xP�y �Q�yP�x�

L�abscisse du point d�intersection est donn�e par �

Qx �

b� c�
b� c�

a� b�
a� b�

�

P�x �Q�x Q�xP�y �Q�yP�x

P�x �Q�x Q�xP�y �Q�yP�x

Q�y � P�y P�x �Q�x

Q�y � P�y P�x �Q�x

L�expression de ce pr�dicat� de degr� �� est donc la suivante �

compare

�
b� c�
b� c�

�Px
a� b�
a� b�

�
� sign

�
a� b�
a� b�

�

Exemple 	 orientation�P�Q�R� ��gure ����

Un autre exemple usuel est le pr�dicat orientation� qui d�termine de quel c!t� de
la droite orient�e d��nie par deux points P et Q un troisi	me point R se situe� Il donne
aussi l�orientation des trois points P�Q�R sur le cercle qui leur est circonscrit� Ce pr��
dicat est utilis� intensivement dans les algorithmes de calcul d�enveloppe convexe et de
triangulation� Une formule exprimant ce pr�dicat est la suivante �

sign

�
� Px Py �

Qx Qy �
Rx Ry �

�
A

Soit encore �

sign

�
Px � Rx Py �Ry

Qx � Rx Qy �Ry

�
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R

Fig� ��� " Le pr�dicat orientation�P�Q�R�

Cette expression est de degr� �� Elle correspond � un d�terminant dont les entr�es sont
ind�pendantes� donc n�est pas factorisable� Cette propri�t� peut se d�montrer facilement
par r�currence sur la dimension�

Exemple 
 in�circle�P�Q�R�S� ��gure ����

Tout algorithme de construction �ou de v�ri�cation� d�une triangulation de Delaunay
de points du plan utilise ce pr�dicat� Il d�termine si un point S est � l�int�rieur ou �
l�ext�rieur du cercle circonscrit aux trois points orient�s positivement P�Q�R�

La formule classique exprimant ce pr�dicat est la suivante �

sign

�
BB�

Px Py P �
x � P �

y �
Qx Qy Q�

x �Q�
y �

Rx Ry R�
x �R�

y �
Sx Sy S�

x � S�
y �

�
CCA

Ce qui est �quivalent � �

sign

�
� Px � Sx Py � Sy �Px � Sx�

� � �Py � Sy�
�

Qx � Sx Qy � Sy �Qx � Sx�
� � �Qy � Sy�

�

Rx � Sx Ry � Sy �Rx � Sx�
� � �Ry � Sy�

�

�
A

Soit� en notant P ��Q��R��S � les translat�s de P�Q�R�S tels que S � se retrouve � l�origine
par cette translation �

sign

�
� P �

x P �
y P ��

x � P ��
y

Q�
x Q�

y Q��
x �Q��

y

R�
x R�

y R��
x �R��

y

�
A

Soit encore �

sign

�
P �
xQ

�
y �Q�

xP
�
y Q�

x�Q
�
x � P �

x� �Q�
y�Q

�
y � P �

y�
P �
xR

�
y � R�

xP
�
y R�

x�R
�
x � P �

x� �R�
y�R

�
y � P �

y�

�

Ces expressions sont irr�ductibles et de degr� � �on peut le montrer avec Maple��
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��

P
Q

R
S

Fig� ��� " Le pr�dicat in�circle�P�Q�R�S�

Remarque 	 Tous ces pr�dicats sont invariants par translation �le r�sultat ne change
pas si on translate tous les points d�un m	me vecteur�� comme c�est souvent le cas en
g�n�ral� On note que l�expression d�un pr�dicat est souvent plus simple si l�on commence
par translater tous les points de sorte que l�un d�entre eux se retrouve � l�origine �il aura
donc des coordonn�es nulles� ce qui simpli�e l�expression��

D�autres exemples peuvent  tre trouv�s dans le noyau de la biblioth	que
Cgal �FGK���� CGA���� On notera aussi le pr�dicat de degr� �� n�cessaire au calcul du
diagramme de Vorono) de segments dans le plan �Bur���� Les algorithmes qui utilisent une
m�thode de balayage sont g�n�ralement de degr� �lev�� tel celui de Fortune qui calcule un
diagramme de Vorono) �For���� qui est de degr� ��� En�n� des �tudes ont �t� faites sur les
pr�dicats utilis�s pour calculer des arrangements d�arcs de cercles dans le plan �DFMT����

����� Abaisser le degr


Des travaux ont �t� men�s a�n d�essayer de diminuer le degr� de certains probl	mes
classiques� notamment pour le probl	me du calcul des intersections de segments �BP��a� et
de courbes �BS��� dans le plan� ainsi que pour la recherche de plus proches voisins �LPT����
Une �tude du degr� du calcul du diagramme de Vorono) de segments dans le plan a �t�
e�ectu�e dans �Bur���� Ces algorithmes ont n�cessairement une complexit� plus grande
puisqu�ils sont plus contraints� donc de mani	re g�n�rale� on essaye d��quilibrer les deux
aspects � degr� et complexit��

Il y a plusieurs m�thodes� on peut soit essayer d�abaisser le degr� d�un pr�dicat donn�
en trouvant une formule plus adapt�e �DFMT���� soit modi�er les algorithmes a�n qu�ils
utilisent des pr�dicats de plus petit degr� �BP��a�� comme c�est le cas pour l�exemple que
nous donnons maintenant�

Nous montrons ici� sur un algorithme particulier� comment abaisser le degr� %moyen&�
c�est���dire le degr� du pr�dicat qui intervient le plus souvent� dans la g�n�ration d�une
triangulation de Delaunay � le pr�dicat orientation� On peut montrer facilement que le
degr� du probl	me du calcul d�une triangulation de Delaunay dans le plan est de degr�
�� en observant que le cas d�un ensemble de � points en position convexe est d�termin�
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Fig� ��� " Delaunay est de degr� �

exactement par le pr�dicat in�circle� qui est de degr� � �Fig ���� �et d�autre part il
existe des algorithmes de degr� � qui r�solvent ce probl	me��

Nous avons �tudi� le probl	me sp�ci�que de la localisation dans une triangulation
plane �ou m me plus g�n�ralement multi�dimensionnelle�� Les algorithmes incr�mentaux
pour construire une triangulation n�cessitent la localisation d�un point dans la triangu�
lation courante� c�est donc l��tape cruciale� et elle est souvent r�alis�e par une marche
le long d�une droite qui coupe la triangulation� Des m�thodes plus �volu�es� bas�es sur
des repr�sentations hi�rarchiques� utilisent le m me genre de marche� mais en r�duisent
la longueur par diverses m�thodes �Dev����

Cette marche est constitu�e d�une s�rie d�appels au pr�dicat orientation �de degr� ���
Or on remarque simplement qu�en suivant un trac� parall	le aux axes� seuls les pr�dicats
compare�x et compare�y �de degr� �� sont appel�s durant la majeure partie de la marche
�Fig� �����

Sur le plan th�orique� on peut estimer que le nombre moyen de triangles intersect�s
�proportionnel au temps de calcul� est proportionnel � la longueur de la marche� qui est
rallong�e de ��* en moyenne �

� j cos� sin j ��
�

�

Z �
�

�

�cos � � sin �� d� �
�

�
� ���	

D�apr	s nos mesures� environ ��* du temps que prend la construction d�une trian�
gulation de Delaunay est pass� dans le pr�dicat orientation utilis� lors de la marche
classique� lorsque celui�ci est �valu� de mani	re inexacte avec des doubles� Compte tenu
du rallongement de la marche orthogonale� on peut esp�rer un temps de calcul global
similaire� Des exp�rimentations e�ectu�es par Olivier Devillers sur son programme de
triangulation �Dev��� ont montr� une di��rence d�au plus �* par rapport � la marche
classique� en plus ou en moins selon le jeu de donn�es�

On peut esp�rer un meilleur rapport lorsque l�on utilise des types de nombres multi�
pr�cision� o# une comparaison se fait g�n�ralement en temps constant� contrairement � un
pr�dicat d�orientation �qui fait appel � � multiplications et � additions�� Ces exp�rimen�
tations n�ont pas �t� e�ectu�es� le programme utilis� ne permettant pas d�interchanger



�� CHAPITRE �� CALCUL EXACT

Fig� ��� " Marches classique et orthogonale

facilement le type de nombres �� l��poque des tests��
De mani	re g�n�rale� adopter le calcul exact co
te n�cessairement plus cher que le

calcul approch�� puisqu�il s�agit d�une contrainte strictement rajout�e aux probl	mes� Il
faut donc essayer de minimiser la proportion de temps pass� dans les pr�dicats� soit en
diminuant leur degr�� soit en changeant l�g	rement les algorithmes� La meilleure m�thode
n�est pas n�cessairement de consid�rer le degr�� car elle oblige � ne consid�rer que des
polyn!mes� donc � se priver de divisions et de racines carr�es� �liminer les divisions et les
racines carr�es est toujours possible �Bl����� mais cela fait intervenir un nombre exponen�
tiel de multiplications et d�additions� qui font augmenter le degr�� Donc il peut parfois
 tre avantageux de conserver les expressions d�origine� non polynomiales� en particulier
dans le cas des �ltres�

����� Degr
 non born


Certains algorithmes ne calculent pas uniquement une structure combinatoire � partir
de donn�es num�riques en entr�e� mais e�ectuent aussi des constructions g�om�triques�
par exemple on peut vouloir la liste des sommets d�un diagramme de Vorono)� et pas
sa triangulation de Delaunay duale� Ces algorithmes� m me s�ils utilisent des pr�dicats
exacts� ont une sortie num�rique potentiellement inexacte� si le type de nombres utilis�
n�est pas exact� Le fait d�employer uniquement des pr�dicats exacts lors de l�algorithme ne
garantit pas que les donn�es num�riques approch�es en sortie v�ri�eront toujours certains
crit	res topologiques �par exemple la convexit� des cellules du diagramme de Vorono)��

Des incoh�rences peuvent alors apparaitre si l�on utilise ces constructions num�riques
inexactes en entr�e d�un autre algorithme� qui pr�suppose qu�elles v�ri�ent toujours cer�
taines propri�t�s� ou si elles sont simplement r�utilis�es � l�int�rieur du m me algorithme�
On a alors des constructions en cascade�
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Fig� ���� " DAG de constructions g�om�triques

L�approche d�crite dans cette section qui est bas�e sur la garantie de pr�dicats exacts
est battue en br	che ici puisque les entr�es des pr�dicats ne sont plus exactes� Il faut donc
garantir l�exactitude des entr�es� ce qui peut  tre fait gr(ce � un type de nombres exact
adapt�� qui peut  tre un type �ltr� pour plus d�e�cacit��

Or dans ces conditions� on peut obtenir un algorithme dont le degr� global n�est pas
born�� et les solutions actuelles � base de types de nombres exacts ont donc un impact
co
teux en ce qui concerne les performances� m me pour les types de nombres �ltr�s� dont
le risque d��chec du �ltre augmente consid�rablement�

Ce type de probl	me peut �galement surgir sans qu�il y ait une cascade de construc�
tions� Prenons par exemple un algorithme qui chercherait � minimiser la distance d�un
parcours polygonal �plus court chemin dans un graphe�� A�n de comparer la longueur
de deux parcours� il e�ectuera une comparaison de deux sommes de racines carr�es� ce
qui est �quivalent au signe d�un polyn!me dont le degr� d�pend du nombre de points des
parcours� donc n�est pas born��

Une solution serait de d��nir symboliquement ces constructions en maintenant des
pointeurs vers les objets exacts d�entr�e les d��nissant� et en utilisant ces d��nitions
symboliques dans les pr�dicats� On peut aussi penser e�ectuer un calcul �ltr� de ces
constructions pour am�liorer les performances� Il s�agit d�une approche similaire � celle
des types de nombres �ltr�s� mis � part que les probl	mes d�inexactitude seraient trait�s
au niveau des constructions g�om�triques� � la place des op�rations arithm�tiques� ce qui
devrait en r�duire le co
t� La �gure ���� montre l�exemple de la d��nition du centre C
du cercle circonscrit �op�ration %CC&� � trois points P de coordonn�es ������ Q de coor�
donn�es ������ et R� d��ni comme le milieu du segment �op�ration %MS&� de deux autres
points� Nous avons l� un graphe acyclique dirig� similaire � celui d�crit pr�c�demment
pour les types de nombres�

$ notre connaissance� cette approche n�a pas �t� implant�e de mani	re g�n�rique� mais
elle pourrait peut� tre se r�v�ler int�ressante pour quelques algorithmes�

Les m�thodes de %rounding& �introduites au chapitre ��� r�duisent le degr� des
constructions � �� en choisissant une valeur approch�e de mani	re � conserver les pro�
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pri�t�s topologiques voulues�

��
 Solutions pour Cgal

La biblioth	que Cgal o�re plusieurs possibilit�s pour traiter les probl	mes de robus�
tesse� D�une part� tous les algorithmes sont param�tr�s par le type de nombres qui est
utilis� pour repr�senter les coordonn�es des objets g�om�triques� De cette fa
on� il est tr	s
facile d�utiliser une biblioth	que de types de nombres exacts�

De plus� Cgal permet de surcharger les fonctions g�n�riques codant les pr�dicats�
de mani	re � pouvoir utiliser les approches bas�es sur des pr�dicats exacts� Des d�tails
concernant une implantation e�cace de cette approche seront donn�s dans le chapitre �
sur les �ltres� l�id�e g�n�rale �tant d�e�ectuer de mani	re approch�e les calculs � l�int�rieur
du pr�dicat� tout en contr!lant l�erreur� et de ne faire appel au calcul multipr�cision� que
dans les cas �suppos�s rares� o# l�approximation n�est pas su�sante pour d�terminer le
signe�

��� Conclusion

Le calcul exact est donc un concept g�n�ral qui permet de garantir la robustesse des
algorithmes g�om�triques� et donc leur d�ploiement par une utilisation �able en pratique�

Des premi	res approches bas�es sur l�utilisation de types de nombres exacts� aux ap�
proches plus �nes qui garantissent l�exactitude au niveau des pr�dicats� de nombreuses
possibilit�s ont �t� d�velopp�es� plus ou moins performantes et g�n�ralisables�

On note aussi le traitement particulier n�cessaire aux algorithmes qui e�ectuent des
constructions en cascade� qui n�cessitent� a�n d� tre trait�s e�cacement� l�usage de types
de nombres �ltr�s�

Les deux chapitres qui suivent traitent de m�thodes particuli	res pour l�implantation
de pr�dicats exacts�



Chapitre �

Arithm�tique enti�re modulaire

Une m�thode bien connue pour calculer de mani	re exacte le d�terminant des matrices
� coe�cients entiers est l�utilisation de l�arithm�tique modulaire �Knu��� Lau��� DST����
La m�thode s�applique aussi au calcul sur des polyn!mes� donc convient bien au calcul
des pr�dicats en g�n�ral� L�un des inconv�nients traditionnels de cette m�thode est le
calcul du signe des expressions� pour lequel nous proposons plusieurs algorithmes simples
et e�caces�


�� �l�ments d�arithm�tique modulaire

����� Relation de congruence

Soient a et b deux entiers et soit p un entier positif�

D��nition � �Relation de Congruence� On d��nit la relation de congruence de la
mani�re suivante� On dit que a et b sont congrus modulo p et on note a � b mod p si
l�une des propositions �quivalentes suivantes est v�ri��e �

a� b est divisible par p� ou bien

a et b ont m	me reste �dans 
���p� ��� dans la division enti�re par p

La relation de congruence est une relation d��quivalence� et donc induit un ensemble
quotient� qui regroupe les p classes de nombres qui sont congrus entre eux� On note ces
classes ��������p� � �regroupant les entiers dont le reste de la division enti	re par p vaut
respectivement ��������p� �� et leur ensemble est not� Z�pZ�

D��nition � �Addition� On d��nit l�op�ration d�addition sur Z�pZ de la fa�on sui

vante �

c � a � b� o� c est le reste �dans 
���p� ��� de la division enti�re de a� b par p�

On remarque qu�on peut e�ectuer la somme a � b en prenant � la place de a et b
n�importe quel entier de la m me classe� puisque tous les entiers de la classe de a sont de
la forme a � kp �k � Z�� et que �a � kp� � �b � k�p� � �a � b� � �k � k��p� et que �a � b�
et �a � b� � �k � k��p sont congrus modulo p�

��
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On d��nit de la m me mani	re la soustraction� qui est l�op�ration inverse de l�addition
qui est commutative� donc �Z�pZ��� est un groupe ab�lien�

On d��nit aussi de la m me mani	re la multiplication� qui s�av	re  tre associative et
commutative� On obtient donc l�anneau des entiers modulo p � �Z�pZ�� ����

Propri�t� � Tout �l�ment de Z�pZ dont un quelconque repr�sentant est premier avec p
est inversible dans Z�pZ�

Cette propri�t� peut se d�montrer de mani	re constructive en utilisant l�algorithme
d�Euclide �tendu que nous verrons plus loin� En corollaire� on remarque que si p est
premier� alors Z�pZ est un corps �tout �l�ment non nul est inversible��

Dans la suite� nous consid�rons les repr�sentants des classes de Z�pZ qui sont dans

�p��

�
��p��

�
� si p est impair et 
�p

�
��p
�
��� si p est pair �ensemble que nous notons

��p
�
� p
�

	
��

plut!t que dans 
���p� ��� pour une raison li�e � l�implantation que nous verrons bient!t�
De plus� par commodit�� on note a � b mod p� l�unique entier a dans

��p
�
� p
�

	
tel que

a � b mod p�

����� Division modulaire

Comme on le verra plus tard pour le calcul du signe du d�terminant� il est parfois
utile d�e�ectuer des divisions modulaires� ce qui est possible pour tout r�sidu non nul si et
seulement si p est premier� Les deux m�thodes suivantes� qui donnent l�inverse modulaire�
sont utilisables �

Petit th�or�me de Fermat

On peut utiliser le petit th�or	me de Fermat qui a�rme que pour tout entier premier
p� on a �

	a� ap � a mod p

Donc si a 
� �� ap�� � a�� mod p�
L�algorithme de division revient donc � une simple exponentiation� qui se calcule en

temps O�log p�� d	s lors que la multiplication est e�ectu�e en un temps constant�

Algorithme d
Euclide �tendu

La deuxi	me m�thode est bas�e sur l��galit� de B�zout �ou algorithme d�Euclide
�tendu�� qui �tant donn�s a et b� d�termine u et v tels que �

au� bv � � mod p

Donc en prenant b � � mod p� l�algorithme conduit � u � a�� mod p�
Cette m�thode est aussi utilisable lorsque p n�est pas premier� mais a est premier avec

p� La complexit� est aussi en O�log p�� mais cette deuxi	me m�thode s�av	re plus e�cace
en pratique comme nous le verrons plus loin�
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����� Notations

Nous introduisons ici quelques notations qui serviront dans la suite de ce chapitre�
pour un entier k que nous supposerons �x� �

�mi�
k
i�� � moduli� nombres entiers premiers entre eux

m�j� �

jY
i��

mi

m �
kY

i��

mi � m�k�

vi �
Y
j ��i

mj �
m

mi

wi � v��i mod mi

Note � vi est premier avec mi� d�o# l�existence de l�inverse wi�

����� Calcul modulaire

On remarque que l�anneau Z�pZ permet de calculer des expressions polynomiales dont
on sait a priori que le r�sultat est dans

��p
�
� p
�

	
� et ce� m me dans le cas o# l�un des calculs

interm�diaires sortirait de l�intervalle
��p

�
� p
�

	
si l�on e�ectuait le calcul dans Z�

Exemple � Je d�sire calculer le r�sultat de l�expression polynomiale � � 
 � �� dont je
sais qu�il est dans 
������� Je consid�re donc la m	me op�ration dans Z�
Z �


 je consid�re les classes des entr�es � � � �� 
 � �� � � ��


 j�e�ectue les op�rations dans Z�
Z � �� � ��� � � �� � � �


 j�obtiens le r�sultat dans Z en consid�rant le repr�sentant dans 
������ de �� c�est

�
dire ��

L�avantage est que les d�passements de capacit� sur les calculs interm�diaires n�ont
pas �  tre trait�s� Mais l� o# le calcul modulaire prend tout son int�r t est lorsque l�on
prend en compte la propri�t� d�isomorphisme d�anneaux suivante �

�Z�mZ�� ��� �
kY

i��

�Z�miZ� � ���

Cette propri�t� s��nonce aussi sous la forme du th�or	me suivant �

Th�or�me � �Restes Chinois� Soit �x�� � � � �xk� un k
uplet tel que 	i� xi �
��mi

�
� mi

�

	
�

Alors il existe un unique entier x � ��m
�
� m
�

	
� tel que 	i� xi � x mod mi�

On dit que l�ensemble des r�sidus �x�� � � � �xk� est la repr�sentation modulaire de x
correspondant � l�ensemble des moduli �m�� � � � �mk�� Les correspondances entre les deux
repr�sentations sont donn�es par les formules suivantes �
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	i� xi � x mod mi

et la formule de Lagrange qui donne x en fonction des xi �

x �



kX

i��

��xiwi� mod mi� vi

�
mod m

o# vi et wi sont les quantit�s d��nies pr�c�demment�
Si on d�sire calculer une expression polynomiale sur Z dont on sait que le r�sultat est

dans
��m

�
� m
�

	
� on peut la calculer sur Z�mZ� Le th�or	me des restes Chinois nous permet

de dire qu�il su�t alors de la calculer sur les anneaux Z�miZ� gr(ce � l�isomorphisme� On
peut ensuite obtenir une repr�sentation traditionnelle du r�sultat en utilisant la formule
de Lagrange�

Sch�matiquement� on peut manipuler des entiers x dont on sait qu�ils sont plus petits
que m�� en valeur absolue� par leurs r�sidus �x�� � � � �xk� modulo �m�� � � � �mk�� Comme
nous le verrons dans la section suivante� nous consid�rons comme moduli en pratique des
nombres premiers inf�rieurs � ���� Cela permet de manipuler des valeurs allant jusqu�au
produit de tous ces nombres� qui est de l�ordre de ���

�
�d�apr	s la distribution asymptotique

des nombres premiers�� ce qui su�t amplement pour nos applications�
L�avantage de consid�rer des moduli de pr�cision simple pour la machine est que les

op�rations de base �addition� multiplication moduli mi� se font en temps constant �m me
si au niveau interne du processeur� une multiplication prendra log���� �tapes� le temps
ext�rieur est g�n�ralement �xe� entre � et � cycles selon la machine�� Donc le temps
total pour une addition� soustraction et multiplication en repr�sentation modulaire est
exactement proportionnel � k� et le code est tr	s facilement parall�lisable�

Le principal inconv�nient de cette m�thode de calcul est qu�elle n�cessite de conna'tre
m a priori� c�est���dire une borne sur le r�sultat� car il est di�cile de d�tecter les d��
passements de capacit�� C�est un s�rieux obstacle � l�usage du calcul modulaire comme
repr�sentation interne pour un type de nombres entier multipr�cision � il faut conna'tre
une borne sur la valeur � calculer�

����� Test d

galit


Certains pr�dicats �le test de colin�arit� par exemple� ne font que tester la nullit� d�une
expression� ou l��galit� de deux expressions� Dans un tel cas� l�arithm�tique modulaire est
tr	s e�cace� car on remarque que �

x � � �� 	i� xi � �

Tester si x est nul revient donc � tester si tous les xi sont nuls� Si l�un des xi est non nul�
alors x est non nul et de fait� on n�est pas tenu de calculer les autres xi� ce qui augmente
consid�rablement les performances� compte tenu des remarques probabilistes suivantes�

Si x est uniform�ment distribu� dans
��m

�
� m
�

	
� alors xi est uniform�ment distribu�

dans
��mi

�
� mi

�

	
� donc la probabilit� que xi soit nul vaut ��mi� Comme les mi sont premiers

entre eux� cette remarque se g�n�ralise �� la probabilit� que 	j 
 i� xj � � est de ��m�i��
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On en d�duit donc aussi un test d��galit� probabiliste� L�arithm�tique modulaire fonc�
tionne dans ce cas exactement comme une fonction de hachage�


�� Implantation

����� Utiliser l
unit
 �ottante

Nous avons choisi d�implanter les primitives du calcul modulaire en utilisant le calcul
�ottant� plus pr�cis�ment les doubles de la norme Ieee�

Les avantages par rapport � l�unit� de calcul enti	re sont la portabilit�� ainsi que
l�observation que de plus en plus de constructeurs optimisent leur unit� de calcul �ottant�
par rapport aux unit�s de calcul entier�

L�unit� enti	re est g�n�ralement limit�e � �� bits de pr�cision� alors que les doubles
peuvent stocker �� bits� On peut g�n�ralement �tendre la pr�cision des entiers � �� bits
pour certaines op�rations sur certaines machines� mais le r�sultat n�est pas facilement
portable�

����� Choix des moduli

Nous avons choisi comme moduli des nombres premiers� principalement pour que la
division modulaire soit possible dans tous les cas� Ils sont choisis les plus grands possibles
de mani	re � minimiser leur nombre k pour une borne de calcul donn�e� et cependant
major�s par ���� de sorte que les op�rations suivantes soient optimis�es �i�e� se calculent
de mani	re exacte avec des doubles� avant d�e�ectuer une r�duction modulaire� �

" l�addition et la soustraction
" la multiplication
" le d�terminant �� � �l�expression ad� bc� qui est la brique de base de l��limination

Gaussienne� comme nous le verrons au chapitre ��
" la r�duction modulaire �l�op�ration qui calcule le r�sidu correspondant � la valeur

donn�e� dans
��mi

�
� mi

�

	
��

Nous avons consid�r� des r�sidus sign�s� plut!t que positifs� a�n de gagner encore un
bit de pr�cision� ils sont donc major�s par ��	 en valeur absolue� ce qui permet d�e�ectuer
un d�terminant �� � de mani	re exacte avec des doubles �qui stockent des entiers exacts
s�ils sont inf�rieurs � �
��� ainsi que bien s
r les additions� soustractions et multiplications
qui n�cessitent moins de bits�

Consid�rer le d�terminant ��� comme une op�ration de base permet d�e�ectuer moins
de r�ductions modulaires durant son calcul�

����� R
duction modulaire

Une fois qu�une op�ration de base ci�dessus a �t� e�ectu�e� et que l�on a donc son
r�sultat exact dans un double� il faut e�ectuer une r�duction modulaire a�n que le r�sidu
de l�op�ration soit plus petit que ��	 en valeur absolue�
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PC Sun

Addition ��� ���
Multiplication ��� ���
B�zout ��� ���
Fermat ��� ���

Fig� ��� " Temps des primitives modulaires

Il y a deux m�thodes possibles pour r�duire xi modulo mi �
" Apr	s une simple addition ou soustraction ���

�
xi � mi si xi � ���	

xi � mi si xi � ��	

xi sinon

" Apr	s une multiplication ou un d�terminant �� � �jxij � �
�� �

xi � mi � ��xi�mi � 
��
��� 
��
��

Il est aussi possible de remplacer la division ci�dessus par une multiplication par
l�inverse de mi qui peut  tre pr��calcul� �de mani	re approch�e mais la pr�cision est
su�sante�� L�addition puis la soustraction de la quantit� 
��
�� permet d�e�ectuer
une troncature� qui calcule simplement la partie enti	re de l�expression� pourvue
qu�elle soit plus petite que �
� en valeur absolue �ce qui est le cas ici��

����� Temps de calcul des primitives

La �gure ��� donne les temps de calcul en secondes pour ��� it�rations des op�rations
modulaires suivantes� lorsque le modulo vaut p � �
���	��� �environ ���� �

" une addition
" une multiplication
" une inversion selon la m�thode de B�zout
" une inversion selon la m�thode de Fermat
La complexit� de l�algorithme de B�zout d�pend des valeurs d�entr�e� nous avons donn�

les temps maximaux observ�s� On se r�f�rera � l�annexe B pour les d�tails concernant les
plate�formes de tests utilis�es�

����� Parall
lisation des calculs

Dans le cas des d�terminants de grande dimension �sup�rieure � ���� comme on en
trouve dans l�algorithme du simplexe par exemple� ou de grosses expressions de mani	re
g�n�rale� il peut  tre utile de r�partir le calcul des di��rents r�sidus de l�expression sur
di��rents processeurs� lorsqu�on a une machine multi processeurs�

Il est facile de distribuer ainsi les calculs en utilisant du code r�parti sur plusieurs
processus travaillant en m�moire partag�e �%threads&��
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�
 Calcul du signe

Nous allons d�crire maintenant plusieurs m�thodes de calcul du signe d�une expression
polynomiale repr�sent�e de mani	re modulaire �BEPP��b� BEPP���� �tape importante
dans le calcul des pr�dicats� Ce calcul est bien moins ais� qu�un test d��galit�+ la m�thode
classique qui consiste � convertir la repr�sentation modulaire en une repr�sentation binaire
est tr	s co
teuse �HP����

����� M
thode de Lagrange �
limination r
cursive des moduli�

Nous pr�sentons ici les id�es qui conduiront � l�algorithme ��
La premi	re m�thode est bas�e sur le fait que si x � ��m

�
� m
�

	
� alors sa valeur est

donn�e par la formule de Lagrange �

x �



kX

i��

��xiwi� mod mi� vi

�
mod m

Plut!t que de calculer directement x avec des entiers multipr�cision� ce qui serait tr	s
co
teux� on peut remarquer qu�en divisant l��galit� par m� on obtient �

x

m
� frac



kX

i��

�xiwi� mod mi

mi

�

o# frac�y� d�signe la partie fractionnaire du r�el y� comprise dans l�intervalle
���

�
� �
�

	
�

Cette expression a le m me signe que x� Pour aller plus vite� le principe consiste �
�valuer cette expression de mani	re approch�e en pr�cision �xe� avec b bits de pr�cision
�b � �
 en pratique puisqu�on utilise des doubles�� On note S la valeur approch�e ainsi
calcul�e� Tous les termes de la somme sont dans l�intervalle

���
�
� �
�

	
� et on note �i l�er�

reur absolue commise sur le calcul de la somme partielle � l��tape i� On obtient donc
r�cursivement �

�� � ��b��

�i � �i�� � ��b�� � ��b

o# le terme ��b�� repr�sente l�erreur commise durant le calcul d�un terme de la somme�
et ��b repr�sente l�erreur rajout�e en faisant la somme� Donc l�erreur absolue �nale� qui
borne la di��rence entre S et x�m est �

�k � �
k � ����b��

Alors� de trois choses l�une �

" soit �k � jSj � �
�
� �k� alors le signe de x est donn� par le signe de S� C�est ce cas

qui est attendu le plus souvent� et qui permet de conclure imm�diatement sur le
signe de x�
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" soit �
�
� �k 
 jSj� On peut supprimer cette possibilit� en rajoutant une l�g	re

contrainte sur les hypoth	ses de d�part sur x� on admet que �

jxj � m

�
�

�
� �k

�

On verra plus tard une m�thode pour traiter ce cas sans rajouter cette hypoth	se
suppl�mentaire�

" soit jSj 
 �k� alors on ne peut pas en d�duire directement le signe de x� Mais on
peut en revanche en d�duire que j x

m
j � ��k� soit jxj � ��kmkm

�k���� On remarque
que si ��kmk �

�
�
� �k�� �ce qui est toujours le cas dans notre implantation�� alors

jxj � m�k�����
�
� �k���� ce qui signi�e que k � � moduli auraient en fait su�t pour

calculer le signe de x� et que la borne sur x a �t� sur�valu�e� On peut donc reprendre
la m me m�thode� mais en rempla
ant k par k � �� et ainsi de suite� Au pire� on
termine lorsque k � �� x � x�� o# l�on obtient le signe directement�

Nous pr�sentons donc l�algorithme en utilisant les notations suivantes �

v�j�i �
Y
����j
���i

m�

w
�j�
i �

�
v
�j�
i


��
mod mi

S�j� � frac



jX

i��

xiw
�j�
i mod mi

mi

�

de sorte que vi � v
�k�
i � wi � w

�k�
i et S � S�k�� Tous les calculs de cet algorithme sont

e�ectu�s en utilisant le calcul �ottant avec une pr�cision de b bits�
On note que w�j�

i � w
�j���
i mj�� mod mi� donc le i�	me terme de S�j� peut  tre calcul�

� partir du i�	me terme de S�j���� Donc uniquement les w�k�
i sont utiles � l�algorithme�

Comme k est sp�ci�� dans les entr�es� une table de taille quadratique semble n�cessaire
pour stocker les valeurs pr��calcul�es� mais elle peut cependant  tre �vit�e au prix d�un
surco
t en temps n�gligeable �voir la remarque plus loin��

Algorithme � ��limination r�cursive des moduli� � �tant donn�s �x������xk�� cal�
cule le signe de x�

Donn�es pr��calcul�es� mi� w
�k�
i � �i� pour tout � 
 i 
 k

Entr�e� entiers k et xi �
��mi

�
� mi

�

	
� pour tout � 
 i 
 k

Sortie� signe de x� l�unique solution de xi � x mod mi telle que jxj 
 m�k�

�
��� �k�

�� Soit j � k � �� zi � xiw
�k�
i mod mi pour tout � 
 i 
 k

�� R�p�ter j � j � �� S�j� � frac



jX

i��

zi
mi

�
si jS�j�j � �j et j � � alors zi � zimj mod mi pour tout � 
 i � j jusqu�� ce que
jS�j�j � �j ou j � �
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�� Si j � � retourner �x � ��

�� Si S�j� � � retourner �x � ��

�� Si S�j� � � retourner �x � ��

Le lemme suivant borne la complexit� de l�algorithme ��

Lemme � L�algorithme � calcule le signe de x � partir de ses r�sidus xi en utilisant au
pire k�k���

�
multiplications modulaires� additions et divisions �ottantes� ainsi que k � �

comparaisons �ottantes�

Preuve � Les mi et les w�j�
i sont pr��calcul�s dans une table� et suppos�s  tre acces�

sibles en temps constant� $ l��tape �� un total de j multiplications modulaires� additions
et divisions �ottantes �incluant le calcul de la partie fractionnaire� et une comparaison
sont e�ectu�es� �

Dans de nombreux cas pratiques� on essaiera de calculer au mieux une borne sur jxj
qui permettra de minimiser k� Si x est du m me ordre de grandeur que m�k�� alors tr	s
peu d�it�rations de l�algorithme seront n�cessaires� et on obtient alors un comportement
lin�aire�

On �vite ainsi le temps quadratique d�une reconstruction binaire compl	te�

����� M
thode de Lagrange g
n
ralis
e

Nous montrons que la m�thode pr�c�dente est en fait un cas particulier de la suivante�
Soit

���� � S � S�k� � frac



kX

i��

�xiwi� mod mi

mi

�

Cette quantit� est calcul�e � la premi	re �tape de l�algorithme �� Si la valeur calcul�e
de ���� est plus petite que �k� alors j����j � ��k� Donc jxj � �m�k� et nous pouvons donc
multiplier xiwi par

	k �

� �
�
��� �k�

��k

�
�

a�n d�obtenir �xiwi	k� mod mi pour tout i � �� � � � �k� Ceci peut se faire facilement en
pr��calculant 	k mod mi pour tout i� Nous calculons donc ensuite �

���� � frac



kX

i��

�xiwi	k� mod mi

mi

�
�

et plus g�n�ralement �

��j� � frac



kX

i��

�xiwi	k
j� mod mi

mi

�
�

o# l�on suppose que 	k mod mi est pr��calcul� pour tout i � �� � � � �k� Il est ais� de voir
que le nombre d�it�rations de ce processus est dlogm� log	ke 
 k� parce que � 
 jxj 
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m�k� 
 �k�b������ et xi est multipli� par 	k � chaque it�ration� Ce nombre est plus petit que
dk��e�� pour tous les cas pratiques� Donc l�algorithme � utilise encore ��k�� op�rations
dans le cas le pire� mais en pratique dans les cas courants �x du m me ordre de grandeur
que m�k��� seulement k op�rations�

On obtient donc l�algorithme suivant �

Algorithme � � M�thode de Lagrange g�n�ralis�e�
Connaissant xi � x mod mi pour tout � 
 i 
 k� calcule le signe de x

Donn�es pr��calcul�es� mi� wi� �k� 	k mod mi� pour tout i � �� � � � �k

Entr�es� entiers k et xi �
��mi

�
� mi

�

	
pour tout i � �� � � � �k

Sortie� signe de x� l�unique solution de xi � x mod mi dans
�
�m�k�

�
� m

�k�

�



Pr��conditions� jxj 
 m�k�

�
��� �k� et x 
� �

�� Soit j � ��� zi � xiw
�j�
i mod mi pour tout � 
 i 
 k

�� R�p�ter j � j � �� ��j� � frac



kX

i��

zi
mi

�
si j��j�j 
 �k alors zi � zi	k mod mi pour tout � 
 i 
 k� jusqu�� ce que j��j�j � �k

�� Si ��j� � � retourner �x � ��

�� Si ��j� � � retourner �x � ��

Remarque 
 L�algorithme � correspond � un choix de mj � la place de 	k � l��tape j�
Cela simpli�e le calcul en �liminant un modulo � chaque it�ration� mais cela fait plus
d�it�rations� En multipliant par 	k� on e�ectue moins d�it�rations� mais chaque it�ration
est faite sur les k moduli� C�est pourquoi nous appelons l�algorithme � une g�n�ralisation�

����� Variante 
liminant �k dans la borne

Les pr�c�dents algorithmes � et � ont le �petit� inconv�nient de requ�rir que jxj 

m��

�
� �k��

Pour pouvoir se ramener � l�hypoth	se simple jxj � m�k�

�
� il faut traiter s�par�ment le

cas o# jSj � ��� � �k� car alors on ne peut pas garantir que x et S ont le m me signe
�voir �gure �����

Dans ce cas� cela signi�e que jxj � m�k������ ��k�� En posant x� � �m�k���� x� mod
m�k�� on remarque que sign�x�� � sign�x� et que jx�j � m�k��k� donc on se ram	ne �
e�ectuer l�algorithme pr�c�dent pour x�� Il su�t de calculer x�i � �m�k��� � xi� mod mi�
ce qui est rapide puisque les m�k��� mod mi pour tout i peuvent  tre pr��calcul�s�

Note � dans la version g�n�ralis�e� cette remarque permet de prendre 	k �
�
�k
�

�
direc�

tement�

����� M
thode de Newton

Une version incr�mentale de la d�monstration constructive du th�or	me des restes
Chinois� nomm�e m�thode de Newton� est d�crite ici�
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�

�

m
� incertain

signe �m�k
�

Fig� ��� " Le cercle modulaire

Son avantage principal est que la variante probabiliste correspondante ne requiert pas
de borne a priori sur la magnitude de x� c�est���dire le nombre de moduli � employer�
Elle ne n�cessite aussi qu�une quantit� lin�aire �en k� de donn�es pr��calcul�es� Un autre
avantage est que tous les calculs se font modulo les mi� et que donc on n�a pas � solliciter
l�unit� �ottante si on choisit d�implanter les primitives modulaires en utilisant le calcul
entier� ce qui peut  tre un avantage�

Soit x�j� � x mod m�j�� pour j � �� � � � �k� de sorte que x��� � x� et x � x�k�� Soit
y� � x�� et pour tout j � �� � � � �k�

tj � w
�j�
j � �m�j������ mod mj�

yj �
�
xj � x�j���

	
tj mod mj �

�
�mj

�
�
mj

�



�

Alors �voir� par exemple� �Knu��� Lau����� pour tout j � �� � � � �k�

x�j� �
�
x�j��� � yjm

�j���
	
mod m�j�� �����

Clairement� cela m	ne � un calcul incr�mental de la solution x � x�k�+ nous allons voir
ci�dessous comment on peut exploiter cela pour terminer cette interpolation le plus t!t
possible�

Il est �vident que lorsque yj 
� �� alors le signe de x�j� est le m me que celui de yj�
puisque jx�j���j 
 m�j������ Si yj � �� le signe de x�j� est le m me que celui de x�j����
pour j � �� et le signe de x��� � x� � y� est connu directement� Si yj � � pour tout j�
cela implique �videmment que x � ��

En d�roulant l��quation ����� dans la d��nition de yj� on montre que les yj v�ri�ent
l�identit� de type Horner pour tout j � �� � � � �k �

yj �
�
xj � �x�j��� � yj��m

�j����
	
tj mod mj
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���

� �xj � x� �m��y� �m��� � � �yj�� �mj��yj��� � � ���� tj mod mj

Tous les calculs sont faits modulo mj� En cons�quence� ils peuvent  tre e�ectu�s en
utilisant uniquement l�arithm�tique modulaire de pr�cision �xe� Donc il su�t de supposer
que jxj � m�k����

Algorithme � � Calcule le signe de x� connaissant x mod mi� par la m�thode de Newton
incr�mentale

Donn�es pr��calcul�es � mj� tj� pour tout � 
 j 
 k

Entr�e� entiers k et xi �
��mi

�
� mi

�

	
pour tout i � �� � � � �k

Sortie� signe de x� o� x est l�unique solution de xi � x mod mi dans
�
�m�k�

�
� m

�k�

�



�� Soit y� � x�� j � � et s� sign�y��

�� R�p�ter j � j � ��

yj � �xj � x� �m��y� �m��� � � �yj�� �mj��yj��� � � ���� tj mod mj�

jusqu�� ce que j � k� Pour tout j� s� sign�yj�

�� Selon la valeur de s ���� �� ou ��� retourner �x � ��� �x � ��� ou �x � ���
respectivement�

Lemme � L�algorithme � calcule le signe de x connaissant ses r�sidus xi en utilisant au
pire k�k���

�
multiplications modulaires� k�k���

�
additions modulaires� et k comparaisons�

Preuve � Pour tout j � �� � � � �k� il y a j � � additions et multiplications modulaires�
Il y a une comparaison pour tout j � �� � � � �k� �

On obtient donc un algorithme de complexit� quadratique� ce qui est moins bon que
la m�thode de Lagrange� du moins dans le cas �attendu� o# celle�ci est quasi lin�aire�

On remarque que lorsque jxj est nettement plus petit que m� c�est���dire lorsque l�on
a surestim� la borne� les derniers yj �ceux pour lesquels jxj � m�j���� vont  tre nuls� La
variante probabiliste de cette m�thode s�appuie sur cette remarque pour arr ter le calcul
plus t!t� d	s qu�un certain nombre d�yj sont nuls �elle pr�sume que tous les suivants le
seront aussi�� Elle permet ainsi de ne pas requ�rir de borne sur x� De plus� c�est dans
ces m mes conditions �jxj surestim�� que la m�thode de Lagrange a une moins bonne
complexit�� les deux m�thodes pr�sent�es sont ainsi compl�mentaires�

����� Variantes probabilistes

D�une mani	re similaire � ce que nous avons vu pour le test d��galit�� nous avons
d�velopp� des variantes probabilistes des m�thodes d�crites pr�c�demment pour la re�
construction du signe en repr�sentation modulaire�

Ces m�thodes ont une meilleure complexit�� acquise au prix d�un risque d�erreur mesur�
�fonction de la distribution des donn�es� et g�n�ralement tr	s faible� Comme tous les
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algorithmes probabilistes� ils peuvent soulever des doutes quant � leur usage dans le cadre
des m�thodes robustes o# s�inscrit cette th	se�

Nous avons pris le parti de ne pas d�crire ces m�thodes en d�tail ici� mais nous en�
gageons le lecteur int�ress� � se r�f�rer aux publications pour plus de d�tails �BEPP��a�
BEPP����

����� Parall
lisation du calcul du signe

On se reportera � �BEPP��b� BEPP��� BEPP��a� pour l�utilisation possible de plu�
sieurs processeurs dans le calcul du signe� L�utilit� de ces m�thodes est n�gligeable puisque
gr(ce aux m�thodes de reconstruction de signe que nous avons d�velopp�es� c�est main�
tenant principalement le calcul des xi qui domine le temps de calcul global� les m�thodes
pr�c�demment d�crites �tant su�santes dans la plupart des cas� pour ne plus n�cessiter
d�am�liorations�


�� Calcul de la valeur approch�e

Retrouver la valeur exacte en repr�sentation binaire d�une expression dont on conna't
la repr�sentation modulaire n�est pas utile dans le cadre des pr�dicats� mais elle peut  tre
utile pour les constructions g�om�triques�

En particulier� certaines m�thodes �snap rounding �Hob��� Mil���� garantissent cer�
taines propri�t�s de robustesse topologiques lorsque les constructions sont correctement
arrondies aux sommets les plus proches sur une grille �typiquement des coordonn�es �
virgule �ottante�� En cela� ces m�thodes n�cessitent des garanties similaires � celles of�
fertes par la norme Ieee ��� concernant les op�rations arithm�tiques de base� Cependant�
elles requi	rent ces arrondis au plus proche pour le groupement d�op�rations d��nissant
la construction�

Nous avons d�riv� des m�thodes de reconstruction de signe en repr�sentation modulaire
d�crites pr�c�demment� des m�thodes permettant d�obtenir ces garanties de constructions
arrondies au plus proche �BP��b��

Le but est donc de calculer l�approximation � ��b pr	s de x repr�sent� par �x������xn��
Pour cela� on remarque que l�algorithme de la m�thode de Lagrange n�est pas sp�ci�que
au signe� il permet de calculer une approximation de x�m � une erreur de �k pr	s�

Une fois cette approximation connue� de deux choses l�une �

" soit elle est su�sante pour en d�duire une approximation de x � la pr�cision sou�
hait�e �en multipliant par une approximation de m��

" soit on peut soustraire cette premi	re approximation de x en repr�sentation modu�
laire �i�e� calculer la repr�sentation modulaire de l�approximation� et la retrancher
aux xi�� et calculer une approximation plus pr�cise de la di��rence en utilisant la
m me m�thode� Il n�y a plus ensuite qu�� additionner les di��rentes approximations
�ottantes dans l�ordre croissant� ce qui garantie� via les propri�t�s des additions de
la norme Ieee ���� que le r�sultat �nal sera l�approximation au plus proche de la
valeur�



�� CHAPITRE �� ARITHM�TIQUE ENTI�RE MODULAIRE


�� �tude pratique

Pour le cas particulier des d�terminants� nous renvoyons le lecteur au chapitre ��


�
 Conclusion

Une des applications principales du calcul modulaire est le calcul des d�terminants�
que nous �tudierons plus en d�tail au chapitre �� La biblioth	que C que nous avons �crite�
et qui implante les algorithmes d�crits pr�c�demment� est utilis�e pour manipuler des
objets courbes de mani	re exacte et e�cace �CKKM����

L�autre propri�t� int�ressante de cette repr�sentation des entiers multipr�cision est sa
qualit� de hachage des valeurs �des valeurs num�riquement proches n�ont pas des r�sidus
proches�� ce qui en fait une bonne m�thode pour les tests d��galit� de certains pr�di�
cats g�om�triques� Nous avons �tendu le domaine d�int�r t des m�thodes modulaires aux
pr�dicats en g�n�ral en introduisant des algorithmes performants de calcul du signe�

Nous avons utilis� le calcul modulaire pour repr�senter des entiers multipr�cision� mais
il est possible d��tendre ce sch�ma au calcul sur les rationnels �DST����



Chapitre �

Filtres arithm�tiques

Pour pallier la lenteur du calcul exact dans l��valuation des pr�dicats� et en observant
que le calcul �ottant approch� mais rapide donne avec une grande probabilit� la r�ponse
exacte� ont �t� mises au point des m�thodes de calcul paresseuses� dont le principe g�n�ral
est le suivant �

" On e�ectue un calcul approch� des expressions num�riques�

" mais en validant ou invalidant les comparaisons�

" En cas d�invalidit�� il y a �chec du �ltre� et on a recours � un calcul plus co
teux�

Les �ltres ont �t� �tudi�s suivant leur vitesse� mais aussi suivant leur probabilit� de
succ	s en fonction de la distribution des donn�es� en particulier pour les �ltres statiques
dans le cas de distributions uniformes des entr�es �DP��� DP����

Nous d�crivons dans ce chapitre comment ces �ltres fonctionnent� en commen
ant par
une �num�ration des types de �ltres classiques� ainsi que par la pr�sentation de �ltres plus
performants que nous avons mis au point� Puis nous parlerons des outils existants permet�
tant de g�n�rer le code des pr�dicats �ltr�s de mani	re automatique� et nous pr�senterons
notre propre outil� disponible dans Cgal�

��� Filtres simple pr�cision

Le principe est donc de calculer une expression de mani	re approch�e� mais en pouvant
d�terminer une pr�cision su�sante pour con�rmer ou in�rmer que le signe de l�expression
calcul�e de mani	re approch�e est le m me que celui de l�expression r�elle exacte�

Pour calculer cette expression approch�e� on utilise g�n�ralement une arithm�tique
�ottante� car elle est rapide� La pr�cision utilis�e peut varier� mais toujours pour des
raisons d�e�cacit�� on choisit de se baser sur les double de la norme Ieee� ce qui donne
une pr�cision de �� bits� Les �ltres bas�s sur une telle pr�cision� et n�utilisant aucun calcul
interm�diaire multipr�cision� sont dits %simple pr�cision&�

On peut classer les di��rentes approches existantes en les cat�gories suivantes �

" les �ltres statiques

" les �ltres dynamiques

��
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" les �ltres semi�statiques �ou semi�dynamiques� interm�diaires�
Un �ltre doit donc� � partir de donn�es initiales� calculer une expression approch�e

d�une valeur r�elle �ou plusieurs�� et fournir une borne d�erreur permettant de garantir ou
non que le signe de la valeur approch�e calcul�e correspond au signe de la valeur r�elle de
l�expression�

Les deux crit	res importants pour juger de la qualit� d�un �ltre sont �
" la vitesse de calcul du pr�dicat en cas de succ	s du �ltre� et
" la probabilit� de succ	s� qui est directement reli�e � la borne d�erreur que le �ltre

va donner�
En cas d��chec du �ltre� une autre m�thode doit  tre employ�e pour trouver de ma�

ni	re s
re le signe de l�expression� Cette m�thode peut  tre constitu�e directement d�une
arithm�tique exacte� ou par l�introduction d�un autre type de �ltre� plus lent� mais dont
la probabilit� de succ	s serait plus grande�

����� Filtres statiques

Les �ltres dits statiques consid	rent que �

" l�expression est calcul�e avec des double�
" la borne d�erreur de ce calcul est une constante�

De ce fait� le surco
t � l�ex�cution du pr�dicat par rapport � un simple calcul �ottant
est que le calcul du signe �comparaisons par rapport � z�ro� est remplac� par une compa�
raison par rapport � une constante� Ainsi� le code du pr�dicat� qui pour du simple calcul
�ottant ferait �

���

if �x��� return ��

if �x	�� return 
��

return ��

serait remplac� par �

���

if �x� C� return ��

if �x	
C� return 
��

�� Traitement de l
�chec du filtre� ��

���

o# C est la borne d�erreur associ�e au calcul de l�expression x dont le pr�dicat retourne
le signe�

Bien entendu� ce type de �ltre ne peut fonctionner que sous certaines conditions� celles
qui permettent de majorer l�erreur dans tous les cas par une constante� Ces conditions
sont �

" les divisions ne sont pas autoris�es�
" les entr�es du pr�dicat doivent  tre major�es par une constante�
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En e�et� comme nous le verrons� majorer l�erreur absolue d�une division n�cessite de
minorer le d�nominateur� ce qui n�cessiterait des contraintes suppl�mentaires� De plus�
comme nous l�avons d�j� remarqu�� il est toujours possible de se passer de divisions dans
les pr�dicats� ce n�est donc pas une importante restriction�

La restriction concernant le majorant sur les bornes des entr�es peut  tre g nante pour
certaines applications� mais convenir � d�autres�

On calcule la borne d�erreur de l�expression en utilisant les propri�t�s de la norme
Ieee ��� qui garantissent� pour chacune des op�rations de base ��� � � � � �� p�� une
erreur absolue maximale �gale � �

�
ulp��� Nous d�taillons maintenant ce calcul des bornes

d�erreur� en fonction de l�expression � calculer et des bornes sur les entr�es�
Notations � x est une variable r�elle� x sa valeur calcul�e avec des doubles� ex et bx sont

des doubles tels que � �
ex � jx� xj
bx � jxj

Initialement� on peut obtenir par un arrondi au plus proche �si les valeurs ne tiennent
pas exactement dans un double� � �

bx � jxj
ex �

�
�
ulp�x�

Addition et soustraction

La propagation d�erreur sur une addition z � x � y est la suivante ��
bz � bx � by
ez � ex � ey � �

�
ulp�z�

En e�et �

jz � zj � j �z � �x� y��� �z �
��

���x� y�� �x � y��� �z �
�ex�ey

���x� y�� z�� �z �
� �

�
ulp�z�

j


 ex � ey �
�

�
ulp�z�

De m me pour la soustraction�

Multiplication

La propagation d�erreur sur une multiplication z � x� y est la suivante ��
bz � bx � by
ez � ex�ey � ey�jxj � ex�jyj � �

�
ulp�z�

En e�et �

jz � zj � j �z � �x� y��� �z �
��

� ��x� y�� �x� y��� �z �
��x�x��y�y���x�x��y��y�y��x

���x� y�� z�� �z �
� �

�
ulp�z�

j
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 ex�ey � ex�y � ey�x �
�

�
ulp�z�

Division

La propagation d�erreur sur une division z � x�y est la suivante ��
bz � bx��jyj � ey�

ez � �ex�jyj � ey�jxj� � �jyj � �jyj � ey�� �
�
�
ulp�z�

En e�et �

jz � zj � j �z � �x�y��� �z �
��

���x�y�� �x�y��� �z �
� �x�x�y��y�y�x

yy

���x�y�� z�� �z �
� �

�
ulp�z�

j


 �ex�y � ey�x� � �y��y�ey�� � �

�
ulp�z�

Dans ces conditions� il est n�cessaire d�avoir une borne inf�rieure sur �jyj � ey��

Racine carr�e

La propagation d�erreur sur une racine carr�e z �
p
x est la suivante ��

bz �
p
bx

ez �
p
ex � �

�
ulp�z�

En e�et �

jz � zj � j �z �px�� �z �
��

��
p
x�px�� �z �
�
p

jx�xj

��
p
x� z�� �z �

� �
�
ulp�z�

j


 p
ex �

�

�
ulp�z�

On notera que
p
ex � �

�
ulp�z� n�est pas une tr	s bonne borne d�erreur relative� On peut

faire mieux en connaissant une borne inf�rieure sur x� puisque dans ce cas �

jpx�pxj �
p
x

�r
x

x
� �

�


 p
x


r
x� ex

x
� �

�


 p
x

�r
� �

ex

x
� �

�

 ex

�
p
x

Ce qui donne �nalement � ez � ex � �
p
x � �

�
ulp�z��
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Automatiser le calcul des bornes d
erreur

A�n de faciliter le calcul de ces bornes d�erreur statiques� nous utilisons un type de
nombres �classe C��� qui contient comme donn�es la borne b et l�erreur e dont nous
venons de parler� Les op�rateurs sont surcharg�s pour ce type de nombres� et utilisent les
formules ci�dessus� Lorsque l�on ex�cute le code d�un pr�dicat sur ce type de nombres� en
initialisant les valeurs aux bornes correspondant aux majorants des entr�es� l�appel � un
op�rateur de comparaison a�che la borne d�erreur correspondante �C��

Cette m�thode a ses limites� par exemple il est di�cile de g�rer les branchements �
l�ex�cution du pr�dicat� C�est n�anmoins une m�thode qui est un premier pas vers une
automatisation compl	te pour certains pr�dicats� Ce type d�outil sera utilis� aussi pour
les �ltres statiques adaptatifs�

Bilan

Finalement� on constate que le �ltre statique est optimal du point de vue de la vitesse�
puisque son surco
t par rapport au calcul �ottant se r�sume � comparer � une constante
au lieu de z�ro� Par contre� le calcul de la borne d�erreur peut  tre trop grossier pour
certaines applications� et il requiert des majorants sur les entr�es� Il n�est pas non plus
tr	s facile d�usage puisque le calcul de la borne d�pend vraiment de l�application� et doit
 tre d�termin�e par le programmeur�

Une �tude des probabilit�s de succ	s des �ltres statiques dans des cas simples a �t�
e�ectu�e �DP��� DP���� Elle montre que les cas d��checs du �ltre pour les pr�dicats
orientation et in�circle �d et �d sont n�gligeables dans le cas d�une distribution
al�atoire born�e des donn�es�

Nous passons maintenant � un type de �ltre bien plus performant pour le calcul de la
borne d�erreur et plus souple d�utilisation� mais qui est plus lent�

����� Filtres dynamiques

A�n d�obtenir une estimation plus �ne de l�erreur� mais surtout a�n d�avoir un outil
facilement utilisable� les �ltres dynamiques ont �t� mis au point� Le principe de base est
que l�erreur est calcul�e � l�ex�cution pour chaque op�ration de base ��� � � � � �� p��
Ainsi� chaque variable est en fait une paire de valeurs � une valeur approch�e� � laquelle
on associe une erreur� et c�est ce type de nombres qui est utilis� � l�ex�cution du pr�dicat�

Deux codages possibles existent �

" X � �x� �X�� tel qu�utilis� par le �ltre dynamique incorpor� aux leda�real�

" X � 
x� x�� qui est la base du calcul par intervalles�

L�avantage de ce type de �ltre est qu�il n�est pas n�cessaire d��tudier la formule aupa�
ravant pour produire une borne d�erreur� et de fait l�usage en est beaucoup plus ais��

La borne d�erreur peut  tre aussi petite qu�on le souhaite� tout d�pend de la m�thode
utilis�e pour son calcul� mais pour chaque op�ration de base� il est possible de propager
la plus petite erreur codable en pr�cision simple� Les divisions sont aussi g�r�es�

L�inconv�nient est que cette approche est plus co
teuse que les �ltres statiques puisque
tout le calcul d�erreur a lieu durant l�ex�cution de chaque appel au pr�dicat�
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Le premier codage �X � �x� �X�� revient simplement � e�ectuer le calcul d�erreur
d�crit pour les �ltres statiques� � l�ex�cution�

Le deuxi	me codage �X � 
x� x��� qui utilise le calcul par intervalles d�crit plus loin
�cf ������� am�liore encore la vitesse ainsi que la borne d�erreur� Certains cas d�g�n�r�s
peuvent m me  tre certi��s sans co
t suppl�mentaire� puisque l�arithm�tique d�intervalles
permet de d�tecter automatiquement� dans certains cas� la nullit� d�une expression de
mani	re naturelle �les deux bornes de l�intervalle sont �gales � ��� alors que pour le m me
cas� le premier codage ne permet pas naturellement de faire 
a �puisqu�il fait appel � la
fonction ulp qui n�est jamais nulle��

Les deux codages sont bien s
r � peu pr	s �quivalents� et il parait di�cile d�en imaginer
un troisi	me tout en conservant une pr�cision unitaire� La di��rence majeure est que l�un
est plus adapt� au calcul sur les intervalles� alors que l�autre est plus classique pour le
calcul d�erreur�

Nous allons maintenant d�tailler le fonctionnement du �ltre dynamique bas� sur
l�arithm�tique d�intervalles que nous avons cod� dans Cgal�

����� L
arithm
tique d
intervalles

L�analyse par intervalles date des ann�es �� avec la th	se de Moore �Moo���� puis elle
s�est d�velopp�e �HHKR��� en se basant sur un outil qui est l�arithm�tique d�intervalles�

Nous ne parlerons pas en d�tail ici de l�analyse par intervalles en g�n�ral car ce n�est pas
exactement ce qui nous concerne� Le but de notre utilisation de l�arithm�tique d�intervalles
est de contr!ler les propagations d�erreurs faites durant un calcul �ottant�

Description

Nous utilisons une arithm�tique sur les intervalles que nous notons �

X � 
x� x�

Pour des intervalles dont les bornes sont des r�els� la d��nition des op�rations �parmi
�� � � �� est la suivante �

A OP B � fa OP b j a � A� b � Bg
La propri�t� fondamentale v�ri��e par cette d��nition est la suivante �

Propri�t� � �Inclusion� Pour toute op�ration arithm�tique OP �parmi ��� ��� e�ec

tu�e sur les intervalles A et B� on a �

a � A� b � B � �a OP b� � �A OP B�

Cette propri�t� est importante car en la propageant � une composition de telles op�ra�
tions �d��nissant une expression polynomiale�� on peut conclure que si le r�sultat d�un tel
calcul est un intervalle ne contenant pas z�ro� alors on peut  tre s
r du signe du r�sultat
r�el exact�

C�est cette propri�t� que l�implantation v�ri�era� plut!t que la d��nition math�ma�
tique initiale� qui n�cessiterait de stocker des bornes de mani	re exacte�
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Utilisation des modes d
arrondi de la norme Ieee �
	

On remarque qu�en e�ectuant successivement une m me op�ration sur les m mes argu�
ments� d�abord en arrondissant vers ��� puis vers ��� on obtient deux valeurs �ottantes
qui forment un intervalle contenant le r�sultat de l�op�ration sur les r�els� Dans le cas o#
l�intervalle est r�duit � une valeur� on conna't m me ce r�el de mani	re exacte�

On en d�duit une mani	re simple de calculer sur les intervalles� qui garantit la propri�t�
d�inclusion et qui de plus o�re des intervalles de taille minimale pour chaque op�ration�

Nous d��nissons ainsi les op�rations sur les intervalles X � 
x� x� et Y � 
y� y� �

X � Y �
�
x�y� x�y

�
X � Y �

�
x�y� x�y�

X � Y �
�
min�x�y� x�y� x�y� x�y��max�x�y� x�y� x�y� x�y��

X�Y �

�

��� ��� si � � Yh
min�x�y� x�y� x�y� x�y��max�x�y� x�y� x�y� x�y�

i
sinon

p
X �

����
���
hp

x�
p
x
i

si � 
 xh
��
p
x
i

si x � � 
 x

non d�e�ni sinon

Remarque � On n�implante pas la multiplication et la division selon les formules ma

th�matiques ci
dessus� mais en faisant des tests pr�liminaires sur les signes des bornes
de X et Y � qui vont fournir directement les multiplications ou divisions � e�ectuer dans
chaque cas�

Nous avons donc d��ni un ensemble d�op�rations v�ri�ant la propri�t� d�inclusion� En
appliquant ceci au calcul des pr�dicats� il su�t de remplacer dans le code du pr�dicat� le
calcul du signe de l�exemple pr�c�dent par �

���

if �x�inf � �� return ��

if �x�sup 	 �� return 
��

if � �x�sup �� �� �� �x�inf �� �� � return ��

�� Traitement de l
�chec du filtre� ��

���

o# x � 
x�inf� x�sup��
Ceci se fait de mani	re tr	s simple en C��� en d��nissant un type de nombres �classe

C��� codant l�intervalle par ses deux bornes en double� et en surchargeant les op�rateurs�

Propri�t� de sym�trie

En pratique� changer le mode d�arrondi correspond � une instruction particuli	re de la
machine� qu�il peut s�av�rer co
teux d�appeler souvent� ce qui serait le cas si on appliquait
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les d��nitions ci�dessus directement� On peut contourner ce probl	me dans la quasi totalit�
des cas en utilisant les propri�t�s de sym�trie suivantes �

a�b � ����a��b�
a�b � ��b�a�
a�b � ����a��b�
a�b � ����a��b�

Ces propri�t�s triviales permettent d�encha'ner les calculs sur les intervalles en conser�
vant d�un bout � l�autre le mode d�arrondi dirig� vers ��� Il est en e�et beaucoup moins
co
teux de calculer l�oppos� d�une valeur plut!t que de changer de mode d�arrondi� Cela
laisse aussi un champ beaucoup plus grand au compilateur pour optimiser le code�

Cette remarque ne s�applique pas � la racine carr�e� ce qui n�est pas tr	s g nant�
puisque cette op�ration prend de toute fa
on un temps non n�gligeable par rapport aux
changements de modes d�arrondis� et qu�elle est utilis�e moins souvent�

Pr�cision des calculs sur les intervalles

Le but du calcul sur les intervalles est de pouvoir certi�er le signe d�une valeur� ce qui
est possible si cet intervalle ne contient pas z�ro� On a donc int�r t � essayer de minimiser
la taille des intervalles pour le calcul d�une expression donn�e� a�n d�avoir une probabilit�
maximale qu�il ne contienne pas z�ro� si cette expression n�est pas r�ellement nulle�

Pour de petites expressions comme les pr�dicats classiques� la propagation d�erreur
est rarement importante� Par contre� certains calculs comme les signes de d�terminants
de grandes dimensions� qui peuvent intervenir dans notre domaine� doivent faire l�objet
d�algorithmes sp�ciaux a�n d��viter que les intervalles ne soient trop gros pour avoir un
quelconque int�r t�

Nous introduisons maintenant une mesure qualitative de la taille des intervalles obte�
nus lors du calcul d�une expression� On note Ideg��� � Z� le degr� d�une expression �note �
ce degr� n�est pas le m me que le degr� alg�brique introduit au chapitre ��� On le d��nit
inductivement en utilisant les r	gles suivantes �

Ideg�constante� � �

Ideg�X � Y � � max�Ideg�X�� Ideg�Y ��

Ideg�X � Y � � max�Ideg�X�� Ideg�Y ��

Ideg�X � Y � � � � max�Ideg�X�� Ideg�Y ��

Ideg�X�Y � � � � max�Ideg�X�� Ideg�Y ��

Ideg�
p
X� � Ideg�X�

Le degr� est une mesure approximative du nombre de bits de pr�cision perdus lors du
calcul d�une expression en utilisant les intervalles� On peut s�en convaincre en d�duisant
des formules donn�es pr�c�demment pour le calcul des bornes d�erreur statiques� des
bornes d�erreur relatives�

Si le degr� d�une expression est du m me ordre de grandeur que le nombre de bits de
pr�cision du type de nombres repr�sentant les bornes des intervalles ��� pour des double��
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PC Sun
IA Adv Adv,FP IA Adv Adv,FP

Addition ���� ��� ��� ���� ���� ���
Soustraction ���� ��� ��� ���� ���� ���
Multiplication ���� ��� ��� ���� ���� ���
Division ���� ���� ��� ���� ���� ���
Racine carr�e ���� ���� ��� ���� ���� ���

Fig� ��� " Temps des primitives sur les intervalles

alors on peut consid�rer que le calcul par intervalles risque de donner trop souvent un
r�sultat trop gros pour  tre utile�

Temps de calcul des primitives

La �gure ��� donne les temps de calcul en secondes pour ��� it�rations des op�ra�
tions arithm�tiques de base sur les intervalles� Les colonnes -IA- concernent le type de
nombres qui inclus les changements de modes d�arrondis �type Interval�nt de Cgal��
Les colonnes -Adv- concernent le type de nombres qui ne fait pas ces changements� et
suppose que le mode d�arrondi est d�j� positionn� vers �� �type Interval�nt�advanced
de Cgal�� Les colonnes -Adv,FP- donnent le rapport entre le temps -Adv- et le temps
de la m me op�ration faite sur des doubles�

Notons que les temps de calcul sur de si petites boucles peuvent montrer quelques
e�ets de bord d
s aux optimisations du compilateur ou du processeur� En particulier� nous
avons pr�f�r� rajouter un appel de fonction� plut!t que d�avoir l�op�ration en ligne dans
la boucle� a�n d��viter les propagations de constante � l�int�rieur du code� et l�expulsion
de certains invariants hors de la boucle� Nous avons aussi rajout� l�option de compilation

fomit
frame
pointer qui est adapt�e aux petites fonctions� Ces mesures sont donc
donn�es surtout � titre indicatif� et nous accordons plus d�importance aux mesures qui
englobent d�avantage de code� comme un pr�dicat ou un algorithme complet�

On constate n�anmoins que les op�rations de base sont au pire cinq fois plus lentes�
Sur PC� nous avons aussi activ� une protection qui est inutile dans les cas o# il n�y a pas
de risque de d�passement de capacit� de l�exposant� ce qui r�sulte en un ralentissement
d�environ ��*� pour les deux colonnes concernant les intervalles�

Temps de calcul des pr�dicats

La �gure ��� donne les temps de calcul en secondes pour ��� it�rations des pr�dicats
classiques sur les intervalles� La signi�cation des colonnes est la m me que pr�c�demment�
Les pr�dicats utilis�s sont les suivants� nous donnons le nombre d�op�rations arithm�tiques
qu�ils contiennent dans l�implantation de Cgal �

" le pr�dicat orientation �D �� �� � �� � compare�
" le pr�dicat orientation �D ��� �� � �� � sign�
" le pr�dicat in.circle �D ��� �� �� �� � compare�
" le pr�dicat in.sphere �D ��� �� �� �� � sign�



�� CHAPITRE 
� FILTRES ARITHM�TIQUES

PC Sun
IA Adv Adv,FP IA Adv Adv,FP

Orientation �D ��� ��� ��� ���� ��� ���
Orientation �D ���� ���� ��� ���� ���� ���
In.circle �D ���� ���� ��� ���� ���� ���
In.sphere �D ��� ���� ���� ��� ���� ���
In.sphere �D�/� ��� ���� ���� ��� ���� ���

Fig� ��� " Temps des pr�dicats sur les intervalles

On constate que pour le pr�dicat in.sphere �D� le rapport entre -IA- et -Adv- passe
� environ �� alors qu�il n�est que de � ou � pour les autres pr�dicats� Ceci est d
 � la
grande taille de la fonction �plus de ��Ko�� qui fait que le code qui doit  tre ex�cut� durant
la boucle ne tient plus dans le cache de niveau � du processeur� d�o# un ralentissement
signi�catif� La derni	re ligne -�/�- repr�sente le temps de calcul du m me pr�dicat� mais
lorsque le code de la multiplication n�est pas mis en ligne� ce qui r�duit consid�rablement
la taille de la fonction� et r�tablit un niveau de performance normal�

Bilan

Les �ltres dynamiques sont � l�oppos� des �ltres statiques� Ils sont moins rapides�
mais produisent une borne d�erreur beaucoup plus �ne� en particulier le �ltre bas� sur
l�arithm�tique d�intervalles�

Il est � noter que d�autres implantations de l�arithm�tique d�intervalles existent �Kn0��
Nous avons pr�f�r� recoder un tel type de nombres� parce que les implantations courantes
n��taient pas en C��� ou n�utilisaient pas la propri�t� de sym�trie� De plus� nous de�
vions modi�er le code a�n de g�rer le comportement en cas de comparaison non s
re�
L�implantation dans Cgal occupe moins de ���� lignes de code et supporte plusieurs
architectures�

Nous pr�sentons maintenant des approches interm�diaires entre les deux principaux
types de �ltres que nous venons de d�tailler�

����� Filtres semi�statiques

Les �ltres semi
statiques ont �t� utilis�s pour pallier l�inconv�nient principal des �ltres
statiques � pour fonctionner� ils doivent conna'tre un majorant des entr�es� a�n d��valuer
une borne sur l�erreur absolue� ce qui n�est pas tr	s souple � l�utilisation�

Le principe de fonctionnement du �ltre semi�statique est le m me que celui du �ltre
statique� except� qu�il ne requiert pas de borne sur les entr�es du pr�dicat� il la calcule
� l�ex�cution� Il en d�duit la borne d�erreur correspondante �toujours � l�ex�cution� de
mani	re simple �g�n�ralement� c�est un polyn!me simple��

Les calculs de bornes d�erreurs sont exactement les m mes que pour les �ltres statiques�
except�s qu�ils sont bas�s sur des donn�es connues � l�ex�cution� Ce calcul peut  tre
simpli�� pour  tre rendu plus rapide� au prix d�une borne d�erreur un peu plus large�
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Certains outils �BFS��� permettent de g�n�rer le code des pr�dicats bas�s sur ce type
de �ltre�

Nous avons choisi de ne pas implanter cette approche dans Cgal� au pro�t de la
suivante�

����� Filtres statiques adaptatifs

L�inconv�nient des �ltres semi�statiques est qu�ils doivent recalculer la borne d�erreur
� chaque appel du pr�dicat� or cela peut  tre contourn� en faisant la remarque suivante � la
borne d�erreur est une fonction croissante des majorants des entr�es� donc si on a calcul�
les majorants et la borne d�erreur correspondant � un appel particulier du pr�dicat� et
qu�� l�appel suivant� les entr�es sont plus petites que les majorants pr�c�demment calcul�s�
alors la borne d�erreur de l�appel pr�c�dent est toujours valable �mais peut� tre un peu
trop large� pour les entr�es actuelles�

De ce fait� on n�est pas oblig� de calculer � chaque appel du pr�dicat un nouveau
majorant sur les entr�es et une borne d�erreur associ�e� il su�t de v�ri�er que les entr�es
v�ri�ent toujours la condition sur le majorant pr�c�dent� Dans le cas contraire� il faut
recalculer le majorant r�el �le maximum des valeurs absolues des entr�es�� et la nouvelle
borne d�erreur associ�e�

Un tel sch�ma conduit � une borne d�erreur croissante au �l des appels du pr�dicat�
ce qui peut conduire � un taux important d��checs du �ltre� Si cela se produit� il convient
de recalculer un majorant plus petit�

Donc� en fonction de la distribution des donn�es � au pire� cette approche aura la
complexit� d�un �ltre semi�statique� et au mieux� elle aura celle d�un �ltre statique �c�est���
dire optimale� plus une v�ri�cation des majorants �une valeur absolue et une comparaison
par argument�� et c�est �videmment cette derni	re qu�on attend en moyenne�

Cette m�thode est aussi souple d�emploi qu�un �ltre semi�statique� elle ne requiert pas
d�initialisation des bornes des entr�es� On ne peut cependant pas utiliser de divisions�

On peut donc consid�rer que ce type de �ltre est adaptatif �aux bornes d�entr�e�� par
rapport � un �ltre statique� et qu�il fait un calcul de bornes d�erreur paresseux par rapport
� un �ltre semi�statique�

Nous avons implant� cette approche dans Cgal� L�op�ration de r�ajustement est
d�licate � automatiser dans le cadre g�n�rique de Cgal� elle est d�crite plus loin�

��� Approches � pr�cision adaptative

Les premiers r�sultats dans ce domaine ont essay� de m�langer un �ltre et une
arithm�tique exacte� On notera que c�est l�approche suivie par Ln� les �ottants � pr��
cision adaptative de Shewchuk �She��� et les expansions �ottantes �Dau��� DF���� les
Fixed�precision�nt programm�s par Olivier Devillers dans Cgal� l�arithm�tique re�
dondante �Pio���� ainsi que les m�thodes sp�ci�ques au calcul de signe de d�termi�
nant �ABD���� Cla��� BY��� BY����

On peut consid�rer que ces approches rejoignent les types de nombres �ltr�s comme
leda�real� si ce n�est qu�elles peuvent tirer parti de la nature isol�e du code des pr�dicats�



�� CHAPITRE 
� FILTRES ARITHM�TIQUES

et donc il n�y a pas n�cessairement besoin de g�rer la m�moire de fa
on dynamique� En
clair� le code du �ltre et de la partie exacte utilis�e en cas d��chec du �ltre sont en ligne
dans la m me fonction�

Les approches que nous avons implant�es dans cette th	se sont plus radicales� dans le
sens o# elles perdent un �ventuel pr��calcul e�ectu� durant le �ltre qui pourrait resservir
en cas d��chec du �ltre� Le raisonnement derri	re cette position est que �

" le �ltre est cens� su�re dans pratiquement tous les cas� et conserver un r�sultat
interm�diaire dans tous les cas a un certain co
t� qui peut  tre d�savantageux glo�
balement�

" d�autre part� le temps de calcul du �ltre est cens�  tre bien inf�rieur au temps de
calcul en cas d��chec� donc on peut se permettre de refaire les m mes calculs que
ceux qui sont faits dans le �ltre� sans surco
t global signi�catif�

" la simplicit� de la programmation est un �l�ment important� et s�parer clairement
les concepts facilite l�implantation�

Bien �videmment� ces crit	res ne sont pas universels� et il se peut que certaines condi�
tions pratiques li�es � l�application� fassent qu�une m�thode devienne meilleure qu�une
autre�

��
 G�n�ration automatique

Pour �viter la t(che fastidieuse d��valuation des bornes d�erreurs des �ltres statiques�
ont �t� mis au point des programmes d�aide ou compilateurs de pr�dicats� Ces outils
aident au calcul des bornes d�erreur� et � la production du code des pr�dicats �ltr�s�
Ln et Expcomp en sont des exemples� Nous avons d�velopp� dans Cgal des m�thodes
aussi simples que possible pour les types de �ltres dynamiques �bas�s sur l�arithm�tique
d�intervalles�� statique adaptatif et statique� sachant qu�il est int�ressant dans le cadre de
Cgal de trouver des solutions aussi g�n�riques que possible�

L�avantage d�une approche bas�e sur une �tude avant l�ex�cution est que le temps
de calcul est amoindri � l�ex�cution� par rapport � des m�thodes qui stockent de ma�
ni	re dynamique les informations n�cessaires � un �ventuel calcul exact en cas d��chec
du �ltre� comme c�est le cas pour les leda�real de Leda� ou bien les rationnels pares�
seux �BJMM����

����� Ln �Little Numbers�

C�est le premier g�n�rateur de �ltres statiques� fait par Fortune et Van Wyk �FW���
FV��� FV���� Le principe de son fonctionnement est le suivant �

Ln prend en entr�e le code d�un pr�dicat� exprim� dans un langage particulier� similaire
� du C restreint� limit� aux op�rations �� � ��� Les divisions� racines carr�es et boucles
ne sont pas autoris�es� Ln lit ce code� et g�n	re en sortie une fonction repr�sentant le
pr�dicat �ltr� et exact� gr(ce � l�inclusion d�une arithm�tique exacte enti	re paresseuse�
qui calcule les poids forts d�abord�

Le �ltre implant� par Ln est d�abord de type statique� il requiert une borne sur les
entr�es� qui de plus doivent  tre des entiers� Puis c�est une approche � pr�cision adaptative
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qui est utilis�e� c�est���dire qui calcule de plus en plus pr�cis�ment la valeur du r�sultat
tant qu�il ne peut pas d�cider son signe�

La m�thode ne fonctionne pas pour un d�terminant de dimension sup�rieure ou �gale
� �� car elle produit un code gigantesque � c�est comme si le calcul multipr�cision �tait
enti	rement mis en ligne �inline� dans le pr�dicat� avec les boucles d�roul�es�

����� Expcomp �Expression Compiler�

Dans la lign�e de Ln� Stefan Funke a d�velopp� �pour Leda� un programme similaire�
Expcomp �BFS���� avec les fonctionnalit�s suppl�mentaires �

" il accepte du code C�� en entr�e� mais toujours pas de boucles�
" plusieurs types de �ltres sont implant�s� et pour certains� les divisions et les racines

carr�es sont autoris�es�

Ce travail n�est cependant pas encore termin��

����� L
approche prise pour Cgal

Les approches pr�c�dentes ont l�inconv�nient pratique suivant � elles doivent com�
prendre le code des pr�dicats jusqu�au niveau des op�rations arithm�tiques de plus bas
niveau� ce qui fait qu�elles ont � peu pr	s la complexit� d�un compilateur� Sous une forme
ou sous une autre� elles n�cessitent un %parser& �Expcomp utilise Yacc��

Pour Cgal� nous avons cherch� une solution plus simple� au risque d� tre moins ef�
�cace� La solution trouv�e est �nalement bas�e sur un script simple en Perl d�environ
��� lignes donn� en Annexe A� et permet de g�n�rer le code des pr�dicats du noyau de
Cgal� ainsi que les pr�dicats de l�utilisateur�

Les �ltres disponibles sont au choix parmi ceux d�crits pr�c�demment �

" statique
" statique adaptatif

" dynamique �bas� sur l�arithm�tique d�intervalles d�crite pr�c�demment��

Nous allons d�tailler maintenant le fonctionnement de ces �ltres�

Pr�dicats dans Cgal

Les pr�dicats dans Cgal sont sous la forme de fonctions g�n�riques �template�� par
exemple le code du pr�dicat d�orientation ��dimensionnel est �

template � class FT �

inline

Orientation
orientationC��const FT �px� const FT �py�

const FT �qx� const FT �qy�
const FT �rx� const FT �ry�

�
return sign of determinant�x��px�rx�py�ry�qx�rx�qy�ry��

�
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Les codes de ces pr�dicats sont isol�s dans des �chiers particuliers� a�n de faciliter leur
traitement par des outils automatis�s�

Gestion des cas d
�chec du �ltre

C�� permet de g�rer les cas d��chec des �ltres de mani	re tr	s pratique et e�cace�
via le m�canisme des exceptions �Str���� Ce m�canisme n�est pas sp�ci�que � C��� il est
aussi disponible dans d�autres langages comme C via setjmp,longjmp�

Consid�rons l�exemple suivant �

void f�double x�

�

if �fabs�x� 	 C�

throw exception�t���

�

void g�����

�

���

try �

f�x��

� catch �exception�t� �

���

�

���

�

Dans la fonction g� l�appel � f peut provoquer le lancement d�une exception� si la
condition �jxj � C� est v�ri��e� Dans ce cas� l�ex�cution du bloc de programme situ�
dans le try est arr t�e� la pile d�ex�cution est d�pil�e� et l�ex�cution reprend au d�but du
bloc catch� Si la condition sur x n�est pas v�ri��e� throw n�est pas appel�� et l�ex�cution
termine le bloc try� et ne rentre pas dans le catch�

Donc nous utilisons sch�matiquement �

" un bloc try pour repr�senter le calcul du �ltre �qui peut appeler des sous�fonctions��

" s�il y a impossibilit� de garantir le signe d�une expression� alors une exception est
lanc�e� c�est le cas d��chec du �ltre�

" un bloc catch qui code la m�thode utilis�e pour traiter l��chec� par exemple le
recours � un type de nombres exact�

L�alternative pour g�rer les �checs du �ltre serait d�avoir une valeur de retour particu�
li	re de la fonction sign��� signi�ant une erreur� Cela n�cessiterait de changer beaucoup
de code� car il faudrait g�rer cette erreur m me dans les sous�fonctions appel�es� L�utilisa�
tion des exceptions permet de localiser les changements uniquement au niveau des calculs
de signe�
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Classes annexes

Des types de nombres annexes sont utilis�s�
Le �ltre dynamique utilise la classe Interval�nt�advanced� qui repr�sente l�arith�

m�tique d�intervalles d�crite pr�c�demment� Les op�rateurs arithm�tiques sont donc sur�
charg�s a�n de v�ri�er la propri�t� d�inclusion� et les op�rateurs de comparaison lancent
une exception �de type unsafe�comparison�� lorsque la comparaison ne peut pas  tre
certi��e ��chec du �ltre��

Les �ltres statiques et statiques adaptatifs doivent  tre capables de calculer des bornes
d�erreurs en fonction des majorants� Bien s
r� le �ltre statique n�e�ectue ce calcul qu�une
seule fois � l�initialisation du programme� avec une borne sp�ci��e par le programmeur�
et le �ltre statique adaptatif doit pouvoir e�ectuer ce calcul quand c�est n�cessaire� Pour
cela� la classe Static�filter�error est un type de nombres qui permet de calculer les
bornes d�erreurs d�crites dans la section ������ L�utilisation exacte de cette classe sera
d�crite en d�tail plus loin�

Interface d
utilisation

Le script Perl va donc fournir� pour chaque pr�dicat g�n�rique d�origine� un ensemble
de fonctions correspondant � ces m mes pr�dicats� mais �ltr�s� Plut!t que de donner un
nom di��rent � ces pr�dicats �ltr�s� ce qui n�cessiterait de changer partout le code� on uti�
lise le m me nom que le pr�dicat g�n�rique� mais on utilise le m�canisme de sp�cialisation
partielle� en utilisant un type de nombres di��rent � Filtered�exact�

Ainsi� l�utilisateur n�a qu�� utiliser un type de nombres di��rent pour sp�ci�er qu�il
veut utiliser des pr�dicats �ltr�s et exacts � la place de la version g�n�rique�

Le type de nombres Filtered�exact est en fait lui�m me g�n�rique �template�� et a
les param	tres 	CT� ET� Type� Protection�� qui ont la signi�cation suivante �

" CT est le type de la valeur contenue dans un Filtered�exact� Il stocke la valeur
num�rique de la variable� Toutes les op�rations e�ectu�es � l�ext�rieur des pr�dicats
sont propag�es � ce type� Et il n�a pas besoin d� tre exact pour garantir l�exactitude
des pr�dicats�

" ET est un type de nombres exact qui sera utilis� lorsque le �ltre �choue� Dans le bloc
catch� on appelle le pr�dicat sur ce type� Donc soit c�est un type de nombres exact
sur lequel le pr�dicat g�n�rique sera appel�� et fournira la r�ponse exacte� soit c�est
lui�m me un type pour lequel le pr�dicat g�n�rique est surcharg��

" Type peut prendre les deux valeurs Static ou Dynamic �valeur par d�faut��

" Protection peut prendre deux valeurs Protected �valeur par d�faut� ou Advanced�

Exemples �

" Filtered�exact	double� leda�real� Static� Protected� est un type de
nombres qui a les m mes propri�t�s qu�un double � l�ext�rieur des pr�dicats� et
sur lequel les pr�dicats sont �ltr�s par un �ltre statique adaptatif� En cas d��chec
du �ltre� le pr�dicat est appel� sur le type leda�real�

" Filtered�exact	double� leda�real� Static� Advanced� est la m me chose�
mais le �ltre est purement statique�
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" Filtered�exact	double� leda�real� Dynamic� est la m me chose� mais le �ltre
est dynamique�

" Filtered�exact	double� Filtered�exact	double� leda�real�� Static� est
un �ltre cascad� � tout d�abord un �ltre statique est essay�� en cas d��chec un
�ltre dynamique est utilis�� et en cas de deuxi	me �chec� le type de nombres exact
leda�real est utilis��

Ce sch�ma n�cessite des fonctions de conversion du type CT vers ET� De plus�
pour le calcul �ltr�� le �ltre dynamique a besoin de convertir le type CT vers le type
Interval�nt�advanced �c�est���dire donner un encadrement�� sur lequel le pr�dicat g��
n�rique est appel�� Les d�tails de l�interface et les contraintes exactes sont sp�ci��es dans
la documentation�

Ce sch�ma permet donc d�avoir un usage compl	tement g�n�rique� On peut m me
l�utiliser dans le cas o# CT est un type exact multipr�cision� on obtient ainsi une �valuation
plus rapide des pr�dicats �m me s�ils sont d�j� exacts si CT est un type exact��

Filtre dynamique

Le principe de base est de faire ex�cuter la fonction template originale du pr�dicat sur
le type de nombres sp�cial codant l�arithm�tique d�intervalles� qui d�tecte les calculs de
signes non s
rs� Le code produit par le script � partir du pr�dicat g�n�rique orientation
est le suivant �

template � class CT� class ET�
Orientation
orientationC��

const Filtered exact �CT� ET� Dynamic� Protected� �px�
const Filtered exact �CT� ET� Dynamic� Protected� �py�
const Filtered exact �CT� ET� Dynamic� Protected� �qx�
const Filtered exact �CT� ET� Dynamic� Protected� �qy�
const Filtered exact �CT� ET� Dynamic� Protected� �rx�
const Filtered exact �CT� ET� Dynamic� Protected� �ry�

� ��

�� Save and set the rounding mode�
FPU CW t backup � FPU get and set cw�FPU cw up��
try

�
Orientation result � orientationC��

px�interval���
py�interval���
qx�interval���
qy�interval���
rx�interval��� ��

ry�interval����
�� Restore the rounding mode�
FPU set cw�backup��
return result�

�
catch �Interval nt advanced		unsafe comparison�
�
FPU set cw�backup��
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return orientationC��
px�exact��� ��

py�exact���
qx�exact���
qy�exact���
rx�exact���
ry�exact����

�
�

Pour ce type de �ltre� le script n�a pas du tout besoin de conna'tre le corps de la
fonction g�n�rique� mais juste l�en�t te �nom de la fonction� type de retour� nombre d�ar�
guments����� Il est donc tr	s simple � mettre en 1uvre en utilisant les expressions r�guli	res
de Perl�

Dans le code produit� on note le changement de mode d�arrondi e�ectu� au d�but �et
la sauvegarde du mode courant�� a�n de pro�ter de la propri�t� de sym�trie� Le �ltre
dynamique Advanced permet de s�a�ranchir de ces changements de mode d�arrondi �
l�int�rieur du pr�dicat� en demandant au programmeur de s�en occuper � l�ext�rieur� ce
qui peut  tre un avantage si aucun calcul qui n�cessiterait un autre mode d�arrondi n�a
besoin d� tre e�ectu� pendant tout le d�roulement de l�algorithme�

Les fonctions membres �interval�� et �exact�� du type Filtered�exact e�ectuent
les conversions du type CT� vers les types Interval�nt�advanced et ET respectivement�

Les �ltres dynamiques sont donc implant�s de mani	re tr	s simple�

Filtre statique adaptatif

Les �ltres statiques et statiques adaptatifs utilisent des structures annexes pour chaque
pr�dicat �Static�Filtered�orientationC����� qui servent � stocker le contexte� c�est�
��dire les bornes sur les entr�es courantes �constantes dans le cas du �ltre statique�� ainsi
que les bornes d�erreur associ�es �epsilons�� Elles servent aussi � regrouper des variantes du
pr�dicat qui servent � mettre � jour les bornes d�erreur� Voici le contenu de cette structure
�dont le nom est form� de la fa
on suivante � Static�Filtered�nom du pr�dicat�nombre
d�arguments� �

struct Static Filtered orientationC� 

�
static double bound�
static double epsilon ��

static Orientation update epsilon�
const Static �lter error �px�
const Static �lter error �py�
const Static �lter error �qx�
const Static �lter error �qy� ��

const Static �lter error �rx�
const Static �lter error �ry�
double � epsilon ��

�
typedef Static �lter error FT�



�� CHAPITRE 
� FILTRES ARITHM�TIQUES

return Static Filtered sign of determinant�x� 
		
update epsilon�px�rx�py�ry�qx�rx�qy�ry� epsilon ���

�
��

static void new bound �const double b�
�

bound � b�
�void� update epsilon�b�b�b�b�b�b� epsilon ���

�

static Orientation epsilon variant�
const Restricted double �px�
const Restricted double �py�
const Restricted double �qx� ��

const Restricted double �qy�
const Restricted double �rx�
const Restricted double �ry�
const double � epsilon ��

�
typedef Restricted double FT�

return Static Filtered sign of determinant�x� 
		
epsilon variant�px�rx�py�ry�qx�rx�qy�ry� epsilon ���

� ��

��

Le principe de fonctionnement du script dans le cas des �ltres statiques �adaptatifs� est
qu�il d�termine les endroits de la fonction o# sont e�ectu�es les comparaisons� et assigne
un %epsilon& pour chacun de ces endroits� Si un sous�pr�dicat est appel�� il compte pour
le nombre d�epsilons total de sa fonction �c�est le cas de sign�of�determinant��x� ici��
Note � par souci de simplicit� �dans un premier temps� mais ce n�est pas un obstacle
fondamental de la m�thode�� le script ne cherche pas les comparaisons en elles�m mes
-�-� -
-� etc��� Mais il cherche r�cursivement les appels aux autres pr�dicats� en utilisant
comme pr�dicats de base les fonctions sign et compare�

Pour chaque pr�dicat� une version %� epsilons pr	s& est cr��e �
Static�Filtered�orientationC�����epsilon�variant�� dont le corps est le m me
que celui de la version g�n�rique� mais o# les appels aux sous�pr�dicats ont re
u en
param	tre les valeurs des epsilons courants correspondants au contexte du pr�dicat�

La version courante permet de g�rer une borne unique sur toutes les entr�es du pr��
dicat �Static�Filtered�orientationC������bound�� et un nombre de bornes d�erreur
variable �une par comparaison� �Static�Filtered�orientationC������epsilon�������
On peut �videmment penser � une variante qui utiliserait plusieurs majorants� dans les
cas o# les entr�es seraient de di��rents ordres de grandeur�

Le code du �ltre statique adaptatif lui�m me est le suivant �

template � class CT� class ET�
Orientation
orientationC��

const Filtered exact �CT� ET� Static� Protected� �px�
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const Filtered exact �CT� ET� Static� Protected� �py�
const Filtered exact �CT� ET� Static� Protected� �qx�
const Filtered exact �CT� ET� Static� Protected� �qy�
const Filtered exact �CT� ET� Static� Protected� �rx�
const Filtered exact �CT� ET� Static� Protected� �ry�

� ��

bool re adjusted � false�
const double SAF bound � Static Filtered orientationC� 
		 bound�

�� Check the bounds� All arguments must be �� SAF bound�
if �

fabs�px�to double��� � SAF bound j j
fabs�py�to double��� � SAF bound j j
fabs�qx�to double��� � SAF bound j j
fabs�qy�to double��� � SAF bound j j
fabs�rx�to double��� � SAF bound j j ��

fabs�ry�to double��� � SAF bound�
�

re adjust	
�� Compute the new bound�
double NEW bound � �	��
NEW bound � std		max�NEW bound� fabs�px�to double�����
NEW bound � std		max�NEW bound� fabs�py�to double�����
NEW bound � std		max�NEW bound� fabs�qx�to double�����
NEW bound � std		max�NEW bound� fabs�qy�to double�����
NEW bound � std		max�NEW bound� fabs�rx�to double����� ��

NEW bound � std		max�NEW bound� fabs�ry�to double�����
�� Re�adjust the context�
Static Filtered orientationC� 
		new bound�NEW bound��

�

try

�
return Static Filtered orientationC� 
		epsilon variant�

px�dbl���
py�dbl��� ��

qx�dbl���
qy�dbl���
rx�dbl���
ry�dbl���
Static Filtered orientationC� 
		 epsilon ���

�
catch �Restricted double		unsafe comparison�
�
�� It failed� we re�adjust once�
if ��re adjusted� � ��

re adjusted � true�
goto re adjust�

�
�� This scheme de�nitely fails �� exact computation�
return orientationC��

px�exact���
py�exact���
qx�exact���
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qy�exact���
rx�exact��� ��

ry�exact����
�

�

En�n� la structure associ�e poss	de une fonction membre update�bound�� qui prend
une borne sur les entr�es du pr�dicat en argument� et met � jour les epsilons �bornes
d�erreurs� de la structure associ�e au pr�dicat�

La mise � jour est e�ectu�e par une autre variante du code du pr�dicat
�Static�Filtered�orientationC�����update�epsilon�� qui est la m me que la version
epsilon�variant� except� que les arguments suppl�mentaires sont pass�s par r�f�rence�
et donc mis � jour r�cursivement�

Le travail de d�tection des erreurs et de mise � jour e�ective est donc e�ec�
tu� dans une version surcharg�e des fonctions sign�� et compare�� pour les types
Static�filter�error et Restricted�double� Voici la structure associ�e au pr�dicat
sign �

struct Static Filtered sign �
�
static double bound�
static double epsilon ��
static Sign update epsilon� const Static �lter error �a� double � epsilon ��
�

epsilon � � a	error���
return ZERO�

�
��

static void new bound �const double b�
�

bound � b�
�void� update epsilon�b� epsilon ���

�

static Sign epsilon variant� const Restricted double �a�
const double � epsilon ��

�
if �a	dbl��� epsilon �� return POSITIVE� ��

if �a	dbl����epsilon �� return NEGATIVE�
if �a	dbl����� �� epsilon ����� return ZERO�
throw Restricted double		unsafe comparison���

�
��

Cette m�thode a cependant une limitation principale� qui n�est pas trop g nante en
pratique � quelques rares pr�dicats ont des branchements dans leur code� ce qui emp che
la m�thode d�crite plus haut de fonctionner tout le temps� puisque pour que la mise �
jour des epsilons fonctionne� il faut que le �ot d�ex�cution passe sur tout le code� Pour
ces pr�dicats� il faut soit concevoir une m�thode automatique qui ex�cute plusieurs fois
le pr�dicat en passant dans toutes les branches� ce qui n�est pas �vident� soit demander �
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l�utilisateur de fournir le code de mise � jour des epsilons� il peut ainsi donner une version
plus e�cace si le besoin s�en fait sentir� C�est cette derni	re approche qui a �t� choisie�

Filtre statique

Le �ltre statique est une variante du �ltre statique adaptatif� la di��rence �tant que le
code de mise � jour des bornes d�erreurs n�est plus dans le pr�dicat� C�est le programmeur
qui doit s�en occuper� On a tout de m me ajout� une v�ri�cation des bornes� optionnelle�

template � class CT� class ET�
Orientation
orientationC��

const Filtered exact �CT� ET� Static� Advanced� �px�
const Filtered exact �CT� ET� Static� Advanced� �py�
const Filtered exact �CT� ET� Static� Advanced� �qx�
const Filtered exact �CT� ET� Static� Advanced� �qy�
const Filtered exact �CT� ET� Static� Advanced� �rx�
const Filtered exact �CT� ET� Static� Advanced� �ry�

� ��

CGAL assertion code�
const double SAF bound � Static Filtered orientationC� 
		 bound� �

CGAL assertion�
�
fabs�px	to double��� � SAF bound j j
fabs�py	to double��� � SAF bound j j
fabs�qx	to double��� � SAF bound j j
fabs�qy	to double��� � SAF bound j j
fabs�rx	to double��� � SAF bound j j
fabs�ry	to double��� � SAF bound���

��

try

�
return Static Filtered orientationC� 
		epsilon variant�

px	dbl���
py	dbl���
qx	dbl���
qy	dbl���
rx	dbl���
ry	dbl���
Static Filtered orientationC� 
		 epsilon ��� ��

�
catch �Restricted double		unsafe comparison�
�
return orientationC��

px	exact���
py	exact���
qx	exact���
qy	exact���
rx	exact���
ry	exact���� ��

�
�
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IA,FP SA,FP FP

Enveloppe Convexe �D ���	pts� ���� ���� ����
Triangulation �D ����pts� ���� ���� ����
Triangulation �D ���
pts� ���� ���� ���

Delaunay �D ���
pts� ���� ���� ����
Triangulation R�guli	re �D ���
pts� ���� 2 ����

Triangulation �D ����pts� ���� ���� ����
Delaunay �D ����pts� ���� ���� ����

Triangulation R�guli	re �D ����pts� ���� 2 ����

Fig� ��� " E�ectivit� des �ltres en fonction de l�algorithme

��� Temps de calcul

Des �tudes ont �t� e�ectu�es pour comparer le co
t de diverses approches dans
Cgal �Sch���� Nous pr�sentons ici des r�sultats comparatifs de di��rentes m�thodes exis�
tantes et celles que nous avons implant�es dans Cgal� sur di��rents algorithmes�

Nous ne donnons ces mesures que pour la plate�forme PC� car ils sont tr	s similaires
sur les deux plate�formes�

La �gure ��� met l�accent sur la di��rence d�impact des �ltres sur di��rents algorithmes
de Cgal� sur des points dont les coordonn�es ont des valeurs al�atoires enti	res sur ��
bits� uniform�ment distribu�es�

" FP� temps total en secondes de l�algorithme� lorsqu�on utilise des doubles�

" IA,FP� rapport du temps total lorsque l�on utilise les �ltres dynamiques
�Filtered.exact � double� leda.real ��� sur le temps FP�

" SA,FP� rapport du temps total lorsque l�on utilise les �ltres statiques adaptatifs
�Filtered.exact � double� leda.real� Static ��� sur le temps FP�

Sur ces donn�es particuli	res� le �ltre dynamique n�a pas �chou� une seule fois� ce
qui implique a posteriori que le calcul �ottant n�a pas cr�� d�erreur� Par contre� le �ltre
statique adaptatif a un taux d��chec croissant avec le nombre de points� pour les pr�dicats
complexes �in�circle�� ce qui s�explique en consid�rant que la distance moyenne entre
les points diminue avec le nombre de points� ce qui augmente le taux d��chec du �ltre�
Le �ltre dynamique est insensible � cet e�et� ce qui fait qu�en le mettant en position
interm�diaire entre le �ltre statique et le calcul exact co
teux� on obtient un temps de
calcul tr	s bon�

Pour r�sumer� on peut dire le �ltre statique adaptatif a un surco
t qui varie entre ���
et ���� alors que le �ltre dynamique varie entre ��� et ��� selon l�algorithme� lorsque les
donn�es sont distribu�es de mani	re � avoir un taux d��chec du �ltre n�gligeable�

La �gure ��� compare sur trois algorithmes� avec la m me distribution de points que
pr�c�demment� la performance de di��rents types de nombres� par rapport aux �ltres
pr�c�dents� La colonne Real,FP mesure le rapport en temps du calcul avec le type de
nombres real de Leda� par rapport au calcul �ottant� Gmpz,FP mesure la m me chose
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IA,FP SA,FP Real,FP Gmpz,FP

Enveloppe Convexe �D ���	pts� ���� ���� ���� ����
Delaunay �D ���
pts� ���� ���� ��� ����
Delaunay �D ����pts� ���� ���� ���� ����

Fig� ��� " Comparaison des di��rents types de nombres

IA SA

Al�atoire � ���
� � ��
 � ����
� � ���� � ���
� � ���
 � ����
� � ���� � ������
� � ���
 �� ������
� � ���� ����� ������
Grille ����� ������

Fig� ��� " Taux d��chec des �ltres en fonction de la distribution

pour le type Gmpz� qui est une sur�couche C�� de Cgal sur les entiers multipr�cision
de la biblioth	que Gmp�

On constate que la performance d�un type de nombres exact et �ltr� �real� est entre �
et �� fois moins bonne que celle qu�on peut obtenir avec des pr�dicats �ltr�s� Ceci montre
le co
t de la gestion dynamique de la m�moire et des types d�op�rations� par rapport �
l�approche des �ltres pour les pr�dicats entiers� Cette di��rence est d�autant plus marqu�e
que la complexit� du pr�dicat augmente� Cela dit� cette approche est elle�m me meilleure
qu�une approche classique utilisant des types de nombres multipr�cision �Gmpz��

La �gure ��� illustre le nombre d��checs du �ltre au cours du calcul d�une triangulation
de Delaunay �D de ��
 points� pour les �ltres dynamiques �colonne IA� et statiques
adaptatifs �colonne SA�� Les points ont des coordonn�es � valeur enti	re sur �� bits� dont
la distribution est al�atoire pour la premi	re ligne� sur une grille � maille carr�e exactement
pour la derni	re ligne� et pour les lignes interm�diaires� les points sont sur la grille� �
une perturbation al�atoire pr	s born�e de mani	re relative par rapport � la coordonn�e
maximale ������ Par exemple� � � ���� correspond � une perturbation d�au plus �� Le
nombre d��checs est la somme des �checs pour les deux pr�dicats utilis�s �orientation et
in.circle�� la majorit� provenant du test in.circle�

On constate que le taux d��chec du �ltre dynamique est tr	s faible� m me pour des
donn�es tr	s d�g�n�r�es� voire exactement d�g�n�r�es� Le �ltre statique adaptatif par
contre est beaucoup plus sensible aux cas presque d�g�n�r�s�

Il est donc souhaitable pour ce type de distributions de pouvoir utiliser des �ltres en
cascade � tout d�abord un �ltre rapide statique� suivi en cas d��chec d�un �ltre dynamique
avant de passer au calcul plus co
teux�
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��� Conclusion

L�approche du calcul exact qui consiste � n�utiliser uniquement qu�un type de nombres
exact induit n�cessairement un traitement dynamique de l�erreur� ce qui n�est pas optimal
du point de vue de l�e�cacit�� m me si cela permet de l� tre du point de vue de l�utilisation�

En revanche� traiter le probl	me au niveau des pr�dicats permet de rendre robustes
une majorit� d�algorithmes g�om�triques� et gr(ce � l�usage de �ltres arithm�tiques� cette
approche peut  tre rendue presque aussi e�cace que le calcul inexact �ottant�

Nous avons int�gr� � la biblioth	que Cgal un outil permettant de g�n�rer des pr�dicats
�ltr�s de mani	re automatique� en cela similaire aux outils existants� tout en �tant plus
simple sur le plan conceptuel� et se basant sur des types de �ltres nouveaux que nous avons
mis au point �dynamique bas� sur l�arithm�tique d�intervalles et statique adaptatif��



Chapitre �

Calcul du signe des d�terminants

Le probl	me du calcul du signe d�un d�terminant est r�current dans les pr�dicats
g�om�triques� De ce fait� de nombreuses m�thodes ont vu le jour a�n de r�soudre sp�ci��
quement ce probl	me le plus rapidement possible�

Certaines m�thodes s�attachent � calculer le d�terminant lui�m me puis en prennent
le signe� d�autres utilisent des propri�t�s de conservation du signe par certaines manipu�
lations�

��� M�thodes existantes

Nous pr�sentons ici quelques m�thodes connues de calcul de d�terminants � coe�cients
entiers �sur b bits en multipr�cision�� en dimension d�

����� �limination Gaussienne

L��limination Gaussienne �CLR��� est une des m�thodes les plus classiques pour cal�
culer un d�terminant� L�algorithme se d�roule en d � � �tapes� chacune modi�ant la
matrice� et multipliant le d�terminant par un facteur connu� L��tape � correspond � la
matrice d�origine� et l��tape d � � correspond � une matrice triangulaire dont on peut
calculer facilement le d�terminant�

$ l��tape k de l�algorithme� on note le pivot pk � a
�k�
k�k �si a�k��k�k� est non nul� sinon on

permute les lignes�� Puis on calcule pour tout i � k et j � k� a�k���i�j � pk�a�k�i�j �a�k�k�j�a�k�i�k �

p� � � �
�

� � �
���

��� pk
� � a

�k�
i�j

$ chaque �tape� la valeur du d�terminant est multipli�e par pd�k��k � on obtient donc
facilement le signe du d�terminant �nal � partir des signes des pivots successifs�

��
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Dimension � � � �

Nombre de bits �� �� �� ��

Tab� ��� " Nombre maximum de bits des entr�es pour la m�thode Lattice

Dans le mod	le Real�RAM� sa complexit� est de O�d�� op�rations arithm�tiques� Son
inconv�nient majeur est qu�elle n�cessite des entiers de taille O�b�d� d	s lors qu�on l�ap�
plique � des entiers multipr�cision� si on �vite les divisions�

����� Variante de Bareiss

Il existe une variante de l��limination Gaussienne bas�e sur la remarque que des divi�
sions exactes sont possibles sur les entiers par les pivots pr�c�dents� au fur et � mesure
de l�algorithme � les a�k�i�j sont divisibles par pk��� De ce fait� la taille des entiers multipr��
cision n�est plus exponentielle en la dimension� et devient O�bd�� lin�aire par rapport �
la dimension� Cependant� cette variante a l�inconv�nient d�utiliser O�d�� divisions sur des
entiers de taille O�bd��

����� M
thodes de Clarkson et ABDPY

Le premier algorithme sp�ci�que aux signes de d�terminants est d
 � Clarkson �Cla����
il a �t� suivi par des �tudes plus d�taill�es �BY���� ainsi que par d�autres algorithmes
comme ABDPY �Lattice� �ABD����� Ces m�thodes sont bas�es sur l�id�e de modi�er
l�g	rement les algorithmes classiques de manipulation de vecteurs de la matrice� a�n de
ne requ�rir que tr	s peu de bits suppl�mentaires pour garantir le calcul exact du signe du
d�terminant�

Ainsi� Clarkson utilise le processus d�orthogonalisation de Gram�Schmidt� a�n de
mettre la matrice sous une forme su�samment �loign�e des d�g�n�rescences pour que
le signe de son d�terminant puisse  tre calcul� de mani	re s
re� Le nombre de bits utilis�s
par la m�thode est b�O�d��

La m�thode ABDPY �ABD���� et son extension aux dimensions sup�rieures � � �BY���
BY��� utilisent le m me genre de technique� et n�cessitent un nombre de bits additionnels
�quivalent�

Dans le cas des petites dimensions� ces m�thodes permettent d�e�ectuer des calculs de
signes de d�terminants exacts avec des doubles� pour des entr�es ayant un petit nombre de
bits� allant jusqu�� ��� Elles s�av	rent bien plus e�caces que les m�thodes multipr�cision
traditionnelles� et sont �galement compl�ment�es e�cacement par des �ltres�

Nous donnons dans la �gure ��� le nombre de bits maximum que peuvent avoir les
entr�es enti	res� dans la m�thode Lattice �BY���� pour que le calcul soit e�ectu� de mani	re
exacte avec des doubles�
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��� En repr�sentation modulaire

Le calcul du d�terminant en repr�sentation modulaire est bien connu �Knu���� Nous
nous sommes attach�s au calcul du signe des expressions modulaires en g�n�ral dans le
chapitre �� et nous allons voir comment l�appliquer au calcul du signe du d�terminant�

Le calcul de la valeur du d�terminant � coe�cients entiers peut se d�composer sur un
certain nombre de moduli� puis on peut calculer le signe en utilisant les algorithmes du
chapitre ��

����� Calcul de la borne

Pour e�ectuer ce calcul� il faut conna'tre une borne sur la valeur du d�terminant� a�n
d�en d�duire le nombre de moduli n�cessaires� On utilise g�n�ralement la borne d�Hada�
mard � �bd � dd��� Cette borne est su�samment �ne pour la plupart des besoins en petite
dimension� cependant on notera qu�il est possible de faire mieux en grande dimension�
comme en t�moignent des travaux r�cents qui permettent de d�terminer une meilleure
borne et ont donc de meilleurs r�sultats que les n!tres pour les tr	s grandes dimensions
�sup�rieures � ��� �ABM���� On notera �galement que les bornes des majorants des d�ter�
minants dont les coe�cients sont plus petits que � sont connus de mani	re exacte jusqu��
la dimension �� �Slo���� et que la borne d�Hadamard est optimale pour les dimensions qui
sont des puissances de ��

Une autre mani	re permettant d�acqu�rir une borne est d�utiliser un �ltre dynamique�
qui pourra m me directement certi�er le signe dans certains cas� et qui sinon o�ra une
borne probablement meilleure que celle d�Hadamard�

����� �limination Gaussienne

La m�thode qui semble la plus adapt�e pour calculer le d�terminant modulo mi est
l��limination Gaussienne� Contrairement au calcul sur des entiers multipr�cision� il n�y a
aucun probl	me d�explosion de la taille des coe�cients� puisqu�ils sont tous des r�sidus
modulo mi� la variante de Bareiss est donc sans objet� La m�thode n�cessite n�anmoins
une division modulaire �nale par modulo� ce qui implique de prendre mi premier si on ne
veut pas trop compliquer l�algorithme�

On obtient donc les valeurs du d�terminant modulo les mi� Cette partie du calcul est
dans le cas g�n�ral la plus co
teuse� elle est aussi facilement parall�lisable�

Dans le cas d�un calcul s�quentiel� un avantage du calcul modulaire est qu�il fait
les di��rents calculs du d�terminant dans un emplacement m�moire de taille constante
�O�d���� c�est���dire que l�occupation m�moire maximale est bien inf�rieure � celle d�un
calcul en multipr�cision� La complexit� totale de l�algorithme est donc en espace O�d�� et
en temps O�bd log�d���
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��
 Filtres e�caces avec les intervalles

On montre facilement que le calcul du signe d�un d�terminant de dimension d en
utilisant l��limination Gaussienne est de degr� �d �cf ��������� De ce fait� on peut dire
qu�en pratique� pour une dimension sup�rieure � ��� il faut trouver une autre m�thode de
calcul que des intervalles dont les bornes sont des �ottants en double pr�cision�

Il existe d�autres m�thodes de calcul de d�terminant plus stables num�riquement� et
donc plus adapt�es aux calculs sur les intervalles �BBP��b� BBP��a��

��� Temps de calcul

Nous pr�sentons ici quelques mesures de temps de calcul de nos implantations en C
du calcul du signe d�un d�terminant en calcul modulaire� et la comparons avec di��rentes
biblioth	ques existantes�

Les coe�cients sont des entiers de �� bits� et les tests ont �t� e�ectu�s sur une Ultra�
Sparc � ���MHz� Nous avons �tudi� � classes de matrices � les matrices al�atoires� dont le
d�terminant est normalement tr�s �loign� de z�ro �Fig� ����� les matrices quasi singuli	res
dont le d�terminant est de l�ordre de �
� �Fig� ����� et les matrices singuli	res dont le
d�terminant est nul �Fig� �����

" La m�thode FP est une implantation directe de l��limination Gaussienne en calcul
�ottant�

" La m�thode MOD correspond � l��limination Gaussienne� suivie de la m�thode de
Lagrange de calcul du signe�

" La m�thode GMP est l�implantation bas�e sur la biblioth	que Gmp de l��limina�
tion Gaussienne pour les petites dimensions� et la variante de Bareiss pour les plus
grandes�

" La m�thode LEDA utilise la routine sign�of�determinant�integer�matrix� de
Leda �BKM�����

On constate que la m�thode modulaire est tr	s e�cace� et que le co
t de la reconstruc�
tion de signe avec notre m�thode est n�gligeable� y compris sur les d�terminants de petites
dimensions� On constate n�anmoins une l�g	re di��rence pour la dimension �� entre les
d�terminants nuls� o# la m�thode de reconstruction de signe est en temps quadratique� et
les d�terminants al�atoires� o# typiquement elle est lin�aire�

��� Conclusion

Le calcul du signe d�un d�terminant est une op�ration particuli	re� mais elle est su��
samment utilis�e pour m�riter une �tude approfondie� Elle a fait l�objet de m�thodes de
calcul exact d�di�es �Cla��� ABD���� BY���� surtout orient�es vers les besoins des pr��
dicats de la g�om�trie algorithmique� ainsi que diverses extensions aux dimensions plus
grandes motiv�es par les besoins du calcul formel �ABM����
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Nous avons pr�sent� ici nos r�sultats de la m�thode classique bas�e sur le calcul modu�
laire� � laquelle nous avons adjoint nos algorithmes de calcul de signe� Nous pensons en�n
que des �tudes particuli	res sur les �ltres peuvent aboutir � des temps de calcul moyens
bien meilleurs� si on arrive � avoir une stabilit� num�rique importante�



Conclusion

Les travaux de cette th	se ont port� sur la recherche de m�thodes e�caces en pra�
tique pour r�soudre les probl	mes de robustesse pos�s par la g�om�trie algorithmique� La
biblioth	que Cgal a �t� un banc d�essai id�al pour valider des m�thodes g�n�rales�

Le paradigme du calcul exact a �t� adopt� pour sa g�n�ricit�� et plus particuli	re�
ment l�approche qui vise � garantir l�exactitude des pr�dicats� plut!t qu�une approche
simplement bas�e sur l�usage d�un type de nombres exact�

Gr(ce � l�usage des �ltres arithm�tiques� dont nous avons implant� plusieurs types�
nous avons pu montrer que le surco
t induit par la prise en compte des probl	mes de
robustesse de la plupart des algorithmes travaillant sur des objets de petite dimension est
n�gligeable� face au calcul �ottant approch�� Nous avons �galement con
u un outil qui
permet de g�n�rer le code de ces pr�dicats �ltr�s automatiquement� et qui s�applique �
tous les pr�dicats�

Nous avons pour cela utilis� des outils classiques tels que l�arithm�tique d�intervalles
et l�arithm�tique modulaire�

Cependant� des probl	mes de robustesse demeurent� particuli	rement dans le cas des
grandes dimensions� o# les m�thodes � base de �ltres ne sont que naissantes et n�cessitent
un traitement particulier� On peut �galement se poser la question de savoir s�il existe de
meilleures m�thodes que celles existantes� pour traiter les cas de constructions en cascade�

��
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Annexe A

Script Perl pour g�n�rer les pr�dicats

�ltr�s

Cette annexe contient le code du script qui permet de produire des pr�dicats �ltr�s�
�crit en Perl� Ce script fait partie de Cgal�

���usr�local�bin�perl �w
�

� Copyright �c� 	

��	


 The CGAL Consortium
� Author� Sylvain Pion �Sylvain�Pion
sophia�inria�fr��
�

� This script takes as input a source code �le containing template predicates�
� It outputs the �ltered specializations�
�

� See the CGAL documentation� Support Library� Number Types�
��

� TODO�
� � Split the lines only if the result is larger than �� characters�
� � Separate the class in other �les� �they are needed by libCGAL�
� � while parsing� remove CGAL assertion�� and co from the original code�
� � Add assertions about the epsilons being updated�

use vars qw��opt p �opt h �opt d �opt v �opt l�� � Suppress warnings
require �getopt�pl��

� Global variables ��

�known ret types���bool�� ��� � Known allowed return types �see main���
�predicates�� � list of predicates� with the built�ins�
� CGAL��� template type� inline� ret type� fct name� �eps� body� new body� args

� ��� �NT�� �CGAL�KERNEL�INLINE�� �Sign�� �lexicographical�sign�� �� ���
��� �x�� �y� ��

� ��� �NT�� �inline�� �Comparison�result�� �compare�� �� ��� ��� �a�� �b���
� ��� �NT�� �inline�� �Sign�� �sign�� �� ��� ��� �x�� ��

� Note� we don�t actually care about a few �elds ��body� � �� for these�
�num built in predicates���predicates��� � Number of built�in predicates�
�pred list re��sign�compare�lexicographical�sign�� ��

� We must manipulate the �elds of 
predicate using these constants�

��
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� �aren�t there structs in Perl� Are packs the way to go� �
� ��CGAL pos� �template type pos� �inline pos� �ret type pos����� ���� � unused
��fct name pos� �eps pos� �body pos� �new body pos� �args pos���
� ����

� Useful regexps�
�C symbol re���a�zA�Z��	w
�� � A pure C symbol name�
�CGAL symbol re����
CGAL

�����C symbol re� � Idem with eventually �CGAL���

��

� Parse the command line options�
sub parse command line �
Getopt��iodl���
if ��opt h� �
warn �Usage
 filtered�predicate�converter �options�

�i file 
 specify the main input source file �default is stdin�

�o file 
 specify the main output file �default is stdout�

�l file 
 indicate the output file that will receive the static part�

�d files 
 list of dependant predicates file �concatenated with 	�
	��

by default� only the built�in predicates are known� ��

�typically� it�s just sign�of�determinant�h that you want�

�it�s only useful when 	��s	� is here too��

�p 
 be pedantic �change warnings to errors�

�h 
 print this help	n��
exit�

�
�dependancy �les � split��
�� �opt d� if ��opt d��
�opt i � ��� unless �opt i�
�opt o � ��� unless �opt o�
if �not �opt l� � ��

warning��The �l option is compulsory for the static filters����
�
�pedantic � �opt p�

�

� Auxiliary routine to emit a warning and die if pedantic�
sub warning �
warn ��� Warning
 ��	n��
die if �pedantic�

� ��

� Parse the CGAL header
sub parse CGAL header �
local �� � � � �
my ���e name � �� if m��� �le�ns��	 include�CGAL������m�
my �rest � �� if ���ifndef�	s�
��	S�
�H�	s
��m�

�� � ���

�� � �CGAL���� unless �CGAL���

s�CGAL��CGAL�ARITHMETIC�FILTER���

return ���� �file�name� �rest�� ��

�

� Print the new CGAL header

sub print�CGAL�header �

my ��output�file� �new�protect�name� �file�name� � ���

print �output�file



��

��� ����������������������������������������������������������������������

��

�� Copyright �c� ���� The CGAL Consortium

�� 	�

�� This software and related documentation is part of an INTERNAL release

�� of the Computational Geometry Algorithms Library �CGAL�� It is not

�� intended for general use�

��

�� ����������������������������������������������������������������������

��

�� release 


�� release�date 


��

�� file 
 include�CGAL�Arithmetic�filter��file�name ���

�� package 
 Interval�arithmetic

�� author�s� 
 Sylvain Pion �Sylvain�Pion	�sophia�inria�fr�

��

�� coordinator 
 INRIA Sophia�Antipolis ��Mariette�Yvinec	�sophia�inria�fr��

�� ����������������������������������������������������������������������

�� This file is automatically generated by

�� scripts�filtered�predicates�generator�pl

�ifndef �new�protect�name ���

�define �new�protect�name	n	n��

�

� Print dynamic versions

sub print�dynamic �

my ��adv� �CGAL� �t� �inline� �ret�type� �fct�name� �e� �b� �n� �args�����

my �type � �const ��CGAL�Filtered�exact �CGAL�IA�CT� CGAL�IA�ET� Dynamic��

�� �adv� CGAL�IA�CACHE���

my �args�call � join ���� map �	n �type ����� �args�

my �args�inter � join ���� map �	n	t	t���interval���� �args� ���

my �args�exact � join ���� map �	n	t	t���exact���� �args�

print FO

��ifndef CGAL�CFG�MATCHING�BUG��

template � class CGAL�IA�CT� class CGAL�IA�ET� class CGAL�IA�CACHE �

�else

template ��

�endif

�
 �inline 
�

�ret�type ���

�fct�name��args�call�

���

if ��adv eq �Advanced�� �

print FO �

CGAL�expensive�assertion�FPU�empiric�test�� �� FPU�cw�up��

try

�

return �fct�name��args�inter��

� ���
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catch ���CGAL�Interval�nt�advanced

unsafe�comparison�

�

��CGAL�FPU�CW�t backup � ��CGAL�FPU�get�and�set�cw���CGAL�FPU�cw�near��

�ret�type result � �fct�name��args�exact��

��CGAL�FPU�set�cw�backup��

return result�

���

� else �

print FO �

��CGAL�FPU�CW�t backup � ��CGAL�FPU�get�and�set�cw���CGAL�FPU�cw�up�� ���

try

�

�ret�type result � �fct�name��args�inter��

��CGAL�FPU�set�cw�backup��

return result�

�

catch ���CGAL�Interval�nt�advanced

unsafe�comparison�

�

��CGAL�FPU�set�cw�backup��

return �fct�name��args�exact�� ���

���

�

print FO �	n�	n	n��

�

� Print static infos

sub print�static�infos �

my ��CGAL� �t� �inline� �ret�type� �fct�name� �eps� �b� �new�body� �args�����

my �predicate�class�name � �Static�Filtered��fct�name	������args����

���

print FL map��double �predicate�class�name	

�epsilon����	n�� �� ��eps����

print FL �double �predicate�class�name	

�bound � �����	n	n��

�

� Print the epsilon variant of the function

sub epsilon�function �

my ��ret�type� �fct�name� �body� �t� �eps� �new�t� �const� �args� � ���

my �args�call � join ���� map �	n	tconst �new�t ����� �args�

my �eps�call � join ���� map �	n	t��const�double � epsilon����� �� ��eps���

� We just typedef the original template type at the beginning of the body� ���

�� � �body�

s����	n typedef �new�t �t�	n�s�

s�	n�	n �msg� � Indent

s�update�epsilon��fct�name�msg�

return �static �ret�type �fct�name��args�call��eps�call�����

�

� Print the struct corresponding to the predicate

sub print�predicate�struct �

my ��CGAL� �t� �inline� �ret�type� �fct�name� �eps� �b� �new�body� �args����� �	�

my �predicate�class�name � �Static�Filtered��fct�name	������args����

my �epsilon�list � join ���� map ��epsilon����� ����eps���

my �bound�list � �b�� x ���args����

my �update�epsilon � epsilon�function��ret�type� �update�epsilon��



��

�new�body� �t� �eps� ���CGAL�Static�filter�error�� ��� �args��

my �epsilon�variant � epsilon�function��ret�type� �epsilon�variant��

�new�body� �t� �eps� �Restricted�double�� �const �� �args��

print FO

�struct �predicate�class�name ���

�

static double �bound�

static double �epsilon�list�

�� static unsigned number�of�failures� ���

�update�epsilon

�� Call this function from the outside to update the context�

static void new�bound �const double b� �� � const double error � ��

� ���

�bound � b�

�� recompute the epsilons
 	�just	� call it over Static�filter�error�

�� That�s the tricky part that might not work for everything�
�void� update epsilon��bound list�epsi�on list��
�� TODO	 We should verify that all epsilons have really been updated�

�

�epsi�on variant
��nnnn��
� ���

� Print static versions

sub print�static �

my ��adv� �CGAL� �t� �inline� �ret�type� �fct�name� �eps� �b� �new�body�

�args�����

my �predicate�class�name � �Static Filtered �fct namen �����args����

my �type � �const ��CGAL�Filtered exact �CGAL IA CT� CGAL IA ET� Static��
�� �adv� CGAL IA CACHE���

my �args�call � join ���� map �nn �type �� �� �args� ���

my �args�dbl � join ���� map �nnntnt� �dbl���� �args�

my �args�exact � join ���� map �nnntnt� �exact���� �args�

my �args�epsilons � join ����
map �nnntnt�predicate class namen		 epsilon � �� �� ��eps���

my �args�error � �nnntntStatic �lter error�SAF bound��� x ���args����

my �bounds�check � join � j j��
map �nnntfabs�� �to double��� � SAF bound�� �args�

my �compute�new�bound � join ���

map �nn NEW bound � std		max�NEW bound� fabs�� �to double������� �args�

���

print FO

��ifndef CGAL CFG MATCHING BUG �
template � class CGAL IA CT� class CGAL IA ET� class CGAL IA CACHE �

�else
template ��
�endif
�� �in�ine ��
�ret type
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�fct name��args call�
��� ���

if ��adv eq �Advanced�� �

print FO �

CGAL assertion code�
const double SAF bound � �predicate class namen		 bound� �

CGAL assertion����bounds check���

try
�
return �predicate class namen		epsilon variant��args dbl��args epsilons�� ���

�
catch ���CGAL�Restricted double		unsafe comparison�
�
return �fct name��args exact��

���
� else �

print FO �

bool re adjusted � false�
const double SAF bound � �predicate class namen		 bound�

���

�� Check the bounds� All arguments must be �� SAF bound�
if ��bounds check�
�

re adjust	
�� Compute the new bound�
double NEW bound � �	���compute new bound
�� Re�adjust the context�
�predicate class namen		new bound�NEW bound��

�
���

try
�
return �predicate class namen		epsilon variant��args dbl��args epsilons��

�
catch ���CGAL�Restricted double		unsafe comparison�
�
if ��re adjusted� � �� It failed� we re�adjust once�
re adjusted � true�
goto re adjust�

� �	�

return �fct name��args exact��
���
�

print FO �nn�nnnn��
�

� Parse from �template� to end of body

sub parse�function�definition �

local ���� � ���

��	W
template	s
	�	s
��
class�typename�	s
�	S
�	s
	� � template type name ���

	W
�CGAL�	w
INLINE�inline�� � eventual inline directive

	W
��CGAL�symbol�re� � return type



��

	W
��C�symbol�re� � function name

�
�	���
��	��smx� � argument list

my ��x� �body� �after� � extract�balanced����� ���� ����

my �pred � ���� ��� � � �!� ��� �body����� ����

my �fct�name � �!�

if �not �known�ret�types�� �� �

warning��Return type n�� 	� of function 	��!	� is unknown���
� ���

foreach �split ����� ���� �
if �not �const�� �
warning��Non const argument 	���	� in function 	��fct�name	�����

�
���C symbol re�ns����
push �pred� ���

�
return ��after� �pred��

�
���

� Main parsing subroutine
sub parse input code �
local �� � � � �
my �CGAL � �CGAL

��
� Treat NO FILTER parts
s���CGAL NO FILTER BEGIN�����CGAL NO FILTER END��msg�
� Note that the following are buggy if they appear in strings �cf Perl FAQ��
s�������mg� � Remove C�� ���� comments
s��n����n����sg� � Remove C ������ comments
while ���CGAL ��	BEGINjEND� NAMESPACEjtemplatens�n����n���sm� � ���

if ��� eq �CGAL�BEGIN�NAMESPACE�� � �CGAL���� � ���� �

elsif ��� eq �CGAL�END�NAMESPACE�� � �CGAL��CGAL

�� ������ �
else �
my ��after� �pred� � parse function de�nition���	����
push �predicates� � �CGAL� �pred ��

�pred�list�re�������pred��fct�name�pos����

treat�predicate���predicates��

�� � �after�

�

� ���

�

� Print the code of the overloaded predicates

sub print�predicates �

my �was�in�CGAL � ��

� We skip the built�in predicates�

for �i � �num�built�in�predicates � � ��predicates � �

my ��CGAL� � ���predicates��i���

print FO �CGAL�BEGIN�NAMESPACE	n	n� if �CGAL eq �� �� not �was�in�CGAL�

print FO �CGAL�END�NAMESPACE	n	n� if �CGAL ne �� �� �was�in�CGAL� ���

print�dynamic��Protected�� ���predicates��i����

print�dynamic��Advanced�� ���predicates��i����

print�predicate�struct����predicates��i����

print�static��Protected�� ���predicates��i����

print�static��Advanced�� ���predicates��i����

print�static�infos����predicates��i����
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�was�in�CGAL � �CGAL eq ���

�

print FO �CGAL�END�NAMESPACE	n	n� if �was�in�CGAL�

� ���

� Matches balanced �beg �end �say ��� and ����� and counts the number

� of zones separated by a comma at level ��

� Returns number of zones found� text before� and after�

� Perl "�# will support extended regexp that will understand balanced exprs�� �

sub extract�balanced �

local ��beg� �end� ��� � ���

my �num�args � �� � We don�t handle � argument functions�
my �before � ���
my �quote level � �� ���

while � ���sm � �
if ��� eq �beg� � ���quote level� �
elsif ��� eq �end� � ���quote level� last if ��quote level �� ��� �
elsif ��� eq ��� �� �quote level �� �� � ���num args� �
�before �� ���
� � ���

�

� The original text was ��before�end��� �the last closing �end��

return ��num�args� �before� ����

� ���

� Find predicate calls in the body

� Returns the number of epsilons that this predicate needs� and the new body�

sub match�calls�in�body �

local ���� � ���

my �new�body � ���

my �num�eps � ��

� We match the first call to a known predicate function�

while ���	W���pred�list�re��	s
	���sm� � �	�

my �predicate�name � ���

my ��num�args� �before� �after� � extract�balanced ����� ���� ��������

� Recognize the actual predicate� with same number of arguments�
my �p�
foreach � �predicates � �
�p � � �
last if �scalar���p���args pos �� �num args� ��

���p��fct name pos� eq �predicate name��
� ���

if �not �p� �
warning��We matched 	��predicate�name	� with an unknown number of�

�� arguments���
��

� We replace �predicate name by
� Static Filtered �predicate name �args��update epsilon�
�new body �� ��$��Static�Filtered�����num�args	

update�epsilon�before��

��	n	t	tepsilon���
���



��

� We add the epsilon arguments to the call in �new body�
�new body�� join ��	n	t	tepsilon��� map �num eps�� � �� ���p��eps pos����
�num eps �� ��p��eps pos��
� � �after�

�

return ��num eps� �new body�� ��
�

� Calls match calls in body over 
predicates�� �� and updates �eps � �new body� ���

sub treat predicate �
my ��i� � � �
my ��eps� �new body� � match calls in body��predicates��i���body pos���
�predicates��i���new body pos� � �new body�
�predicates��i���eps pos� � �eps�

�

� Parse the list of dependancy �les� and populate 
predicates with them�
sub parse dependancy �les �
foreach ��dependancy �les� � ���

open�FI� ������ j j die �Couldn�t open dependancy file 	���	�	n��
parse input code��FI���
close�FI��

�
� Consider them as built�in now �i�e� don�t output specializations for them�
�num built in predicates���predicates���

�

� Main program
sub main � ���

for ��Sign���Comparison�result���Orientation���Oriented�side���Bounded�side��
�
�known ret types�� ����
�known ret types��CGAL

�������

�
parse command line���
undef ��� � We parse the whole input �les as strings� not line by line�
if ��opt d� � parse dependancy �les��� �
open�FI� ���opt�i�� j j die �Couldn�t open input file 	��opt�i	�	n��
my ��new protect name� ���e name� �rest� � parse CGAL header��FI��� ���

close�FI��
parse input code��rest��
open�FO� ���opt�o�� j j die �Couldn�t open output file 	��opt�o	�	n��
open�FL� ���opt�l�� j j die �Couldn�t open lib file 	��opt�l	�	n��
print CGAL header�FO� �new protect name� ���e name��
print CGAL header�FL� �new protect name���STATIC�INFO�H��

�static�infos������e name��
print predicates���
print FO ��endif �� �new�protect�name	n��
print FL ��endif �� �new�protect�name����STATIC�INFO�H	n�� ���

close�FO��
close�FL��

�
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main���



Annexe B

Plateformes utilis�es pour les mesures

Cette annexe d�crit les environnements qui ont �t� utilis�s pour e�ectuer les divers
bancs d�essai de cette th	se� Dans un souci d�homog�n�it�� tous les tests �sauf mention
contraire� ont �t� e�ectu�s sur chacune des deux plateformes suivantes� Les mesures sont
arrondies � deux chi�res signi�catifs�

Compilateur

Dans tous les cas� nous avons utilis� le compilateur Gnu� GCC version ���� �soit en
C ou en C�� selon le programme�� avec l�option d�optimisation 
O��

Plateforme PC

Il s�agit d�un PC� bi processeurs Pentium III cadenc�s � ��� MHz� �quip�s de ���Ko
de cache et ��� Mo de m�moire vive� Le syst	me d�exploitation est Linux ���� Dans la
plupart des cas� un seul des deux processeurs est utilis�� Nous avons rajout� les options
de compilation sp�ci�ques � 
mcpu�pentiumpro 
march�pentiumpro�

Plateforme Sun

Il s�agit d�une machine Sun Ultra���� mono processeur UltraSparc cadenc� � ���MHz�
�quip� de ���Mo de m�moire vive� Le syst	me d�exploitation est Solaris ���� Nous avons
rajout� les options de compilation sp�ci�ques � 
mcpu�ultrasparc 
mtune�ultrasparc�

��
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