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Priifziffersysteme iiber Quasigruppen

Zusammenfassung

Der Begrift Prifziffersystem wurde von H.P. GuMM 1985 eingefiihrt. Wir un-
tersuchen Priifziffersysteme iiber Gruppen und Quasigruppen. Zu jeder Ordnung
grofler als zwei existiert ein Priifziffersystem, das alle Einzelfehler und alle Nach-
barvertauschungen erkennt. Fiir den wichtigen Spezialfall der Priifziffersysteme
iiber Gruppen der Ordnung 10 zeigen wir allerdings, dafl diese nicht alle Zwillings-,
Sprungzwillingsfehler oder Sprungtranspositionen erkennen.

Bei den Priifziffersystemen iiber Quasigruppen werden wir sehen, dafy verschie-
dene Ansitze das Problem ebenfalls nicht 16sen kénnen. Dennoch werden wir ein
Priifziffersystem zur Basis 10 angeben, das eine Fehlererkennung von 99,89% aller
nicht zufélligen Fehler aufweist.
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Einleitung

Priifziffern sind unscheinbar und allgegenwértig. Sie werden von Banken benutzt,
um falsch erfafite Kontonummern oder Bankleitzahlen zu erkennen, der Buchhan-
del spiirt mit ihrer Hilfe falsche ISBN-Nummern auf und schliellich bemerkt der
Laserscanner an den Kassen im Supermarkt anhand einer falschen Priifziffer, daf}
er den Strichcode der Artikelnummer falsch eingelesen hat.

Die grundlegende Idee besteht darin, dal man aus der vorgegebenen Zahl eine
weitere Ziffer berechnet, welche in die Zahl eingebaut wird. Diese Priifziffer wird
so bestimmt, da Eingabe und Ubertragungsfehler erkannt werden konnen. Da-
bei wird die errechnete Ziffer mit der Priifziffer verglichen. Stimmen diese nicht
iiberein, dann wurde die urspriingliche Zahl verfilscht. Die Priifziffer wird in der
Praxis fast immer an die zu sichernde Zahl angehéingt, grundsétzlich spricht aber
nichts dagegen, sie in der Mitte einzufiigen oder sie an den Anfang zu stellen.

Fehlerstatistik

Um die Qualitét eines Priifzifferverfahrens beurteilen zu kénnen, mufl man natiir-
lich zuerst die Art der moglichen Eingabefehler sowie deren Haufigkeit feststellen.
VERHOEFF [27] hat Ende der sechziger Jahre eine entsprechende Untersuchung
mit 6-stelligen Zahlen durchgefithrt. Dabei wurde deutlich, daf3 die sogenannten
Einzelfehler, d.h. eine falsch eingegebene Ziffer, am haufigsten vorkommt (siehe
Tabelle). Bereits mit groBem Abstand folgt die zweithiufigste Fehlerart, ndmlich
die Vertauschung zweier benachbarter Ziffern (Zahlendreher), vor den anderen
moglichen Fehlern.
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Fehlerart Symbol Héaufigkeit

1. eine falsche Ziffer (Einzelfehler) Ty 79,0 %

2. Nachbarvertauschung  (Vertauschung zy — yx 10,2 %
einer Ziffer mit der néchsten)

3. Sprungtransposition (Vertauschung ei- xzy — yzz 0,8 %
ner Ziffer mit der {ibernéichsten)

4. Zwillingsfehler TT — Yy 0,6 %

5. phonetische Fehler (a = 2,...,9) a0 < la 0,5 %

6. Sprung-Zwillingsfehler T2T — Y2y 0,3 %

7. sonstige/zufillige Fehler - 8,6 %

Phonetische Fehler entstehen durch die Verwechslung &hnlich klingender Zah-
len, zum Beispiel von ,fiinfzig” und ,fiinfzehn”. Die Anzahl der Fehler dieses
Fehlertyps héingt natiirlich von der Sprache ab, d.h. VERHOEFFS Untersuchung
gilt genaugenommen nur fiir die holléndische und dhnliche Sprachen wie Deutsch
und Englisch.

Im Deutschen existiert eigentlich noch eine weitere Klasse phonetischer Feh-
ler, denn die Zahl 35 (fiinf-und-dreifig) wird hiufiger mit der 53 verwechselt als
z.B. im Englischen (thirty-five). Diese Fehler werden allerdings schon durch die
Nachbarvertauschungen abgedeckt und miissen daher nicht gesondert betrachtet
werden.

In der Klasse der sonstigen und zufilligen Fehler befinden sich alle sehr sel-
tenen Fehlerarten, wie z.B. xyr — yry, wryz — zwzy oder zxxx — yyyy, so-
wie Fehler, bei denen kein offensichtlicher Zusammenhang zwischen der korrekten
und der fehlerhaften Zahl besteht. Auch wenn kein offensichtlicher Zusammen-
hang zwischen den Zahlen besteht, kann es trotzdem eine versteckte Verbindung
geben, z.B. konnten beide Zahlen zur selben Person gehéren, eine ist seine Tele-
fonnummer und die andere seine Kontonummer. Eine andere Mdglichkeit besteht
darin, dal die korrekte Kundennummer eines anderen Kunden eingegeben wird.
Es ist unmoglich jeden dieser Fehler zu erkennen, man kann allerdings erwarten,
dal durch die Redundanz des Codes (Zahl + Priifziffer) eine grofle Anzahl der
zufilligen Fehler erkannt wird.

Eine Fehlerklasse, die nicht weiter betrachtet wird, bildet das Einfiigen oder
Weglassen einzelner Ziffern. Die Héufigkeit dieser Fehler liegt zwischen zehn und
zwanzig Prozent, wobei die letzte Ziffer und die 0 am héufigsten betroffen sind. Es
ist also nicht sinnvoll, fehlende Nullen nach der Eingabe automatisch zu ergéinzen.
Ansonsten fallen fehlende Ziffern anhand der abweichenden Stellenzahl auf.

Mit zunehmender Stellenzahl nimmt sowohl die relative als auch die absolu-
te Héufigkeit von (Mehrfach-)Fehlern zu. Da VERHOEFF die Fehlerstatistik mit
sechsstelligen Zahlen ermittelt hat, konnen die ermittelten Zahlen im allgemei-
nen nur als Anhaltswerte angesehen werden. So kann, gemifl VERHOEFF, die
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Fehlerhéufigkeit von Doppelfehlern (d.h. die Summe der Fehler 2-6) durchaus zwi-
schen zehn und zwanzig Prozent schwanken. Die Fehler verteilen sich auch nicht
gleichméBig auf die einzelnen Stellen, vielmehr sind die letzten beiden Stellen im
Vergleich mit den anderen etwa doppelt so hdufig betroffen.

Ein weiterer Faktor, der sowohl die absolute als auch die relative Fehlerhéufig-
keit beeinfluflt, ist die Art der Dateniibertragung. Bei der Ubermittlung per Te-
lefon ist sicherlich eine andere Fehlerverteilung zu erwarten, als beim Ubertragen
von hand- oder maschinengeschriebenen Texten.
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Kapitel 1

Priifziffersysteme iiber Gruppen

In diesem Kapitel werden Priifziffersysteme untersucht, die auf einer vorgege-
benen Gruppe basieren. Die einfachsten Verfahren sind dabei solche, die auf
den Restklassenringen Ziy,Z;; usw. beruhen, die sogenannten Modulo-Verfahren.
Wir werden sehen, dafl diese einige Nachteile besitzen und daher in den meisten
Fillen in der Praxis nicht benutzt werden sollten. Aus diesem Grund werden
wir Priifziffersysteme basierend auf anderen Gruppen untersuchen. Da es nur
zwei Gruppen der Ordnung 10 gibt, ndmlich Zy und die Diedergruppe Dj, sind
Priifziffersysteme basierend auf einer Diedergruppe von besonderem Interesse.

1.1 Modulo-Verfahren

Das einfachste Priifverfahren fiir Zahlen mit den Ziffern 0 bis 9 besteht darin, alle
Ziffern zu addieren (also die Quersumme zu bilden) und dann den 10er Rest als
Priifziffer anzuhéngen. Fiir die Zahl x,,z,, 1 ...z, mit den Ziffern x; € Z,y wird
also die Priifziffer xy berechnet durch

Ty = Ty + Typ1 + ... + 21 (mod 10)
oder, wenn man + als Gruppenoperation von Zj, ansieht,
To) =Ty + Tip—1 + ...+ 27.

Dieses Verfahren erkennt alle Einzelfehler, da sich beim Andern einer Ziffer auch
die Priifziffer &ndert. Fiir die Zahl 72201 erh&lt man z.B. die Priifziffer 2, denn
7+2424041=12. Mit angehéngter Priifziffer wiirde also 722012 abgespeichert.
Wenn nun spéter die Zahl 722212 eingegeben wird, kann man diese Zahl als fehler-
haft erkennen, denn 7424-2+42+1=14 ergibt die Priifziffer 4 ungleich 2. Da diese
einfache Priifsumme aber nicht von der Reihenfolge der Ziffern abhéngt (Die Grup-
pe Zjy ist abelsch), wird leider keine einzige Vertauschung erkannt. Eine Eingabe
von 272012 statt 722012 kann daher nicht als falsch erkannt werden.

11
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Eine Erweiterung dieses Verfahrens besteht darin, die Priifziffer nicht aus einer
einfachen, sondern aus einer gewichteten Summe der einzelnen Ziffern zu berech-

nen, d.h.
To = AmTm + Oy 1Tm—_1 + ...+ aA121

mit a; € Zy.

Die Deutsche Post AG benutzt z.B. die Gewichte a; = 6 falls 7 ungerade und
a; = 1 falls ¢ gerade ist, um den Ident- und den Leitcode der Pakete zu sichern. Mit
diesen Gewichten konnen zwar fast alle Nachbarvertauschungen erkannt werden,
aber jetzt werden nicht mehr alle Einzelfehler erkannt. Da 6 nicht teilerfremd zu 10
ist, gilt 6-5 =60, d.h. es werden an allen ungeraden Positionen Verwechslungen
von 5 mit 0, 1 mit 6 und so weiter nicht erkannt.

Auch die Wahl anderer Gewichte fiihrt nicht dazu, dal sowohl alle Einzelfehler
als auch alle Nachbarvertauschungen erkannt werden. Um die Einzelfehler erken-
nen zu konnen, miissen die Gewichte teilerfremd zu 10 sein. Dies fiihrt aber dazu,
daB (a; —a;_1) gerade ist, also ist (a; —a;_1) ein Nullteiler im Ring Zo und alle Ver-
tauschungen der Form x,, ... x;x;_1 ... 21 = Xy ... Ti_12; ... 21 bleiben unerkannt,
wenn (z; — x; 1) =5 (modulo 10).

Auch mit einem noch allgemeineren Ansatz, bei dem statt der Multiplikation
mit einem Element a; eine Permutation auf die einzelnen Ziffern angewendet wird,
kann das Problem nicht gelost werden, denn im Abschnitt ,, Priifziffersysteme iiber
abelschen Gruppen” werden wir zeigen, daf} iiber der Gruppe Zq kein Priifzifferverfahren
existiert.

Die Notwendigkeit, dal sowohl die Gewichte, als auch die Differenzen benach-
barter Gewichte Einheiten sein miissen, fiihrt auf den Gedanken, eine Primzahl
als Modulus zu benutzen. Die zur 10 néichste Primzahl ist die 11, so dafl beim
Rechnen in der Gruppe Z;; die Schwierigkeiten bei der Suche nach geeigneten
Gewichten zur Fehlererkennung nicht auftreten. Es reicht vielmehr aus, daf3 be-
nachbarte Gewichte verschieden sind und im Bereich von 1 bis 10 liegen, um alle
Einzelfehler und Nachbarvertauschungen zu erkennen.

Ein bekanntes Beispiel einer Modulo-11-Priifung stellen die Internationalen
Standard Buchnummern (ISBN) dar. Eine ISBN hat zehn Ziffern ...z, und
setzt sich aus vier Abschnitten zusammen, von denen der erste das Land, der zwei-
te den Verlag und der dritte das Buch kennzeichnet. Zuletzt folgt eine Priifziffer,
x1, die durch die Gleichung

10219 + 929 +8xg + ... + 229 + 21 =0

bestimmt wird. Eine giiltige ISBN ist z.B. 3-411-04011-4, beim Nachrechnen erhélt
man: 3-104+4-94+1-84...+1-1+4=110=0 (mod 11).

Das Modulo-11-Verfahren mit den Gewichten 2¢ erkennt sogar alle nicht zufilligen
Fehler, da die 2 eine primitive zehnte Einheitswurzel ist (vgl. VERHOEFF [27]).
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Ein gravierender Nachteil bei den Modulo-11-Verfahren ist, dafl beim Rech-
nen der Rest (die Priifziffer) 10 heraus kommen kann. Es gibt verschiedene
Moglichkeiten, mit diesem Problem umzugehen. Man kann etwa bei einem Rest
von 10 ein nicht-numerisches Zeichen als Ersatz nehmen. So wird z.B. bei den
ISBN-Priifziffern ein "X’ als elfte Ziffer benutzt. Eine weitere Moglichkeit besteht
darin, alle Zahlen, bei denen als Priifziffer die 10 entsteht, nicht zu verwenden.
Laut ECKER und PocH [9] verfihrt die Dresdner Bank auf diese Weise.

Im Normalfall sollen die Priifziffern allerdings aus den gleichen Ziffern bestehen,
wie die zu sichernde Zahl. Hiufig méchte man auch nicht auf eine fortlaufende
Vergabe der Zahlen verzichten, abgesehen davon, dafl die Redundanz durch das
Weglassen einiger Zahlen deutlich erhoht wird. In den meisten Féllen ist daher das
Modulo-11-Verfahren unbrauchbar. Als Alternative bietet sich die zweite Gruppe
mit 10 Elementen an, ndmlich die Diedergruppe. Priifzifferverfahren basierend auf
Diedergruppen bieten ebenfalls eine sehr gute Fehlererkennung, z.B. werden die
Seriennummern deutscher Banknoten mit diesen gesichert. Wir behandeln diese
im Kapitel ,,Gruppen mit Vorzeichen”.

1.2 Verallgemeinerung auf beliebige Gruppen

Bei den Modulo-Verfahren wird von den Restklassenringen Ziy, Z;; usw. im we-
sentlichen nur die additive Gruppe bendétigt. Die Multiplikation dient nur dazu,
eine Permutation der Ziffern zu erzeugen. Fiir beliebige Gruppen ist es daher
sinnvoll, folgende Definition zu treffen (vergleiche SCHULZ [21]):

Definition 1 Sei (G, -) eine endliche Gruppe der Ordnung n und m > 2 eine fest
gewdhlte ganze Zahl. Dann ist ein Prifziffersystem dber der Gruppe G definiert
durch ein Element ¢ € G und m + 1 Permutationen 7,,, ..., der Grundmenge
G, mit der Eigenschaft ;o7 (z) -y =7ioT \(y) v =a =y, firi=1,...,m
und alle x,y € G. Zu jeder Zahl x,,Tp,—1 . .. x1 wird eine Prifziffer xo hinzugefigt,
welche die Kontrollgleichung

T (Tm) - T (Tm1) -« - 11(21) - 0(T0) = ¢

erfillt.

Lemma 1 1. Fiir gegebene k., Tpy_1, ... ,x1 18t die Prifziffer vy eindeutig durch
die Kontrollgleichung bestimmdt.

2. Jedes Priifziffersystem diber einer Gruppe erkennt alle FEinzelfehler und alle
Nachbarvertauschungen.
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Beweis zu 1: Da 7y eine Permutation ist, ist die Kontrollgleichung eindeutig nach
xo auflosbar:

o=y Hm(z) T (@) (@) e €).

zu 2: Wenn wir annehmen, dafl sowohl x,, ...x;...xy als auch z,, ...z} ... x¢ die
Kontrollgleichung erfiillt, dann folgt 7,,,(xy,) - .. .- Ti(x;) - .. .- To(x0) = ¢ = T (@) -
oo Ti(xh) - ... - 7o(xp). Nun konnen sowohl links als auch rechts gleiche Elemente
gekiirzt werden und es folgt 7;(x;) = 7;(2}) und damit z; = . Fiir z; # x} konnen
also nicht beide Zahlen z,...z;... 29 und z,,...2} ...z die Kontrollgleichung
erfiillen, es werden somit alle Einzelfehler erkannt.

Ebenso zeigen wir, dafl alle Vertauschungen benachbarter Elemente erkannt
werden. Gilt ndmlich 7,,(2,,) - ... - 7(x;) - 71 (1) - .o - To(T0) = ¢ = T(@m) -
oo Ti(wisr) s mioa(xg) - .- (o), so folgt, nach kiirzen der gleichen Elemente auf
beiden Seiten, TZ(ZL'l) . Ti—l(l‘i—l) = Ti(ZIIi_l) . Ti—l(xi)- Wir setzen Yi—1 = Ti—l(l‘i—l)
und y; := 7i_y(7;), womit 7;(7;7% (i) - vie1r = Ta(7 L (yis1)) - v folgt. Nach Vor-
aussetzung ist damit y; = y; 1, also 7;_1(x; 1) = 7;_1(x;) und z; 1 = x;. Folglich
werden alle Nachbarvertauschungen erkannt. O

Bemerkung Es ist fiir die Erkennung aller Einzelfehler erforderlich, dal die 7;
Permutationen sind. Ebenso ist die Forderung 7,07, (2)-y = Tio7;  (y)x = v =1y
nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig fiir die Erkennung aller Nachbar-

vertauschungen. Gibt es néimlich ein ¢ und x # y mit o7, % (z)-y = 707, (y) - 7,

dann gilt fiir z; :== 7, (z) und 2; ; := 7,_} (y) die Gleichung 7;(x;) - 71 (1) =
Ti(w;_1) - 724 (z;) und @; # x;_;. Damit erfiillen aber die Zahlen @, ... ;71 ... 7
und ,, ...x;_1x;...xy die Kontrollgleichung, d.h. es werden nicht alle Nachbar-

vertauschungen erkannt.

Fiir weitere Fehlertypen findet man folgende Bedingungen, die fiir alle x,y, z €
G und alle 7 erfiillt sein miissen:

Fehlertyp Bedingungen fiir die Fehlererkennung

Sprungtranspositionen TipoT 1(2) 2 y=Tipo7 \(y) -2
impliziert z =y

Zwillingsfehler rio7, ()1 = 107, (y) -y impliziert
r=y

Sprungzwillingsfehler Tipo7 1(2) 2z x =707 (y) 2y
impliziert z =y

phonetische Fehler Fira=2,... ,n—1 gilt 7,,1(a)7;(0) #

Ti+1(1)7i(a)
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Die Bedingungen werden dhnlich wie im obigen Lemma gezeigt. Wir verzichten
daher auf einen Beweis.
Da diese Fehlertypen nur sehr selten auftauchen, werden wir uns im folgenden
vorrangig mit dem Erkennen der Einzelfehler und der Nachbarvertauschungen
beschiftigen. Wie wir sehen, spielen die Permutationen ¢, bei denen aus p(z)-y =
©(y) - x die Gleichheit von = und y folgt, eine wichtige Rolle. Diese werden anti-
symmetrisch genannt (vgl. Kapitel 2). Sie sind erforderlich fiir die Existenz eines
Priifziffersystems iiber einer Gruppe. Andererseits kann man mit ihnen auch ein
Priifziffersystem definieren.

Satz 1 (vgl. H.P. GumMmM [12]) Sei ¢ eine anti-symmetrische Permutation der
Gruppe G, dann wird durch 7; == ¢', ein beliebiges Element ¢ € G sowie der
Kontrollgleichung

" (@) " (Tmr) o) mo =

ein Prifziffersystem definiert.
Beweis Es ist 7,07, | = ¢! o o™ = ¢ und ¢ erfiillt nach Voraussetzung die

geforderte Bedingung. O

1.3 Priifziffersysteme iiber abelschen Gruppen

In abelschen Gruppen stehen die anti-symmetrischen Abbildungen in direkter Be-
ziehung zu den von MANN [15] 1942 eingefiihrten vollstéindigen Abbildungen. Eine
Permutation ¢ heifit vollstindig, wenn z - o(x) = y - p(y) impliziert, dal x = y
ist (also wenn z - ¢(z) wieder eine Permutation ist). Mit Hilfe der vollstindigen
Abbildungen ist es moglich, orthogonale lateinische Quadrate zu konstruieren.

Lemma 2 Fine abelsche Gruppe (G, +) besitzt eine vollstindige Abbildung genau
dann, wenn sie eine anti-symmetrische Abbildung besitzt.

Beweis Es gilt fiir alle 2,y € G: ¢(z) +y = p(y) + ¢ & 2 — o(x) =y — ¢(y).
Damit folgt, wenn inv die Abbildung x — —x bezeichnet,

¢ anti-symmetrisch < inv o ¢ vollstindig
und
¢ vollstindig < inv o (inv o p) vollstindig < inv o ¢ anti-symmetrisch. O

Die Frage, wann eine endliche abelsche Gruppe eine vollstindige Abbildung
besitzt, wurde von PAIGE 1947 gelost.
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Theorem 1 (PAIGE [18]) Eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung n besitzt
eine vollstindige und damit eine anti-symmetrische Abbildung genau dann, wenn
n ungerade ist oder wenn G mindestens zwei verschiedene Involutionen enthdlt
(also die 2-Sylowgruppe von G nicht zyklisch ist).

Beweis 1) Falls n ungerade ist, dann ist ¢ = (x +— 2x) eine anti-symmetrische
Permutation, denn aus 2z = 2y oder aus x +x +y = y + y + x folgt direkt x = y.
2) Der Fall n gerade wird konstruktiv bewiesen. Um den Beweis des Theorems zu
vereinfachen, zeigen wir allerdings zunichst einige Lemmata.

Im folgenden sei n = n(G) die Ordnung der Gruppe G und die Summe aller
Elemente der Gruppe werde mit p = p(G) bezeichnet, d.h.

p(G) = Z .

zelG@

Weiterhin sei § eine Permutation von G und n = (z — x + 6(x)) eine abgelei-
tete Abbildung. Die Ordnung von 7, bezeichnet mit O(n), sei die Anzahl der
verschiedenen Elemente n(x), fiir x € G.

Lemma 3 Wenn G nicht genau ein Element der Ordnung 2 besitzt, dann ist
p(G) =0, ansonsten ist p(G) das einzige Element der Ordnung 2.

Beweis Sei S die eindeutig bestimmte Untergruppe, die aus dem neutralen Ele-
ment und allen Elementen der Ordnung 2 der Gruppe G besteht. Wenn die Ord-
nung von a € G grofer als 2 ist, dann ist a # —a und deshalb kommen a und —a
in der Summe p(G) vor, folglich gilt p(G) = p(S5).

Hat S die Ordnung 1, dann ist p(S) = 0. Hat S die Ordnung 2, d.h. S = {0, g},
dann ist p(S) = 0+ ¢g = ¢ und p(S) ist das einzige Element von S (und damit
auch von G) der Ordnung 2.

Es bleibt der Fall, da} die Ordnung von S gréfler als 2 ist. Dann hat S die
Ordnung 2%, k > 1 und die k£ Erzeugenden gi,...,g;. Jedes Element von S hat
eine eindeutige Darstellung der Form nig; + nags + ... + nggr mit n; € {0,1}.
Folglich ist p(S) = Y (ni1g1 + nags + ... + ngge), wobei iiber die verschiedenen
Tupel (ny,...,n;) mit n; € {0,1} summiert wird. Es gibt 2 solche Tupel, wo-
bei an jeder Position der Wert 0 genau 2¥/2 = 2¥~lmal vorkommt. Also ist
p(S) =21 (g, +... 4 gr) und weil k > 1 ist, erhalten wir p(S) = 0. O

Lemma 4 Fine notwendige Bedingung fir O(n) = n(G) ist, daff p(G) = 0.

Korollar 1 Wenn p(G) # 0 ist, dann ist O(n) < n(G) fir alle Permutationen §.
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Beweis Angenommen, es existiert eine Permutation § mit O(n) = n(G), d.h. n
ist ebenfalls eine Permutation. Die Elemente von G werden mit z; bezeichnet
(1=1,2,...,n). Esist

n

Zn(ffi) = (i +0(xs)) = sz + 25(%)

=1

und es folgt, da n und ¢ bijektiv sind, p=p+p bzw. p=0. O

Lemma 5 Wenn fir ein § O(n) < n — 2, wobei n = n(G), dann ezistiert ein ¢’
mit O(n') > O(n).

Korollar 2 FEs ezistiert ein § mit O(n) > n(G) — 1.

Beweis Sei § eine Permutation fiir die O(n) = r < n — 2 gilt. Die Elemente
von G werden mit z;, i = 1,...,n, bezeichnet, dabei seien n(x;), i = 1,...,r
die r verschiedenen Elemente von n(x) mit z € G. Existieren h,k > r mit z; +
d(xk) # n(x;) fiir alle i < r, dann wird das Problem gelost durch §'(xp,) := d(xy),
8 (xx) == d(xp) und ¢'(z) := 6(x) sonst. Also nehmen wir an, daf8 dies nicht der
Fall sei.

Da n(z,11) = n(x;) fiir ein ¢ < r, konnen wir ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit annehmen, dafl n(z,,1) = n(zy) ist. Ist z1 + §(xr42) # nlx;), fiir alle
i < r, dann kénnen wir §'(x1) := 0(xr12), ¢ (2,12) := 0(z1) und 0'(x) := d(x) sonst
setzen, um ein ' mit O(n') > r zu konstruieren (wenigstens sind dann die Elemen-
te n'(x1),...,n (x,41) paarweise verschieden). Aber wenn z; + §(z,42) = n(z;)
fiir ein ¢ < r gilt, dann konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal x; 4+ 6(x,12) = n(z2)
(i # 1, denn x1 + §(xp42) # x1 + 0(21) = n(1)).

Es gilt xo + 0(x1) # n(x1),n(x2). Wenn zy + 0(z1) # n(x;), fir alle i < r,
konnen wir 0 dndern durch ¢§'(zy) = §(z,42), §'(22) = d(21), &' (Tr42) = I(22)
und wir erhalten ein ¢’ mit O(n') > r (auch hier sind wenigstens die Elemen-
te '(x1),...,n'(x,41) paarweise verschieden). Andernfalls kénnen wir ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl 25 + 6(xq) = n(x3) ist.

In dieser Weise fahren wir fort: Nehmen wir an, wir hiatten die Stelle erreicht,
WO

1 + 0(xr19) = n(x9), Tit1 + 0(x;) = n(Tig2), i=1,2,...,k (1.1)
gilt. Hieraus erhalten wir die Gleichungen
n(xy) + 0(xr42) = n(wip1) + 0(x;), i=1,2,...,k+1. (1.2)

Dies zeigen wir durch Induktion: Es ist n(z1) + 6(2,42) = x1 + 6(x1) + 0(2,42) =
Ty + 0(xp42) + 0(z1) = n(z2) + d(zy) und fir 1 < j < k gilt n(z;41) + d(z;) =
Tiv1 +0(xj01) +0(x;5) = 541+ 0(25) + 0(x541) = n(@j42) + 0(2541).-
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Nun gilt 24404 0(xk 1) # n(x;) fiir alle i < k+2, denn andernfalls folgt mit 1.2
(@) + 6(Tp42) = T2 + 6(Tps1) + 6(Ths2) = N(Tpr2) + 0(Th41) = 0(23) + 0(2i-1),
bzw. §(zgi2) = 0(x;_1), was unmoglich ist, da i < k + 2.

Ist o + 0(xpyr) # n(x;) fiir alle i < r, dann setzen wir ¢'(z1) := 0(xp12),
8 (zi41) == 0(x;), 1 =1,2,... ,k+1, 8'(xy42) := 0(zg42) und erhalten eine Permu-
tation ¢’ mit O(n') > r.

Gilt dagegen xyyo + 0(xky1) = n(z;) fiir ein ¢ < r, dann kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dafl i = k+3 gilt und wir kénnen die Gleichung xy 1 o+0 (k1) = n(Tks3)
zu den Gleichungen 1.1 dazunehmen. In jedem Fall erreichen wir, da O(n) endlich
ist, eine Summe z; + 0(z;_1) # n(z;) fiir alle ¢ < r. Damit ist der Beweis des
Lemmas abgeschlossen. Das Korollar ist offensichtlich. O

Wir zeigen nun den verbleibenden Fall des Theorems.

Sei die Ordnung von G gerade (d.h. G hat wenigstens ein Element der Ordnung
2). Besitzt G eine vollstédndige Abbildung, dann folgt mit Lemma 4, da8 n(G) = 0
ist und mit Lemma 3, dafl G mindestens zwei Elemente der Ordnung 2 besitzt.

Hat G wenigstens zwei Involutionen, dann ist p = p(G) = 0. Durch das
Korollar kénnen wir annehmen, daf eine Permutation ¢ existiert mit O(n) > n—1.
Mit n(z;), i = 1,... ,n—1 bezeichnen wir n—1 Elemente, die paarweise verschieden
sind und mit z das verbleibende Element der Gruppe. Dann gilt

—_

n—1

(i 4+ 0(x:)) = > nlai).

1 =1

n—

)

Wir erhalten p—x, +p—0(z,) = p— 2z und damit z,, +d(x,) = 2, also ist O(n) = n
und G besitzt die vollstindige Abbildung 6. O

Im folgenden geben wir einige Ergebnisse von SIEMON [23] wieder:

Satz 2 (SIEMON)

1. Die identische Abbildung x — x einer endlichen Gruppe der Ordnung n ist
genau dann vollstindig, wenn n ungerade st.

2. Ist Ly, eine zyklische Gruppe der Ordnung n, dann ist die durch f(x) =
x* definierte Abbildung genau dann wvollstindig, wenn ggT (k,n) = 1 und
99T (k+1,n) = 1.

Beweis zu 1) Sei n ungerade, n = 2k + 1, dann gilt 2%**% = 1 = (2*1)? also ist

2? surjektiv und, da G endlich ist, damit auch injektiv. Folglich ist x + z eine

vollstdndige Abbildung.
Ist dagegen n gerade, dann besitzt G ein Element a der Ordnung 2, somit ist

a’? = e = €2 und 22 ist nicht injektiv, also auch keine Permutation.
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zu 2) Die Eigenschaft ggT'(k,n) = 1 bzw. ggT(k + 1,n) = 1 ist dquivalent zu z*
bzw. 2%*! injektiv. Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung

1. Ist ggT(k,n) = 1, dann ist die Abbildung f(z) := z* ein Automorphismus
von Z,,.

2. Fiir n gerade gibt es kein £ das die Bedingung g¢T'(k,n) = ggT (k+1,n) =1
erfiillt, denn entweder ist k£ oder k£ + 1 gerade.

Theorem 2 (SIEMON) Eine Gruppe G der Ordnung n = 4k + 2, k > 1, besitzt
keine vollstindige Abbildung und, falls G abelsch ist, auch keine anti-symmetrische

Abbildunyg.

Mit etwas mehr Theorie kénnen wir den Beweis von SIEMON deutlich verkiirzen,
wir verschieben ihn daher auf den Abschnitt , Gruppen mit Vorzeichen”.

Korollar 3 Eine zyklische Gruppe Z,, der Ordnung n besitzt eine vollstandige bzw.
anti-symmetrische Abbildung genau dann, wenn n ungerade ist.

Beweis Der Fall n ungerade wurde bereits gezeigt. Ist n gerade, dann ist n/2 das
einzige Element der Ordnung 2 in Z,,, also besitzt Z, keine vollsténdige Abbildung.

Korollar 4 Uber den Gruppen Zog, k > 1, insbesondere iiber Ly, existiert kein
Priifziffersystem.

Uber Gruppen der Ordnung n = 4k + 2, k > 1 existiert kein Priifziffersystem, das
alle Zwillings- oder Sprungzwillingsfehler erkennt.

Die Gruppe Z, eignet sich also grundsétzlich nicht dazu, ein Priifziffersystem
zu definieren. Fiir die Erkennung der Zwillings- und Sprungzwillingsfehler bendti-
gen wir eine vollstindige Abbildung (siehe Tabelle Seite 14, 7; ; o7, ' bzw. z -
Ti_1 o 7,43 sind vollsténdige Abbildungen), daher konnen diese Fehler in Gruppen
der Ordnung n = 4k + 2, insbesondere n = 10, nicht erkannt werden.

Fiir den nicht abelschen Fall ist bislang noch keine vollstdndige Losung be-
kannt. 1950 bewies BATEMANN [2], daf} alle unendlichen Gruppen eine vollstéindige
Abbildung besitzen. Also haben alle unendlichen abelschen Gruppen eine anti-
symmetrische Abbildung. HALL und PAIGE [14] haben 1955 gezeigt, daf in S,
(n > 3), A, (n > 3) und auflésbaren Gruppen mit nicht-zyklischer 2-Sylowgruppe
eine vollstindige Abbildung existiert. Sie zeigten auflerdem, dafl eine endliche
Gruppe mit zyklischer 2-Sylowgruppe keine vollstdndige Abbildung besitzt und
vermuteten, dafl in jeder endlichen Gruppe mit nicht-zyklischer 2-Sylowgruppe
eine vollstdndige Abbildung existiert.



20 KAPITEL 1. PRUFZIFFERSYSTEME UBER GRUPPEN

Wir werden spiter zeigen, dafl die Diedergruppe Ds; mit 10 Elementen eine
anti-symmetrische Abbildung besitzt. Nach Theorem 2 besitzt sie aber keine
vollstdndige Abbildung, d.h. im nicht abelschen Fall unterscheiden sich die beiden
Begriffe voneinander.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes sei noch angemerkt, daffl man auf dem di-
rekten Produkt G; x Gy der Gruppen G und G, (nicht notwendig abelsch) mit
den vollstindigen Abbildungen g; und ¢, in natiirlicher Weise eine vollstindige
Abbildung definieren kann.

Lemma 6 Sind g1, go vollstindige Abbildungen der Gruppen Gy bzw. Gs, dann
ist f = (x,y) = (91(), g2(y)) eine vollstindige Abbildung von Gy x Gs.

Beweis Daf} f bijektiv ist, ergibt sich aus der Bijektivitéit von g; und g,. Ebenso
folgt aus der Vollsténdigkeit von g; und go, dafl (z,y)- f(z,y) = (z-g1(x),y-92(y))
eine Permutation und damit vollstindig ist. O



Kapitel 2

Anti-symmetrische Abbildungen

Eine Gruppe laf3t die Definition eines Priifziffersystems genau dann zu, wenn sie
eine anti-symmetrische Abbildung besitzt (siehe Kapitel 1). In diesem Kapitel
beschiftigen wir uns daher ausfiihrlich mit der Existenz, den Eigenschaften und
der Konstruktion von anti-symmetrischen Abbildungen.

Definition 2 (GALLIAN [10]) Eine Permutation ¢ einer Gruppe (G, -) heift anti-
symmetrisch, wenn fir alle v,y € G gilt

px)-y=9ply)» = z=y.

Die Menge aller anti-symmetrischen Abbildungen einer Gruppe G werde mit Ant(QG)
bezeichnet.

Bemerkung Ant(G) ist fiir eine Gruppe G der Ordnung n > 1 keine Untergruppe
von S,, da die Identitit nicht anti-symmetrisch ist. Es gilt ndmlich fiir beliebige

T Fe
Id(z)-e=z-e=e-x=1Id(e)-x.

Aus der Eigenschaft ¢(x) -y = ¢(y) - © = = = y folgt nicht, daBl ¢ injektiv ist,
z.B. wird sie von ¢(x) := e erfiillt. Da solche Funktionen nicht alle Einzelfehler
erkennen, meinen wir mit dem Begriff ,anti-symmetrische Abbildung” daher im-
mer eine anti-symmetrische Permutation.

In der Literatur (z.B. VERHOEFF [27]) wird der Begriff , anti-symmetrisch”
auch fiir Permutationen mit der Eigenschaft y - p(z) = x - p(y) = = = y benutzt.
Diese konnen aber bijektiv auf die anti-symmetrischen Permutationen gemé&fi De-
finition 2 abgebildet werden:

Lemma 7 Ist ¢ eine Permutation mit y - p(z) = x - o(y) = x =y, dann ist o *
anti-symmetrisch.

21
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Beweis Es gelte o~!(z)-y = ¢~ (y) - x. Wir setzen & := o~ (x),7 := ¢~ (y) und
es folgt T - p(y) = y - p(z). Nach Voraussetzung ist damit z = y. O

2.1 Gruppen mit anti-symmetrischen
Abbildungen

In diesem Abschnitt priasentieren wir eine Arbeit von GALLIAN und MULLIN
[10], welche sich mit der Existenz anti-symmetrischer Abbildungen beschéftigt.
In Kapitel 1 haben wir den direkten Zusammenhang zwischen vollstindigen und
anti-symmetrischen Abbildungen bei abelschen Gruppen gezeigt. Diese Arbeit
tibertrigt die wesentlichen Ergebnisse von HALL und PAIGE [14] bzgl. vollstandiger
Abbildungen bei nicht-abelschen Gruppen auf anti-symmetrische Abbildungen.

2.1.1 Beispiele

Definition 3 Unter der Diedergruppe der Ordnung 2n versteht man die Gruppe
D, ={e,a,a? ... ,a" ' b, ba,ba’, ... ba""'}, wobei a,b zwei erzeugende Elemen-
te sind, die den Relationen a™ = e (und a™ # e fir1 < m < n), b> = e # b
und ab = ba™' geniigen. (Abkirzende Schreibweise: D, =< a,bla" = b* = e,ab =
ba=t >).

Theorem 3 Die folgenden Gruppen besitzen anti-symmetrische Abbildungen:

1. D, =< a,bla" = b* = e,ab = ba~' >, n > 3 (die Diedergruppe der Ordnung
2n)

2. Qn=<a,bla® =bt=¢,0® =a",ab=ba ! >, n>2
(die verallg. Quaternionengruppe der Ordnung 4n)

3. SD} =< a,bla*™ = b* = e,ab = ba®*' >, n gerade (Semi-Diedergruppe der
Ordnung 8n)

4. SD, =< a,bla’™ =V? = e,ab = ba® ' >, n gerade (Semi-Diedergruppe der
Ordnung 8n)

Beweis 1) Die folgende Abbildung ist anti-symmetrisch: Wenn n ungerade ist,
sei p(a’) = a?> " und p(ba’) = ba'. Wenn n gerade ist, d.h. n = 2k, wird ¢ definiert

durch:

ple)=b  pla)=e
p(a') =a'™" fir2<i<k pla’) =ba'"" firk+1<i<n-—1
p(ba’) = a'™t fir 0<i<k—1 (ba’)=ba'"" firk <i<n-—2
o(ba™ ") = ba
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2) Wir definieren ¢ durch

ple)=e o(a') =ba" firl <i<n

)
pla)=a" firn+1<i<2n—1
o(ba’) = ba'™  fiir 0 <i<n—2
oba’) =a™ firn—1<i<2n—2  @(ba* ') =0

=g fir0<i<2n-—1

pla’) =a

o(a") = ba*" 1" fiir 2n < i <4n —1
@(ba') = ba'"" fiir 1 <i < 2n p(b) =e
o(ba’) = a™ " fir2n+1<i<4n-—1

y=a"1" fiir 0<i<2n—1

) =ba'" " fiir 2n < i <4n—1
o(ba') = a" fiir 0 <i<2n—1
(ba') = ba’ fiir 2n < i < 4n — 1

zu 1) Daf} die genannte Permutation fiir ungerades n anti-symmetrisch ist, zeigen
wir im Abschnitt ,,Beispiele”, Seite 58. Im Fall n gerade miissen wir eine Vielzahl
verschiedener Fille unterscheiden. Dazusei 0 << k—1und k <7 <n—2. Wir
zeigen exemplarisch p(z)y # ¢(y)x fiir einige x # y.

x y p(x)y ely)z
a | e it bait1 ”; 0
b.| e | at! bai 1 # ba=’
c. | e ba’ at # aitl
d. | ' | ba! a""ba’ = bal ™" £ baltlat!
e. | ba’ | ba" | balT bt = a2 £ baba! = o/t

Bei b. folgt aus j + 1 = n — j die Gleichung 2j + 1 = 2k, Widerspruch (da n
gerade). Bei d. konnen die beiden Seiten nur gleich sein, falls n = 2 ist. Dann
kommt dieser Fall allerdings nicht vor, da kein j existiert mit 1 < 5 < 0. Und
schliellich folgt bei e. aus n—j—2 = j—1 die Gleichung 2k —1 = 25, Widerspruch.

Die anderen Fille und Behauptungen kénnen analog gezeigt werden. O
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2.1.2 Existenztheoreme

Theorem 4 Sei G eine Gruppe und a ein Element von G. Die Abbildung p(z) =
x 7 a ist genau dann anti-symmetrisch, wenn a mit keinem Element der Ordnung
2 kommutiert.

Beweis Sei p(x) = z7'a anti-symmetrisch. Offensichtlich ist ¢ fiir jedes a eine
Permutation. Es ist also ausreichend zu untersuchen fiir welche a gilt: = # y =
e(x)y # o(y)r. Angenommen es existieren verschiedene z und y s.d. (z)y =
©(y)r oder dquivalent dazu z tay = y ‘ax gilt. Multiplikation von links mit y

und von rechts mit ! ergibt

(ya Halyz ') = a. (2.1)
Wir setzen z := yxz . Es folgt a’2 = zazaz = za? und mit Induktion

a’"z = za®" fiir alle n (2.2)
Wenn die Ordnung von a gerade ist, z.B. 2m, dann hat ¢™ die Ordnung 2 und
kommutiert mit a. Wenn andererseits die Ordnung von a ungerade, d.h. 2k + 1
ist, dann folgt mit 2.2:

za = za**HY) =
Also kommutiert z mit a. Benutzt man diese Eigenschaft zusammen mit 2.1, dann
erhdlt man

zaz = 2°a = a.
Folglich hat z = yz~! die Ordnung 2 und kommutiert mit a. Dies zeigt, daf}
¢(z) := 7 'a eine anti-symmetrische Abbildung ist, wenn @ mit keinem Element
der Ordnung 2 kommutiert.
Um den Beweis abzuschlielen, nehmen wir an, daf§ a mit einem Element z der
Ordnung 2 kommutiert. Es folgt, daB ¢(z) := 2 'a nicht anti-symmetrisch ist,
denn es gilt:

und z #e. O

Korollar 5 Alle Gruppen mit ungerader Ordnung besitzen eine anti-symmetrische

Abbildunyg.

Beweis Da eine Gruppe mit ungerader Ordnung kein Element der Ordnung 2
besitzt, ist p(x) := 2z 1a eine anti-symmetrische Abbildung fiir alle a. O
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Korollar 6 Fir alle n > 2 besitzen die symmetrischen Gruppen S, und die alter-
nierenden Gruppen A, anti-symmetrische Abbildungen.

Beweis Wenn n ungerade ist, ist jeder n-Zykel in A,, und kommutiert mit keinem
Element der Ordnung 2. Ist n gerade so gilt dies fiir jeden (n — 1)-Zykel. O

Korollar 7 Wenn eine endliche Gruppe ein Element a besitzt, dessen Zentralisa-
tor Z(a) ungerade Ordnung hat, dann besitzt die Gruppe eine anti-symmetrische
Abbildunyg.

Beweis Wenn die Ordnung von Z(a) = {z € G|xa = azx} ungerade ist, dann
kommutiert @ mit keinem Element der Ordnung 2. O

2.1.3 Erweiterungstheoreme

Theorem 5 Sei G eine Gruppe mit Normalteiler H und es existieren anti-sym-
metrische Abbildungen ¢ auf H und ¢ auf G/H, dann existiert eine anti-sym-
metrische Abbildung v auf G. Kurz gesagt: Die Klasse der Gruppen mit anti-
symmetrischen Abbildungen ist gegen Erweiterung abgeschlossen.

Beweis Seien uiH,... ,u,.H die Elemente von G/H. Wir definieren die Abbil-
dung ¢* : {uy,... ,u.} = {uy,...,u,} durch die Bedingung

W (wi)H = (u; H). (2.3)

Da jedes Element von G eindeutig als Produkt g = hu geschrieben werden
kann, wobei h € H und u = wu; fiir ein i, ist die Abbildung v : G — G, v(g9) =
v(hu) = 1*(u)p(h) wohldefiniert. Wir zeigen nun, daf§ v anti-symmetrisch ist.
Seien g = hu und ¢’ = h'v’' Elemente von G, dann folgt aus v(g)g' = v(g')g:

) (u)(h)h'u’ = o (u)p(h') hu. (2.4)

Durch Multiplikation mit H erhélt man ¢*(u)Hu'H = *(u')HuH. Mit 2.3 folgt
Y(uH)u'H = tp(u'H)uH und damit, weil ¢ anti-symmetrisch ist, uH = u'H bzw.
u = u/, da die Reprisentanten fest gewihlt sind. Nun wird aus 2.4 die Gleichung

U (w)p(h)h'u = " (u)p(h') hu.

Nach kiirzen von ¢*(u) und u bleibt die Gleichung ¢ (h)h' = ¢(h')h, woraus, wegen
der Anti-Symmetrie von ¢, h = h' folgt und insgesamt g = ¢’. Also ist 7 eine anti-
symmetrische Abbildung. O

Definition 4 ([3]) Seien (G,-,"',e) und (X,+,—,0) Gruppen und © : G —
Aut(X) ein Gruppenhomomorphismus. Das semi-direkte Produkt von X und G
relativ zu m wird definiert durch:

X x,G={(z,a)lx € X,a € G}
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mit der Operation (x1,a1)(x2,a2) = (¥ + 7(a1)[xs], a1az), fir zi,xe € X und
a1, as € G.

Proposition 1 1. Das semi-direkte Produkt X X, G ist eine Gruppe.

2. Die Menge {(z,a) € X X, G|z = 0} ist eine Untergruppe von X X, G, welche
isomorph zu G ist.

3. Die Menge N = {(z,a) € X X, G|a = e} ist ein Normalteiler von X x, G,
die isomorph zu X ist und (X %, G)/N ist isomorph zu G.

Beweis zu 3.: Es ist klar, da} X isomorph zu N ist. Definiere ¢ : X X, G — G
durch ¢(z,a) = a, dann ist ¢ ein Homomorphismus mit (X X, G) = G und
Kern(p) = N. Der Homomorphiesatz zeigt nun (X x, G)/N =2 G. O

Korollar 8 Wenn A und B Gruppen mit anti-symmetrischen Abbildungen sind
und 1 G — Aut(X) ein Gruppenhomomorphismus ist, dann besitzt das semi-
direkte Produkt A X, B eine anti-symmetrische Abbildung.

Beweis A x, B hat eine Untergruppe isomorph zu A und die Faktorgruppe (A X
B)/A ist isomorph zu B. Mit dem Erweiterungstheorem folgt nun die Behauptung.

Korollar 9 Sind A und B Gruppen mit anti-symmetrischen Abbildungen, dann
besitzt das direkte Produkt A x B eine anti-symmetrische Abbildung.

Beweis Spezialfall vom vorherigen Korollar, wobei 7 alle Elemente auf die Iden-
titdt abbildet.

2.1.4 Einfache Gruppen

Die einfachen Gruppen spielen angesichts Theorem 5 eine entscheidende Rolle bei
der Bestimmung der endlichen Gruppen mit anti-symmetrischen Abbildungen. Die
Klassifikation der einfachen Gruppen (GORENSTEIN [11]) zeigt, daf} jede endliche
einfache Gruppe von einem der folgenden Typen ist: eine zyklische Gruppe mit
Primzahlordnung, eine alternierende Gruppe, ein Mitglied einer von sechzehn Fa-
milien vom Lie-Typ oder eine von 26 sporadischen Gruppen.

Theorem 6 Jede endliche einfache Gruppe, aufler Zs, besitzt eine anti-symmet-
rische Abbildunyg.

Beweis Die zyklischen und alternierenden Gruppen werden von Korollar 5 und
Korollar 6 abgedeckt. Mit dem Atlas der endlichen Gruppen [7] kann man verifizie-
ren, dafl in allen 26 sporadischen einfachen Gruppen der Zentralisator der Elemente
mit maximaler Primzahlordnung ungerade Ordnung hat und diese Gruppen daher
eine anti-symmetrische Abbildung besitzen (Korollar 7). Korollar 7 kann auch
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auf die Lie-Gruppen angewendet werden, da Lyons, SOLOMON und SEITz [10,
Gallian| gezeigt haben, daf§ jede einfache Lie-Gruppe ein Element besitzt, dessen
Zentralisator ungerade Ordnung hat. O

2.1.5 Verallgemeinerte Diedergruppen

Definition 5 Sei G eine abelsche Gruppe. Die verallgemeinerte Diedergruppe
dih(G) wird definiert durch das semi-direkte Produkt G X, Zy, wobei m(0) = id

und (1) = inv.

Beispiel Die Diedergruppe D, ist das semi-direkte Produkt von Z,, und Z,: D,, =
Zn X ZQ.

Lemma 8 Fir zwei abelsche Gruppen A und B gilt: dih(A x B) = A x., dih(B),
wobei y(b,0) = id und (b, 1) = inv.

Beweis Die Abbildung ¢ : dih(A x B) — A x, dih(B), ¥((a,b),2) = (a, (b, 2)),
mit a € A, b € B und z € Zs ist ein Isomorphismus. O

Theorem 7 Sei G eine nichi-triviale abelsche Gruppe, dann besitzt dih(G) eine
anti-symmetrische Abbildung.

Beweis Fallunterscheidung:

1. Fall: Ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung n, dann gilt dih(G) = D,, und
G hat demnach eine anti-symmetrische Abbildung.

2. Fall: Hat G ungerade Ordnung und ist nicht zyklisch, dann kann man G fakto-
risieren in eine zyklische Gruppe Z,, und eine Gruppe H mit ungerader Ordnung.
Es folgt mit Hilfe von Lemma 8:

dih(G) = dih(H x Z,,) = H x., dih(Z,,).

H besitzt eine anti-symmetrische Abbildung (H hat ungerade Ordnung) und es
gilt dih(Z,,) = D,,. Mit Korollar 8 folgt, daf dih(G) eine anti-symmetrische
Abbildung besitzt.

3. Fall: Ist GG eine nicht-zyklische 2-Gruppe, dann gilt G = Zyi; X Zyi, X ... X Zgis
mit s > 2. Folglich hat das Zentrum Z(dih(G)) die Ordnung 2° und ist isomorph
zua H = 7y X Zy X ... X Zy. Da H abelsch ist und wenigstens zwei Involutionen
enthélt, besitzt H eine vollstdndige und damit eine anti-symmetrische Abbildung.
Der Quotient dih(G)/Z(dih(G)) ist isomorph zu dih(Zya, 1) X Zytis—1) X . . X Zgs 1))
und besitzt, durch Induktion nach dem Maximum von 7; nachweisbar, eine anti-
symmetrische Abbildung und wir kénnen mit Korollar 8 folgern, dafl G eine anti-
symmetrische Abbildung besitzt.

4. Fall: Nun habe G gerade Ordnung, sei aber keine 2-Gruppe, dann kann man G in
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zwei nicht-triviale Gruppen faktorisieren: eine Gruppe H mit ungerader Ordnung
und eine 2-Gruppe N. Es folgt, daf}

dih(G) 2 dih(H x N) = H x., dih(N).

H und dih(N) haben anti-symmetrische Abbildungen also auch dih(G). O

Wir adaptieren nun die Argumente von HALL und PAIGE [14] zur Charakterisie-
rung der endlichen p-Gruppen, die eine vollstindige Abbildung besitzen, um zu
zeigen, dafl die selbe Charakterisierung auch fiir anti-symmetrische Abbildungen
gilt.

Theorem 8 FEine nicht-triviale endliche p-Gruppe hat eine anti-symmetrische Ab-
bildung genau dann, wenn sie keine zyklische 2-Gruppe ist.

Beweis Sei GG eine nicht-triviale endliche p-Gruppe. Wenn p ungerade ist, dann
hat G eine anti-symmetrische Abbildung. Wenn G eine zyklische 2-Gruppe ist,
dann wissen wir durch das Resultat von PAIGE, Theorem 1 (Seite 16), dal G
keine vollstindige und damit auch keine anti-symmetrische Abbildung besitzt. Der
Fall, dafl G eine nicht-zyklische abelsche 2-Gruppe ist wurde ebenfalls von PAIGE
gezeigt. Deshalb konnen wir uns auf den Fall beschrinken, dafl G' eine nicht-
abelsche 2-Gruppe ist mit der Ordnung 2".

Besitzt G eine zyklische Untergruppe der Ordnung 2" ! dann ist bekanntlich
G entweder eine Diedergruppe, eine verallgemeinerte Quaternionen-Gruppe oder
eine Semi-Diedergruppe (PAIGE [14]). Nach Theorem 3 haben diese Gruppen eine
anti-symmetrische Abbildung.

Also nehmen wir an, dal G keine zyklische Untergruppe der Ordnung 27!
hat. Wenn G genau ein Element der Ordnung 2 enthilt, dann wire sie eine
verallgemeinerte Quaternionen-Gruppe und hétte eine zyklische Untergruppe der
Ordnung 2"~! (siehe PAIGE [14]), im Widerspruch zu unserer Annahme. Also hat
G wenigstens zwei Elemente der Ordnung 2 und wenigstens eins davon im Zentrum.
Diese beiden Elemente erzeugen eine 4-Gruppe V. Wenn V in zwei verschiedenen
maximalen Untergruppen M; und M, enthalten ist, dann ist My "My = K DV
ein Normalteiler von G' und sowohl K als auch G/K sind nicht zyklisch. Also
haben, mit Induktion, K und G/K anti-symmetrische Abbildungen und, mit dem
Erweiterungstheorem, damit auch G.

Wir nehmen daher an, dafl V' in genau einer maximalen Untergruppe M; ent-
halten ist. Weil G nicht zyklisch ist, enthélt sie eine weitere maximale Untergruppe
M, (PAIGE [14]). Wenn M; N M, nicht zyklisch ist, dann stellt sie eine normale
nicht-zyklische Untergruppe K mit nicht-zyklischer Quotientengruppe dar und wir
konnen mit Induktion schlielen, dafl G' eine anti-symmetrische Abbildung besitzt.

Nun sei M; N M, zyklisch. Es mufl M; eine Gruppe der Ordnung 2" ! sein,
die eine zyklische Untergruppe der Ordnung 2" 2 und die 4-Gruppe V enthiilt.
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Demnach mufl M; entweder eine Diedergruppe, eine Semi-Diedergruppe oder eine
abelsche Gruppe sein. In jedem Fall kénnen wir

2n72

M, =< a,bla = b =e¢,ba = b >

schreiben, wobei k gleich —1,2"73 £ 1 oder 1 ist, abhiingig davon, ob M, einer
Dieder-, Semi-Dieder- oder einer abelschen Gruppe entspricht, und es ist M; N
My =< a >. Sei c¢ ein Element von M, aber nicht von M;. Da < a > normal in
M, ist, mufl ¢ = a” gelten, wobei r gerade ist, da sonst ¢ die Ordnung 2" ! hat,
was wir ausgeschlossen haben. Weil < a > normal in G ist, erhalten wir cb = bca®
fiir ein s.

Sei H die Untergruppe < a?,b >. Eine einfache Rechnung zeigt, dafi H mit den
Elementen a, ¢ und ac kommutiert, wenn s gerade ist. Also ist H ein Normalteiler
in G. H ist nicht zyklisch, also wissen wir durch Induktion, dal H eine anti-
symmetrische Abbildung hat und der Quotient G/H = Z, x Z, hat ebenfalls eine
anti-symmetrische Abbildung. Mit dem Erweiterungstheorem folgt nun, daf§ G
eine anti-symmetrische Abbildung besitzt.

Es bleibt der Fall, dafl s ungerade ist. Wir untersuchen die Untergruppe, die
durch cb erzeugt wird. Wir haben

(cb)? = cbch = cb*ca® = ¢*a® = a®",  wobei s + r ungerade ist.

Also hat (cb)? die Ordnung 2"72 was ord(cb) = 2"~! impliziert. Aber dies wider-
spricht unserer Annahme, dal G keine zyklische Untergruppe der Ordnung 2" !
besitzt. Damit haben wir die Behauptung bewiesen. O

Korollar 10 Fine endliche nilpotente Gruppe mit trivialer oder nicht-zyklischer
2-Sylow-Untergruppe hat eine anti-symmetrische Abbildung.

Beweis Eine endliche nilpotente Gruppe ist das direkte Produkt ihrer Sylow-
Untergruppen. Die p-Sylow-Untergruppen mit ungeradem p haben geméifl Theo-
rem 8 eine anti-symmetrische Abbildung. Da die 2-Sylow-Untergruppe trivial oder
nicht-zyklisch ist, hat sie ebenfalls eine anti-symmetrische Abbildung. Demnach
hat auch das direkte Produkt, also GG, eine anti-symmetrische Abbildung. O

Die obengenannten Theoreme reichen aus, um zu zeigen, dafl alle nicht-abel-
schen Gruppen der Ordnung kleiner als 36 eine anti-symmetrische Abbildung be-
sitzen, mit Ausnahme der Gruppe < a,b|a® = b® = e, ab = ba® > der Ordnung 24,
wobei bei dieser Gruppe ebenfalls gezeigt werden kann, daf} sie eine besitzt.

Da es keinen Anhaltspunkt gibt, dafl eine nicht-abelsche Gruppe keine anti-
symmetrische Abbildung besitzt, vermuten GALLIAN und MULLIN, daf} alle nicht-
abelschen Gruppen eine anti-symmetrische Abbildung besitzen.
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2.2 Invarianten von Ant(G)

Wir untersuchen nun welche Transformationen die Menge der anti-symmetrischen
Abbildungen einer Gruppe invariant lassen.

Satz 3 Sei p(x) eine anti-symmetrische Abbildung einer Gruppe (G,-), dann ist
auch die Abbildung a - p(z -b), a,b € G, anti-symmetrisch.

Beweis Aus (a-¢(x-b))-y=(a-¢(y-b)) -z folgt mit dem Assoziativgesetz und
der Kiirzungsregel p(z-b) -y = ¢(y-b) - x. Die Gleichung wird nun von rechts mit
b durchmultipliziert, also gilt ¢(z-b)-y-b = p(y-b) -z -bund es folgt, da ¢ anti-
symmetrisch ist, z-b = y-b und damit z = y. Also ist a- (2 -b) anti-symmetrisch.
O

Satz 4 Wenn ¢(z) eine anti-symmetrische Abbildung der Gruppe (G, -) ist, dann
ist fir jedes ¢ € G auch p(c- x) - ¢ anti-symmetrisch.

Beweis Es gilt, da ¢ anti-symmetrisch ist: ¢(c-x)-c-y=p(c-y)-c-x = c-x =
c-y=zr=y. U

Mit I, = (z = a - z) werde die Linksmultiplikation und mit r, = (z — = - b)
die Rechtsmultiplikation bezeichnet. Die Transformationen L, = (¢ — I, o ¢),
Ry = (p+— pory) und M, = (¢ — r.o ¢ ol.) bilden jeweils eine Gruppe mit der
Verkniipfung o, die isomorph zu G ist.

Satz 5 (VERHOEFF [27]) Sei ¢ eine anti-symmetrische Abbildung und 1 ein Au-
tomorphismus, dann ist auch 1 o p o p~! anti-symmetrisch.

Beweis Aus popot H(z) -y =1oporp (y)-x folgt mit y = (¢ (y)) und
7 = p( 1 (x)), daB (p(0 () - (1) = (1 (y) - ¥ (1)) gilt. Nachdem
wir ¢ auf beiden Seiten gekiirzt haben, folgt aus der Anti-Symmetrie von ¢, dafl
Y~ (z) = ¢~ (y) ist und damit z = y. O

Auch hier bilden die Transformationen Ty, = (¢ + 1) o p 0 ¢)™') eine Gruppe.
Diese ist isomorph zur Automorphismen-Gruppe Aut(G).

Bemerkung Satz 4 1463t sich auch mit Satz 5 und 3 beweisen. Dazu setzt man
Y(x) :=c'zcund a = b = c.

Andere Moglichkeiten, wie aus einer vorgegebenen anti-symmetrischen Abbil-
dung weitere konstruiert werden koénnen, findet man im Abschnitt ,, Automorphis-
men und Anti-Automorphismen” sowie im Kapitel ,,Gruppen mit Vorzeichen”.
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2.3 Aquivalenzklassen

Auf der Menge der anti-symmetrischen Abbildungen einer Gruppe definieren wir in
diesem Abschnitt eine Aquivalenzrelation. Diese ermdglicht es uns, eine Ubersicht
iiber alle anti-symmetrischen Abbildungen einer Gruppe zu gewinnen.

Mit 0 bezeichnen wir im folgenden das neutrale Element der Gruppe. Wei-
terhin sei ¢ ein Automorphismus der Gruppe G und [, bzw. r, die Links- bzw.
Rechtsmultiplikation mit dem Element a € G.

Die genannten Abbildungen haben folgende Eigenschaften:

Lolgoly=1lgy, TaOTh=Tpay gt =141, T

2. lgory,=rp0l,.

3. @olb:lnp(b)ogoa P OTe = Tpa)© P
Die ersten beiden Eigenschaften folgen aus dem Assoziativgesetz, fiir die letzte
gilt: poly(z) = p(b-x) = @b) - p(x) = lyp o p(z) und por,(z) = p(z-a) =
o(@) - p(a) = 1y © ().

Die Aquivalenzklassen werden nun wie folgt definiert:

Definition 6 Seien f, g Permutationen. f und g heiffen dquivalent, f ~ g, wenn
Elemente a,b € G und ein Automorphismus ¢ existieren, so daf$ gilt:

f=lop ogopor,.
Die Relation ~ bildet eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Permutationen:

1. ~ist reflexiv: f =Ilpoldo foldor
2. ~ ist symmetrisch: f =1, 0¢p 'ogoyor, genau dann, wenn

g = gpolb_lofora_logp_1

= @oly-10foor, ogfl
1,

5 lLomepofeoptoryem

N

Also: f ~ ¢ impliziert g ~ f.

3. ~ ist transitiv: Sei f =1, o' ogopioor, und g = Iy, 0y 0 hopyor,,,
dann folgt
fo= lyopi'olyopy'ohopyorgopior,

lbl © l(pl_l(bQ) © (902 o 901)_1 oho (‘102 © QOI) O Tpi(az) ©Tay

=l

by o (ba) © (p209p1) " oho(propr)o Tayp1(az)
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Damit ist f ~ g,g ~ h = f ~ h gezeigt.
Aus dem vorherigen Abschnitt kénnen wir das folgende Korollar ableiten.
Korollar 11 Seien f,g € S,, mit f ~ g, dann gilt
f anti-symmetrisch < g anti-symmetrisch.

Beispiel Die Diedergruppe D5 besitzt 34040 anti-symmetrische Abbildungen. Es
konnen 3040 von 27! - a abgeleitet werden (siehe Satz 21, Seite 53). Fiir die restli-
chen 31000 anti-symmetrischen Abbildungen erhalten wir folgende Représentanten
der Aquivalenzklassen:

1. Diese 15 Permutationen erzeugen 30000 anti-symmetrische Abbildungen
(rechts: Zyklenschreibweise):

(0215637894] (21)(53)(67894)
(0215638974] =  (21)(53)(68794)
[0215647938] =  (21)(5467983)
[0215694378] =  (21)(59873)(64)
(0215748396] =  (21)(5473)(896)
(0215748936] =  (21)(5479683)
(0215794638 =  (21)(5983)(764)
[0215867394] =  (21)(5673)(894)
[0215874936] =  (21)(5796483)
(0215897436] =  (21)(5967483)
(0245678931] =  (246835791)

(0245718936] =  (247968351)

[0256714893] =  (251)(647893)
[0256743918] =  (2547981)(63)
(0257918436] (251)(749683)

2. Die Permutation [0215643978] = (21)(5463)(987) erzeugt die restlichen 1000
anti-symmetrischen Abbildungen.

Bemerkung Mit [aya; .. .a9] meinen wir die Permutation x — a,, d.h.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
[aoal...ag]: .

p ap az a3 a4 as Gg Qa7 Ag Qg

Dieses Beispiel zeigt auch, dafl die Klassen nicht unbedingt gleich grof} sein
miissen.
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2.4 Automorphismen und Anti-Automorphismen

In diesem Abschnitt untersuchen wir einen Spezialfall, namlich anti-symmetrische
Automorphismen bzw. Anti-Automorphismen. Automorphismen sind bekanntlich
bijektive Permutationen einer Gruppe ¢ : G — G mit p(xy) = ¢(z)p(y). Der
Begriff ,, Anti-Automorphismus” wird dagegen nicht so h#ufig benutzt, er wird
aber ganz dhnlich definiert:

Definition 7 FEine bijektive Abbildung 1 : G — G einer Gruppe G heifst Anti-
Automorphismus, wenn fir alle x,y € G gilt: (xzy) = Y(y)(x). FEin Anti-
Automorphismus oder ein Automorphismus heifit fixpunktfrei, wenn fir alle x # 0

gilt: Y(x) # x.

Die folgenden Eigenschaften eines Anti-Automorphismus werden genauso ge-
zeigt wie bei einem Automorphismus:

1. 4(0) =0

2. p(x) "t =g(a™t)

3. ord(y(x)) = ord(x)
Bemerkung Da fiir einen (Anti-) Automorphismus ¢ immer 1(0) = 0 gilt, ist es
sinnvoll, bei der Definition von ,fixpunktfrei” die Stelle x = 0 auszuschliefen.

Die Menge der Automorphismen einer Gruppe konnen wir bijektiv auf die
Menge der Anti-Automorphismen abbilden. Es gilt ndmlich

@ ist ein Automorphismus < @ oinw ist ein Anti-Automorphismus

Ist ¢ ein Automorphismus, dann gilt

poinv(zy) = o((zy) ") = ey 27" = oy (@) = poinv(y)p o inv(z™")

und ¢ o inv ist ein Anti-Automorphismus. Ist andererseits ¢ o inv ein Anti-
Automorphismus, dann haben wir

p(ry) = o((y a7 ") = poinv(z™ ) oinv(y™") = o(z)e(y)

und ¢ ist ein Automorphismus.
Wenn wir also die Automorphismen einer Gruppe kennen, dann kénnen wir
auch ohne weiteres alle Anti-Automorphismen dieser Gruppe bestimmen.

Ist ¢ ein Anti-Automorphismus, so ist fiir zwei beliebige Automorphismen
1, 2 auch @y 0 Y o Yy ein Anti-Automorphismus:

proopa(zy) = p1oY(p2(x)pa(y)) = p1(Y(pa(y))g(pa(z)))
= p1((p2(y)))pr((pa(T)))
= p1ovYopa(y)pr oo py(r)
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Das Gleiche gilt auch, wenn ¢; und ¢, zwei Anti-Automorphismen sind.

Wie man leicht sieht, gilt auflerdem: Sind vy, 1) Anti-Automorphismen, dann
ist 11 o ¥y ein Automorphismus.
Ist ¢ ein (fixpunktfreier) Anti-Automorphismus, dann ist auch ¢~" ein (fixpunkt-
freier) Anti-Automorphismus:

Y ay) =Y W @)Y (W) = ¢ W@ W)Y (@) = v ()Y (=)

und

Y(r) == & x = (z).

Damit haben wir gezeigt, dafl die Menge der Anti-Automorphismen zusammen
mit den Automorphismen eine Gruppe bildet. Gibt es einen Anti-Automorphismus
der auch ein Automorphismus ist, so folgt

vy =9 (@)Y (y) =@ ()Y (@) =y2

und die Gruppe ist abelsch. In einer abelschen Gruppe sind Anti-Automorphismen
auch Automorphismen, wihrend in einer nicht-abelschen Gruppe kein Anti-Auto-
morphismus ein Automorphismus ist.

Mit Hilfe der Anti-Automorphismen finden wir eine zusédtzliche Moglichkeit,
aus einer vorgegebenen anti-symmetrischen Abbildung eine weitere zu konstruie-
ren.

Satz 6 Sei ¢ eine anti-symmetrische Abbildung und 1 ein Anti-Automorphismus,
dann ist auch 1o ot oyt anti-symmetrisch.

Beweis Es gelte ¢op toyy (z)y = vop torp (y)x. Wirsetzen & := ¢ loyp 1(x)
und 7 := ¢t oy (y), womit (z)(p(7)) = ¥(9)Y(p(z)) folgt. Wir nutzen die
Eigenschaft aus, daf ¢ ein Anti-Automorphismus ist, um ¢ (p(9)z) = ¥ (¢(2)7)
zu erhalten. In dieser Gleichung kiirzen wir ¢. Aus der resultierenden Gleichung
folgt # = 7, denn ¢ € Ant(G). Da ¢~! o 9)~! bijektiv ist, haben wir damit = = y,
und der Satz ist bewiesen. O

Wir untersuchen nun, wann ein (Anti-) Automorphismus anti-symmetrisch ist.

Satz 7 Ein Anti-Automorphismus ist genau dann anti-symmetrisch, wenn er fiz-
punktfres ist.

Beweis Sei ¢ ein fixpunktfreier Anti-Automorphismus und es gelte ¢ (z)y =
Y(y)z. Die Gleichung wird von links mit ¢ (y)~! und von rechts mit y~* durch-
multipliziert, es folgt (y 1) (z) = (zy~t) = xy~t. Da ¢ fixpunktfrei ist, muf
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ry~! = 0, bzw. x = y gelten. Also ist 1) anti-symmetrisch. Wenn andererseits
¢ einen Fixpunkt x # 0 besitzt, dann gilt ¢(0)x = = = 1(x) = ¥(x)0 und ) ist
nicht anti-symmetrisch. O

Satz 8 Sei ¢ ein Automorphismus. ¢ ist genau dann anti-symmetrisch, wenn fir
alle y € G gilt: y~*o(2)y ist firpunktfres.

Beweis Die Gleichung ¢(z)y = p(y)x ist dquivalent zu p(y~")p(z) = zy~" bzw.
oy tz) = z(ytz)zt. Mit z := y 1z ist dies dquivalent zu p(z) = yzy ! bzw.

y lo(z)y==2 0

Lemma 9 Sei ¢ ein Anti-Automorphismus und ¢ ein (Anti-) Automorphismus,
dann gilt:

Y fispunktfrei < o ' oo firpunktfrei

Beweis Es ist ¢(z) = x dquivalent zu o (¢ (o(p H(2)))) = ¢ L(x). O
Wir konnen nun Satz 4 von GALLIAN und MULLIN etwas anders formulieren:

Satz 9 Der Anti-Automorphismus (x) := a 'z ta ist genau dann fizpunktfrei,
wenn x~1 und atza keinen gemeinsamen Fizpunkt x # 0 besitzen.

Beweis (z) fixpunktfrei < () anti-symmetrisch < av)(r) = z7'a anti-sym-
metrisch < a kommutiert mit keinem Element der Ordnung 2 < fiir alle x # 0
gilt: v ' =2 = atza#2. O

Satz 10 Sei ho g ein Anti-Automorphismus der Gruppe G der Ordnung n, h, g €
Sy mit den Figenschaften: ord(g) = 2, ord(h) ungerade und goh = ho g. Genau
dann st h o g fixpunktfrei, wenn g und h keinen gemeinsamen Fizpunkt v # 0
besitzen.

Beweis Sei h o g nicht fixpunktfrei, d.h. es existiert ein  # 0 mit h(g(x)) = =.
Es folgt h(g(h(g(z)))) = h(h(g(g(x)))) = h(h(x)) = z. Da die Ordnung von h
ungerade, sprich 2k + 1 ist, haben wir x = h*T1(z) = h(h?*(z)) = h(z). Damit
gilt h(g(z)) = g(h(x)) = g(x) = 2 und x # 0 ist ein gemeinsamer Fixpunkt von
g und h. Haben andererseits g und h den gemeinsamen Fixpunkt x # 0, dann ist
h(g(z)) = h(z) = x und h o g ist nicht fixpunktfrei. O

Bemerkung Jede Permutation p kann in zwei Permutationen h und g zerlegt
werden, so dafl die Bedingungen des Satzes erfiillt sind. Dazu schreibt man p als
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Produkt disjunkter Zykel. Die Transpositionen werden dann zu g zusammenge-
fafit, der Rest zu h.

Wir geben nun notwendige und hinreichende Konditionen fiir die Erkennung
der anderen Fehlertypen an, wenn wir ein Priifziffersystem 7(x,,)-...-7(2z1) 2o = ¢
mit einem (Anti-)Automorphismus 7 benutzen. Dazu sei ¢ ein Automorphismus
und v ein Anti-Automorphismus.

Nachbarvertauschungen

a.) Fiir alle z # 0: ¢(x) # x (d.h. v ist fixpunktfrei)

b.) Fiir alle z # 0 und alle y € G gilt: yto(x)y # = (dh. ylo(z)y ist ein
fixpunktfreier Automorphismus)

Sprungtranspositionen

a.) Fiir alle  # 0 und alle z € G gilt: 27"?(x)z # = (d.h. +? ist ein anti-
symmetrischer Automorphismus)

b.) wie a. fiir ¢

Zwillingsfehler

a.) Fiirallex # 0: ¢(2™") # x (d.h. Yoinuv ist ein fixpunktfreier Automorphismus)

b.) Fiir alle  # 0 und alle z € G gilt: z'p(z 1)z # x (d.h. 27 p(z 1)z ist ein
fixpunktfreier Anti-Automorphismus)

Sprungzwillingsfehler

a.) Fiir alle z # 0 und alle z € G gilt: 2 'Y?*(z ')z # x (d.h. 27 '?(z 1)z ist ein
fixpunktfreier Anti-Automorphismus)

b.) wie a. fiir ¢

phonetische Fehler
a.) Fira=2,... ,n—1gilt: ¢(a)a™" # (1) # a "(a)
b.) Fira=2,...,n—1 gilt: p(a)a™ # p(1)

Beweis Die Aussagen werden analog zu Satz 7 und 8 gezeigt. Die phonetischen
Fehler werden erkannt, falls fiir a = 2,... ,n —1 gilt ¢"™(a)y*(0) # ¥ (1)1 (a).
Da (0) = 0 ist haben wir ¢! (a)y(a~1) # 1"T1(1). Je nachdem ob i gerade oder
ungerade ist, ist dies Aquivalent zu ¢ (v (a)at) # (1) oder ¢ (a '¢(a)) #
¥™1(1). Wir kénnen " kiirzen und erhalten damit die angegebene Bedingung.
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2.5 Eine Abschitzung von |Ant(G)]

Die folgenden Sitze zeigen, dafl eine grofie Anzahl Permutationen nicht anti-
symmetrisch sein kann.

Lemma 10 Sei (G,-) eine Gruppe, G # {e}. Die Permutationen g(z) =a-x-b
mit a,b € G sind nicht anti-symmetrisch.

Beweis Es gilt fiir beliebige y e G g(b™)-y=a-b1-b-y=a-y=a-y-b-b! =
g(y)-b~'. Dain G ein Element y # b~! existiert, ist g nicht anti-symmetrisch. O

Lemma 11 Wenn g(x) = ¢(0) - x fir ein x # 0 ist, dann ist g nicht anti-
symmetrisch.

Beweis ¢(z)-0=g(z) =¢(0)-z. O

Mit diesem Lemma findet man eine untere Grenze fiir die Anzahl der Permu-
tationen, die nicht anti-symmetrisch sein kénnen. Man kann namlich die Anzahl
der Permutationen mit g(z) = g(0) - z, fiir ein z # 0, berechnen.

Wir bestimmen die Anzahl a(n) der Permutationen die an der ersten (y = 0)
und einer weiteren Stelle y € {1,... ,n} mit einer vorgegebenen Permutation g €
Spt1 lbereinstimmen. a(n) ist nicht von g abhéingig, daher wihlen wir 0.B.d.A.
g(x) = x. Da die erste Stelle einer weiteren Permutation p gleich 0 sein mu$,
reicht es, die letzten n Stellen zu betrachten. Die letzten n Stellen sind aber
Permutationen aus S, d.h.

a(n) = |{p € Spr1:p(0)=0und {1 <y <n:p(y) =y} > 1}
= HpeSu:[{0<y<n—1:py) =y} > 1}

(Mit | M| bezeichnen wir die Anzahl der Elemente in der Menge M)

Dieses Problem ist in der Literatur bekannt als ,,Mausefallenspiel mit n Karten”:

Gegeben seien n Ziffern und n numerierte Umschlige. Wieviele Mdaglichkeiten
qibt es, die Ziffern in die Umschlige einzulegen, so daf$ mindestens eine Zahl
in den richtigen Umschlag kommt.

Die gesuchte Losung a(n) kann wie folgt berechnet werden (siehe [25], Zahlenreihe:
A002467):

1. a(0) =0, a(l) =1 und a(n) = (n — 1)(a(n — 1) + a(n — 2)), oder

2. a(0) =0,a(l)=1,a(n) =n-a(n—1) — (—1)", oder
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3. a(0) =0, a(n) = [n!<], wobei e = 2,71828... die Eulersche Zahl ist und [ ]
die (verschobene) Gaufiklammer (auf die néchste ganze Zahl runden).

Nun betrachten wir alle Permutationen aus S, die mit a - x an der Stelle 0
und einer weiteren Stelle iibereinstimmen. Die Anzahl dieser Permutationen ist
gleich a(n — 1). Da fiir a # b auch a -0 # b- 0 ist, sind die Permutationen, die
mit a - x an der ersten Stelle iibereinstimmen und die, die mit b - z an der ersten
Stelle {ibereinstimmen, alle verschieden. Es gibt daher mindestens n - a(n — 1)
Permutationen in S, die nicht anti-symmetrisch sind.

Satz 11 Die Anzahl der nicht anti-symmetrischen Permutationen ist gréfer oder
gleichn-a(n —1) = n-[(n — 1)<, also
e—1
e

n! — |Ant(G)| > n - [(n — 1)! ]-

Durch einfaches Umformen erhalten wir nun ein Abschitzung fiir |Ant(G)|.

Theorem 9 Sei G eine Gruppe der Ordnung n, dann gilt

-1 !
Ant(G)| <n! —n-[(n— 1)NE—7] < % + g
Beweis Wir kénnen die verschobene Gauflklammer wie folgt abschétzen:
e—1 e—1 1
—1)! > (n—1)! — =
e R e -
Damit folgt
-1 -1
Ant(G)] < nl—n-[(n—1)1"—] < nl —nlS L
e e 2
n! n
< — 4 =
~ e 2

|

Fiir Gruppen der Ordnungen 2 bis 12 geben wir eine Abschétzung von |Ant(G)|
an:

n a(n —1) n! | nl—n-a(n—1)
2 1 2 0
3 1 6 3
4 4 24 8
3 15 120 45
6 76 720 264
7 455 5.040 1.855
8 3.186 40.320 14.832
9 25.487 362.880 133.497
10 229.384 3.628.800 1.334.960
11 | 2.293.839 | 39.916.800 14.684.571
12 | 25.232.230 | 479.001.600 176.214.840



2.6. KONSTRUKTION ANTI-SYMMETRISCHER ABBILDUNGEN 39

Fiir n = 2,3,4 sind die Abschéitzungen sogar bestmoglich. Die Gruppe Z,
besitzt keine, die Gruppe Zs; genau 3 und die Kleinsche-Vierergruppe genau 8
anti-symmetrische Abbildungen.

Fiir groflere n gilt % R~ % Demnach kénnen hochstens 36,8% der Permuta-
tionen einer beliebigen Gruppe anti-symmetrisch sein.

2.6 Konstruktion anti-symmetrischer
Abbildungen

Die anti-symmetrischen Abbildungen einer Gruppe (G, x,”",0) konnen, #hnlich
wie die Primzahlen, durch eine Siebmethode bestimmt werden. Man beginnt dabei
mit einer Matrix M = (m;;) mit n x n Elementen (n = |G|), wobei in jeder Zeile
die Zahlen 0,1,...,n — 1 stehen, d.h. m;; = j fiiri,7 =0,... ,n — 1.

Der folgende Algorithmus erzeugt anti-symmetrische Abbildungen oder er zeigt,
daB} bestimmte Abbildungen nicht anti-symmetrisch sein kénnen.

1) Fir 7 von O bis n—1 tue 2-6

2) Sind alle Elemente der i-ten Zeile von M gestrichen,
dann Abbruch

3) Wahle ein Element m;; der Zeile ¢ aus, das noch nicht
gestrichen ist, und setze (i) :=j

4) Falls 1 =n—1, dann Ende
5) Fiir k¥ von ¢+ 1 bis n—1 tue
6) Streiche die Elemente my; und my j.4.—1 aus der

k-ten Zeile

Beispiel Im folgenden wird mit diesem Algorithmus eine anti-symmetrische Ab-

012 3 4
012 3 4
bildung der Gruppe Zs bestimmt. Dazu sei M := |0 1 2 3 4f.
012 3 4
012 3 4
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0 1 2 4
Das Element myg ist nicht gestrichen, wir kénnen 0 1 2 2 A
also ¢(0) := 0 setzen. Die Elemente myy, D1 23 4
mi,041-0, MM20, MM20+2-0, MM3,0, 13,04+3-0, 4,0, X) 1 9 /8 4
My 0440 Werden gestrichen. D1 2 3 A
0 1 2 3 4]
Nun konnen wir (1) := 2 wihlen die Elemente |0 A 2 3 4
ma2, M2 2421, M32, M3 243-1, M4,2, M4 2441 WEI- p 1 2 B 4
den gestrichen. N 1 2 B A
o1 2 3 Al
Als néchstes mufl ¢(2) := 4 gew#hlt werden, da [0 1 2 3 4]
sonst in der vorletzten Zeile alle Elemente ge- N AL 2 3 4
strichen wéren und der Algorithmus im néchsten p 1 2 B 4
Durchlauf abbrechen wiirde. msg4, m3 4439, M4, N 1 2 B A
My aya—o Werden gestrichen. 0 A 2 3 Al
[0 1 2 3 4]
Es bleibt ¢(3) := 1, wodurch die Elemente mqy; [0 A 2 3 4
und my 1443 gestrichen werden. Im letzten Durch- N 1 2 B 4
lauf ist damit die Wahl ¢(4) := 3 moglich. p 1 2 B A
Lo A 2 3 Al

i . . 01 2 3 4\ . i

Der Algorithmus endet mit dem Ergebnis, dafy ¢ = 0 2 4 1 3 cine anti-

symmetrische Abbildung von Zjs ist. Der folgende Satz zeigt, dafl der Algorithmus

wie gewiinscht arbeitet:

Satz 12 FEs gilt:

1. Jede vorgegebene anti-symmetrische Abbildung kann mit dem obengenannten
Algorithmus konstruiert werden.

2. Endet der Algorithmus im Schritt 4), dann ist die konstruierte Abbildung ¢
anti-symmetrisch.

3. Bricht der Algorithmus im Schritt 2) ab, dann ezistiert keine anti-symmet-
rische Abbildung, welche mit dem bis dahin definierten @ tubereinstimmdt.

Beweis zu 1: Sei ¢ € Ant(G). Es ist zu zeigen, daB§ fir £ = 0,...,n — 1 das
Element my, () nicht gestrichen ist und damit die Wahl ¢(k) = (k) méglich ist.
Dies wird durch Induktion nach £ gezeigt.

1) In der Zeile k£ = 0 ist kein Element gestrichen, man kann also ¢(0) := 1(0)
setzen.

2) Es gelte ¢(j) = ¢(y) fir j =0,...,k—1 < n—1. Nimmt man an, da} das Ele-
ment 1y, (k) in Schritt 6 gestrichen wurde, dann gibt es ein ¢ < &k mit ¢(i) = ¥ (k)
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oder mit ¢(i) * k *i~' = ¢(k). Im ersten Fall folgt ¢(i) = (k) und ¢ wire
keine Permutation. Im zweiten Fall wire ¢ (i) x k = (k) * i. Beides steht im
Widerspruch zur Voraussetzung 1 € Ant(G). Also ist das Element my, (k) nicht
gestrichen und die Wahl ¢(k) := (k) in Schritt 3 ist moglich.

Der Algorithmus bricht auch nicht ab, da das Elemente my () nicht gestrichen
ist.

Dies zeigt, dafl jede anti-symmetrische Abbildung mit dem Algorithmus konstru-
iert werden kann.

zu 2: Es gelte p(k)xi = (i) *k fiir i < k (0.B.d.A.) und damit p(k) = @(i)xk*i L.
Da fiir £ > i das Element (i) * k % i~' gestrichen wird und die Wahl p(k) =
©() * k % i~ nicht moglich ist, mufl & < 7 gelten, also ist K = ¢ und ¢ ist eine
anti-symmetrische Abbildung.

zu 3: Dies ist eine direkte Folgerung aus 1. O

Um alle anti-symmetrischen Abbildungen einer Gruppe zu bestimmen, mufl
man offensichtlich in Schritt 3 nacheinander alle nicht gestrichenen Elemente aus-
wihlen. Der folgende rekursive Algorithmus verwirklicht dieses Vorgehen.

Erzeuge alle anti-symmetrischen Abbildungen, die mit der Permutation ¢ bis
zur Stelle ¢ — 1 {ibereinstimmen und benutze dabei die Matrix M = (m;;):

Prozedur AntiSymm(:);

1) Ist ¢=n, dann gib die anti-symmetrische Abbildung ¢ aus,
sonst:

2) Fir alle Elemente m;; der Zeile 1, die nicht
gestrichen sind, tue 3-7

3) Setze (i) :=j
4) Fir k von 7+ 1 bis n—1 tue (falls i<n—1)

5) Streiche die Elemente my; und my j..-1 aus der
k-ten Zeile von M
6) AntiSymm(i + 1),
d.h. erzeuge alle anti-symmetrischen Abbildungen,
die mit der Permutation ¢ bis zur Stelle ¢ iiberein-
stimmen.

7) Widerrufe die Anderungen der Schritte 4+5 (Elemente die
bereits vorher gestrichen waren, bleiben gestrichen!)

Der Algorithmus wird mit dem Aufruf AntiSymm(0) gestartet. Wobei m;; := j
firi,j=0,...,n—1.
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Das folgende Pascal-Programm implementiert diesen Algorithmus. In der Ma-
trix M wird dabei aber nicht das Element m;; = j gespeichert, sondern vielmehr
wie oft dieses Element gestrichen wurde. Das Streichen eines Elements entspricht
dann dem Erhohen dieses Elements um 1. Die Schritte 445 werden dann durch

Erniedrigen der verdnderten Elemente um 1 riickgéngig gemacht.

program antsymm;
const Basis = 10;
type TDigit = 0..Basis-1;

TADbb = array[TDigit] of TDigit;

TMatrix = array[TDigit,TDigit] of TDigit;
var phi : TAbb;

M : TMatrix;

procedure AntiSymm(i : TDigit);
var j,k : Integer;
begin
if i=Basis then {phi ausgeben}
else begin

for j:=0 to Basis-1 do {Fiir jedes Element der i-ten Zeile}
if M[i,j]=0 then begin {Wenn M[i,j] nicht gestrichen ist,}
phil[i]:=j; {dann setze phi(i):=j}
for k:=i+1 to Basis-1 do begin
Inc(M[k,jl); {Streiche die Elemente M[k,j]l}
Inc (M[k, j*k*i~(-1)]1); {und M[k,j*k*i~(-1)]1}
end;
AntiSymm(i+1); {Rekursiver Aufruf}
for k:=i+1 to Basis-1 do begin
Dec (M[k, j1); {Streichungen riickgéngig machen}
Dec (M[k, j*k*i~(-1)1);
end;
end;
end;
end;

var j,k : TDigit;
begin
for j:=0 to Basis-1 do
for k:=0 to Basis-1 do M[k,j]:=0;
AntiSymm(0) ;
end.
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Damit das Programm lauffahig ist, mufl noch die Verkniipfung * und das In-
verse ;! eines Elements definiert werden. Fiir die Diedergruppe lautet eine ent-

sprechende Implementierung (vgl. H.P. GumMmMm [13]):

const Basis_2 = Basis div 2; {Basis mufl gerade sein!}

function inv(x : TDigit) : TDigit;
begin
if x<Basis_2 then inv:=(Basis_2-x) mod Basis_2
else inv:=x;
end;

function add(x,y : TDigit) : TDigit;
begin
if x<Basis_2 then begin
if y<Basis_2 then add:= (x+y) mod Basis_2
else add:=((x+y) mod Basis_2)+Basis_2
end
else begin
if y<Basis_2 then add:=((x-y) mod Basis_2)+Basis_2
else add:=(x-y+Basis_2) mod Basis_2
end;
end;

Damit ist j*k*i~ (-1)=add(add(j,k),inv(i)). Fiir die Gruppe Z, kann man
die Operationen +,— und mod benutzen, d.h.

j*kxi~(-1)=(Basis+j+k-i) mod Basis.

Bei der Konstruktion aller anti-symmetrischen Abbildungen einer Gruppe kon-
nen wir noch folgende Eigenschaft ausnutzen:

Lemma 12 Sei g € Ant(G), dann ezistiert eine eindeutig bestimmte anti-sym-
metrische Abbildung go € Ant(G), mit go(0) = 0, und ein eindeutig bestimmtes
be G mit g=1,0 qgp.

Beweis Sei gg = ly)-10g, dann ist gy € Ant(G) und es gilt go(0) = g(0)~*-g(0)
0. Wenn [, o go = Iy, © hy gilt, mit go(0) = 0 = hy(0), dann folgt by = by - go(0) =
by - ho(0) = by und damit gy = hy. O

Wir miissen also lediglich die anti-symmetrischen Abbildungen gy konstruieren,
fiir die go(0) = 0 ist. Alle anderen erhalten wir dann durch die Links-Multiplikation
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mit einem Element aus der Gruppe. Fiir den Algorithmus bedeutet dies, dafl
©(0) = 0 gesetzt wird und in der Matrix M die Elemente myo und myy, k£ =
1,...,n —1, gestrichen werden. Der Aufruf erfolgt dann mit AntiSymm(1).

Aus diesem Lemma folgt auch, dal die Anzahl der anti-symmetrischen Abbil-
dungen durch die Anzahl der Elemente der Gruppe teilbar ist.

Mit diesem Programm haben wir die Anzahl der anti-symmetrischen Abbildungen
der Diedergruppen Dj bis Dg und der zyklischen Gruppen Zs bis Z5 bestimmt:

Ordnung 2 - s | Ant(Dy)| Rechenzeit |Ant(D;)|/(2s)!
2-3 120 nicht mefbar 16,667%

2-4 1.472  nicht mefibar 3,651%

2-5 34.040 ca. 50ms 0,938%

2-6 1.412.928 2,58 0,295%

2.7 100.229.976 1m 36s 0,114%

2-8 6.744.202.240 1h 48m 40s 0,032%
Ordnung n |Ant(Z,)| Rechenzeit |Ant(Zy,)|/n!
3 3 nicht mefibar 50,000%

5 15 nicht meBbar 12,500%

7 133 nicht meBbar 2,639%

9 2.025 nicht mef3bar 0,558%

11 37.851 ca. 110ms 0,095%

13 1.030.367 4s 0,017%

15 36.362.925 2m 3s 0,003%

Bemerkung Fiir n gerade haben wir bereits gezeigt, dal |Ant(Z,)| = 0 gilt.



Kapitel 3

Gruppen mit Vorzeichen und ihre
anti-symmetrischen Abbildungen

Bei der Untersuchung der Diedergruppen stieflen wir unabhingig von J. SIRAN, M.
SKOVIERA [24] auf den Begriff des Vorzeichens eines Gruppenelements. Im ersten
Abschnitt beweisen wir zunéchst einige, von J. SIRAN, M. SKOVIERA erwihnte,
grundlegende Eigenschaften. Danach zeigen wir, dafl Gruppen der Ordnung 4k + 2
eine nicht-triviale Vorzeichenfunktion besitzen. Damit kénnen wir einen sehr kurz-
en Beweis von Theorem 2 (SIEMON, Seite 19) ableiten. Einen wichtigen Spezialfall
untersuchen wir im Abschnitt ,, Anti-symmetrische Abbildungen der Diedergrup-
pe”. Wie bereits gezeigt, ist die Diedergruppe Dj die einzige Gruppe der Ordnung
10, iiber der ein Priifziffersystem existiert.

3.1 Gruppen mit Vorzeichen

Definition 8 Fine Gruppe (G,-) besitzt das Vorzeichen sgng, falls sgng : G —
{=1,+1} ein Homomorhpismus ist, d.h. sgng(x -y) = sgng(z) - sgng(y). Ein
Vorzeichen sgng heifst nicht-trivial, wenn sgng surjektiv ist. Das Vorzeichen eines
Gruppenelements x € G ist sgng(x). Die Elemente mit Vorzeichen +1 heifflen
positiv und die mit Vorzeichen —1 negativ. Die Menge aller positiven Elemente
von G werde mit G*, die der negativen Elemente mit G~ bezeichnet.

Jede Gruppe G der Ordnung n besitzt das triviale Vorzeichen z +— 1. Eine
weitere Moglichkeit ein Vorzeichen auf G zu definieren erhalten wir, wenn wir G in
die symmetrische Gruppe einbetten: Mit [, = (x — a - ), der Linksmultiplikation
mit a, ist @ = (a — [,) ein Isomorphismus von G auf G = {l,]a € G} C S,. Auf S,
konnen wir die Signatur eines Elements als Vorzeichen benutzen (vgl. MEYBERG
17)):

sgna(a) == sgnga(l,) (3.1)

45
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wobei sgnga(l,) = 1, falls [, als Produkt von einer geraden Anzahl Transpositionen
dargestellt werden kann und sgng(l,) = —1 sonst. Ist G keine Untergruppe von
Ay, so ist dieses Vorzeichen nicht-trivial.

Fiir das Vorzeichen gilt:

L. sgna(e) = 1.

L= sgng(z).

2. sgng(a™t) = sgna(z)”
3. G=GTUG .
Lemma 13 G ist ein Normalteiler mit Index < 2.

Beweis Als Kern des Homomorphismus sgng ist G ein Normalteiler in G' und
alle Nebenklassen eines Normalteilers sind gleichméchtig. O

Korollar 12 Gruppen mit ungerader Ordnung und einfache Gruppen (aufer Zs)
besitzen nur die triviale Vorzeichenfunktion sgng : x + 1.

Elemente mit ungerader Ordnung haben das Vorzeichen 1, denn aus ord(z) =
2k + 1 folgt

sgn(z) = sgn(z***?) = sgn(z)* 2 = sgn(z)*sgn(z)F* = 1.
Einfache Gruppen (aufler Z,) haben keine Normalteiler mit Index 2.

Lemma 14 Ist U eine Untergruppe mit Index 2 in G, dann wird durch

{1 fallsz € U
sgn(z) =

—1 sonst

ein Vorzeichen auf G definiert.

Beweis U ist ein Normalteiler in G und es gilt
x-yelU & xz,y € U oder x,y ¢ U
und
z-y¢U & xeUy¢Uoderaz¢gUyeU.

Folglich ist sgn : G — {—1, 1} ein Homomorphismus. O

Die letzten beiden Lemmata fassen wir wie folgt zusammen
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Satz 13 FEine Gruppe besitzt eine nicht-triviale Vorzeichenfunktion genau dann,
wenn sie eine Untergruppe mit Index 2 besitzt.

Bemerkung Falls G ein nicht-triviales Vorzeichen besitzt, so gilt G/GT = Z,
d.h. man kann die Gruppe G als Erweiterung von G* durch Z, ansehen.
Beispiel Die zyklische Gruppe Z, besitzt ein nicht-triviales Vorzeichen genau
dann, wenn n gerade ist. Ist n ungerade, dann hat Z, kein Vorzeichen. Ist n
gerade dann wird durch

(2) 1 falls x gerade
sgn(x) =
g —1 falls x ungerade

ein Vorzeichen auf Z,, definiert.

Beispiel Auf der Gruppe der Anti-Automorphismen vereinigt mit den Automor-
phismen einer Gruppe G wird durch sgn(p) = 1, falls ¢ ein Automorphismus
ist und sgn(p) = —1, falls ¢ ein Anti-Automorphismus ist, ein Vorzeichen defi-
niert. Dieses Vorzeichen ist genau dann nicht trivial, wenn G nicht abelsch ist
(vgl. Abschnitt ,,Automorphismen und Anti-Automorphismen”).

Satz 14 FEine Gruppe G der Ordnung n = 2(2k + 1), k > 1, besitzt ein nicht-
triviales Vorzeichen.

Beweis Wir zeigen, dafl das in 3.1 definierte Vorzeichen nicht-trivial ist, d.h. es
existiert ein a € G mit sgng(a) = sgng(l,) = —1. Da die Ordnung von G gerade
ist, existiert ein ¢ € G der Ordnung 2. Daher ist [, o[, = Id und [, besteht aus
2k + 1 Transpositionen (z; € G geeignet)

la = (e la(€)) (@2 la(22)) .- (T2k41 la(T2k41))-

Da 2k + 1 ungerade ist, folgt sgng(a) = sgna(ly) = —1. O

Korollar 13 Jede Gruppe der Ordnung n = 2(2k + 1), k > 1, besitzt einen Nor-
malteiler der Ordnung 2k + 1.

Beweis Da eine solche Gruppe ein nicht-triviales Vorzeichen besitzt, hat die zu-
gehorige Menge der positiven Elemente GT die Ordnung 2k + 1 und ist daher ein
Normalteiler mit der gesuchten Eigenschaft. O

Wir geben nun den noch fehlenden Beweis von Theorem 2 an. Wir miissen
zeigen, daf} eine Gruppe G der Ordnung 2(2k + 1), £ > 1, keine vollstéindige
Abbildung besitzt. G besitzt ein nicht-triviales Vorzeichen sgn (Satz 14) und G
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ist ein Normalteiler der Ordnung 2k + 1 (Korollar 13).
Wenn G eine vollstdndige Abbildung f besitzt, dann folgt:

Hsgn(x) = H sgn(z) H sgn(x)
S 1 () = (1) = () =

und

11 s9n(@) = [ son(zf (@) = [ son(@) [ [ s9n(f (x))

zelG zelG zel@ zel@
=[] son(x) [] sgn(x) = (-1)- (-1) =1,
TEG T€G

also ein Widerspruch. Demnach kann G keine vollstdndige Abbildung besitzen. O

3.2 Anti-symmetrische Abbildungen

In diesem Abschnitt zeigen wir weitere Moglichkeiten, wie wir aus einer anti-
symmetrischen Abbildung neue konstruieren kénnen.

Wir nennen zwei Permutationen p, ¢ elementfremd, wenn fiir alle = gilt:
p(r) ==z oder q(z) = .
Satz 15 Sei (G,-) eine Gruppe mit Vorzeichen sgn, g, gor € Ant(QG), und es gelte
fir alle x € G: sgn(g(x)) = ¢ - sgn(z) und sgn(r(zx)) # sgn(x) mit c € {—1,1},
dann ist fir jede Zerleqgung von r in elementfremde Faktoren, r = p o q, auch

gop € Ant(G).

Beweis Annahme: ¢ o p ist nicht anti-symmetrisch, d.h. es existieren a,b € G,
a # b mit

gop(a)-b=gop(b)-a.
Offensichtlich gilt dann p(a) # a oder p(b) # b, sonst wire g nicht anti-symmetrisch:
gopla)-b=yg(a)-b=g(b) a=gop()-a.

Wenn dagegen p(a) # a und p(b) # b gilt, dann kommen a und b nicht in ¢ vor
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und es folgt ¢(a) = a, ¢(b) = b und damit

gor(a)-b = gopog(a)-b
gopla)-b
= gop(b)-a
gopoq(h)-a
= gor(b)-a

im Widerspruch zur Voraussetzung g o r € Ant(G). Es bleibt daher nur die
Moglichkeit p(a) # a,p(b) = b. (Die Annahme ist in ¢ und b symmetrisch, es
ist also auch p(a) = a,p(b) # b abgedeckt.) Auch in diesem Fall kommt a in p vor
und damit nicht in ¢, d.h. ¢(a) = a. Aus der Annahme folgt somit die Gleichung

gor(a)-b=gopog(a)-b=gop(a)-b=gopb) a=g(h)-a.

Ein Vergleich der Vorzeichen zeigt aber

sgn(g or(a) -b) = c- sgn(r(a))sgn(b) # ¢ - sgn(a)sgn(b) = sgn(g(b) - a).

Damit ist die Annahme widerlegt, d.h. es gilt fiir alle a,b € G, a # b, gop(a)-b #
g o p(b) - a, folglich ist g o p eine anti-symmetrische Abbildung. O

Ein dhnlicher Satz gilt fiir eine nachgeschaltete Permutation.

Satz 16 Sei (G,-) eine Gruppe mit Vorzeichen sgn, g,rog € Ant(G) und es gelte
fir alle x € G: sgn(g(x)) = ¢ - sgn(z) und sgn(r(x)) # sgn(zx), mit ¢ € {—1,1},
dann ist fir jede Zerleqgung von r in elementfremde Faktoren, r = p o q, auch
pog € Ant(Q).

1 1 1

orog,p:=¢g opogund ¢ := g~ oqo g, dann ist
goT = ro g anti-symmetrisch und 7 = p o g. Die Permutationen p und ¢ sind
elementfremd, denn wenn p(a) # a gilt, dann folgt p(g(a)) # g(a) und, da p und ¢
elementfremd sind, q(g(a)) = g(a). Also gilt G(a) = ¢ *(¢(g(a))) = g ' (g(a)) = a
und a kommt in ¢ nicht vor. Auflerdem gilt

Beweis Seien 7 := g~

sgn(F(z)) = sgn(g torog(z)) =c-sgn(gog *orog(x))
= c-sgn(rog(z))
# c-sgn(g(z)) = sgn(z).

Nun sind die Voraussetzungen des vorherigen Satzes fiir 7,p und ¢ erfiillt und es
fOlgthﬁ:gog*I opog:poge Ant(G) O
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Wie der Beweis zeigt, besitzt jede anti-symmetrische Abbildung p o g (p, g
gemif Satz 16) ein weitere Darstellung g o p (p gemifl Satz 15).

Am Beweis von Satz 15 sehen wir auflerdem, dafl wir das nicht-trivale Vorzei-
chen der Gruppe nur an einer Stelle benutzen. Fiir beliebige Gruppen gilt daher:

Satz 17 Sei (G,-) eine Gruppe, g,gor € Ant(G) und es gelte fir alle v,y € G

gor(z)-y=gy)-z=z=y,
dann ist fir jede Zerleqgung von r in elementfremde Faktoren, r = p o q, auch
gop € Ant(G).

Bemerkung Aus g,gor € Ant(G) folgt nicht gor(z) -y =g(y) -z =z =y wie
folgendes Gegenbeispiel der Diedergruppe Ds (Gruppentafel auf Seite 52) zeigt:
Sei g(x) =2z 1.2 und r(z) = x-1, dann gilt g, gor € Ant(Ds) (Satz 20, Seite 52),
aber

gor(0)-3=g(1)-3=1-3=4=2-2=¢(3)-0.

Fiir die speziellen anti-symmetrischen Abbildungen ¢g(z) = b- 2 'a kénnen wir
konkret angeben, fiir welche p die Voraussetzungen von Satz 15 erfiillt sind.

1

Satz 18 Sei (G,-) eine Gruppe mit Vorzeichen sgn, und g(z) = b-x 'a sei eine

anti-symmetrische Abbildung. Zudem erfille die Permutation

p= (ki h)(k2 lz) ... (kn In),
wobei (k; ;) eine Transposition ist (k;,l; € G), die Bedingungen:
LI k=1 ky, firj=2,...,n
2. ord(l;* - k) =2, sgn(l;' - k) = —1
dann ist auch g o p(x) anti-symmetrisch.

Beweis Es sei p = (ky 11)(k2 l3)...(k, [,) eine Permutation mit den genannten
Eigenschaften. Aus den Voraussetzungen folgt, dafl die Transpositionen (k; [;)
und (k; [;) entweder gleich oder elementfremd sind. Wir nehmen daher 0.B.d.A.
an, dafl sie paarweise elementfremd sind. Sei ¢ := I;'-k; und r(z) := x-¢, dann ist
gor € Ant(G) und man sieht leicht, daf fiir die Zerlegung von r in elementfremde
Faktoren

T:(kl ll)(kg lg)(k’n ln)oq:poq
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gilt, denn r(l;) = ;- ;' -k = ;- ;" - ki = k; und r or = id. AuBerdem ist
sgn(g(z)) = sgn(b- 27! - a) = sgn(a - b)sgn(x) und sgn(r(z)) = sgn(z -1, - ki) =
sgn(z)sgn(l7' - ki) = —sgn(x) # sgn(x). Damit sind die Voraussetzungen von
Satz 15 fiir g und r = p o ¢ erfiillt und es folgt g o p € Ant(G). O

Ganz analog zeigt man den folgenden Satz, der ein Spezialfall von Satz 16 ist.

Satz 19 Sei (G,-) eine Gruppe mit Vorzeichen sgn, und g(z) = b-x ' -a €
Ant(G). Zudem erfille die Permutation

p= (k1 L)(ks lg)...(kn 1)
die folgenden Bedingungen:
Loly-ky 't =1k firj=2,...,n
2. ord(ly - k;') =2, sgn(ly - k') = —1

dann ist auch p o g(x) anti-symmetrisch.

3.3 Anti-symmetrische Abbildungen der
Diedergruppe

Die Diedergruppe Dj spielt eine wichtige Rolle bei der Suche nach einem Priifziffer-
system, denn sie ist die einzige Gruppe der Ordnung 10 die eine anti-symmetrische
Abbildung besitzt. In diesem Abschnitt zeigen wir daher einige Eigenschaften
der anti-symmetrischen Abbildungen der Diedergruppe. Dazu benutzen wir die
Matrixschreibweise der Diedergruppe (H.P. GumwMm [12]) (s > 2)

D, = {(e,x)le € {—1,1} und = € Z,}
mit der Verkniipfung
(€,£U) : (f:y) = (6f,€y+$)

In der ersten Komponente wird in der multiplikativ geschriebenen Gruppe Zo
gerechnet, in der zweiten im Ring Z;. Den Paaren (e,z) ordnen wir die Ziffern
{0,...,2s — 1} auf folgende Weise zu:

(l,z) > x (—l,z) = s+

Fiir D5 haben wir damit die Gruppentafel:
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Durch die Matrixschreibweise kénnen wir eine anti-symmetrische Abbildung
g € Ant(D;) in der Form

g(ea .’L‘) = (gl(ea .’IZ‘), 92(67 .’L‘))
schreiben, wobei ¢g; : Dy — {—1,1} und g5 : Dy — {0, ..., s — 1} surjektive Abbil-

dungen sind.

Als Folgerung von Theorem 4 (Seite 24) und Satz 3 (Seite 30) erhalten wir

Satz 20 Die Abbildungen b-x~'-a mit b € D,, (s > 2 ungerade) und a €
{1,...,s — 1} sind anti-symmetrisch.

Beweis Die Abbildung 27! - a, a € {1,...,s — 1} ist anti-symmetrisch, da a mit
keinem Element der Ordnung 2 kommutiert: Weil s ungerade ist, haben nur die
Elemente (—1,¢) die Ordnung 2, denn aus (1,z) - (1,z) = (1,2z) = (1,0) folgt
z = 0. Angenommen a = (1, a) kommutiert mit dem Element (—1,¢), d.h.

(1,a)-(—1,¢) =(-1,c+a) = (-1, c—a) = (—1,¢) - (1,a).

Es folgt ¢ +a = ¢ — a bzw. 2a = 0 und damit a = 0, im Widerspruch zu
a€{1,..,s —1}. Also ist x7'a und somit auch bxr~'a anti-symmetrisch. O

Bei einem Vergleich dieses Satzes mit dem vorherigen Abschnitt, stellt sich die
Frage, ob Satz 18 anwendbar ist. Dies ist moglich, wie der folgende Satz zeigt.
Zunichst fiihren wir allerdings das Vorzeichen eines Elements der Diedergruppe
ein. Auf der Diedergruppe wird durch die Funktion sgn : Dy — {—1,1},

sgn(e,r) :=e
ein nicht-triviales Vorzeichen definiert, denn es gilt

sgn((e, x) - (f,y)) = sgn(ef, ey + x) = ef = sgn(e, x)sgn(f,y).
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Wenn wir die Darstellung der Diedergruppe mit den Ziffern {0, ... ,2s—1} benut-
zen, dann ist sgn(z) = sgn(l,z) =1,0 <z < s—1 und sgn(s+z) = sgn(—1,x) =
-1, s<s+x<2s—1.

Satz 21 Seig(z) :=b-z7'-a € Ant(D,) und p := (k1 1)(ky lo)...(k, 1,) mit
den Eigenschaften s <k; <2s—1,0<0; <s—1, k; # k; und ll_1 -k = lj_1 - Ky,
baw. I - k7' =15 - k-_l, j=2,...,n, dann ist auch gop bzw. po g € Ant(Dy).

1 # 1 =sgn(l) und (I7" - k) - (170 k) = (L,y) -

(-Lz+y)-(-l,z+y)=(1,—z—y+2x+y) = (1,0) also
) = 2. Mit Satz 18 bzw. Satz 19 folgt die Behauptung. O

(= 171‘) (1,y)- (-1

Beweis Es ist sgn(kl)
,T) =
ord(l7' k) = ord(ll ki

Mit diesem Satz konnen wir 3040 anti-symmetrische Abbildungen der Dieder-
gruppe D5 aus den Permutationen b - 27! - a konstruieren (bislang waren nur 40
bekannt).

Beispiel Wir wihlen b = 0,a = 1, dann ist g(z) = 7' - 1 = (10)(42)(98765) €
Ant(Ds). Aus Satz 21 folgt, dal z.B. auch g o (50) o (61) € Ant(Ds) oder
o (61)-(83)-(94) = (50) o (73) o (82) 0 g € Ant(Ds).

3.3.1 Fehlererkennung

Fiir die Komponentenfunktionen g¢;, g der Diedergruppe kénnen wir weitere Ei-
genschaften zeigen. Auflerdem beweisen wir am Ende dieses Abschnitts, dafl iiber
den Diedergruppen Dy, s > 2 ungerade, kein Priifziffersystem existiert, welches
alle Sprungtranspositionen erkennt.

Satz 22 Sei g € Ant(Dy) (s > 2), g(e,x) = (g1(e, ), g2(e, x)), dann hingt g2 von
e und von x ab.

Beweis Fall 1: g, hiinge nur von e ab, d.h. gs(e,z) = g2(e). In diesem Fall besitzt
g2(D;) hochstens zwei Elemente (némlich go(1,0) und go(—1,0)) und g(Ds) besitzt
hochstens vier Elemente (£1, go(£1,0)). Damit kann g keine Permutation sein, da
Dy fiir s > 2 mindestens sechs Elemente hat. Also ist g & Ant(Ds).

Fall 2: g5 hiinge nur von z ab, d.h. gs(e,x) = g2(x). Auch hier folgt, daB8 ¢ nicht
anti-symmetrisch ist, denn es gilt entweder ¢;(1,0) = ¢;(—1,0) und g wire nicht
injektiva 9(170) = (91(170)792(0)) = (gl(_lvo)agQ(O)) = g(_170)7 oder 91(170) =
—g1(—1,0) und damit

9(170) : (_170) = (gl(la 0)792(0)) : (_170) = (_91(170)792(0))
(91(=1,0), 92(0))

= g(—l,O) ) (170)'
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Folglich ist g nur anti-symmetrisch wenn g von e und von x abhéngt. O

Satz 23 Sei g € Ant(Dy) (s > 2 ungerade), g(e,x) = (g1(e, ), g2(e,x)), dann
héingt g1 entweder nur von e oder von e und x ab.

Beweis Wenn g; nur von x abhéngt, dann gilt fir allez € {0,...,s—1} ¢:(1,2) =
g1(—1,z). Die Anzahl a; := |{(e,x) € Ds|g1(e,z) = 1}| und a1 = [{(e,z) €
Dg|g1(e,z) = —1}| der Elemente, fiir die g, (e, z) gleich 1 bzw. —1 ist, mufl daher
gerade sein, a; = 2k;. Weiterhin gilt a; + a1 = 2k; + 2k 1 = |D,| = 2s, woraus
ki + k_y = s folgt. Da s ungerade ist, mufl k; # k_; und deshalb a; # a_; gelten.
Damit kann g nicht injektiv sein, denn es gilt |{(e,z) € Dile = 1} = s = |{(e, z) €
Dgle = —1}|. Also ist g im Fall, daf g; nur von x abhéingt, nicht anti-symmetrisch.
|

Satz 24 Sei g € Ant(Dy), s > 2, gle,x) = (e, g2(e,x)), dann sind go(1,z) und
g2(—1,—x) anti-symmetrische Abbildungen von Zs.

Beweis Sei ¢ € {—1,1}, wir zeigen ¢s(c,cx) € Ant(Zs). Dazu sei go(c,cx) +y =

92(07 Cy) + z. Es fOlgt g(c, Cx) ) (Ca Cy) = (17y + 92(07 CJ?)) = (173j + 92(07 Cy)) =
g(c,ey) - (¢, cx) und damit (¢, cz) = (¢,cy) bzw. x =y. O

Satz 25 Sei g € Ant(D;) (s > 2 gerade), g(e,z) = (g1(e, ), g2(e, x)), dann hdingt
g1 entweder nur von x oder von e und x ab.

Beweis Wenn g¢; nur von e abhéingt, dann wére go(1,x) eine anti-symmetrische
Abbildung von Z,. Wir haben aber bereits gezeigt, dafl Z, fiir gerades s keine
anti-symmetrische Abbildung besitzt. O

Abschlieflend zeigen wir eine wichtige Eigenschaft der anti-symmetrischen Ab-
bildungen der Diedergruppe.

Satz 26 Sei g € Ant(D;), s > 2 ungerade, dann ezistiert ein ¢ € D, so daf
g(x) - ¢ & Ant(Dy) ist.

Korollar 14 Uber der Diedergruppe Dy, s > 2 ungerade, existiert kein Priifziffer-
system das alle Sprungtranspositionen erkennt.

Beweis Es existiert ein Element (—1,z) € Dy, so dafl —g¢;(1,0) = g1(—1, z) gilt,
denn sonst héitten wir mindestens s+ 1 Elemente mit dem gleichen Vorzeichen und
g wire keine Permutation. In Z; existiert ein multiplikativ Inverses von 2, ndmlich
1/2=k+1, wenn s = 2k + 1 ist. Wir setzen

c = (1, 1/2-g1(—1,2) (91(1,0)1: + ¢2(1,0) — 92(—171;)))
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und es folgt

9(1,0) ¢ (=1,2) = ( ,92(1,0)) - (1,1/2- g1 (=1, 2) -
( T+ 92(1,0) = g2(—1,2))) - (— L)
( ,91(1,0) - 1/2- gl( 1,z)-
( ) ) (= 17)
( ,0), g1(1, 0)x+g1(1 0)-1/2-g1(—1,z) -
( )x+gz(1 0) — g2(—1,2)) + 2(1,0))
= (—g1(1,0),1/2( (1, 0)x+g2(1 0) + g2(—1,2)))
g(-Lz) c-(L,0) = g
( (—1717),92(—1,$)) ’ (1,1/2-91(—1,x) )
(91(1,0)z + g2(1,0) = go(—1, 7))
( (=1, 2),01(=1,2) - 1/2- g1 (=1, 2) -
(91(1,0)z + 95(1,0) = ga(=1, 7)) + g2(—1, 7))
(

—¢1(1,0),1/2(g1(1,0)z + g2(1,0) + g2(—1,)))

also g(1,0)-¢-(—=1,2) = g(—1,2)-¢-(1,0) und g(x)-c ist nicht anti-symmetrisch.
Auflerdem erkennt ¢ nicht alle Sprungtranspositionen (vgl. Seite 14). O

Zusammen mit Korollar 4 (Seite 19) haben wir damit gezeigt:

Theorem 10 Sei s > 2 ungerade. Uber der Gruppe D, existiert kein Priifzif-
fersystem, das alle Sprungtranspositionen oder alle Zwillings- oder alle Sprung-
zwillingsfehler erkennt.

3.3.2 Automorphismen und Anti-Automorphismen der
Diedergruppe

Die Automorphismen und die Anti-Automorphismen sind bei der Bestimmung der
Aquivalenzklassen bzw. bei der Suche nach anti-symmetrischen Abbildungen sehr
wichtig. Fiir die Diedergruppe Dy, s > 2, kann man diese recht einfach bestimmen.
Dazu nutzt man aus, daf§ die Diedergruppe von den Elementen (1,1) und (—1,0)
erzeugt wird. Das Element (1,1) hat in D, die Ordnung s und (—1, z) hat fiir alle
x die Ordnung 2. Da fiir jeden Automorphismus oder Anti-Automorphismus ¢
die Elemente ¢(x) und z die gleiche Ordnung haben, muf§ p(1,1) = (1, d) fiir ein
d € Zs gelten. d mufl dabei eine Einheit des Ringes Z; sein, d.h. ¢gg¢T(d,s) = 1,
sonst hétte (1,d) nicht die Ordnung s. Ebenso folgt, dafi ¢(—1,0) = (—1,¢)
ist mit ¢ € Zs, denn andernfalls wiirde ¢ alle Elemente auf die Untergruppe
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{(1,z)|x € Z} abbilden und ¢ wire demnach nicht surjektiv. Wie wir bereits
gezeigt haben, reicht es, die Automorphismen einer Gruppe zu bestimmen, denn
die Anti-Automorphismen lassen sich durch inv o ¢ darstellen, wobei ¢ ein Auto-
morphismus ist. Mit der Verkniipfung (e, z)-(f,y) = (ef, ey+x) der Diedergruppe
erhalten wir die folgenden Eigenschaften des Automorphismus ¢:

L. p(1,2) = ¢(1,1)* = (1,d)* = (1, dx), fiir alle x € Z,.

2. 90(_17‘7:) = 90((171:)'(_170)) = 90(17*7:)'90(_170) = (l,dx)-(—l,c) = (_1=C+
dx), fir alle x € Z,.

Die Eigenschaften 1 und 2 sind also notwendig dafiir, daf} ¢ ein Automorphismus
ist. Sie sind aber auch hinreichend. Dazu seien d eine Einheit von Z,, ¢ ein
Element von Z; und ¢ : Dy — D; eine Abbildung mit p(1,2) = (1,dx), p(—1,z) =
(—1, ¢+ dx). Mit dieser Definition ist ¢ bijektiv, denn aus p(e, z) = ¢(f,y) folgt
e = f und dr = dy bzw. ¢+ dxr = ¢+ dy und damit, weil d eine Einheit ist, v = y.
Also ist ¢ injektiv und damit auch surjektiv (D; ist endlich). ¢ ist auBlerdem ein
Homomorphismus, denn es gilt fiir alle z,y € Zj,:

- o((L,2)-(1,y) = (1, v+y) = (1, dv+dy) = (1,dx)-(1,dy) = o(1,2)-p(1,y)

- o((Lz)-(-1,y)) = p(-1,y+z) = (-1, c+dy+dz) = (1,dz)- (-1, c+dy) =
p(L,2) - p(=1y)

- p((=L ) (Ly)) = p(=1, —y+2) = (=L, c=dy+dr) = (=1, c+dx)-(1, dy) =

- o((-1,2) - ( Ly))=e¢(l,—y+2z)=(1,—-dy+dz) = (—1,c+dx) - (—1,c+
dy) = p(=1,2) - o(—1,y)

Also ist ¢ ein Automorphismus.

Damit haben wir fiir die Anti-Automorphismen der Diedergruppe die Darstel-
lung

invop(l,r) = (1,dr) ' =(1,—dx)
invogp(—1,z) = (~1,c+dx)™" = (~1,c+dx).

Der folgende Satz fafit dieses Ergebnis zusammen:

Satz 27 Seien p,v : Dy — D, Abbildungen der Diedergruppe Dy,s > 2, dann gilt:

1. Genau dann ist ¢ ein Automorphismus, wenn eine Einheit d und ein Element
c von L ezistieren mit o(1,z) = (1,dz) und p(—1,z) = (=1, c+ dz).
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2. Genau dann ist ¢ ein Anti-Automorphismus, wenn eine Einheit d und ein
Element ¢ von Zs existieren mit (1, 2) = (1, —dz) und Y(—1,z) = (—1,c+
dx).

Wenn s ungerade ist, d.h. s = 2k 4+ 1, dann besitzt 2 ein multiplikativ Inver-
ses, ndmlich 1/2 = k 4+ 1. Die Funktion (1 — €)/2 ist dann gleich 0, wenn e = 1
ist und gleich 1, wenn e = —1 ist. Die Automorphismen der Diedergruppe D,
haben daher fiir s > 2 ungerade alle die Form ¢(e,z) = (e, (1 —€)/2 - ¢+ dx) =
(e,(1—e)é+dx) = (e,é — e+ dx) und die Anti-Automorphismen haben die Form
(e, x) = (e,é — e¢ — edr) mit d € Z* und ¢ € Z,.

Damit konnen wir die folgenden Sitze zeigen:

Satz 28 Die Diedergruppe Dy s > 2 besitzt keinen anti-symmetrischen Automor-
phismus und sie besitzt einen fixpunktfreien, d.h. anti-symmetrischen, Anti-Auto-
morphismus genau dann, wenn s ungerade ist.

Beweis Ist s gerade, dann ist s/2 das einzige Element der Ordnung 2 in Z,. Da
jeder (Anti-)Automorphismus 1) die Ordnung und das Vorzeichen e = sgn(e, x)
erhalt, gilt ¥(1,s/2) = (1, s/2) und %) ist nicht anti-symmetrisch.

Ist s ungerade, dann kommutiert (1,1) mit keinem Element der Ordnung 2,
(1,1) - (-1,z) = (-L,z+1) # (-1, — 1) = (-1,z) - (1,1), und damit ist
Y(x) = (1,—1) - 27" - (1,1) ein fixpunktfreier Anti-Automorphismus. Ist ¢ ein
Automorphismus mit ¢(—1,0) = (—1,¢), dann definieren wir z := (=1,1/2 - ¢)
und es folgt

(—1,¢)=(-1,1/2-c+1/2-¢)
(—=1,1/2-¢)(—1,0)(—1,1/2-¢)
2 1(~1,0)z.

90(_17 0) =

Also ist ¢ nicht anti-symmetrisch (Satz 8, Seite 35). O

Satz 29 Sei ¢ ein Anti-Automorphismus der Diedergruppe Ds, d.h. (1,z) =
(1,dz) und Y(—1,2) = (=1,¢c — dx) mit ¢ € Zs, d € Z%, dann ist ¢ genau dann
fizpunktfrei, wenn d — 1 eine Einheit und d + 1 kein Teiler von ¢ (in Zs) ist.

Beweis Wenn ¢ einen Fixpunkt (1,z) # (1,0) oder (—1,z) besitzt, dann gilt
¥(1,z) = (1,dx) = (1,z) oder ¥(—1,z) = (=1,¢ — dz) = (—1,z). Im ersten Fall
folgt dv = x bzw. (d — 1)z = 0 und d — 1 ist keine Einheit. Im zweiten Fall ist
¢ —dr =z also ¢ = (d+ 1)z und d + 1 teilt ¢. Da nur Aquivalenzumformungen
benutzt wurden, folgt damit auch die Riickrichtung. O

Beispiel Fiir die Diedergruppe Ds kénnen wir ¢ = 1,2,3,4 und d = 4 wéhlen.
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3.3.3 Beispiele

In diesem Abschnitt geben wir verschiedene Literatur-Beispiele von anti-symmet-
rischen Abbildungen der Diedergruppe an und zeigen, dafl diese Spezialfille der
bisher erarbeiteten Sitze darstellen. Mit diesen Sitzen gelingt uns jeweils ein deut-
lich kiirzerer Beweis der Behauptungen.

Beispiel (VERHOEFF [27]) Definiere ¢ durch ¢(a*) = a* und ¢(a’b) = /=%,
d # 0, dann ist p € Ant(D;), s ungerade.

Beweis Wir schreiben ¢ zunéchst in der Matrixschreibweise: ¢(1,k) = (1, —k)
und ¢(—1,7) = (=1,5—d). Es folgt, daBl p(e,z) = (1,—1/2-d)- (e, z)~"-(1,1/2-d)
ist, denn

(1,-1/2-d) - (e,x)”" - (1,1/2-d) = (1,-1/2-d)- (e, —ex)-(1,1/2d)
= (e,—ex —1/2-d+1/2-ed)

) (1, =) fallse =1
| (-Lz—d) fallse=—1.

Nach Satz 20 (Seite 52) ist damit ¢ eine anti-symmetrische Abbildung von Dj.

Beispiel (H.P. GumMm [12]) Fiir a,b € Zs, s ungerade, a # 0 ist ¢(e,x) =
(e,e(a —x) +b) € Ant(Dy).

Beweis Es ist o(e,z) = (1,b)(e,z) *(1,a) = (1,b)(e, —ex)(1,a) = (e, —ex + b +
ea) = (e,e(a — x) + b) und wir kénnen wieder Satz 20 anwenden.

Beispiel (GALLIAN/MULLIN [10]) Die im Beweis von Theorem 3 (Seite 22) defi-
nierte Abbildung der Diedergruppe D,,, n ungerade, in Matrixschreibweise lautet
o(l,z) = (1,2 —z), o(—1,2) = (—1,z). Mit a = b =1 ist dies ein Spezialfall des
vorherigen Beispiels.

Beispiel (STEVEN J. WINTERS [28]) Fiir jede ungerade Zahl s > 2 definiere die
Permutation (Zyklenschreibweise)

s—1 s+1
2 7 2

e=(0)(1,s—=1)(2,s—2)...( )(s,s+1,...,2s—1).

Dann ist ¢ eine anti-symmetrische Abbildung von D;.

Beweis Die Matrixschreibweise dieser Permutation lautet

(1, —x) fallse =1
ple,r) =
(—1,z+1) fallse=—1.
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Fiir d = —1 stimmt diese Permutation mit der von VERHOEFF gefundenen iiberein.

Beispiel Die elfstelligen Seriennummern der deutschen Banknoten werden mit der
Permutation ¢ = [1576283094] = [7046913258] ! (vgl. Seite 100) gesichert [21].
Die Nummern enthalten an den Positionen 1,2 und 10 statt Ziffern Buchstaben.
Diese werden vor der Priifung geméf} folgender Tabelle umgesetzt:

A DG KUILNSUY Z
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Die Priifgleichung lautet

p(10) - P*(w9) -+ 9 (@1) - 20 = 0.

Wire die vorletzte Stelle der Seriennummer kein Buchstabe, sondern eine Ziffer,
dann wiirde das Verfahren nicht alle Vertauschungen von zy, mit x; erkennen.
Aber durch den Buchstaben besteht keine Verwechslungsgefahr. Bei der benutzten
Priifgleichung ist nicht ¢, sondern ¢! eine anti-symmetrische Abbildung, da die
Potenzen von ¢ aufsteigend gewiahlt wurden.

Fiir die Seriennummer DG2661778N1 eines 10-DM Scheines ergibt sich bei-
spielsweise

Seriennummer DG2661778N1
codierte Zahl 12266177851
o(z10), - ,9'%(z1), 20 50163727991

Die Diedermultiplikation liefert 5-0-1-6-3-7-2-7-9-9-1 =0, d.h. die
Seriennummer ist giiltig.
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Kapitel 4

Priifziffersysteme iiber
Quasigruppen

In diesem Kapitel verallgemeinern wir den Begriff des Priifziffersystems auf Quasi-
gruppen. Wir untersuchen verschiedene Anséitze und geben am Ende Priifziffer-
systeme zu den Basen 6, 8 und 10 an, die eine bessere oder zumindest gleich gute
Fehlererkennung bieten, wie Priifziffersysteme basierend auf Gruppen. Auflerdem
zeigen wir, dafl eine Reihe von Quasigruppen keine bessere Fehlererkennung bieten
konnen als Priifziffersysteme iiber Gruppen.

4.1 Allgemeine Ergebnisse

Wir stellen zuerst zwei Moglichkeiten vor, wie der Begriff , Priifziffersystem” ver-
allgemeinert werden kann.

Definition 9 Sei D = {0,...,m — 1} eine Menge von Ziffern, ¢ € D und g :
D™t — D eine Abbildung. Die Menge P, . := {(dy,...,dy) € D""g(d,,...,do) =
c} heifgt implizites Priifziffersystem zur Basis m, wenn gilt:

1. g(dpy. . ydiy... doy) = g(dy,...,d, ... ,dy) = c impliziert d; = d,

2. g(dy,...,diyd;i 1,...,do) = g(dp,...,d;i 1,d;,...,do) = cimpliziert d; = d;
3. fir alle dy, ... ,d; € D ezistiert ein dy € D s.d. g(dp,...,d,dy) =c

oder, vgl. H.P. GuMM [12]

Definition 10 Sei D = {0,...,m — 1} eine Menge von Ziffern und f : D" — D
eine Abbildung. Die Menge P} := {(dy,...,do) € D" f(dy, ..., di) = do} heifit
explizites Priifziffersystem zur Basis m, wenn gilt:

1. f(dy,...,ds...;dy) = f(dn,...,d ... dy) impliziert d; = d
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2. f(dn, ceey di, di,l, ceey dl) = f(dn, ceey di—l, di, ceey dl) ’melZZZET‘t dl = di—l
3. f(dn,...,do,do) = dy, wobei f(dy, ..., dy) = doy, impliziert dy = d;

Bei den impliziten Priifziffersystemen ist die Priifziffer dy einer vorgegebenen
Zahld,d,_; ...d; die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung g(d,, ... ,d, dy) =
c. Dabei garantiert uns die dritte Eigenschaft, dafl {iberhaupt eine Lésung existiert,
mit der ersten Eigenschaft folgt deren Eindeutigkeit. Die zweite Eigenschaft sorgt
fiir die Erkennung aller Nachbarvertauschungen.

Die expliziten Priifziffersysteme haben den Vorteil, daf§ sich die Priifziffer nicht als
Losung einer Gleichung ergibt, sondern dafi diese direkt durch f(d,,...,d;) aus-
gerechnet werden kann. Die dritte Eigenschaft dient hier dazu, die Vertauschung
der letzten Ziffer mit der Priifziffer zu erkennen.

Beide Definitionen lassen es auch zu, eine Priifziffer zu bestimmen, die in die
urspriingliche Zahl an einer Position ¢ eingebaut wird. Dazu bestimmt man die
eindeutige Losung p der Gleichung

g(dna 7di+17p7di7"' 7d1) =cC

bzw.
f(dn; . ,dH_l,p, di; . ,dg) = dl.
Die gesicherte Zahl lautet in beiden Féllen d,,d,, 1 ...d;11pd; .. .dad;.

Die Definitionen sind im folgenden Sinne dquivalent: Zu jedem expliziten Priif-
ziffersystem P; erhilt man ein implizites Priifziffersystem P, . mit der Eigenschaft
fdn, ... ydi) =do & g(dn, ..., do) = ¢ (und damit P; = P, .) durch die Definitio-
nen ¢ := 0 und
0 falls f(dn, ceey dl) = d()

1 sonst

g(dp, ..., do) = {

Und umgekehrt erhélt man zu jedem impliziten Priifziffersystem P, . ein explizi-
tes Priifziffersystem P; indem man f(dy,...,d;) durch die eindeutig bestimmte
Losung = der Gleichung ¢(d,, ..., d;,x) = ¢ definiert, also

fldn,...,d1) =2 < g(d,,...,d,z) =c

Schwieriger ist die Losung des folgenden Problems: Wenn f eine bestimmte
Darstellung (z.B. mit Quasigruppen) besitzt, gibt es dann auch ein g, das eine
analoge Darstellung mit der Eigenschaft

f(dn;---ydl) :d(){:}g(dn,...,do):C (41)

besitzt? Fiir das genannte Beispiel kann man die Fragestellung positiv beantwor-
ten, wie der folgende Satz zeigt:
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Satz 30 1. Zu jedem expliziten Priifziffersystem P}, wobei f eine Darstellung
mit n — 1 Quasigruppen x; besitzt, f(dy,...,d1) = (... ((dy *p dp_1) *n_1
dn—2) *n_1 ) *2 dy, existiert eine Quasigruppe 1, und ein ¢ € D, so dafs
4.1 fiir g(dp, ..., do) := f(dn,...,dy)*1do = (... ((dp *n dp_1) *n_1dn_2) *p_1

) *1 dy gilt.

2. Zu jedem impliziten Priifziffersystem Py ., wobei g eine Darstellung mit n
Quasigruppen *; besitzt, g(dy,,...,dy) = (... ((dy *n dp1) *n_1 dn_2) *p_1
..) %1 do, existiert eine Quasigruppe x5, so dafi 4.1 fir f(d,,...,d;) =
((c ((dp *n 1) *n1 dp9) %51 ...) %3 dg) *b dy gilt.

Beweis Mit zx;y := x—y (Rechnung in der Gruppe Z,,) und ¢ := 0 folgt Behaup-
tung 1. ) wird durch die Bedingung zx,by = z < (x*9y)*; 2 = ¢ definiert. Damit
folgt Behauptung 2. (Das %} eine Quasigruppe ist, folgt aus den Kiirzungsregeln
der Quasigruppen #, und %, siehe unten)

Sollen allerdings alle benutzten Quasigruppen gleich sein, so fiihren die unter-
schiedlichen Definitionen i.allg. auch zu unterschiedlichen Codewdrtern:

Beispiel Seien D :={0,...,6}, f(z,y) =2 — 2y, g(z,y,2) := (x — 2y) — 2z und
c:= 0. Esgilt f(5,2) =1, aber g(5,2,1) = =1 # 0 = ¢(5,2,4), d.h. im ersten
Fall ist 52-1, im zweiten Fall 52-4 die gesicherte Zahl.

4.2 n-Quasigruppen
Zunichst definieren wir einige Grundbegriffe.

Definition 11 FEine Quasigruppe ist eine Algebra (Q, ) mit der Eigenschaft, daf
die Gleichungen axx = b und y*a = b fir jedes Paar a,b eine eindeutige Lisung
x, bzw. y besitzen.

Fine n-Quasigruppe ist eine Algebra (Q, f), [ : Q" — Q, so daf§ fir i =
1,...,nund alle x,, ..., ;01,2 1,...,T1,%0 € Q die Gleichung

f([L'n, ey L1, Ty Tj—15 - - - ,ZL‘l) = Ty

eine eindeutig bestimmte Lisung © € Q) besitzt.

Bemerkung Die Quasigruppen sind ein Spezialfall der n-Quasigruppen. Sie wer-
den daher im Zusammenhang mit n-Quasigruppen als binire Quasigruppen be-
zeichnet.

Bekanntlich ist ein endlicher Gruppoid genau dann eine Quasigruppe, wenn in
ihm die Kiirzungsregeln a x x = axy = xr =y und x xa = y xa = x = y gelten.
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Definition 12 Zwei n-Quasigruppen f, g sind isotop, falls Permutationen «,
By ..., B1 existieren mit

a(f(xn, ..., x1)) = g(Bn(xn), .., Bi(z1)),

sie heiffen isomorph, falls « = B, = ... = [y gilt.

Bemerkung Isotopie und Isomorphie definieren eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der n-Quasigruppen.

Definition 13 Die Parastrophie f, einer n-Quasigruppe f und der Permutation
o € Spy1 wird definiert durch

f@n,...;z) =20 & falTam), - Tam) = Ta(0)-
Sie heifit hauptsichlich wenn «(0) = 0 ist.

Offensichtlich sind die Parastrophien einer n-Quasigruppe wieder eine n-Quasi-
gruppe. Fiir eine Quasigruppe (Q, *) definieren wir speziell:

TRY=2 &  yxxr=2z
xfy=z &  y=zxx*z
\Ny=z & T=2z%xy
vy =z g T=Y*z
\Niy=2z &  y=zxzx

Es gilt z/(z xy) =y, v+ (z/y) =y und (zxy)\y =z, (z\y) xy = .

Definition 14 Die Quasigruppen (Q,*) und (Q,-) heiffen orthogonal, wenn die
Paare (xxy,x-y) fir alle x,y € Q paarweise verschieden sind. Eine Quasigruppe
(Q, *) heifit selbstorthogonal, wenn sie orthogonal zu (Q, *;) ist.

Lemma 15 Zwei endliche Quasigruppen (Q,x) und (Q,-) der Ordnung m sind
genau dann orthogonal, wenn fir alle a,b € () die Gleichungen xxy =a, x-y=>
eine eindeutig bestimmte Lisung x,y € @) besitzen.

Beweis Seien (@, *) und (@, -) orthogonal, und es gelten die Gleichungen z'xy’ =
rxy = a, 2'-y' = x-y = b. Dies ist dquivalent zur Gleichheit der Paare (z'xy’, 2'-1/)
und (z*y,z-y). Die Paare sind aber nach Voraussetzung genau dann gleich, wenn
x=2x" und y =y’ gilt. Also ist die Losung der Gleichungen eindeutig.

Wir miissen noch zeigen, dafy die Gleichungen iiberhaupt eine Losung besitzen.
Da die Paare (z %y, - y) alle verschieden sind, haben wir m? verschiedene Paare.
Folglich mu$ es fiir jedes Paar (a,b) Elemente z,y € @ mit (z xy,z-y) = (a,b)
geben. Die Riickrichtung folgt analog. O
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Fiir die Verkniipfungstafel einer Quasigruppe ist der Begriff lateinisches Qua-
drat {iblich. Lateinische Quadrate heiflen orthogonal, wenn ihre zugehorigen Qua-
sigruppen orthogonal sind. Die orthogonalen lateinischen Quadrate spielen im
Zusammenhang mit den endlichen affinen Ebenen eine wichtige Rolle.

Beispiel 1. Die folgenden beiden Quasigruppen sind orthogonal.

«[0 1 2 0 1 2 (x,)] 0 1 2
0[0 1 2 0[0 1 2 0 |(0,0) (1,1) (2,2
—

112 01 11 2 0 1 | (21) (0,2) (1,0)
211 2 0 202 0 1 2 | (1,2) (2,00 (0,1)

2. Die folgende Quasigruppe ist selbstorthogonal.

*10 1 2 3 » |0 1 2 3
00 1 2 3 010 2 3 1
112 3 0 1 111 3 2 0
213 2 10 212 0 1 3
311 0 3 2 313 1 0 2

Orthogonale lateinische Quadrate wurden zuerst von EULER Ende des 18.
Jahrhunderts untersucht. Fiir das Kreuzprodukt zweier orthogonaler lateinischer
Quadrate benutzte er den Begriff , Griechisch-Lateinisches-Quadrat”, da er fiir das
eine Quadrat griechische und fiir das andere lateinische Buchstaben verwendete.
Griechisch-Lateinische-Quadrate werden aus diesem Grund auch Euler-Quadrate
genannt.

Definition 15 FEine Quasigruppe (Q, ) ist anti-symmetrisch, wenn xxy = yxx =
x =y gilt. Analog heifit eine n-Quasigruppe anti-symmetrisch, wenn

fl@n, .. xiyxiq, .o x1) = f(@py oo Ti1, Ty ooy ) = T = Tj 1.

Definition 16 FEine Permutation ¢ einer Quasigruppe (Q,*) heift anti-symmet-
rische bzw. vollstandige Abbildung, falls gilt:

bzw.

e Ha)xz=¢ Yy xy =  x=uy.

Die Menge aller anti-symmetrischen bzw. wvollstandigen Abbildungen einer Qua-
sigruppe werde mit Ant(Q, *) bzw. Com(Q), *) bezeichnet.
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Bemerkung Die zweite Eigenschaft ist dquivalent zu

zxo(r) =y *p(y) = T =y.

Die Definition der vollstindigen Abbildungen stimmt also mit der fiir Gruppen
getroffenen Definition iiberein.

Definition 17 Se: f eine n-Quasigruppe dann wird die n-Quasigruppe f definiert
durch

~

flxp,...,x) =20 & (20, T1,. .., Tn_1) = Ty

Wir zeigen nun den Zusammenhang zwischen n-Quasigruppen und Priifziffer-
systemen.

Satz 31 1. Jede n-Quasigruppe erkennt alle Einzelfehler. Wenn g eine anti-
symmetrische n-Quasigruppe ist, so definiert P, . ein implizites Prifziffer-
system fir alle ¢ € D.

2. P]’c ist ein explizites Priifziffersystem genau dann, wenn P} ein explizites
Priifziffersystem ist.

3. P} ist genau dann ein explizites Prifziffersystem, wenn f und f anti-sym-
metrische n-Quasigruppen sind.

Beweis 1) Folgt direkt aus den Definitionen.

2) Da (f) = f gilt, reicht es, eine Richtung zu zeigen. Sei P; ein Priifziffersystem.

~

f ist eine n-Quasigruppe und erkennt daher alle Einzelfehler. Es gelte nun
Fldn, .. diydi vy dy) =do= f(dn,.. . di1,diy. .. dy)

oder

~ ~

f(dn,...,d1) =dy, f(dp,... dado) =d;.
Es folgt
f(do, ... di1,dsy ... dp1) =dnp = f(do, ... di,di_y,...,dy_1), fallsi <n
und
f(do,...,dn_1) =dy, fdo,...,dy_o,dy) =dy_1, falls i = n.

Mit den Eigenschaften von f folgt nun, dafl d; = d;_; ist. Also ist P} ein Priifzif-
fersystem.
3) Sei P} ein Priifziffersystem. Aus 2) folgt, daf§ auch P]’@ ein Priifziffersystem ist
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und damit f und f anti-symmetrische n-Quasigruppen sind. Sind umgekehrt f
und f anti-symmetrische n-Quasigruppen so sind die Bedingungen 1 und 2 der
Definition 10 (Seite 61) fiir f erfiillt. Bedingung 3 folgt aus der Anti-Symmetrie
von f:

f(dna"'7d27d1) :d07f(dn7"'7d27d0) :dl
& f(do,dy, ... dpy) = f(di,do,dy, ... ,dy1)
= d[) = dl.

Lemma 16 Sei (Q, f) eine anti-symmetrische n-Quasigruppe und o, Permuta-
tionen von Q, dann ist auch (Q, f) mit

f(l'n; i 7*7:1) = wil(f(gp(xn)v ) <,0(.’L‘1)))

anti-symmetrisch.

Beweis Aus f(2,,...,%_1,%i,...,71) = f(Tn, ..., Ti, Ti_1, ..., 1) folgt

flo(@n), - p(@i), p(zia), -, 0(@1) = flo(n), - p(@ioa), o(@i), .o, p(21)).

Da (@, f) anti-symmetrisch ist, folgt ¢(x;) = ¢(x; 1) und damit z; = z; ;. O

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen anti-symmetrischen
Abbildungen und anti-symmetrischen Quasigruppen her:

Satz 32 Eine Quasigruppe, und insbesondere eine Gruppe, besitzt eine anti-sym-
metrische Abbildung genau dann, wenn sie isotop zu einer anti-symmetrischen
Quasigruppe ist.

Beweis Die Quasigruppe (Q, -) besitze die anti-symmetrische Abbildung ¢, dann
ist (Q, *) mit xxy := p(z) - y eine anti-symmetrische Quasigruppe. Sei umgekehrt
die anti-symmetrische Quasigruppe (Q, %) isotop zur Quasigruppe (Q, -), also y(x *
y) = a(x)-(y) mit den Permutationen , 3, . Die Quasigruppe rey := (3 (z)*
B~ 1(y)) ist wieder anti-symmetrisch (Lemma 16 fiir n = 2). Es folgt, dal o 37!
eine anti-symmetrische Abbildung von (@, -) ist, denn

zey = (B H(2)* B (y))
= (v (@B () - BB~ (Y))))

= aof !x)-
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ist nur erfiillt wenn x = y ist. O

Satz 33 In einer Isotopieklasse besitzt entweder jede oder keine Quasigruppe eine
anti-symmetrische bzw. vollstindige Abbildung.

Beweis Aus dem vorherigen Satz folgt, dafl jede Quasigruppe, die isotop ist zu
einer Quasigruppe mit anti-symmetrischer Abbildung, ebenfalls eine anti-symmet-
rische Abbildung besitzt.

Sei (@, *) eine Quasigruppe mit vollstiindiger Abbildung ¢! und (Q,-) mit
-y =7 Yalx) * B(y)) sei isotop zu (Q,*), dann ist ¢~ := a "o o 3 eine
vollstindige Abbildung von (Q,-): Aus

p(2) - w =77 (a(p(r) * Bz)) = 7~ (a(p(y) * By)) = 2(y) - y
folgt

e (B(x)) * B(z) = o (B(y)) = B(y).

¢~ ist eine vollstindige Abbildung von (Q, %), also folgt 8(z) = 5(y) und da-
mit x =y. O

Definition 18 FEine Quasigruppe besitzt die Transversale (o1, p2), wenn @1, @o
und p1(z) * po(x) Permutationen sind.

Lemma 17 Eine Quasigruppe besitzt eine vollstandige Abbildung genau dann,
wenn sie eine Transversale besitzt.

Beweis Ist (¢y, ;) eine Transversale, so ist @y07 " eine vollstindige Abbildung.
Andererseits erhalten wir durch die vollstdndige Abbildung ¢ die Transversale
(Id, ). O

Wenn die Quasigruppe (Q, ) die anti-symmetrische bzw. vollstindige Abbil-
dung ¢ besitzt, dann ist ¢! eine anti-symmetrische bzw. vollstindige Abbildung
der Parastrophie (Q, %;). Fiir vollstdndige Abbildungen gilt auflerdem:

Lemma 18 (vgl. BELOUSOV [4]) Besitzt die Quasigruppe (Q, *) eine vollstindige
Abbildung, dann gilt dies auch fir jede Parastrophie von (Q, ).

Beweis Wir zeigen die Behauptung mit Lemma 17. (Q, *) besitze die Transver-
sale (@1, 2). Wir definieren die Permutation o3 durch ps3(z) = ¢1(2) * pa(z).
Damit ist (1, @3) eine Transversale der Parastrophie (Q, /), denn ¢y (x)/p3(x) =
01(x)/(p1(x) * pa(x)) = pao(x) ist eine Permutation. Die Behauptung fiir die an-
deren Parastrophien folgt analog. O
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4.3 Reduzible n-Quasigruppen

In diesem Abschnitt geben wir ein Kriterium an, mit dem wir entscheiden kénnen,
ob eine n-Quasigruppe eine Darstellung mit binidren Quasigruppen hat.

Definition 19 (vgl. [6]) Eine n-Quasigruppe (Q, f), n > 2 heif$t reduzibel wenn
eine Permutation o € S, und Quasigruppen g : Q" " — Q, h : QF — Q
(1 <k <n—1) existieren mit

Ty P(Tags - - Tay)).

zo = f(Tn, ..., 21) = g(zq,, -

Sie heifit total reduzibel wenn n — 1 bindre Quasigruppen (Q,¢g;), i =1,...,n—1
existieren, so daff f als Komposition der g; dargestellt werden kann. FEine n-
Quasigruppe heifit irreduzibel wenn sie nicht reduzibel ist.

Theorem 11 (VERHOEFF [27]) Es existieren irreduzible n-Quasigruppen.

Man konnte vermuten, dafl die Anti-Symmetrie-Eigenschaft verhindert, dafl
eine n-Quasigruppe irreduzibel ist. Dies ist allerdings nicht der Fall, wie folgendes
Theorem zeigt:

Theorem 12 FEs existieren irreduzible anti-symmetrische n-Quasigruppen.

Beweis Die folgende 3-Quasigruppe f ist irreduzibel und anti-symmetrisch:

k

012345

012345

012345

012345

012345

012345

j=

UL W N~ O

012345
201453
120534
453012
934201
345120

120534
012345
201453
345120
453012
534201

201453
120534
012345
534201
345120
453012

345120
534201
453012
012453
120345
201534

453012
345120
534201
201534
012453
120345

934201
453012
345120
120345
201534
012453

i=0

1

2

3

4

5

Wenn f(i, j, k) zerlegbar wére in ¢(7, j) und h(i, j), dann wiirde gelten
L £, %) = g6, h(j, ) oder
2. [(i,4,k) = g, h(i, k) oder

3. f(i 4, k) = g(k, h(i,])).

Im ersten Fall folgt aus f(i,,k) = f(i,5', k"), daB h(j, k) = h(j', k") und folglich,
daB f(i',7,k) = f(,5',k"). Es gilt aber f(0,0,0) = f(0,3,3) =0 und f(3,0,0) =
3 # 4 = f(3,3,3). Analog folgt im zweiten bzw. dritten Fall, daB} f(i,j,k) =
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k) = f(i,j, k")
4#5=f(1,3,2)

3 K) = FG,7k) = F(, K baw. f(i,5,k) = f(i, "
f@@', ' k"), Es gilt aber f(0,0,0) = f(1,0,2) = 0, f(0,3,0)
und £(0,0,0) = £(3,3,0) =0, f(0,0,3) =3 #4 = f(3,3,3).

Dafl diese 3-Quasigruppe die Vertauschungen j <+ k erkennt, lafit sich leicht
an den anti-symmetrischen Quasigruppen f(0, j,k),..., f(5, j, k) ablesen. Wenn
wir eine andere Projektionsebene wihlen, dann sieht man ebenso, dafl auch die
Quasigruppen f(4,,0),..., f(4,,5) anti-symmetrisch sind.

i 012345(012345(012345|012345

012345

012345

j=

Tt W N~ O

012345
201534
120453
435021
543102
354210

120453
012345
201534
543102
354210
435021

201534
120453
012345
354210
435021
543102

354102
435210
543021
012453
201345
120534

435210
543021
354102
120534
012453
201345

543021
354102
435210
201345
120534
012453

2

3

4

5

k=0 1

Damit ist f eine irreduzible anti-symmetrische 3-Quasigruppe. O

VERHOEFF [27] gab ein Beispiel fiir eine irreduzible 3-Quasigruppen bereits fiir
m = 4 an. Diese definiert aber kein Priifziffersystem, da sie nicht anti-symmetrisch
ist.

Eine interessante Anwendungsméglichkeit der irreduziblen n-Quasigruppen er-
gibt sich aus der Tatsache, da} man mit einer kleinen Anzahl gesicherter Zahlen
nicht auf das verwendete Priifziffersystem schlieffen kann. Damit kann man ver-
hindern, daf} absichtlich falsche Zahlen (z.B. Kreditkartennummern) mit giiltiger
Priifziffer eingegeben werden.

Im folgenden beschiftigen wir uns mit reduziblen n-Quasigruppen.

Satz 34 Wenn das explizite Priifziffersystem P} auf der (total) reduziblen n-Quasi-
gruppe f beruht, dann existiert ein dquivalentes implizites Priifziffersystem P,
bei dem g eine (total) reduzible n + 1-Quasigruppe ist. Die Umkehrung gilt im
allgemeinen nicht.

Beweis Wir definieren
g(dn, RN dl, dg) = f(dn, ey dl) — do

und ¢ = 0. Damit folgt der erste Teil der Behauptung. Sei nun P]’c ein explizites
Priifziffersystem und f eine irreduzible n-Quasigruppe. Dann ist g eine, offensicht-
lich reduzible, n + 1-Quasigruppe. Wenn eine n-Quasigruppe f mit

ydr) = do < g(dn, ..

F(d, ... L dy) =0



4.3. REDUZIBLE N-QUASIGRUPPEN 71

existiert, dann folgt, daf f(dn,....dy) =do = f(dn,...,dy) und damit f = f gilt.
Also ist f irreduzibel und es existiert kein reduzibles explizites Priifziffersystem,
das dquivalent zu P, . ist. O

Theorem 13 Sei f eine n-Quasigruppe tiber der Menge QQ und ¢,_o,... ,¢1 € @
beliebige, aber fest gewdhlte Konstanten. Es gibt Quasigruppen x;, t = 2,...,n mit

f(xn, A ,371) = ( .. ((.’L’n X .’L'n,I) *n 1 xn,g) X1 .. ) *9 X1,
genau dann, wenn firi=1,...,n—2 gilt
f(xna e 3 Ti41, 6, Gy - - 701) = f(xlna s Jx;+17 Ciy Ci—1y -+ - 701)
= f(Tny. oo Tip1, T, Gty 01) = [T, Tiq, TG, 1)
Beweis Es gelte f(zn,...,21) = (... ((Tn *n Tno1) *n-1 Tn_2) *n_1 ...) %o oy fir

die Quasigruppen ;. Aus
f(@ny o Tig1, G Gty ooy 01) = F(@0, 000 Thgy, Ciy City e, C1)
folgt mit Hilfe der Kiirzungsregel fiir die Quasigruppen *;, j =2,...,i+1

(o (Tn ¥ 1) *pm1 o) *igo Tigr = (oo (@0, %0 @1_1) *no1 -0 ) ¥igo Thyy

und damit

f(@ny oy Tint, Ty i1y oy 1) = ((( (T Hp Tp1) *p1 -) %1 ) % C1..) %2 €1

(o () 1) 1 -2) %1 @) *i Ciq..) %o €
= f(xlna "7:1“;;-}-17:1"7 Ci—1, - Cl)-
Fiir die Riickrichtung definieren wir die Quasigruppen *;, ¢ = 2,...,n — 1

folgendermaflen:

Ty = f(xn, ..., 25y, Cio,...,c1), falls f(zp, ... 25, ¢1,¢9,...,¢1) =z,
und

T *p Y 1= f(xayacnf%"'acl)-

Die #; sind wohldefiniert, weil die Gleichung f(0,...,0,y,¢;i_1,¢i9,...,¢1) = x
eine Losung y besitzt und weil aus

f(xn;---,$i;Ci—1;Ci—2;---,C1) =T = f(xlna---J;,Ci—laci—m---;cl)
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folgt, daB f(xy,,...,Ti Y, ¢ 9y . c1) = f(a&l, ..., 2y, ¢ia,...,c1) ist. AuBerdem
gilt:

f(xna"'axl) - f(xna"'axbcl)*Qxl
= (f(xn,---a$3702701)*3 5U2) *2 T
= (o (f(Tn, Tty Cneay e o, C1) %1 Tp2) *p_1 ... ) %2 T

= ( .. ((.Tn X .’L'n,I) *p 1 .’I,'TL,Q) Xp_1 .. ) *9 T

Ist f auf diese Weise zerlegbar, dann gilt sogar fiir beliebige x;, 2

f(xna sy Li41, Ly Ti—1, - - - 7:1"1) - f(x;u Jx;+1axiaxi—17"' 7:1"1)

= f(xna ,$i+1,$;,$i,1,... 7371) = f(x;w ,$;+1,$;,$Z‘,1,... 7371)

und die Voraussetzungen des Theorems sind fiir verschiedene Konstanten c; erfiillt.
Fiir verschiedene ¢; # ¢ sind aber die Quasigruppen z , y := f(z,y, ¢y 2,...,¢1)
und z «/, y := f(x,y,cn_o,...,c}) verschieden, denn aus z *, y = z x|, y folgt,
da f eine n-Quasigruppe ist, ¢; = ¢|. Wir sehen also, daf§ fiir f unterschiedliche
Darstellungen existieren.

Theorem 14 (BELOUSOV [6]) Fine n-Quasigruppe f ist reduzibel genau dann,
wenn folgende Abschluflbedingung fiir eine hauptsdchliche Parastrophie f, erfillt
ist (1 <k <n):

fa(xocna"'7:L‘Oék+17xak7"'7xa1) = fa(xan;---axak_,_layoeka---aym)
!

!/ !/ !/
= fa(xana Tt 7xak+laxak7 Tt 7xa1) = fa(xana Tt 7xak+layak7 Tt 7ya1)
Den folgenden Beweis dieser Aussage haben wir unabhingig von BELOUSOV
gefunden.
Beweis Sei f reduzibel, also

J(@n, o @1) = 9(@ans s Tagrrr M Ty - -+ Tay))-

Aus
f(xna"'axl) = fa(xana'"7xak+17xak7"-7xa1)
= 9(Tap, -y Tay ) M(Tays -, Zay))

= g(xana s 7xak+17h(yak7 cee 7ya1))

foc(xana s Jxak+17yak7 . '7y0¢1)
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folgt h(%a,,---s%ar) = h(Yays- - - Yo, ) und damit

fal@l, ;.- ,x;kﬂ,xak, o Tay) = g(Tl, ... ,x'akﬂ,h(xak, )
= g(x;n,---,x;k+l,h(yak,-..,yal))
= fa(x:lna"'7x;k+17yak7"'7ya1)

Es gelte nun die Abschlufibedingung fiir die n-Quasigruppe f und die Permutation
a, 1 <k < n. Wir definieren die beiden Abbildungen g und h durch:
hMZay,-- 3 %ay) = fal0,..0,0,Z0,,. ., Tay)
und  g(Za,, - Tay s Y) = falTans oo Tapy s Tags -5 Tay)s

falls h(zq,, ..., Ta) = Y-

Die (n—k+1)-Quasigruppe g ist wohldefiniert, weil die Gleichung (0, ...,0,z) =y
fiir jedes y eine eindeutig bestimmte Losung x besitzt (h ist eine k-Quasigruppe),
und auBerdem folgt, falls h(zq,,...,2q) = h(z), ,..., 2., ) =y, d.h

Qg ? » o

fal0,.00, 0,20, Tay) = fal0, .., 0,00, ..o, 2,),
daB
fa(xana"'7xak+17xak7"'7xa1) - g(xana"'axak+1ay)
= Ja(Tay: s Tapys Tys s Ty

gilt. Aus der Definition von ¢g und h folgt nun

f@n,oos21) = fal@aps o Tag s Tags - - Tay)

= g(xam SR 7xak+1ah(xaka s 737041))'

Also ist f reduzibel. O

Bemerkung Anstatt der 0 € ) kénnen wir, wie im vorhergehenden Theorem,
verschiedene Konstanten ¢, ... ,cy11 € () benutzen, um die Abbildungen g und h
zu definieren.

4.4 Existenz von Priifziffersystemen

Die Existenz von Priifziffersystemen fiir beliebige Basen grofier 2 wurde von H.P.
GumMmM [12] 1985 bewiesen.

Theorem 15 (H.P. GumM) Fir jede Basis m > 2 und alle n > 2 existiert
eine Abbildung f : D™ — D bzw. g : D" — D, so daf P} bzw. P,y ein
Priifziffersystem definiert.
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Beweis Wir kénnen den Beweis durch die in Kapitel 2 aufgebaute Theorie etwas
verkiirzen. Ist m ungerade, dann besitzt Z,, die anti-symmetrische Abbildung
7(x) := —x. Ist m = 2k gerade, dann wissen wir, dafl die Diedergruppe Dj
(neutrales Element ’'0’) mit m Elementen eine anti-symmetrische Abbildung 7
besitzt. In beiden Fillen definiert daher die Gleichung

f(@n, @ 1, 2o, y) = [T (@7 H@n 1) .. T2 (w2)T(21)] = 0

bzw.

n—l(

(T Tty w1, 0) = T (@) T () . T (22) T (1) = 0

ein Priifziffersystem zur Basis m. O

Korollar 15 Fir alle n > 2 und fiir alle m > 2 existiert eine anti-symmetrische
n-Quasigruppe zur Basis m.

Zur Basis 2 existiert kein Priifziffersystem (und damit auch keine anti-sym-
metrische n-Quasigruppe), denn den Zahlen 00, 01 und 10 miiten verschiedene
Priifziffern aus der Menge {0, 1} zugeordnet werden, was unmoglich ist.

Eine weitere Moglichkeit ein Priifziffersystem zur Basis p™, wobei p eine Prim-
zahl ist, zu definieren, bietet der Galois-Korper mit p™ Elementen. Mit der ge-
wichteten Summe » " ja;z; = 0 erhalten wir ein Priifziffersystem, falls a; # 0
und benachbarte Gewichte verschieden sind. Auch hier sehen wir, dal der Fall
p = 2 ausgeschlossen ist, da wir nur a; = 1 wéhlen konnen und damit benachbarte
Gewichte gleich sind.

Des weiteren ist erwdhnenswert, dafl wir aus zwei Priifziffersystemen zu den
Basen m; und my auf natiirliche Weise ein Priifziffersystem zur Basis m; -my erhal-
ten, indem wir jede Zahl der Basis m; - msy als eindeutiges Paar (d;, ds) darstellen,
wobei d; eine Ziffer der Basis m; und d, eine Ziffer der Basis my ist. Danach be-
rechnen wir die Priifziffern p; und py getrennt fiir jede Komponente und wandeln
das Paar (p;,ps) zuriick in die zugehorige Zahl der Basis my - mg. Es ist leicht
einzusehen, dafl die Eigenschaften 1-3 der Definitionen 9 und 10 (Seite 61) sowohl
bei den impliziten als auch bei expliziten Priifziffersystemen erhalten bleiben.

4.5 Priifziffersysteme iiber Quasigruppen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die total reduziblen Priifziffersysteme der
Form

G(Tpy Tty T0) = (oo (@ %y Tpy) ko1 ... )} 2g = d
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mit den (endlichen) Quasigruppen (@,%*;), i = 1,...,n, und d € Q. Wir be-
nutzen die implizite Form, weil dadurch die Bedingungen fiir die Fehlererkennung
einfacher formuliert werden konnen. Fiir die einzelnen Fehlerarten stellen wir die
Anforderungen an die benutzten Quasigruppen zusammen. Zunichst zeigen wir,
da3 durch eine solche Priifgleichung alle Einzelfehler erkannt werden konnen. Es
gelte

(o (oo (T 1) 1 o) ki1 ) oo ) Ry T = d

und

(oo (e (T %0 1) Fpg o) Fip1 X)) <o) %1 X9 = d.
Wir setzen ¢ = (...(%p %, Tp1) *p1 ...) %12 T;p1 und kiirzen die Elemente
i 1,-..,xo auf der rechten Seite. Es folgt

!/
C*x; Ty = C*; Ty

und durch Kiirzen von ¢ erhalten wir z; = z.

Da d € @ beliebig gewdhlt werden kann, haben wir damit auch die Injek-
tivitat, und weil ) endlich ist, auch die Surjektiviit der Translationen z
9(Tpy .o X1, T, T 1, ..., Xp) fiir alle ¢ gezeigt. Folglich definiert ¢ eine (n + 1)-
Quasigruppe iiber der Menge Q).

Die Transposition benachbarter Elemente wird genau dann erkannt, wenn die
folgenden Implikationen fiir alle 7 und alle ¢, z,y € @ gelten:

Tk, Yy=Y*, T = T =Y

- - (4.2)
(cxip o) /iy =(cripny)xiz = z=y

Diese Aussage wird genauso gezeigt, wie die Aussage zur Erkennung der Ein-
zelfehler. Zunéchst werden die gleichen Elemente auf der rechten Seite gekiirzt,
dann werden die gleichen Elemente auf der linken Seite zu ¢ zusammengefafit.

Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen:

Satz 35 Mit den Quasigruppen (Q,*;) wird durch
9(Tn, Ty 1y T0) 1= (oo (T %y Ty1) Fp1 - - ) *1 T

genau dann eine anti-symmetrische (n + 1)-Quasigruppe definiert, wenn %, anti-
symmetrisch ist und jede Zeile der Quasigruppe *; 1 eine anti-symmetrisch Abbil-
dung der Quasigruppe *; ist.

Die anderen Fehlerarten bendtigen weitere Voraussetzungen, die fiir alle ¢ und
fiir alle x, y, z, ¢ € @ erfiillt sein miissen.
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Sprungtranspositionen:

(T, 2) % 1y = (Y#p2) %, 10 = x=y
((eximr )% 2)x 1y = ((cxpm1y)x2)% 10 = x=41.
Zwillingsfehler:
T*p, & = Y*py = T=Y
(cxipix)xx = (cxiny)*xy = x=uy.

Sprungzwillingsfehler:

(T, 2) % 12 = (Ysp2) %y 1y = xT=y

(e @)% 2)xi1x = ((exiy)*2) %1y = x=41.

Im Vergleich zu den Priifziffersystemen iiber Gruppen miissen wir also eine
Vielzahl verschiedener Bedingungen iiberpriifen. Eine Verbesserung dieser Situa-
tion wére erreichbar, wenn wir jeweils bei der zweiten Voraussetzung umklam-
mern konnten. Dann wére es moglich, das Element ¢ ebenfalls zu kiirzen. Diesen
Gedanken werden wir im Abschnitt ,, Verallgemeinerte Assoziativitit” ausfiihren.
Zunichst zeigen wir jedoch einige wichtige Eigenschaften einer Quasigruppe in
einem Priifziffersystem.

Satz 36 Jede Quasigruppe in einem Prifziffersystem besitzt eine anti-symmetri-
sche Abbildung. FErkennt das Prifziffersystem alle Zwillingsfehler, dann besitzt
jede Quasigruppe eine vollstindige Abbildung, erkennt es alle Sprungzwillingsfeh-
ler, dann besitzt jede Quasigruppe aufler gqf. *, eine vollstindige Abbildunyg.

Beweis Sei x; eine Quasigruppe eines Priifziffersystems iiber Quasigruppen, d.h.
sie erfiillt die Bedingung 4.2. Ist ¢ = n, dann ist %, anti-symmetrisch und die
Identitét ist eine anti-symmetrische Abbildung. Fiir *;, ¢ < n, definieren wir
o(x) 1= ¢ *;41 z fiir eine beliebige Konstante ¢. Damit ist ¢(z) *; y = ¢(y) *;
x dquivalent zur zweiten Bedingung von 4.2 und ¢ ist eine anti-symmetrische
Abbildung von x;.

Erkennt das Priifziffersystem alle Zwillingsfehler, dann ist die Identitéit eine
vollstindige Abbildung von *, und ¢ mit ¢ }(z) := ¢ *;;1 © eine vollstéindige
Abbildung von x;, ¢ < n. Falls das Priifziffersystem alle Sprungzwillingsfehler er-
kennt, dann ist fiir fest gewihlte ¢, z € Q die Permutation ¢ mit ¢ 1(z) := x %, *z
Element von Com(Q, *, ;) und die Permutation ¢ mit =" (x) := (c*;41 T) *; 2 ist
Element von Com(Q,*; 1), i <n. O

Zusammen mit Satz 33 (Seite 68) sehen wir, daf viele Quasigruppen ungeeignet
sind, ein Priifziffersystem zu definieren, das alle (Sprung-)Zwillingsfehler erkennt.
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Insbesondere eignen sich die Isotopien einer Gruppe ohne anti-symmetrische oder
vollsténdige Abbildung nicht. Speziell fiir den Fall m = 10 bedeutet dies, dafy wir
kein Priifziffersystem finden werden, das alle (Sprung-)Zwillingsfehler erkennt und
in dem Quasigruppen vorkommen, die zu einer Gruppe isotop sind.

Da wir bereits gezeigt haben, daf} Zs, keine anti-symmetrische und jede Gruppe
der Ordnung 2k fiir ungerades k keine vollstédndige Abbildung besitzt, erhalten wir
das Korollar:

Korollar 16 In einem Priifziffersystem tiber Quasigruppen der Ordnung 2k ist
keine Quasigruppe zur Gruppe Loy tsotop. Erkennt das Prifziffersystem alle Zwil-
lings- oder alle Sprungzwillingsfehler und ist k ungerade, dann ist keine Quasi-
gruppe isotop zu einer Gruppe der Ordnung 2k.

Der im Abschnitt ,,Quasigruppen isotop zu einer Gruppe” beschriebene Ansatz

ist daher hauptséchlich fiir andere Ordnungen von Interesse.

Wir zeigen nun einen interessanten Zusammenhang zwischen Priifziffersystemen
iiber Quasigruppen und orthogonalen lateinischen Quadraten.

Satz 37 Seien (Q,x;) die Quasigruppen eines Prifziffersystems, das alle Zwil-
lingsfehler erkennt, dann ist die Quasigruppe (Q,%*;), i =1,... ,n — 1, orthogonal
zu der durch

1, — . —
TX,Yy=2 = XY=
definierten.

Beweis Wir miissen zeigen, dafl die Gleichungen = %; y = a und x %, y = b
fiir alle a,b € @) eine Losung besitzen. Die zweite Gleichung ist dquivalent zu
bx; .1y = x. Wir setzen diese in die erste Gleichung ein und erhalten die Be-
dingung, daf (b *;11 y) *; y = a fiir alle a,b € @ eine Losung besitzt. Weil das
Priifziffersystem alle Zwillingsfehler erkennt, ist ¢ (y) = (b*,41 y) *; y eine Permu-
tation und die Gleichung besitzt eine Losung y = ¢; '(a). O

Ganz analog zeigt man den folgenden Satz:

Satz 38 Seien (Q,*;) die Quasigruppen eines Priifziffersystems, das alle Sprung-
zwillingsfehler erkennt, dann ist die Quasigruppe (Q,*;), i =1,...,n — 2, ortho-
gonal zu den durch

T,y =2 & (CkipplY) kg1 2 =1
definierten Quasigruppen mit ¢ € @, und *,_1 ist orthogonal zu

n . —
T*, 1Y=2 = Y*,2=171T.
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Wenn ein Priifziffersystem {iber Quasigruppen der Ordnung m alle Zwillings-
oder alle Sprungzwillingsfehler erkennt, dann kénnen wir also eine ganze Reihe
verschiedener orthogonaler lateinischer Quadrate konstruieren. Hat aulerdem die
Gleichung a *, x = x x, b oder fiir feste ¢1, ¢y € Q die Gleichung (¢1 *;12y) *41a =
(€2 *i42 Y) *;11 b fiir alle a,b € @ eine Losung, dann ist, wie man leicht durch die
Definition der Quasigruppen sieht, ], ; orthogonal zu x , bzw. x{ ; orthogonal
zu *,, ;. In diesem Fall hiitten wir drei paarweise orthogonale lateinische Quadrate
der Ordnung m.

Die Frage, fiir welche Ordnungen ein Paar orthogonaler lateinischer Quadrate,
bzw. ein griechisch-lateinisches Quadrat existiert, blieb lange ungekldrt. EULER
wuflte (1780), daB es kein griechisch-lateinisches Quadrat der Ordnung 2 gibt und
er kannte Konstruktionen fiir ungerade oder durch 4 teilbare Ordnungen. Ba-
sierend auf vielfiltigen Untersuchungen vermutete er, dafi griechisch-lateinische
Quadrate der Ordnung 4k + 2 nicht existieren. G. TARRY bewies 1900 durch Aus-
schluf} aller Moglichkeiten, daf es kein griechisch-lateinisches Quadrat der Ordnung
6 gibt [8], womit er die Vermutung von EULER stiitzte. Trotzdem gelang es PAR-
KER, BOSE und SHRIKHANDE 1960, also 180 Jahre nach EULERS Vermutung, ein
griechisch-lateinisches Quadrat der Ordnung 10 zu konstruieren [8]. Auflerdem lie-
ferten sie eine Konstruktion fiir die fehlenden geraden Ordnungen, die nicht durch
vier teilbar sind (aufer fiir 2 und 6).

0OA 7E 8B 6H 9C 3J 51 4D 1G 2F
61 1B 7F 8C OH 9D 4J 5E 2A 3G
5J 01 2C 7G 8D 1H 9E 6F 3B 4A
9F 6J 1I 3D 7A 8E 2H 0G 4C 5B
3H 9G 0J 21 4E 7B 8F 1A 5D 6C
8G 4H 9A 1J 31 5HF 7C 2B 6E 0D
7D 8A 5H5H 9B 2J 4 6G 3C OF 1E
4B 5C 6D OE 1F 2G 3A 7H 8 9J
1C 2D 3E 4F 5G 6A 0B 91 7J 8H

2E 3F 4G 5A 6B 0C 1D 8J 9H T7I
Grichisch-lateinisches Quadrat der Ordnung 10.

Ob dagegen drei paarweise orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung 10
existieren, ist bis heute unbekannt. Wir konnen allerdings zeigen:

Satz 39 ([8]) Die Anzahl der paarweise orthogonalen lateinischen Quadrate der
Ordnung n ist nicht grofier als n — 1.

Beweis Die Elemente der lateinischen Quadrate konnen umbenannt werden, oh-
ne die Eigenschaft der Orthogonalitéit zu zerstéren. Daher permutieren wir die
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Elemente so, daf} die erste Zeile jedes lateinischen Quadrates gleich 0,1, 2, ... ist.
Nun folgt, da die 1 bei jedem Paar lateinischer Quadrate mit sich selbst in der
ersten Zeile zusammenfillt, dafl die 1 in der ersten Spalte nicht zweimal an der
gleichen Position steht. Weil sie auch nicht an der Position (0,0) steht, gibt es
folglich nur n — 1 mogliche Positionen fiir 1. O

4.6 Verallgemeinerte Assoziativitit

Definition 20 (R. SCHAUFFLER [20]) Die vier Quasigruppen (Q,x1), (Q,*2),
(Q,*3) und (Q,*4), definiert auf der gleichen Grundmenge Q, erfillen das ver-
allgemeinerte Assoziativgesetz, wenn fir alle x,y,z € @ die folgende Gleichung
qgilt:

(x*ly)*22‘:$*3 (y*4z)-

FEine Menge Q von Quasigruppen heifit im Ganzen assoziativ (oder Assoziativ-
system) wenn zu je zwei Quasigruppen xi,*s € $Q zwei weitere Quasigruppen
%3, %4 € () existieren, so daf$ diese das verallgemeinerte Assoziativgesetz erfiillen.
x3, %4 heiflen dann rechts assoziiert zu xq, % und 1, %9 links assoziiert zu 3, 4.

Die Menge der Quasigruppen mit den Elementen 0,1,...,n werde mit €2, be-
zeichnet. Es wire sehr niitzlich, wenn €2,, im Ganzen assoziativ wire, dann kénnten
wir immer umklammern und die notwendigen Bedingungen zur Fehlererkennung
wéren deutlich einfacher nachzupriifen. Leider ist dies i.allg. nicht der Fall, wie
das folgende Theorem zeigt.

Theorem 16 (R. SCHAUFFLER [20]) Q, ist nur dann im Ganzen assoziativ,
wenn n < 3 1st.

Beweis Fiir n =1 ist die Aussage trivial.
Fiir n = 2 haben wir die beiden Quasigruppen

_|_
0
1

— OO

1 * |0 1
1 und 0[1 0
0 110 1

Die erste Quasigruppe ist die zyklische Gruppe (Zs, +), die zweite 1a8t sich
darstellen durch x *y = x + y + 1 und ist isotop zu (Zg, +). Wie man nun leicht
sieht, gilt damit das verallgemeinerte Assoziativgesetz fiir die vier moglichen Paare
4+, x+, 4+ und *xx*.
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Auch fiir n = 3 sind alle Quasigruppen isotop zu (Zs,+), denn es existieren
fiir alle Quasigruppen (Q, *) vier Permutationen pq, ps, ps, p4, so daf

rxy = pi(r) + p2(y) = p3(x + pa(y))

gilt. Fiir die 12 Quasigruppen der Ordnung 3 geben wir in der folgenden Tabelle
jeweils die zugehorigen Permutationen mit der genannten Eigenschaft an:

Q D1 P2 P3 P4 Q D1 P2 P3 P4
012 021
120 |[012] [012] | [012] [012] || 102 | [012] [021] | [012] [021]
201 210
012 021
201 |[021] [012] | [021] [021] || 210 |[021] [021] | [021] [012]
120 102
102 120
210 |[012] [102] | [012] [102] || 201 |[012] [120] | [012] [120]
021 012
102 120
021 |[021] [102] | [021] [201] || 012 |[021] [120] | [021] [210]
210 201
201 210
012 |[012] [201] | [012] [201] || 021 |[012] [210] | [012] [210]
120 102
201 210
120 |[021] [201] | [021] [102] || 102 |[021] [210] |[021] [120]
012 021

Fiir zwei beliebige Quasigruppen xi, %y gilt also z %1 y = p1(z) + p2(y) und
x *9y = p3(x + ps(y)). Es folgt

(*1y) %22 = pa((pr() +pa(y)) + pa(2))
= p3(p1(@) + (p2(y) +pa(2)))
= %3 (y*42),
wobei wir die Quasigruppen sz, %4 durch = *3 y = p3(pi1(z) +y) und y x4 2 =

p2(y) + pa(2) definieren.

Wir zeigen nun, dafl es fiir n > 4 stets Quasigruppen gibt, die keine rechtsas-
sozierten Quasigruppen besitzen. Wenn die Quasigruppen i, %o, *3, %4 das verall-
gemeinerte Assoziativgesetz erfiillen, d.h. es gilt fiir alle x,y,2z € Q

(%1 y) %9 2 = x %3 (y *4 2),
dann gibt es nur n verschiedene Permutationen

Oy (T) = (T %1 Y) %0 2 = T %3 (Y %4 2),
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denn y %, z nimmt nur n unterschiedliche Werte an. Im folgenden Beispiel erhalten
wir aber mehr als n verschiedene Permutationen. Diese Quasigruppen befinden
sich daher nicht in einem Assoziativsystem.

Sei p = (0 1) die Transposition, welche die Elemente 0 und 1 vertauscht. Wir
definieren die Quasigruppen durch

1y =2z + p(y) (mod n) T 9y = p(z) +y (mod n).

Beide Quasigruppen entstehen aus der Gruppe (Z,,+), indem die ersten beiden
Spalten bzw. Zeilen vertauscht werden. Die Permutationen ¢q;, ¢ =0,... ,n —1,

sind paarweise verschieden, denn es gilt
©0,i(0) = (0%, 0) %0 i =p(0+ 1) +i=0+i=i.

Fiir die Permutation ¢ o erhalten wir ¢;16(0) =p(0+p(1)) +0 =1 und ¢ (1) =
p(1+p(1))+0=0. Weil pg;(1) =p(1+p(0))+1=p(2)+ 1 = 3 gilt, unterschei-
det sich ¢ von den Permutationen g ; in wenigstens einer Stelle. Damit haben
wir aber n + 1 paarweise verschiedene Permutationen und die Quasigruppen s, %
geniigen nicht dem verallgemeinerten Assoziativgesetz. O

Theorem 17 (AczEL, BELousov, HosszU [1]) Erfillen die vier Quasigruppen
(Q,*1), (Q,*2), (Q,*3) und (Q, *4) das verallgemeinerte Assoziativgesetz,

(T *1Y) %2 2 = %3 (Y ¥4 2), (4.3)

dann existiert eine Verknipfung o, so daf (Q,0) eine Gruppe bildet, zu der die *;
isotop sind. Im Detail: Es existieren 5 Permutation «, (3,7,0,€ von @, so dafs

),
| (4.4)

Die Gruppe, zu der die x; isotop sind, ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmit.
Andererseits erfillen alle Isotopien einer beliebigen Gruppe mit den genannten
FEigenschaften das verallgemeinerte Assoziativgesetz.

Beweis Die letzte Behauptung wird einfach durch Einsetzen von 4.4 in 4.3 gezeigt,
wobei wir die Assoziativitit der Gruppe (@, o) benutzen.

Um die erste Aussage beweisen zu konnen, definieren wir zunichst die Permu-
tationen

pi(z) := x x; a, Ai(z) = a*; x, (1=1,2,3,4),
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wobei a ein beliebiges, fest gewihltes Element aus @) ist. Wir setzen x = z = a in
4.3 und erhalten

p2(M(y)) = As(pa(y))- (4.5)

Wir erhalten nun durch Substitution von = = a,y = A7 (p; ' (u)), z = A7 (A5 (v))

und = py ' (py ' (u)),y = a,2 = Ay (A3 (v) und @ = py*(py ' (), y = pi (A5 (v),
z = a in 4.3 die Gleichungen

Py (1) %2 At (A5 (0)) = (A (' (1) %4 Ag T (A5 (v)))
und
Pz () %2 AT (AT () = 1 (o3 (u) %3 A3 (v)
und
p2(py (P () *1 o5 (A3 (v)) = 1 (py " () 3 Az (v).

Die letzten drei Gleichungen zeigen, daf alle 4 Ausdriicke in ihnen gleich sind. Wir
benennen diesen gemeinsamen Wert mit

Uu o V.
Damit erhalten wir 4.4 wenn wir
= papr, 0= o, Y= A3y, €= A3
und (vergleiche 4.5)
B = A3ps = pahs

setzen.

Setzen wir 4.4 in 4.3 ein, dann sehen wir, dafl die Operation x o y assoziativ ist
und, als Isotopie einer Quasigruppe, ebenfalls eine Quasigruppe ist. Bekanntlich
sind die Gruppen genau die assoziativen Quasigruppen und so bildet () eine Gruppe
mit der Operation o. Die Eindeutigkeit, bis auf Isomorphie, der Gruppe (G, o) folgt
aus dem folgenden Theorem.

Theorem 18 ([1]) Isotope Gruppen sind isomorph, d.h. wenn die Gruppen (Q, o)
und (R, -) isotop sind

p(roy) =) x(y), (4.6)

dann sind sie isomorph

k(zoy) = k(x) - K(y). (4.7)
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Beweis Sei e das neutrale Element von (@, o). Wir setzen y = e bzw. z = e in
4.6 und erhalten

und

wobei a = v(e), b = x(e) und @', b~! die Inversen in (R, -) sind. Setzen wir diese
Gleichungen wieder in 4.6 ein, dann erhalten wir

plzoy) =p(x)-b'-a - py)
und wenn wir diese Gleichung von links mit ¢! und von rechts mit b6~ durchmul-
tiplizieren und

k(z) =a ' px) - b7!

definieren, so erhalten wir 4.7. O

Korollar 17 In einem Assoziativsystem sind alle Quasigruppen zur selben Gruppe
1sotop.

Wie bereits erwihnt, kénnen wir bei Quasigruppen, die das verallgemeinerte
Assoziativgesetz erfiillen, die Voraussetzungen vereinfachen, die fiir das Erkennen
der einzelnen Fehlerarten notwendig sind. Seien x;,,*; rechstsassozierte Qua-
sigruppen von #;,; und %;. Wir erhalten fiir die einzelnen Fehlertypen folgende

Bedingungen:

Satz 40 Sei Q) ein Assoziativsystem. Durch die Quasigruppen x; € €0 und die
Gleichung

G(Tpy Tty 20) = (oo (@ %y Tpy) ko1 ... )} Tp = d

wird genau dann ein Prifziffersystem definiert, wenn x, anti-symmetrisch ist und
fir jedes Paar x;;1,%; rechtsassoziierte Quasigruppen x;,,,*; € §) existieren, so
daf *. anti-symmetrisch ist.

Sind die Quasigruppen *,, x; selbstorthogonal, dann erkennt dieses Priifziffer-

system zusdtzlich noch alle Zwillingsfehler.

Beweis Die genannte Gleichung erkennt alle Einzehlfehler und sie erkennt alle
Nachbarvertauschungen, falls

Tk, Yy = Yx, & = T =Y

(cxipix)xy = (cxpy)xr = x=uy.
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gilt. Die erste Bedingung ist nach Voraussetzung erfiillt. Um die zweite Bedingung
nachzuweisen, nehmen wir an, dal (ex;12)*;y = (c*;41y)*;x gilt. Nach Vorausset-
zung existieren rechtsassozierte Quasigruppen #;, , *;, wobei *; anti-symmetrisch
ist, so daB (s %41 t) % u = s, (t %) u) fir alle s,t,u € @ gilt. Damit folgt
¢ (x*jy) = cxjyy (y xj x). Wir kiirzen c auf beiden Seiten der Gleichung und
erhalten = %, y = y %, . Da % anti-symmetrisch ist, folgt + = y und die zweite
Bedingung ist erfiillt. Bei der Riickrichtung sieht man leicht, daf} falls entweder *;
oder x, nicht anti-symmetrisch ist, die Gleichung nicht alle Nachbarvertauschun-
gen erkennen kann.

Fiir den zweiten Teil der Behauptung miissen wir zeigen, dafl aus rx,r = y*,y
bzw. xxix = yx.y die Gleichheit von x und y folgt. Dazu benutzen wir das folgende
Lemma:

Lemma 19 Eine selbstorthogonale Quasigruppe (Q,*) ist anti-symmetrisch und
es gilt:

T*xT =Yx*xyY = r=1.

Beweis Weil ) selbstorthogonal ist, sind die Paare (x %y, y * ) fiir alle z,y € Q
paarweise verschieden. Gébe es x,y € () mit x # y und x * y = y * x, dann wéren
die Paare (x xy,y*x) und (y * z, z * y) gleich und @ wére nicht selbstorthogonal.
Ebenso folgt aus x x x = y x y, daf} die Paare (z * z,z x x) und (y * y, y * y) gleich
sind, also folgt entweder x = y oder () ist nicht selbstorthogonal. O

Fiir m = 10 existiert allerdings keine selbstorthogonale Quasigruppe in einem
Assoziativsystem. Denn solch eine Quasigruppe wire isotop zu der Diedergruppe,
die dann eine vollstdndige Abbildung hétte. Aber Ds besitzt keine vollstidndige
Abbildung, Theorem 2 (Seite 19).

Bemerkung Selbstorthogonale Quasigruppen werden auch anti-abelsch genannt
(vgl. DENES, KEEDWELL [8]). Eine anti-symmetrische Quasigruppe muf} aber

x| 0 1 2
: : : : . . 0(0 1 2
nicht anti-abelsch sein, wie das folgende Gegenbeispiel zeigt: 112 01
211 2 0

Diese Quasigruppe ist offensichtlich anti-symmetrisch, aber es gilt 0x0 = 1x1,

also ist sie nicht anti-abelsch.

4.7 Quasigruppen isotop zu einer Gruppe

In diesem Abschnitt untersuchen wir die speziellen Eigenschaften von Priifziffer-
systemen iiber Quasigruppen, die isotop zu einer Gruppe sind. Im vorherigen
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Abschnitt haben wir gesehen, dafl der dortige Ansatz mit Quasigruppen in einem
Assoziativsystem ebenfalls zu diesen Quasigruppen fiihrt.

Im folgenden seien die Quasigruppen (Q, ;) isotop zu der Gruppe (@, -), d.h.
es existieren Permutationen ¢; 1, ¢; 2, i3, so dafl

Tk Yy = SOi,3(<,0i,1($) : @i,2(y))

gilt.

Die entsprechenden Voraussetzungen an die ¢; ; fiir das Erkennen der einzelnen
Fehlertypen erhilt man nun einfach durch Einsetzen dieser Gleichungen in die
Bedingungen 4.2, Seite 75f, fiir Quasigruppen. Wir zeigen allerdings eine etwas
einfacher zu erfiillende Voraussetzung:

Satz 41 Die Quasigruppen (G,x*;) seien isotop zu (G,-). Sie definieren ein Prif-
ziffersystem, falls folgende Bedingungen erfillt sind, 1 =1,... ,n —1,

P10 @,y € Ant(G) (4.8)
Vi1 © Pit1,3 0 Pit1,2 0 90;21 € Ant(Q) .
Qi1 ° i3 € Aut(G). (4.10)

Beweis Es ist x %, y = y %, x dquivalent zu

On3(Pn1(®) - Pn2(y) = Pna(n1(y) - Pna2(T)).

Wir kiirzen ¢, 3, setzen T := @, »(x) und § := ¢, 2(y) womit (pn,l(go;é(i)) =
©n1(pn5(7)) - @ folgt. Nach Voraussetzung ist ¢y, o ¢, anti-symmetrisch und
daher impliziert diese Gleichung x = y.

Nun nehmen wir an, dal (¢ #;11 x) *; y = (¢ *;341 y) *;  bzw.

©i,3 [%’,1 ((Pi+1,3((,0i+1,1(0) : <Pz‘+1,2($))) : <,0z',2(y)]
= ¥i3 [@i,l (SOi+1,3(<,0i+1,1(C) : 90i+1,2(y))) : Soi,Z(-'E)]

gilt. Wir definieren & := ¢, 2(), 7 := ©i2(y), ¢ := @ir1.1(c) und o := @;1 0 P;113,
8= pir120¢;5. Es folgt

a(c-B(7))-g=oalc-5(7)) - &
und, weil « ist ein Automorphismus ist,
a(é)-ao () § =) aof(y)) 1.

Wir konnen «(¢) auf beiden Seiten der Gleichung kiirzen. Da wir vorausgesetzt
haben, dal cvo 3 = ¢;1 © Yit130 Qir12 0 goz_Zl eine anti-symmetrische Abbildung
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ist, folgt aus der resultierenden Gleichung £ = y bzw. x = y. Damit haben wir
gezeigt, dafl die Quasigruppen (G, ;) ein Priifziffersystem definieren. O

Bemerkung Die ersten beiden Eigenschaften sind auch notwendig fiir das Erken-
nen aller Nachbarvertauschungen.

Beispiel Sei ¢ eine anti-symmetrische Abbildung der Gruppe (G, -). Wir wéhlen
Pig = o1, On1 = ¢©", ©i1 0 @it13 = Id und ;3 beliebig. Damit sind die
Voraussetzungen des Satzes fiir die Quasigruppen x *; y := ¢;3 ((pi,l(x) . goz-,g(y))
erfiillt. Es folgt, daf3

(co (T %y Tpq) *p_1 ... ) k1 Tg = C

ein Priifziffersystem definiert.

Konkret wihlen wir die anti-symmetrische Abbildung ¢ := [02413] der Gruppe
(Zs,+) (vgl. Seite 40) und ¢;; = @; 3 := [10324]. Damit erhalten wir fir n = 3
die folgenden Quasigruppen:

x3 0 1 2 3 4 |0 1 2 3 4 * |0 1 2 3 4
011 4 2 3 0 0[]0 2 1 3 4 0/0 3 2 4 1
112 3 0 1 4 1171 3 4 0 2 1171 0 3 2 4
210 1 4 2 3 212 1 3 4 0 212 41 0 3
314 2 3 0 1 313 4 0 2 1 313 2 4 10
413 0 1 4 2 414 0 2 1 3 414 1 0 3 2

4.7.1 Lineare Quasigruppen

Um die Anforderungen an die Quasigruppen zu verringern, ist es sinnvoll, soge-
nannte lineare Quasigruppen zu betrachten, da diese eine sehr einfache Darstellung
besitzen.

Definition 21 ([5]) Sei (Q,-) eine Gruppe mit den Automorphismen 1y, 1y und
einem fest gewdhlten ¢ € Q). Die Quasigruppe (Q,*) heifit lineare Quasigruppe
(der Gruppe (Q,-)), falls die Gleichung x *y = 11(x) - ¢ - Pa(y) fir alle x,y € Q
erfillt ist.

Satz 42 Die Menge der linearen Quasigruppen einer Gruppe (Q,-) bildet ein As-
soziativsystem.

Beweis Seien (@, *;) und (Q, x3) lineare Quasigruppen der Gruppe (@, ), d.h.
zxy =Pi1(x) e Pa(y) und zxoy = p1(x) - d- pa(y) mit Y1, o, o1, 2 € Aut(Q, ),
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c,d € Q. Es gilt:

(zx1y) 2z = @i(Pi(z)-c-a(y)) - d-p2(2)
= proYy(r) - pi(c)- (901 oy(y) - d- 902(2))

= %3 (Y *42)

mit zx3y := @101 (z) - @i(c) -y und yx42 := pr0a(y) - d- pa(z) und 3, x4 sind
lineare Quasigruppen der Gruppe (Q,-). O

Der folgende Spezialfall der linearen Quasigruppen wurde von ECKER und
PocH untersucht. Dabeil setzen wir x; := * fiir alle i:

Satz 43 (ECKER, PocH [9]) Sei Z, = {0,... ,n—1}, n > 2 und h, k,l € Z,, mit
h und k teilerfremd zu n. Dann ist Qn = (Zy, *) mit xxy = (h-x+k-y+1) mod n
eine lineare Quasigruppe. Nachbarvertauschungen werden erkannt, falls h —1 und
h—k teilerfremd zu n sind, und Sprungtranspositionen werden erkannt, falls h—1,
h+1 und h? — k teilerfremd zu n sind.

Beweis Die Abbildungen z — h - x und y — k -y sind Automorphismen der
Gruppe Z,, da h und k teilerfremd zu n sind. Wir zeigen die erste Eigenschaft
von 4.2 (Seite 75). Dazu sei x xy = y x x, also hx + ky +1 = hy + kx + 1. Es
folgt (h — k)(z — y) = 0 und mit der Eigenschaft, dal h — k eine Einheit in Z,
ist, v —y = 0 bzw. 2 = y. Nun nehmen wir an, da} (¢ x z) xy = (¢ x y) x z gilt,
d.h. h(he + kx +1) + ky + 1 = h(hc + ky + 1) + kx + [. Wir kiirzen auf beiden
Seiten die gleichen Terme und erhalten hkx + ky = hky + kx. k ist eine Einheit,
daher konnen wir auch £ kiirzen. Es folgt (h — 1)(x — y) = 0 und damit, weil wir
h — 1 als Einheit vorausgesetzt haben, x = y. Die entsprechenden Bedingungen
fiir Sprungtranspositionen werden ganz analog gezeigt. O

Korollar 18 (ECKER, PocH [9]) Sei g teilerfremd zun, 1 <q¢<n—2 (n> 3).
Wenn wir h = —q, k =1 und [ = 0 setzen, dann werden alle Nachbarvertauschun-
gen erkannt, vorausgesetzt, dafi q + 1 teilerfremd zu n ist. Zusdtzlich werden alle
Sprungtranspositionen erkannt, falls ¢ — 1 teilerfremd zu n ist.

Ist n gerade, dann ist entweder h oder h —1 gerade und daher nicht teilerfremd
zu n. Also gibt es fiir gerades n keine lineare Quasigruppe, die alle Nachbarver-
tauschungen erkennt. Dies liegt u.a. auch am folgenden Zusammenhang:

Satz 44 FEin Prifziffersystem dber linearen Quasigruppen der Gruppe (G,-) ist
ein Priifziffersystem dber dieser Gruppe.

Beweis Seien (G,x*;), i = 1,...,n, lineare Quasigruppen der Gruppe (G, ) mit
xx;y = ;i(x) - ¢ - pi(y). Wir zeigen die Behauptung durch vollsténdige Induktion
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nach der Anzahl der beteiligten Quasigruppen. Fiir eine Quasigruppe *, haben
wir

T *n Tn-1 = Yn(Tn) - & Pn(Tn-1)-
Wir setzen 7, (z) := ¢, (x) und 7,1 () := ¢, - pn(x) und erhalten den Induktions-
anfang
Tn *n Tn—1 = Tu(Tn) - Tn1(Tn-1).
Nun gelte (... (Zy *p Tno1) *n_1--.) % Ticg = Tn(xy) + ... - Ti_1(x;_1). Es folgt
(Tn(fvn) el Ti71($i71)) *i-1 Tj—2 = wifl(’rn(xn) el Ti71($z‘f1)) “Ci1 (Pifl(xFZ)-

Mit 7(z) ==y o7(x), j =n,...,i—1, Ti_a(x) := ¢i_1 - pi—1(x) und der Eigen-
schaft, daf ¢; ; ein Automorphismus ist, haben wir (... (x, %, Tp_1) *p_1 ...) *;
Ti_o = To(xp) ... - Ti_a(xs_2) gezeigt. Damit folgt die Behauptung. O

Bemerkung Wir haben die Eigenschaft, daf} ¢, und die ¢; Automorphismen sind
nicht benutzt. Die gleiche Aussage gilt daher auch fiir Quasigruppen, bei denen
1, und die ¢; nur Permutationen sind, aber keine Automorphismen.

Der Ansatz mit linearen Quasigruppen fiihrt also auf die bereits in Kapitel 1 be-
handelten Priifziffersysteme iiber Gruppen. Da wir schon gezeigt haben, daf§ {iber
der Gruppe Zs,, kein Priifziffersystem existiert, kann es auch kein Priifziffersystem
iiber linearen Quasigruppen der Gruppe Z,, geben.

4.8 Total anti-symmetrische Quasigruppen

Ein naheliegender Ansatz zur Reduktion der Anzahl der Paare orthogonaler la-
teinischer Quadrate, ist es, anstatt verschiedener Quasigruppen, nur eine einzelne
Quasigruppe zu betrachten. Dies hat auch praktische Vorteile, da wir in diesem
Fall die Stellenzahl der zu sichernden Zahlen einfach erhéhen kénnen, wihrend bei
verschiedenen Quasigruppen nicht klar ist, wie wir eine weitere Quasigruppe hinzu
nehmen konnen, ohne dabei die Fehlererkennung zu zerstoren.

Wir betrachten daher die Priifziffersysteme der Form
(coo((mp % @pyy) *Tpg) % ...) % Ty = C. (4.11)

Eine Quasigruppe heif3t total anti-symmetrisch, falls sie anti-symmetrisch ist und
auflerdem gilt:

(cxx)xy=(cxy)*x = T =y. (4.12)

Damit definiert die Gleichung 4.11 genau dann ein Priifziffersystem, wenn * eine
total anti-symmetrische Quasigruppe ist.
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4.8.1 Konstruktion

In diesem Abschnitt geben wir einen Algorithmus an, mit dessen Hilfe total anti-
symmetrische Quasigruppen konstruiert werden kénnen. Die Eigenschaft 4.12
konnen wir durch die Parastrophie (@, /) etwas anders formulieren. Wir setzen
T :=cx*x, also ¢/T = x und erhalten die neue Bedingung

Txy=(cxy)*(c/T) = c/z=y (firallec,2,y€Q)

Nun sei M = m(i,j, k) ein Wiirfel mit m(i,j, k) :== k, (i,5,k = 0,1,... ,n —1).
Wir konstruieren die Quasigruppe * durch:

1) Fir ¢ von 0 bis n—1 tue 2-10

2) Fir j von 0 bis n —1 tue 3-7

3) Sind alle Elemente m(i,j,0),...,m(i,j,n — 1) gestrichen,
dann Abbruch

4) Wahle ein Element m(i,j, k) aus, das noch nicht
gestrichen ist und setze ixj:=k

5) Streiche die Elemente m(i+1,j,k),... ,m(n—1,75,k)
6) Streiche die Elemente m(i,j + 1,k),... ,m(i,n —1,k)
7) Streiche das Element m(j,i,k), falls j > i

8) Streiche die Elemente m(cx*vy,c/x,z*vy),
c=0,...,1—1, x=1, y=0,...,n—1

9) Streiche die Elemente m(cx*vy,c/x,z*vy),
c=1t, v=0,...,1, y=0,... ,n—1

10) Gibt es in den Schritten 8 oder 9 z # cxy mit z*xy = (c*xy)*
(¢/z), e¢*xy <i, dann Abbruch

Erlduterungen: Die Schritte 546 sorgen dafiir, dafl eine Quasigruppe konstru-
iert wird. Durch Schritt 7 werden nur anti-symmetrische Quasigruppen erzeugt.
Die Schritte 8-10 beschleunigen den Algorithmus erheblich, denn es werden schon
wiahrend der Konstruktion diejenigen Quasigruppen ausgeschlossen, die nicht total
anti-symmetrisch sind. Wir zeigen dies in dem folgenden Satz:

Satz 45 FEine Quasigruppe (Q,+) kann genau dann mit dem Algorithmus konstru-
tert werden, wenn sie total anti-symmetrisch ist.

Beweis Wir zeigen zunidchst mit vollstdndiger Induktion, dafl eine total anti-
symmetrische Quasigruppe (@, ) mit dem Algorithmus konstruiert werden kann.
Es sei (i, j') < (4,7) falls ¢ < i oder falls i' = i und j' < j ist. Wir beginnen die
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Induktion mit (i,7) = (0,0). Da fiir i = j = 0 noch kein Element gestrichen ist,
konnen wir 0% 0 := 0 - 0 setzen. Nun gelte i’ x j' =i’ - j' fiir alle (7', j") < (4, ).
Annahme: In Durchlauf (4, j) ist das Element m(i, j,i - j) gestrichen, d.h. es exi-
stiert ein (', j") < (i,7), so daB in Durchlauf (i, j) m(i, j,i - j) gestrichen wurde.
Wir unterscheiden die folgenden Fille:

Fall 1: m(i, 7,4 - j) wurde in Schritt 5 oder 6 gestrichen. Entweder gilt dann j = j'
und 7' -j=i*j=i-joderi=14¢und i-j =ixj =i-j. In beiden Féllen folgt
(i',7") = (i,7) im Widerspruch zu (i, 5') < (i, 7).

Fall 2: m(i, 7,7 - j) wurde in Schritt 7 gestrichen, also i = j und j' = i. Es folgt
j-i=jxi=1-j. Nach Voraussetzung an (@, -) impliziert dies i = j und damit
(¢',4") = (i,7), Widerspruch.

Fall 3: m(i, 7,4 - j) wurde in Schritt 8 gestrichen, d.h. ' < i und es existiert ein
c<i,ye{0,...,n—1}tmitc-y=cxy=i,¢c/i' =4, y=i%y=1-j.
Die zweite Gleichung ist dquivalent zu i/ = ¢* j = ¢ - j. Wir setzen diese und die
erste Gleichung in die dritte ein und erhalten (¢-j)-y = (c¢-y) - j. Dies impliziert
nach Voraussetzung j = y und wir erhalten aus der dritten Gleichung ¢ = 7 im
Widerspruch zu i’ < i.

Fall 4: m(i, 7,4 - j) wurde in Schritt 9 gestrichen, d.h. ' < i und es existiert ein
r<i<i,ye{0,...,n—1}miti-y=i*xy=4¢/r=jundz-y=xxy=1-j.
Auch hier folgt durch Einsetzen in die letzte Gleichung (i - j) -y = (¢ - y) - J.
Demnach ist 7 = y und ¢+ = x im Widerspruch zu x < 1.

Damit ist die Annahme widerlegt, d.h. das Element m(i, 7,4 - j) ist nicht ge-
strichen. Wir setzen daher i x j :=1 - j.

Der Algorithmus bricht nicht in Schritt 3 ab, da wir gezeigt haben, dal minde-
stens ein Element, ndmlich m(i, j,7- j) nicht gestrichen ist. Wenn der Algorithmus
in Schritt 10 abbrechen wiirde, dann géibe es ¢,z € {0,... i}, y € {0,... ,n — 1},
cxy <i,x #£cxy=c-ymitxxy = (cxy) = (c/x). Wir setzen z := c¢/x
bzw., * = c¢*xz =c-zund es folgt -y = (c-y) -z = (c-2z) -y. Wir erhal-
ten z = y, woraus x = c -y folgt im Widerspruch zu x # ¢ -y. Damit haben wir
gezeigt, dal die Quasigruppe (@, -) mit dem Algorithmus konstruiert werden kann.

Sei nun andererseits (@, *) eine Quasigruppe, die mit dem Algorithmus kon-
struiert wurde. Wir nehmen an, es gibe ¢,x,y € {0,... ,n — 1}, x # ¢y mit
rxy = (cxy)*(c/x). Sei i := max(c,z), also ¢,x < i. Wir betrachten nun den
Algorithmus in Durchlauf ¢ bei den Schritten 8-10.

Fall1: ¢ = 4, ® < i, cxy < 7. In Schritt 9 gibt es demnach = # ¢ * y mit
zxy = (cxy)*(c/x), cxy <iund der Algorithmus bricht ab.
Fall 2: ¢ <7, x =1, c*y < 1. In Schritt 8 sind damit die Bedingungen von Schritt



4.8. TOTAL ANTI-SYMMETRISCHE QUASIGRUPPEN 91

10 erfiillt und der Algorithmus bricht ab.

Fall 3: c =i, x < i, cxy > 1. Esist (x,y) < (c*y,c/x). In Schritt 9 wurde das
Element m(cxy,c/z, zxy) gestrichen, daher ist die Wahl (cxy) * (¢/x) = v xy im
Durchlauf (¢, j') = (¢*y, ¢/x) nicht moglich, im Widerspruch dazu, dafl wir (Q, )
mit dem Algorithmus konstruiert haben.

Fall 4: ¢ < i, x =i, ¢xy > i. Auch hier ist (z,y) < (c*y,c¢/x) und es folgt analog
zu Fall 3, dafl in Schritt 8 m(c * y, ¢/, x * y) gestrichen wurde und deshalb ist
(exy) * (¢/x) # = * y, Widerspruch.

Nun nehmen wir an, es gibe x # y mit xxy = y*x, 0.B.d.A. x < y. Im Durchlauf
(xz,y) wird das Element m(y,z,z % y) gestrichen und kann daher im Durchlauf
(y, ) nicht ausgewéhlt werden, also z x y # y * x, Widerspruch.

Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. O

Wie bei den anti-symmetrischen Abbildungen kann man alle total anti-sym-
metrischen Quasigruppen konstruieren, indem man in Schritt 4) nacheinander alle
nicht gestrichenen Elemente auswahlt und den Algorithmus rekursiv aufruft.

Mit diesem rekursiven Algorithmus haben wir die Anzahl der total anti-sym-
metrischen Quasigruppen mit einer Linkseins und derer, die zusétzlich noch alle
Sprungtranspositionen erkennen, bestimmt.

Ordnung | Anzahl (Gesamt) total  anti- | Sprungtrans-
symmetrisch | positionen
3 2 1 0
4 24 2 2
5 1.344 18 12
6 1.128.960 0 0
7 12.198.297.600 2.400 480
8 2.697.818.265.354.240 | 31.680 1.440

Die Werte fiir n = 3,4, 5, 6 bestétigen die von ECKER und POCH [9] bestimmte
Anzahl. Die Rechenzeit fiir n = 7 betrug ca. 6 Minuten, die fiir n = 8 ca. 12,5
Stunden. Fiir die Konstruktion der total anti-symmetrischen Quasigruppen haben
wir die folgenden Sitze ausgenutzt.

Satz 46 Ist (Q),*) eine total anti-symmetrische Quasigruppe, ¢ und v Permu-
tationen, dann wird durch x -y = ¥~ (¥(x) * p(y)) ebenfalls eine total anti-
symmetrische Quasigruppe definiert, falls 1 o o1 € Ant(Q,*) oder (Q,-) eine
Linkseins besitzt.

Beweis Wir nehmen zunéchst an, da§ (¢-z) -y = (¢ y) -z gilt, dann folgt mit
T

der Definition von (@, -), daB (¢(c) * p(z)) * ¢(y) = (¥(c) * ¢(y)) * p(x) ist. Da
(@, *) total anti-symmetrisch ist, folgt p(z) = ¢(y) und demnach = = y.
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Falls (@, -) eine Linkseins 0 besitzt, dann folgt aus z-y = (0-z)-y = (0-y)-x = y-x
die Gleichung x = y. Also ist (@, -) total anti-symmetrisch.

Gilt P o o' € Ant(Q, %), dann impliziert = - y = 1 (P(x) * p(y)) = L1 (P(y) *
p(z)) =y -z die Gleichung ¢(z) * p(y) = ¥(y) * ¢(z) und damit (o~ (p(2))) *
o(y) = (e~ (p(y)))*e(z). Nach Voraussetzung ist 1pop~! eine anti-symmetrische
Abbildung der Quasigruppe (@, %), deshalb folgt ¢(x) = ¢(y) und x = y. Folglich
ist (@, -) total anti-symmetrisch. O

Korollar 19 Ist (Q,*) eine total anti-symmetrische Quasigruppe, so ist auch
(Q,-) mit x -y := o Yo(x) * p(y)) total anti-symmetrisch.

Beweis Setze ¢ := ¢, dann ist ¢ o o1 = Id € Ant(Q,*), weil (Q,*) anti-
symmetrisch ist.

Satz 47 Sei (Q, *) eine total anti-symmetrische Quasigruppe, dann existiert eine
total anti-symmetrische Quasigruppe mit Linkseins, (Q,-) und eine anti-symmet-
rische Abbildung o' € Ant(Q,-) mit z xy = x - o(y).

Beweis Sei p(z) := 0%z und z -y := z % ¢~ '(y), dann gilt y = 0 % ¢~ (y) und
demnach 0 -y = 0% o~ '(y) = y fiir alle y € Q, also besitzt (Q,-) eine Linkseins
und ist nach Satz 46 total anti-symmetrisch. Auerdem gilt ! € Ant(Q, ), denn
aus ¢ ' (z) -y = ¢ H(y) -z folgt T Hz) x T Hy) = 7 (y) x o (@), (Q,%) ist
anti-symmetrisch daher erhalten wir p=!'(z) = ¢~ '(y) bzw. x = y. Damit haben
wir z - ¢(y) =z * "' (p(y)) = = * y und die Behauptung ist bewiesen. O

Wir kénnen also alle total anti-symmetrischen Quasigruppen bestimmen, in-
dem wir die total anti-symmetrischen Quasigruppen mit Linkseins und deren anti-
symmetrische Abbildungen konstruieren.

Satz 48 FEine total anti-symmetrische Quasigruppe mit Linkseins ist isomorph zu
einer total anti-symmetrischen Quasigruppe mit Linkseins (@, ), @ = {0,... ,n—

1}, fir die
1z <2+ 2, r=0,...,n—1

qgilt.

Beweis Sei (@, *) eine total anti-symmetrische Quasigruppe mit Linkseins 0. Wir
beweisen den Satz mit vollstindiger Induktion.

Falls 1 %0 < 2 ist (Bem.: in diesem Fall gilt 1 %+ 0 = 2) , dann ist nichts zu
zeigen. Gilt 10 > 0+ 2 = 2, dann definieren wir ¢(1%0) := 2, p(2) := 1 %0 und
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¢(x) := x sonst. Die Quasigruppe (@Q,-) mit z -y := p(p(x) * ¢(y)) ist isomorph
zu (Q, %), da o' = ¢ gilt und es ist 1-0 = (¢(1) * ©(0)) = p(1%0) =2 < 0+ 2.

Nun sei (@, *) isomorph zu (@, '), und es gelte 1 ' = < z 4+ 2 fiir 0 < x <
k<n—3 Ist 1« (k+1) > k+ 3, dann setzen wir p(1 ' (k + 1)) := k + 3,
ok +3):=1«(k+1) und p(z) := z sonst. Damit erfiillt die Quasigruppe (@, -)
mit = -y := p(p(x) * ¢(y)) die gesuchte Bedingung, denn es gilt

L-z=9p(p(1) ¥ () =1 z) =1+ 2 <z +2, fir0 <z <k
und
L-(k+1)=p(p(1) " ok +1) =1+ (k+1)=k+3=(k+1)+2

und (Q, -) ist isomorph zu (Q), *).
Da fiir z > n — 3 die Aussage 1 x x < z + 2 trivial ist (denn schlielich ist
1xx <n—1fiir alle x € @)), haben wir damit den Satz bewiesen. O

Wir brauchen also nur solche Quasigruppen zu konstruieren, welche eine Links-
eins besitzen, und fiir die 1 xx < x + 2 gilt. Die Gesamtanzahl erhalten wir durch
das Auszdhlen der verschiedenen isomorphen Quasigruppen. Damit verkiirzt sich
die Rechenzeit erheblich, z.B. fiir n = 8 von schétzungsweise einer Woche auf etwa
einen halben Tag.

Auflerdem haben wir den Algorithmus noch dadurch beschleunigt, dafl wir beim
Streichen eines Elements gleich iiberpriifen, ob bereits alle Elemente m(i, j, k),
k =0,...,n — 1 gestrichen wurden. Dies erreichen wir, indem wir mitzéhlen,
wieviele Elemente noch nicht gestrichen sind. Sind alle Elemente gestrichen, so
konnen wir den aktuellen Durchlauf abbrechen und in der Rekursion eine Ebene
héher gehen.

Fiir n = 10 haben wir auch nach ldngerer Suche keine total anti-symmetrische
Quasigruppe gefunden. Da die Zahl der Quasigruppen mit n stark anwéchst (siehe
McKaAy, Rocoyskr [16]), konnten wir allerdings nur einen sehr geringen Prozent-
satz iiberpriifen. ECKER und POCH haben sogar die Vermutung ausgesprochen,
da3 Quasigruppen der Ordnung 4k + 2 nicht total anti-symmetrisch sein kénnen.
Wir stiitzen diese Vermutung durch den folgenden Satz:

Satz 49 FEs existiert keine zu Dy, s > 2 ungerade, isotope Quasigruppe, die total
anti-symmetrisch ist. Die Quasigruppen, die zu Zsy isotop sind, kénnen nicht
anti-symmetrisch sein.

Beweis Nehmen wir an, wir héitten eine total anti-symmetrische Quasigruppe
(@, *), die isotop zu Dy ist, d.h. = *xy = @3(p1(z)p2(y)). Damit ist (¢ * z) *

y = p3(pilc* 2)p2(y)) = @3(pi(ps(pi(c)pe(r)))p2(y). Mit ¢ = @10 @3, € =
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p1(c), & = @2(x) und § = @a(y) folgt (¢ * x) xy = p3(p(c2)y). Da (Q,*) to-
tal anti-symmetrisch ist, folgt, daB fiir alle ¢ € D, die Permutation @(¢z) eine
anti-symmtrische Abbildung von Dy ist. Nach Satz 4 (Seite 30) ist damit auch
o(ctex)et = p(z)e ! € Ant(Ds) im Widerspruch zu Satz 26 (Seite 54).

Da Z,, keine anti-symmetrische Abbildung besitzt, gilt dies auch fiir alle Isoto-
pien. O

Wenn die Vermutung stimmt, dann existiert kein Priifziffersystem basierend
auf einer einzelnen Quasigruppe der Ordnung 10. Falls es allerdings eine total
anti-symmetrische Quasigruppe der Ordnung 10 geben sollte, dann bedeutet dies
allerdings noch nicht, dafl diese eine bessere Fehlererkennung der anderen Fehler
(Zwillingsfehler, Sprungzwillingsfehler) bietet als ein Priifziffersystem basierend
auf der Diedergruppe Ds. Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, dafl be-
stimmte Quasigruppen nicht alle Fehler erkennen kénnen.

Fiir ungerade n gilt allerdings:

Satz 50 Es existieren total anti-symmetrische Quasigruppen fir alle ungeraden
n.

Beweis In (Z,,+) sind die Abbildungen ¢(z) = ¢ — = anti-symmetrisch fiir al-
le ¢ € Z,. Wir definieren nun = xy := —x + y und haben damit (¢ x x) xy =
—(—c+2z)+y=c—x+yund * ist total anti-symmetrisch. O

4.9 Quasigruppen mit Vorzeichen

Dieser Abschnitt verallgemeinert den Begriff des Vorzeichens auf Quasigruppen.

Definition 22 Fine (endliche) Quasigruppe (Q, ) mit einem Homomorphismus
sgn @ Q — {—1,4+1} heifit Quasigruppe mit Vorzeichen sgn. Ist sgn surjektiv,
dann heifst das Vorzeichen nicht-trivial. Die Menge der positiven bzw. negativen
Elemente wird mit Q% bzw. QQ~ bezeichnet.

Eigenschaften:
1. Besitzt (@, *) eine Links- oder Rechtseins e, dann ist sgn(e) = 1.
2.Q0=Q"UQ und Q*NQ =0.

3. Esgilt |QT| = |Q |, falls das Vorzeichen auf @) nicht trivial ist, sonst QT = Q
und Q~ = 0.
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zu 1: sgn(e) = sgn(e x e) = sgn(e)sgn(e) = 1.

zu 2: klar.

zu3: Seix € Q #0, dann ist z x x € QT, denn sgn(x x x) = sgn(x)sgn(z) = 1,
also ist das Vorzeichen sgn nicht trivial. Es ist Q" C @, und da zxy; # x*ys
fir y; # yo gilt, haben wir Q"] < |@~|. Ebenso gilt z * @~ C Q' und damit
|Q~] < |QT]. Folglich haben wir |Q*| = |Q~|. Ist das Vorzeichen trivial, dann gilt

Q =0und Q =Q".

Satz 51 Quasigruppen mit ungerader Ordnung besitzen nur die triviale Vorzei-
chenfunktion sgn(z) = 1.

FEine Quasigruppe der Ordnung 2k besitzt ein nicht-triviales Vorzeichen genau
dann, wenn sie eine Unterquasigruppe der Ordnung k besitzt.

Beweis Falls eine Quasigruppe ein nicht-triviales Vorzeichen besitzt, dann gilt
|Q"| = Q7| und die Anzahl der Elemente der Quasigruppe ist gerade, denn |Q| =
QT+ Q| =k + k =2k. Q" ist in diesem Fall eine Unterquasigruppe der Ord-
nung k, denn wenn z,y € Q% sind, dann gilt sgn(z*y) = sgn(z)sgn(y) =1-1=1
und es folgt z xy € Q.

Andererseits konnen wir mit einer Unterquasigruppe U der Ordnung k ein Vorzei-
chen definieren durch

{1 fallsz € U
sgn(z) =

—1 sonst.

Wir miissen zeigen, daf sgn(zxy) = sgn(z)sgn(y) gilt. Dazuseiz € U. Fiiry € U
sind auch die Elemente xxy € U. Da x %y, # x xy, fiir y; # yo gilt, ist zxU = U.
Aus diesem Grund ist fiir z ¢ U auch x x 2z € U, denn wenn x x z € U wére, dann
gibe es ein y € U mit x *x 2 = x * y und damit ist y = z, Widerspruch. Genauso
folgt, dafl fiir z ¢ U auch z x 2 € U ist. Nun sei z € U := Q \ U. Wir haben
gezeigt, daf fiir x € U, z+x und z * 2 Elemente von U sind, d.h. 2xU = Ux*z = U,
denn die Elemente z x x bzw. x % z sind fiir verschiedene x ebenfalls verschieden
und |U| = |U|. Ist y € U, dann muB z x y,y * 2 € U gelten, denn sonst giibe es
einz € U mit 2%y =2%x bzw. y* 2 = 2 % z und es wiirde z = y und daher ein
Widerspruch folgen. Damit haben wir gezeigt, dafl sgn ein Homomorphismus ist.
(|

Theorem 19 Sei QQ eine Quasigruppe der Ordnung 4k + 2 mit nicht trivialem
Vorzeichen, dann besitzt () keine vollstindige Abbildung.

Beweis Siehe Beweis auf der Seite 48.
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Wir haben bereits gezeigt, dafl in einer Isotopieklasse entweder alle oder keine
Quasigruppe eine vollstdndige Abbildung besitzt. Daher wissen wir, daf} jede
Quasigruppe der Ordnung 4k + 2, die zu einer Quasigruppe mit Vorzeichen isotop
ist, keine vollstdndige Abbildung besitzt. Also gilt:

Korollar 20 Priifziffersysteme zur Basis 4k + 2 dber Quasigruppen, von denen
wenigstens eine isotop zu einer Quasigruppe mit Vorzeichen ist, erkennen nicht
alle Zwillings- und auch nicht alle Sprungzwillingsfehler.

Das Gleiche gilt auch fiir alle Parastrophien dieser Quasigruppen.

4.9.1 Beispiele

Die Quasigruppe (Z,, ), n gerade, mit

{(x +y) mod n falls © gerade
THY =

(x —y — k) mod n falls x ungerade,

k € Z, gerade, besitzt das nicht-triviale Vorzeichen

{1 falls x gerade
sgn(z) =

—1 falls z ungerade,

denn die Menge der geraden Zahlen bildet eine Unterquasigruppe von (Z,, ). Dies
wird besonders deutlich, wenn wir die Zeilen und Spalten so permutieren, dafl
zuerst die geraden und dann die ungeraden Zahlen kommen. Fiir n = 10,k = 0
haben wir z.B. die Quasigruppe

10 2 4 6 81 3 5 7 9
0(0 2 4 6 8|1 3 5 7 9
212 46 8 013 5 7 91
414 6 8 0 2|5 7 9 1 3
616 8 0 2 417 9 1 3 5
88 0 2 4 6|9 1 3 5 7
171 9 7 5 3|0 8 6 4 2
313 1.9 7 52 0 8 6 4
505 3 1 9 714 2 0 8 6
77T 5 3 1 916 4 2 0 8
919 75 3 118 6 4 2 0

Wir zeigen, daf (Z,, *) fiir alle geraden n, k eine Quasigruppe definiert. Wir
setzen y := a —x, falls x gerade und y := x —a — k, falls z ungerade ist, und haben
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so eine eindeutige Losung der Gleichung = x y = a mit vorgegebenen z,a € Z,.
Sind y, b € Z, vorgegeben und y und b entweder beide gerade oder beide ungerade,
dann ist x := b — y gerade und Losung der Gleichung = x y = 0. Falls y und b
unterschiedliche Vorzeichen haben, dann ist z := b 4+ y + k£ ungerade und 16st die
Gleichung x * y = b. Um zu zeigen, dafl diese Losung eindeutig ist, nehmen wir
an, dafl x; * y = w9 x y = b gilt. Haben z; und wz, das gleiche Vorzeichen, dann
konnen wir y und ggf. £ auf beiden Seiten der Gleichung kiirzen und erhalten
x1 = xo. Gilt dagegen x; ungerade und x, gerade, so haben wir die Gleichung
x1 —y—k =9+ y bzw. 11 = 29 + 2y + k. Auf der rechten Seite der Gleichung
steht eine gerade, auf der linken eine ungerade Zahl, da n gerade ist haben wir
daher einen Widerspruch. Damit folgt, daf§ (Z,,, *) eine Quasigruppe ist. O

Weitere Beispiele konnen wir aus der Arbeit von ECKER und POCH entneh-
men. Sie definieren iiber den folgenden Quasigruppen der Ordnung 2n = 4k + 2
ein Priifziffersystem (siehe letzten Abschnitt). Fiir 2,y € Z,, sei x % y bzaw. x %9y
definiert durch:

0<z,y<n-—1 : rx1y=(y—x) modn
0<z<n—-1,n<y<2n—-1 : xxy=n+((y— ) modn)
n<z<2n—-1,0<y<n-1 : zxy=n+((—z—y) mod n)

n<z,y<2n-1 : r¥y=(y—2x+1) modn
bzw.

0<z,y<n-1 : T*y = (y —x) mod n
0<z<n-1,n<y<2n-1 : xxy =n+ ((y+ z) mod n)
n<zr<2n—-1,0<y<n—-1 : zxy=n+((y—2x+1) mod n)

n<z,y<22n-1 : THy=(—y+x+1) modn

Auch diese Quasigruppen besitzen ein nicht triviales Vorzeichen, denn fiir
0<z,y<n-—1gilt0 <zxy <n—1und damit habe wir eine Unterquasi-
gruppe der Ordnung 2k + 1. Also konnen wir Korollar 20 (Seite 96) anwenden und
es folgt, daf} iiber dieser Quasigruppe kein Priifziffersystem existiert, welches alle
(Sprung-)Zwillingsfehler erkennt.

Im Gegensatz zu den Gruppen, mufl eine Quasigruppe der Ordnung 4k + 2
nicht unbedingt ein nicht-triviales Vorzeichen besitzen, wie das folgende Beispiel
zeigt.
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*x0 1 2 3 4 5 6 7 89
0(01 2 3 45 6 7 89
116 2 9 4 3 7 5 1 0 8
2/5 6 48 7 3 1 9 20
319 5 6 7 0 1 3 8 4 2
413 8 5 6 1 2 9 0 7 4
508 3 05 6 9 4 2 17
6(7 0 3 2 5 6 8 4 9 1
712 4 71 9 8 0 3 6 5
814 71 9 8 0 2 6 5 3
911 9 8 0 2 4 7 5 3 6

Die Identitédt ist eine vollstdndige Abbildung dieser Quasigruppe, denn die
Elemente x x x auf der Diagonalen sind paarweise verschieden. Nach Theorem 19
kann sie daher nicht isotop zu einer Quasigruppe mit nicht-trivialem Vorzeichen
sein, insbesondere besitzt sie selbst nur das triviale Vorzeichen.

4.10 Total anti-symmetrische Abbildungen

Wenn wir den Ansatz im Abschnitt ,, Total anti-symmetrische Quasigruppen” mit
Kapitel 1 vergleichen (insbesondere Satz 1, Seite 15), dann ist der deutlichste
Unterschied, dafl wir die Priifziffer nur mit einer Quasigruppe berechnet haben,
ohne eine Permutation auf die einzelnen Elemente anzuwenden.

Wir untersuchen nun diese Moglichkeit mit dem Ansatz

(- (" (xn) = " H@na)) 0" P (@n)) + . ) (@) x 0 =c  (4.13)

wobei (@, x) eine Quasigruppe und ¢ eine Permutation ist.
Zunichst zeigen wir, dafl dies im wesentlichen dem vom ECKER und PoOcCH
vorgeschlagenen Ansatz entspricht. Sie definieren die Priifziffer durch

2o = (oo (n % 0(Tn 1)) * 0% (Tn2)) % ...) * " (1) (4.14)

und verzichten auf das Erkennen der Vertauschung zy <> x;. Dies erscheint auf-
grund der Tatsache, dafl die H&ufigkeit der Fehler mit wachsender Stellenzahl
zunimmt, als wenig sinnvoll. Aulerdem kénnen wir auf die einzelnen Stellen x; die
Permutation ¢~ " anwenden, ohne dafl die Anti-Symmetrie-Eigenschaft der durch
die Gleichung definierten n-Quasigruppe verlorengeht (Satz 16, Seite 67). Wir er-
halten somit die Form 4.13, wobei es besser ist, die Priifziffer implizit durch die
genannte Gleichung zu bestimmen.

Fiir eine Quasigruppe reicht es nicht aus, dafl ¢ eine anti-symmetrische Abbil-
dung ist. Wir benétigen zusétzlich noch die Bedingung

(cxp(@)xy=(cxp(y)xr = x=y,
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damit alle Nachbarvertauschungen erkannt werden. Wir nennen eine Permuta-
tion die anti-symmetrisch ist und zusétzlich diese Bedingung erfiillt total anti-
symmetrisch. In einer Gruppe sind anti-symmetrische Abbildungen auch total
anti-symmetrisch, fiir Quasigruppen gilt dies aber i.allg. nicht.

4.10.1 Konstruktion

Total anti-symmetrische Abbildungen einer Quasigruppen (@), ) konnen ganz &hn-
lich wie die anti-symmetrischen Abbildungen einer Gruppe konstruiert werden.
In einer Quasigruppe haben wir allerdings im allgemeinen kein inverses Element.
Dieses Problem konnen wir aber leicht 16sen, indem wir die Parastrophien (Q, /)
und (@, \) betrachten. Dann sind die Implikationen

p(@) xy = p(y) xz = T =y
(cxo(@)) xy = (cxp(y)) xz = T=y
dquivalent zu
p(z) = (p(y) *z)\y = =y
p(x) =c/(((cx o(y)) *z)\y) = =y

Damit erhalten wir einen Algorithmus, der die total anti-symmetrischen Abbil-
dungen einer Quasigruppe konstruiert, indem wir statt des Elements my, j.x.;—1 bei
Gruppen, das Element my, j.); und fiir alle ¢ € @ die Elemente my, ./(((cxj)k)\i)
streichen (vgl. Seite 39). Mit diesem Algorithmus kénnen wir sehr effektiv die
total anti-symmetrischen Abbildungen einer vorgegebenen Quasigruppe konstru-
ieren. Wir haben nun fiir verschiedene Quasigruppen die total anti-symmetrischen
Abbildungen bestimmt und deren Erkennungsquote der anderen Fehlerarten un-
tersucht. Dabei fanden wir eine Quasigruppe, die eine bessere Fehlererkennung
bietet als die Diedergruppe.

Zum Vergleich geben wir zunéchst die Erkennungsquote des von ECKER und
PocH definierten ,Shift-Code” an. Sie benutzen die im Abschnitt 4.9.1 (Seite
97) definierten Quasigruppen mit der Priifgleichung 4.14 und der Permutation
o(x) := x + 1. Damit erzielten sie die folgenden Fehlererkennungsraten fiir die
Quasigruppe *; der Ordnung 10: Sprungtranspositionen (Spr.): 84,89%, Zwil-
lingsfehler (Zw.): 71,11%, Sprungzwillingsfehler (SprZw.): 87,67% und phoneti-
sche Fehler (Ph.): 76,19%.
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Bei der zweiten angegebenen Quasigruppe stellten wir fest, dal diese zusammen
mit ¢ nicht alle Nachbarvertauschungen erkennt. Es gilt fiir 2n = 4k 4+ 2, £ > 1:

0% 9(3k +2) = 0%y (3k +3) = 2k + 1+ ((3k + 3) mod 2k + 1) = 3k + 3

und

(Bk+2) %9 p(0) = (Bk+2) %21 =2k + 1+ ((1 —3k —2+1) mod 2k + 1) = 3k + 3.

Folglich ist (3k + 2) %9 ©(0) = 0 9 p(3k + 2).
Das Ergebnis von ECKER und PocH [9, Seite 299] ist fiir diese Quasigruppe

daher falsch.

Bei der Diedergruppe fanden wir total anti-symmetrische Permutationen, die
eine deutlich hohere Fehlererkennung bieten als der Shift-Code von ECKER und

PocH.
Ordnung | Permutation Spr. 7w. SprzZw. Ph.
6 [034152] 82,22% 86,67%  82,22%  80,00%
(305214] 82,22% 86,67%  82,22% 100,00%
8 [07526431] 89,29% 100,00% 89,29%  91,43%
[43571602] 92.86% 92,86% 92,86% 97,14%
10 [0458613297] | 92,00%  95,56%  92,00%  90,48%
[0542978136] | 92,00% 91,11%  92,00% 100,00%
[7046913258] | 94,22%  95,56%  94,22%  96,83%

Bei der Suche nach anderen Quasigruppen, die eine bessere Fehlererkennung
haben als die Diedergruppe, fanden wir die Quasigruppe (Zy, x), n gerade, definiert

durch

{(:c+y) mod n
THY =

falls = gerade

(x —y —2) mod n falls  ungerade

(vgl. Abschnitt 4.9.1) und die folgenden total anti-symmetrischen Abbildungen:

Ordnung | Permutation Spr. 7w. SprzZw. Ph.
6 [013425] 82,22% 86,67%  82,22% 100,00%
[014352] 82,22% 86,67%  82,22% 100,00%
8 [12053467] 92,86% 100,00% 92,86%  94,29%
[01526374] 92,86% 100,00% 92,86% 100,00%
10 [0137268459] | 92,00%  95,56%  92,00% 100,00%
[0147389625] | 92,00% 95,56%  92,00% 100,00%
[2096813574] | 94,22%  95,56%  94,22%  96,83%
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Mit der Permutation [2096813574] erreichen wir eine Fehlererkennung von 99,89%
aller nicht zufilligen Fehler (einschliefilich der Einzelfehler und der Nachbarvertau-
schungen, die zu 100% erkannt werden). Die Permutation [0147389625] bietet eine
Fehlererkennung von 99,87%. Sie hat den Vorteil, dal die 0 fixiert wird, womit
fiihrende Nullen die Priifziffer nicht verdndern und Formatfehler erkannt werden
konnen. Im Vergleich zur Permutation [0542978136] der Diedergruppe erkennt
dieses Priifziffersystem mehr Fehler und ist diesem daher vorzuziehen.

Schluflbemerkung

Wir haben gesehen, dafl das Problem, ein Priifziffersystem zur Basis 10 zu be-
stimmen, welches alle Sprung-/Zwillingsfehler, alle Sprungtranspositionen und al-
le phonetischen Fehler erkennt, keine naheliegende Losung besitzt. Die Frage, ob
es iiberhaupt ein solches Priifziffersystem gibt, bleibt offen. Die Existenz zu wi-
derlegen, erscheint allerdings sehr schwer, da ein entsprechender Beweis auf den
speziellen Eigenschaften der Zahl 10 beruhen muf}, denn zur Basis 11 existiert ein
entsprechendes Priifziffersystem. Trotzdem konnen wir mit dem im letzten Ab-
schnitt angegebenen Priifziffersystem 99,89% aller nicht zufiilligen Fehler erkennen
und somit eine sehr hohe Fehlererkennung gewéhrleisten.
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