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Einleitung 1

1 Einleitung

DieserArbeit liegt ein Spielzu Grunde dasdurchFrankHararyeingefihrtunddurch
Artikel von Martin Gardner1979einerbreitenOffentlichkeit bekannigemachwurde
([5, 6]). DiesesSpielsollin dieserArbeit A-B-Aufbauspielgenanntverdenundist ein
Brettspielfur zweiPersonenVor BeginndesSpielseinigensichdie beidenSpielerauf
ein Polyomino.Dies ist eine endliche,nichtleere einfachzusammerdimgendegchte
Teilmengeder FelderdesSpielbrettesAuf dasanfanglichleereSpielbrettsetzemun
die beidenSpielerabwechseln@inenSpielsteinihrer Farbeauf ein nochunbesetztes
Feld.Der Spieler derdenerstenZug macht,wird alsSpielerA bezeichnetderandere
heiRtSpielerB. DerjenigeSpieler derals erstereineMengevon Feldernin der Form
desvorherausg&ahltenPolyominos(alsounabtangigvon Translation Rotationund
Reflektion)mit SteinenseinerFarbebesetztgewinnt dasSpiel. Gibt esfiir SpielerA
eine Stratgjie, die immer zum Sigg fuhrt, sowird dasPolyominoGewinnergenannt,
anderndlls hei3tesVerlierer

Es ist einfach zu sehen,dal’ ein A-B-Aufbauspielbei optimalem Spiel beider
Spielerimmer mit einemSieg desSpielersA oder mit einemUnentschiedemndet.
Hattenamlich SpielerB eine Stratgyie, die immer zum Sigg fuhrenwirde,sokonnte
Spieler A mit derselbenStratgie und unter Ausnutzungder Tatsachedal er den
erstenZug macht,ebenglls immer gavinnen. Diese Uberleggungenfiihrenzu einer
Variante die hier A-Aufbauspielgenannwerdensoll. Sie unterscheidesich vom A-
B-Aufbauspielinsoweit, dal3nurnochSpielerA dadurchgewvinnenkann,daf3er selbst
dasPolyominoaufbaut.DaseinzigeZiel desSpielersB bestehdarin, SpielerA vom
Sigg abzuhaltenDabeispieltesalsokeineRolle, ob SpielerB selbstdasPolyomino
aufbautHat SpielerA beimA-B-AufbauspieleineAufbaustratgiefir einbestimmtes
PolyominosofuihrtdieselbeStratgieauchbeimentsprechendei-Aufbauspieimmer
zumErfolg. Istein Polyominoalsoein GenvinnerbeimA-B-Aufbauspiel soistesauch
ein Gewinner beim A-Aufbauspiel .Ein Verliererbeim A-Aufbauspielist alsoimmer
auchein VerliererbeimA-B-Aufbauspiel Esist bisherkein Beispielbekanntpeidem
ein PolyominoaufeinemunendlicherBrettein GewinnerbeimA-Aufbauspielundein
Verliererbeimentsprechendef-B-Aufbauspielist.

In der bisherigenLiteratur wird zwischendem A-B-Aufbauspielund dem A-
Aufbauspielnichtimmerklar unterschiederNaheliggenderweisavird dasA-B-Auf-
bauspiebefiniert,die NachweisalerGewinnerundVerliererlassersichjedochfir die
VersiondesA-Aufbauspieldeichterdurchiihren.

Dain dieserArbeit vorrangigdasA-Aufbauspielbetrachtewird, soll dieseVersion
im folgendereinfachals Aufbauspielbezeichnetverden.

Trotz intensver Bemihungen([10, 15, 17, 18]) ist die Frage welchePolyominos
zur Mengeder Gewinnergeloren,fur die PolyominosdesQuadrat-Gittersiochnicht
vollstandig beantvortet. Ubrig bleibt ein sechszellige$olyomino,dem der Name
Snaly (sieheAbbildungl) gegebenwurde,fur dasesnochnichtbekannist, ob esein
Gewinneroderein Verliererist. Fir dasDreieck-Gitter([14]) unddie funf platonischen
Korper([1]) sinddie MengenderGewinnerjeweilsvollstandigcharakterisiert-tr das
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1 Einleitung

Abbildung1: DasPolyominoSnaly.

Sechseck-Gittegibt esersteErgebnissd[2]).

Fur weitereVarianterdesSpiels beidenerzumBeispieldie KanteneinesGraphen
in der FarbedesSpielersggefarbtwerden befindensich Ergebnissen [4, 8,9, 11,12,
13,19].



Spielbretteund Polyominos 2

2 Spielbretter und Polyominos

In diesemAbschnittwerdenals erstesdie Mosaik-Grapherdefiniert, derenplanare
Darstellungenn dieserArbeit als Spielbrettebetrachtetverdensollen.Desweiteren
werdenPolyominogefiniert,mit dererHilfe dasZiel desersterSpielerdoeimAufbau-

spielfestgelgt wird. Zuletztwird ein Verfahrenbeschriebermit demdie Polyominos
einesMosaik-Graphemit Hilfe desComputerserzeugtwerdenkdnnen.

2.1 Mosaik-Graphen

Mosaik-Gaphensind diejenigenplanarenGraphengdie ohneKanteruberkreuzungen
realisiertsindunddie zusatzlicheEigenschafbesitzendal3esfur je zweiihrer Knoten
einenAutomorphismugibt, derdeneinenKnotenaufdenandererabbildet.Die Ecken
desMosaik-Graphesindalsonichtvoneinanderuunterscheidemaraudolgt, daldie
ReihenfolgerdereinenjedenKnotenumgebendeRlachentyperfunterschiedenach
Eckenanzahlpis auf Orientierungjeweils gleich sind. Die Folge der Eckenanzahlen
derFlacherumeinenKnotenwird alsEdkenfolge (p4, . . . , p,) bezeichnetAbbildung?2
zeigteinenAusschnittdesMosaik-Graphemit derEckenfolge(3, 3, 4, 3, 4). Sindalle

\ A A AN
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Abbildung2: Mosaik-Graphmit der Eckenfolge(3,3,4,3,4).

Flachentypewgleich,qilt alsop,=. . .=p,=p, sowird derGraphregularer Mosaik-Graph
oder(p,q)-Graph genanntDer Mosaik-Graphmit der Eckenfolge(3,3,3,3)wird also
auch(3,4)-GraplgenanntStelltmansichdie Mosaik-Grapherurchregularep;-Ecke
dagestelltvor, so kannmansie entsprechender SummeS=3"",(180°-360° /p;) der
Innenwinlel der einenKnotenumgebendewielecke in drei Klassenunterteilen.st
S kleinerals 360, soist eineDarstellungdurchregulareVielecke auf der Oberflache
einerKugelmoglich, unddie Mosaik-Graphenverdendannspharisch genanntist S
gleich36Q, soist die DarstellungdurchregulareVielecke in der Ebenemoglich und
die GraphernwerdenebengenanntDie Mosaik-Graphemit .S grof3erals360° heil3en
hyperbolistie Mosaike. Bei denregularenMosaikenist dieseEinteilungleichtermit
Hilfe desProduktqp — 2)(¢ — 2) moglich.Ist eskleiner, gleichodergrof3erals4, soist
derGraphentsprechensgpharisch.ebenoderhyperbolischDurchdieseEinteilungund
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2 Spielbretteund Polyominos

die Unterscheidunggb sieregular sindodernicht, werdendie Mosaik-Graphemlsoin
sechKlassereingeteiltdie aul3eim hyperbolischerall jeweilseigeneNamenrhaben
(sieheTabellel).

Winkel- regular
summe ja | nein
spharisch | < 360 platonische | archimedische
Korper Korper
eben =360 euklidische | archimedische
Parkettierungen Parkettierungen
hyperbolisch| > 360° hyperbolischéMosaik-Graphen

Tabellel: EinteilungderMosaik-Graphen.

Als Spielbrettersollen die Mosaik-Grapherals Ganzesbetrachtetwerden.Bei
kleinenAusschnittenwie etwadem3x 3-SchachbrettusdemQuadrat-Gitterkbnnen
sichzwar andereGewinner und Verlierermengemls beim Mosaik-Grapheremgeben,
jedocherhalt manabeinergewissenGrofiedesAusschnittgeweilskeineUnterschiede
meht

2.2 Polyominos

Als PolyominoseinesMosaik-Grapherwerdendie endlichen,nichtleeren einfach-
zusammen@ngendenechtenTeilmengerder FlachendesGrapherbezeichnetDabei
heil3teine Mengevon Flachenzusammerdngend wennje zwei ihrer Flachendurch
eineFolge von kantenbenachbartdfiachender Mengeselbstverbundensind (Turm-
wege).Sieheildteinfadizusammerdngend wennsowohl siealsauchihr Komplement
zusammen@ingendsind. Dabeiwerdenzwei Teilmengengdie durcheine Kongruenz-
abbildung(Reflektion, Translationund Rotation)ineinanderibegehen als dasselbe
PolyominobetrachtetKongruenzabbildungn in Mosaik-Graphersind genaudieje-
nigen Abbildungen,die den Graphenauf sich selbstabbilden.Zwischenden beiden
durchjeweils zwei schwarzeDreiecle gekennzeichneteRolyominosin Abbildung3
wird alsounterschiedergasie sichnicht durcheine Abbildungaufeinandegabbilden
lassendie gleichzeitigdenzu GrundeliegendenMosaik-Grapherauf sich selbstab-
bildet. Dieslal3tsich unteranderendadurcherkennendal3nur dasrechtePolyomino
ein Dreieckenthalt, dasnur zu Dreieclenkantenbenachbaigt. Die AnzahlderZellen
einesPolyominoswird alsseineGroRRebezeichnet.



Computereinsatz 2.3

Abbildung3: Zwei verschieden@olyominos.

2.3 Computereinsatz

Fur die funf platonischerKorper die drei euklidischenParkettierungenund einige
hyperbolischeMosaike wurdedie Fragenachder Anzahlder Polyominosbereitsbe-
trachtef([16, 22]). Im RahmerdieserArbeit sollendie Ergebnisserweitertundfir die
archimedischeiKorperund archimedischeirarkettierungererstmalsbetrachtetver-
den.In Hinblick auf die FragenachGewinnernund Verlierernwurdendie Anzahlen
derPolyominoanit Hilfe desComputergeweils konstrukt bestimmit.

Beginnendmit denPolyominosder Grof3el werdennacheinandedie Mengender
nachstgol3erenPolyominoskonstruiert.Alle Polyominoseiner Groewerdendabei
nacheinandean jederfreien Kante um eine Zelle erweitert.Sortiertman diejenigen
Polyominosaus,die nicht einfachzusammer@mgendsind oderdoppeltvorkommen,
soerhalt mandie PolyominosdernachstlboherenGrolie.

Die TatsachegdalRes bei den archimedischeKdrpernund Parkettierungenver
schiedené-lachentypemgibt, kannmansichbeimErzeugerder Polyominoszu Nutze
machenHier werdendie Polyominosnicht nur nachihrer Grof3e,sondernauchnach
denAnzahlendervorkommenderrlachentypeminterschiederDadie erzeugteMen-
genwegenderfeinerenUnterscheidungleinersind,vereinfichtsichdasAussortieren
derDuplikate.



3 Aufbau-undVerhinderungsstraggen

3 Aufbau- und Verhinderungsstrategien

Die Fragedanachpb ein Polyominoein Gewinneroderein Verliererist, wird immer
konstruktv beantvortet. Ist ein Polyominoein Gewinner, sowird alsoeine Stratgie
anggebenmit derSpielerA dieses$?olyominounablangigvondenZigendesSpielers
B aufbauerkann.Eine solcheStratgie heil3t Aufbaustratgie. Ist ein Polyominoein
Verlierer wird eine Stratgie fur SpielerB anggebenmit derenHilfe er SpielerA
immer daranhindernkann,dasPolyominoerfolgreichaufzubauenDiese Stratgien
heiRenVerhinderungsstraggen.

Beim A-Aufbauspielist eine Aufbaustratgie fur ein PolyominoimmerauchAuf-
baustratgiefur jedesseinerTeilpolyominosist ein Polyominoein Gewinner, sindalso
alle seineTeilpolyominosebenélls Gewinner. Ein Gewinner, dernichtin einemande-
renGewinnerenthaltenst, wird elementagr GewinnergenanntEnthalteinPolyomino
einenVerlierer soist esalsoselbstauchein Verlierer Ein Verlierer derkeinenanderen
Verliererenthalt, wird elementagr \Verlierer genanntWill manalsoeineUnterteilung
aller PolyominoseinesSpielbrettesn Gewinnerund Verliererbewveisensogerigtes,
die Beweisefur die elementarei®olyominoszu fuhren.

3.1 Aufbaustrategien

Mit Hilfe einesBeispielssoll hiererklartwerdenwie in dieserArbeit Aufbaustratgien
formuliertwerden Abbildung4 zeigteineAufbaustratgie fir dasPolyominoaufdem

I [373]3 2 [979 3 [8]8 4 6]
31312]3]3] [9]9]5]9]9 8]8 (1B
3[313[2]3][3] [ofo[mlofo] [3[3|m[8][8] [e]c|Mc]6
3[2]2(m]2]3 (1B glgla M8l [8[8]s|mls
31313]2]3]13] [9]9]4]9]9] 8|8 8|6

313]3]3]3 9]9

5 6] 6 [i0] 7 9] 8 9]

[6]o|mo6]o6] [ ] L] [ |
w6 OO0 9 [oTo[m[m[9]

[7]7]7]m] 7| 10 (oo (m{m(o] 9
716 10} 19| 9]

9 [io]mm[m10] /0 [m{mmm]

Abbildung4: Aufbaustratgie.
Quadrat-Gitterdasaus4 Quadratenn einerReihebesteht.
Eine Aufbaustategie bestehtauseinerFolge von numerierterGewinnsituationen.
JededieserGewinnsituationerstellt einenAusschnittdesSpielbrettesinmittelbarvor
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Verhinderungsstraggen 3.2

demnachsterzug desSpielersB dar Die gefullten Spielfeldersind dabeischonvon
SpielerA besetziund die numeriertersind nicht von SpielerB besetztSetztSpieler
B seinerSpielsteimunin einerdieserGewinnsituationeraufeinnumerierte$-eld,so
gibt desserNummerdie NummerderjenigenGewinnsituationan, die SpielerA durch
seinemachsterzugerreichermul3.SetztSpielerB aufeinin derGewinnsituatiomicht
vorhandeneSpielfeld,sowahlt SpielerA irgendeingsewinnsituationderenNummer
in einemder Spielfeldersteht.

Die ersteGewinnsituationeiner Stratgie enthalt genauein gefulites, alsoschon
von SpielerA besetzte$pielfeld.Die letzte Gewinnsituationist die einzige,die nur
gefullte Felderenthalt, und diesesind in der Form desaufzubauende®olyominos.
Der Erfolg einerauf dieseArt anggebenerstratgie ist gesichertwenndie folgende
Bedingungerfullt ist: SetztSpielerB auf ein numerierte$-eld einerGewinnsituation,
somufsichdie durchdieseNummeranggebendesewvinnsituationdurchdennachsten
Zug desSpielersA erreicherassen.

FelderdiedurcheinenStrichgekennzeichnesind,getfdrennichtzur Gewinnsitua-
tion (siehezumBeispielSituation6 in Abbildung23 auf Seite22).

3.2 Verhinderungsstrategien

IsteinPolyomincein Gewinner, solafitsicheineAufbaustratgietheoretischimmerauf
dieim vorhegehendem\bschnitterklartegraphisché\rt formulieren Ein allgemeines
Verfahrenfur die Formulierungvon Verhinderungsstraggenist jedochnicht bekannt.
Die im FolgenderbeschriebeneRaareinteilungsstraggen sind die am haufigsterbe-
nutzten.

Bei einerPaareinteilungsstatagie stellt sich SpielerB die FelderdesSpielbrettes
abhangigvom gegebenerPolyominoin Paareeingeteiltvor. Dabeimissemicht alle
FeldereinemPaarangeldren.In Abbildung5 ist einesolcheEinteilungfir dasPoly-

1 1 1 1
[y [ cnm— ] [ iy (Y enmm— ]

— —— — [ emm—
[ —} — — [ e

— ——— [ emm— —
[ amm— — — [ e

L 1 1 1

Abbildung5: Paareinteilungsstragge.

omino auf demQuadrat-Gitteanggeben dasaus4 Quadraterum eine Ecke herum
bestehtBesetztnun SpielerA im Laufe desSpielsein Feld einesPaaresso besetzt
SpieleB im folgenderzugdasanderd-eld.BesetzSpielerA einFeld,dasnichteinem
Paarangeldrt, sobesetziSpielerB ein beliebiged-eld. Gibt esnunfir jedeLagedes
PolyominosaufdemSpielbretiein Paar desseibeideFelderin demPolyominoenthal-
tensind, sowird durchdiesePaareinteilungeineerfolgreicheVerhinderungsstratgee
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3 Aufbau-undVerhinderungsstraggen

festgelgt, daSpielerA nie beideFeldereinesPaaredbesetzekann.

Alle bekannten/erliererauf demQuadrat-Gittekdnnenmit Hilfe von Paareintei-
lungsstratgien nachgaiesenwerden.Fir Snaky (sieheAbbildung 1), demeinzigen
Polyominoauf dem Quadrat-Gitterbei demnoch nicht entschiedenverdenkonnte,
ob essich um einenGewinner oder Verliererhandelt,konntein [18] jedochbereits
nachgaiesenwerden,dal’ keine erfolgreichePaareinteilungsstragge existiert, bei
der die Einteilungin Paarevor Beginn desSpielsstattfindet.Fur alle Verliererunter
den Polyominosder platonischerKorper auf3ereinem auf dem lkosaederfuhren
Paareinteilungemwor Beginn desSpielszum Erfolg. Fur deneinenVerliererauf dem
Ikosaedetaldtsich jedocheineerfolgreicheStratgie angebenbei derdie Einteilung
derSpielfeldernn PaareerstnachdemzweitenZug desSpielersA stattfindet.

3.3 Computereinsatz

In vielen Fallenwurdendie Verhinderungsund Aufbaustratgienmit Hilfe desCom-
putersgefunden.

Verhinderungsstraggen konnenetwa wie folgt gefundenwerden.Zunachstwer-
den alle Paareinteilungernin endlicheKlassenangemessendgrofie eingeteilt. Die
PaareinteilungefederKlassekonnendannsystematiscldaraufhintiberpiift werden,
ob sie erfolgreicheStratgyien bestimmenDie Einteilungder Klassenhangtvon den
Spielbretterrabundwird in denAbschnitterb.1,6.3.1und7.1beschrieben.

Viele Aufbaustratgien wurdenmit Hilfe einesinteraktven Programmserzeugt.
DabeispieltderBenutzedesProgrammsls SpielerA gegendenRechneials Spieler
B. Im LaufedesSpielswerdenGewinnsituationer{sieheAbschnitt3.1) abgespeichert,
die im Falle des Erfolges eine Aufbaustratgie sind. Zu Anfang ist nur diejenige
Gewinnsituationgespeichertdie ausdem aufzubauende®olyominobesteht.Nach
jedemZugvon SpielerA unterscheidedasProgrammdrei Falle:

1. SpielerA kannmit seinenmachsterZugkeinederbishergespeicherteGewinn-
situationererreichenSpielerB verzichtetauf seinemachsterzug, und Spieler
A machtseinemachsterzug.

2. SpielerB kann mit seinemnachstenZug verhindern,dal3 SpielerA eine der
bishergespeicherte®ewinnsituationererreicht:SpielerB machteinensolchen
Zug, danachmachtSpielerA seinemachsterzug.

3. SpielerB kannmit seinemnachstenZug nicht verhindern,daf3SpielerA eine
derbishergespeicherteewinnsituationererreicht:Als neueGewinnsituation
wird ein AusschnittdesSpielbrettesabgespeichertnnerhalbdesserSpielerB
nicht verhindernkann,dafR3SpielerA einedergespeicherteewninnsituationen
erreicht.DieserAusschnittist die VereinigungderjenigerAusschnittedesSpiel-
brettesdie zujedemZug von SpielerB jeweils einerausg&ahlten,von Spieler
A erreichbarerGewinnsituationentsprechenDie Nummernder ausg&ahlten
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Computereinsatz 3.3

Gewinnsituationersteherdannjeweilsin demjenigerfeldderneuenGewinnsi-
tuation,aufdasSpielerB gesetzhat.Fur alle Zligevon SpielerB, die aul3erhalb
einedestgavahltenAusschnittdiegen,dereinerbeliebiggevahltenerreichbaren
Gewinnsituationentspricht]al3tsich dieseGewinnsituationfur die Vereinigung
auswahlen.Es reichenalsoinsgesamendlichviele verschieden@usschnitte,
unddamitistauchdie neueGewinnsituatiorendlich— Dannwerdenderjeweils
letzte Zug von SpielerA und B zurickgenommenynd die Fallunterscheidung
wird in Bezugauf denvorhegehenderZzug von SpielerA vorgenommen.

Wurde eine Gewinnsituationgespeichertbei der nur noch ein einzigesFeld schon
von Spieler A besetztsein muf3, so sind die gespeicherteisewinnsituationeneine
Aufbaustratgie,unddasProgrammist beendetDie Gewinnsituationerwerdenin der
Aufbaustratgie schliel3lichso angeordnetdal’ die Nummernin den Felderneiner
Gewinnsituationjeweils gro3eralsdie Nummerder Gewinnsituationselbstsind.
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4 Platonisch&orper

4 PlatonischeKorper

Die funf platonischenKorper (siehe Abbildung 6) sind die spharischenregularen

ATRADE

Abbildung6: Die funf platonischerKorper

Mosaik-GraphenSie sind in Tabelle2 mit den Anzahlenihrer Flachen,Ecken und
Kantenaufgelistet.Fur die Polyominosder platonischerKorperist die Fragenach

Name Eckenfolge f e k
Tetraeder  (3,3,3) 4 4 6
Hexaeder (4,4,4) 6 8 12

Oktaeder  (3,3,3,3) 8 6 12
Dodekaeder (5,5,5) 12 20 30
Ikosaeder (3,3,3,3,3) 20 12 30

Tabelle2: Platonisché& orpet

Gewinnernund Verlierernbereitsvollstandiggelost [1]. Hier sollendeshalbnur die
Ergebnisseanggebenwerden.Die Anzahlender Polyominosder funf platonischen
Korpersindin Tabelle3 anggebenFur Polyominosmit mehrals f /2 Zellenergeben

Name Eckenfolge| GrolRe Summe
1 2345 6 7 8 9 10
Tetraeder (3,3,3) 1 11 3
Hexaeder (4,4,4) 112 11 6
Oktaeder  (3,3,3,3) 111311 1 9
Dodekaeder (5,5,5) 112 46 11 6 4 2 1 39
Ikosaeder (3,3,3,3,3)|1 1 1 3 4 9 14 29 40 59| 263

Tabelle3: Die AnzahlenderPolyominosder platonischerKorper

sichdie Anzahlenausder TatsachegalR3dasKkomplemeneinesPolyominosaufeinem
endlichenSpielbrettwiederein Polyominoist. DieseAnzahlenwurdenbereitsin [16]
bestimmt.
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Tetraede(3,3,3) 4.1

4.1 Tetraeder(3,3,3)

In Abbildung 7 sind alle PolyominosdesTetraedergezeigt.Die beidenPolyominos
mit bis zu zwei Zellensind Gewinner, dasPolyominomit drei Zellenist ein Verlierer
Daszwei-unddasdreizelligePolyominosindelementar

AN A

Gewinner Verlierer

Abbildung7: GewinnerundVerlierer Tetraeder

4.2 Hexaeder(4,4,4)

In Abbildung8 sindalle PolyominosdesWiirfels(HexaederspezeigtDrei vonihnen
sind Gewinnerund drei von ihnenVerlierer Nur die beidendreizelligenPolyominos

sindelementar

Gewinner Verlierer

Abbildung8: GewinnerundVerlierer Wurfel.

4.3 Oktaeder (3,3,3,3)

Die GewinnerundelementareWerliererdesOktaedersindin Abbildung9 dagestellt.
Nur derdreizelligeGewinnerist ein elementareGewinner.

VAVAVVAVAN N@\/vv

Gewinner elementare Verlierer

Abbildung9: Gewinnerundelementaré&/erlierer Oktaeder

13



4 Platonisch&orper

4.4 Dodekaeder(5,5,5)

Auf dem Dodekaedegibt es7 Gewinner und 32 Verlierer Abbildung 10 zeigtden
elementareevinnerunddie drei elementareVerlierer

Qg

elementarer Gewinner elementare Verlierer

Abbildung10: Elementarésewinnerund Verlierer Dodekaeder

4.5 lkosaeder(3,3,3,3,3)

Funf Polyominosdes lkosaedersind Gewinner, 258 Polyominossind Verlierer In
Abbildungl1sinddiebeiderelementareewvinnerunddievier elementareiNerlierer
dagestellt.

2D ;DK AN

elementare Gewinner elementare Verlierer

Abbildung11: Elementaré&sewvinnerund Verlierer Ikosaeder
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ArchimedischeKorper 5

5 ArchimedischeK orper

Die archimedischeKorpersinddie sprarischemichtregularenMosaik-GraphenNe-
ben den beidenunendlichenKlassender Prismenund Antiprismengibt es 13 ver
schiedenarchimedisch&orper([25]). Siesindin Tabelle4 mit denAnzahlenihrer
FlachenEckenundKantenaufgelistet.

Name Eckenfolge f e k
AbgestumpfteJetraeder (3,6,6) 8 12 8
Kuboktaeder (3,4,3,4) 14 12 24
AbgestumpfteWurfel (3,8,8) 14 24 36
Abgestumpfte©ktaeder (4,6,6) 14 24 36
Rhombenkuboktaeder (3,4,4,4) 26 24 48
Abgestumpfte&Kuboktaeder (4,6,8) 26 48 72
Ikosidodekaeder (3,5,3,5) 32 30 60
AbgestumpftePodekaeder (3,10,10) 32 60 90
Abgestumpfteskosaeder (5,6,6) 32 60 90
AbgeschagterWiurfel (3,3,3,3,4) 38 24 60
Rhombeniksidodekaeder (3,4,5,4) 62 60 120
Abgestumpfteskosidodekaeder (4,6,10) 62 120 180
AbgeschagtesDodekaeder (3,3,3,3,5) 92 60 150
Archimedischd’rismen (4,4n), n#4 nt2 2n 3n
ArchimedischeéAntiprismen (3,3,3n),n#3 2n+t2 2n 4n

Tabelle4: Archimedische&orper

Fur die archimedischerkKorper mit den Eckenfolgen(3,6,6), (3,4,3,4),(3,8,8),
(4,6,6)und (3,3,3,3,4)ist esgelungendie FragenachGewinnernund Verlierernfir
alle Polyominoszu beantvorten. Bei der Eckenfolge (3,3,3,3,5)gibt es noch vier
ungebsteFalle. Fur die jeweils drei kleinstenPrismenund Antiprismensindebenélls
vollstandigel dsungeranggebenFur alle andererarchimedischeKorper aul3erden
Prismenund Antiprismen,konntenobereSchrankn fir die Anzahlender Gewvinner
bestimmiwerden.

5.1 Obere Schrankenfir die Anzahlender Gewinner

Fur die archimedischeKorpermit mehrals 14 Flachenau3erdenPrismenund An-
tiprismen, wurdenobere Schrankn fur die Anzahlender Gewinner mit Hilfe von
Paareinteilungsstraggen bestimmt.Da die Anzahlenaller Paareinteilungeriiir eine
vollstandigeUntersuchungu grof3sind, wurdennur Paareinteilungemintersuchtdie
einebestimmteSymmetrieaufweisenoderbei denendie Langender Paareeinenbe-
stimmtenWert nicht UberschreitenDie Lange einesPaaresist dabeidie minimale
Anzahlvon Schritteniiberkantenbenachbarteeldervom einenzumandererielddes

15



5 Archimedisch&Korper

PaaresDie SymmetrieinerPaareinteilungvird mit Hilfe von Abbildungen(Drehun-
gen, Spieggelungenund Drehspigelungenpestimmt,die denarchimedischeiorper
auf sich selbstabbilden.Die Anzahlenaller dieserAbbildungenfur die verschiede-
nenarchimedischeKorpersindin Tabelle5 enthaltenEiner Paareinteilungvird die

Eckenfolgen Anzahl
(3,6,6),(3,3,3,3,4) 24
(3,4,3,4),3,8,8),(4,6,6),(3,4,4,4),(4,6,8) 48
(3,3,3,3,5) 60
(3,5,3,5),3,10,10),5,6,6),(3,4,5,4),(4,6,10)| 120
(3,3,3n), n#3,(4,4n), n#4 dn

Tabelle5: Anzahlender Abbildungen.

Eigenstatt (s, ) zugeordnetywennes mindestens verschiedendbbildungengibt,
unterdenendie Paareinteilungn sichselbstiibegeht,undwennalle Paarehochstens
die Langel haben.

Es laf3tsich nun per Computeriiberpiifen, ob sich unter den Polyominoseiner
bestimmterGrof3esolchebefinden die sich mit Hilfe von Paareinteilungemit einer
gegebenerkigenschafi(s, !) als Verlierer nachweiserassen.Sind alle Polyominos
einerGrol3eVerlierer sosindauchalle groRererPolyominosverlierer

5.2 AbgestumpftesTetraeder(3,6,6)
Dasabgestumpft@etraederstin Abbildung12gezeigtDie AnzahlenderPolyominos

A

Abbildung12: Dasabgestumpftdetraeder

desabgestumpfteifetraedersindin Tabelle6 enthaltenEsgibt 6 Gewinnerund 13
Verlierer Abbildung 13 zeigtdie elementareiGeninnerund Verlierer Die Abbildun-
genl4 und 15 zeigenAufbaustratgienfur die beidenelementareriGeninner. In den
Abbildungenl6und17 sindPaareinteilungefir die elementareWerliererdagestellt.

16



AbgestumpfteJetraede(3,6,6) 5.2

Grofte Anzahl| Grofle Anzahl
1 2 5 3
2 2 6 2
3 3 7 2
4 5 Summe 19

Tabelle6: AnzahlenderPolyominosdesabgestumpfteiietraeders.

O CAAD

elementare Gewinner elementare Verlierer

Abbildung13: ElementarégsewvinnerundVerlierer abgestumpfteSetraeder

1 NY
AN\ A
om

Abbildung14: Aufbaustratgie, abgestumpfte$etraeder

e oo

Abbildung15: Aufbaustratgie, abgestumpfte$etraeder
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5 Archimedisch&Korper

AHLAD

Abbildung 16: Paareinteilungsstragge, abgestumpfteSetraeder

Y
N O

K
|

Abbildung17: Paareinteilungsstrafge, abgestumpfteSetraeder

5.3 Kuboktaeder (3,4,3,4),abgestumpfter Wiirfel (3,8,8)und abge-
stumpftesOktaeder (4,6,6)

DasKuboktaederderabgestumpft®Virfel unddasabgestumpft©ktaedesindabge-
sehenvondenPrismernund Antiprismendie drei 14-flachigenarchimedischeKorper
Siesindin Abbildung 18 dagestellt.Dasiedie gleichenSymmetrierbesitzen(in Ab-

)/

\V,

\ A

Abbildung 18: Der abgestumpftéVurfel (3,8,8),dasKuboktaedel3,4,3,4)und das
abgestumpft®©ktaedei(4,6,6).

bildung18zeigereinandeentsprechendélachenn diegleicheRichtung) werdensie
hiergemeinsanbehandeltFur jedeTeilmengevon FlachereinesdieserK orpergibtes
entsprechend@eilmengerauf denbeidenandererkKorpern,die sichhochstenslurch
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Kuboktaede(3,4,3,4) abgestWiirfel (3,8,8)undabgestOktaeder(4,6,6) 5.3

ihre ZusammenhangseigenschaftenerscheiderSind zwei sichentsprechendéeil-
mengerPolyominossosindsiealsobeideGewinneroderbeideVerlierer Der Beweis
muf3dahemur fur einesdieserPolyominosgefuhrt werden.Tabellen7 bis 9 enthalten

GroRe Anzahl| GroRe Anzahl
1 2 8 15
2 1 9 10
3 3 10 5
4 5 11 3
5 10 12 1
6 15 13 2
7 20 Summe 92

Tabelle7: Anzahlender PolyominosdesKuboktaeders.

die AnzahlenderPolyominos Abbildung19 zeigtdie elementareeninner. Die sich

GroRe Anzahl| GroRe Anzahl

1 2 8 25

2 2 9 19

3 5 10 10

4 10 11 5

5 19 12 2

6 25 13 2

7 32 Summe 158

Tabelle8: AnzahlenderPolyominosdesabgestumpfteiVirfels.

Grofte Anzahl| Grofle Anzahl

1 2 8 40

2 2 9 24

3 5 10 11

4 11 11 5

5 24 12 2

6 40 13 2

7 53 Summe 221

Tabelle9: AnzahlenderPolyominosdesabgestumpfte@ktaeders.
entsprechendePolyominossinduntereinandesingeordneDie Abbildungern20bis28

zeigendie zugeldrigenAufbaustratgien.Esist zu beachtendalRin denAbbildungen
20,21,23und25 jeweils auchdie umgebendé&lacheder Situationl numeriertist.
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5 Archimedisch&Korper

PO L
DF &

Abbildung 19: Elementaresewinner, abgestumpfteWurfel, Kuboktaedeund abge-
stumpfteOktaeder

Abbildung20: Aufbaustratgie, Kuboktaeder
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Kuboktaede(3,4,3,4) abgestWiirfel (3,8,8)undabgestOktaeder(4,6,6) 5.3

1 2
2
3
AN A\
v DYe
|l
2
2 2 4
2
3 4 5

5 5. <.

Abbildung22: Aufbaustratgie, Kuboktaeder
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5 Archimedisch&Korper

e, abgestumpftewirfel, Teil 1.

Abbildung23: Aufbaustratgi
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Kuboktaede(3,4,3,4) abgestWiirfel (3,8,8)undabgestOktaeder(4,6,6) 5.3

Abbildung24: Aufbaustratgie, abgestumpftevirfel, Teil 2.

23



Abbildung25: Aufbau ,abgestumpftewirfel, Teil 1



Kuboktaede(3,4,3,4) abgestWiirfel (3,8,8)undabgestOktaeder(4,6,6) 5.3

Abbildung27: Aufbaustratgie, abgestumpfte®ktaeder

D) 2
2 - 2 3
N
22 22 ‘
2
2 3

3

3

3 4

® @
a

Abbildung28: Aufbaustratgie, abgestumpfte®ktaeder
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5 Archimedisch&Korper
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Abbildung 29: ElementaréVerlierer abgestumpfteWirfel, Kuboktaedeund abge-
stumpftesOktaeder

Abbildung29zeigtdie elementareWerlierer In denersterdreiZeilensinddie sich
entsprechendeRolyominosuntereinandeangeordnet-ir die Polyominosderersten
Zeile unddie erstendrei Polyominosder vierten Zeile sind Paareinteilungsstraggen
in denAbbildungen32 bis 39 daigestellt.Bei der Paareinteilungn Abbildung 33 ist
zu beachtengdal3sie ablangig vom erstenZug des SpielersA vorgenommerwird.
DabeibesetzSpielerA in seinemerstenZugeinesdermit A gekennzeichneteRelder
SpielerB besetzdanndasmit B bezeichnet&eld undreagiertauf die nachsterzige
von A entsprechenderanggebenerPaare.
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Kuboktaede(3,4,3,4) abgestWiirfel (3,8,8)undabgestOktaeder(4,6,6) 5.3

Fur dasviertePolyominoin derviertenZeileist eineVerhinderungsstraggein den
Abbildungen30 und 31 ang@eben.Die Stratgie bestehtaus29 Situationeneweils

i

13

>

X/
ABD )

A

INOE

>

7

w\\

2 3 4
9 14 15
B 17 A S 167 A S
1ol sTal 810 6[5[4]5]6 17[18[alB |17
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11 14 21
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27
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Abbildung 30: Verhinderungsstragge, abgestumpfte®ktaederTeil 1.



5 Archimedisch&Korper

21 22 23 24
B
N e Kt e
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25 26 27 28
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B
Abbildung 31: Verhinderungsstragge, abgestumpfte®ktaederTeil 2.

vordemnachsterzugvon SpielerA. Dabeimiisserdie mit B gelkennzeichneteRelder
bereitsvon SpielerB besetzsein,unddie mit A gekennzeichneteRelderdirfenvon
SpielerA besetzsein.SetztSpielerA aufeinmit einerNummergekennzeichnetdseld,
sokannSpielerB mit seinenmachsterZugdie entsprechendgituationerreichenSetzt
SpielerA aufein FeldeinesPaaressobesetzSpielerB dasanderd~elddesPaares.
DierestlichemeunPolyominosn Abbildung29enthaltenzweisichaufdemKorper
gaegeriberliggendeFelder SpielerB kannalso SpielerA am Aufbau desPolyominos
hindern,indemernachjedemZugdesSpielersA aufdasgegeriiberliegendd-eldsetzt.
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Kuboktaede(3,4,3,4) abgestWiirfel (3,8,8)undabgestOktaeder(4,6,6) 5.3

e

AN

Abbildung 32: Paareinteilungsstragge, Kuboktaeder

B
A
A
’
Abbildung 33: Paareinteilungsstragge, Kuboktaeder

o

Abbildung 34: Paareinteilungsstragge, Kuboktaeder
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5 Archimedisch&Korper

Abbildung 35: Paareinteilungsstragge, Kuboktaeder

Abbildung 36: Paareinteilungsstragge, Kuboktaeder

Abbildung 37: Paareinteilungsstragge, abgestumpfte®ktaeder
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Kuboktaede(3,4,3,4) abgestWiirfel (3,8,8)undabgestOktaeder(4,6,6) 5.3

Abbildung 38: Paareinteilungsstragge, abgestumpfte®ktaeder

Abbildung 39: Paareinteilungsstratge, abgestumpfte®ktaeder
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5 Archimedisch&Korper

5.4 Rhombenkuboktaedern(3,4,4,4und abgestumpfteK uboktaeder
(4,6,8)

Abbildung40 zeigtdasRhombenkuboktaedenddasabgestumpft&uboktaedeDie
Tabellen10 und 11 enthalterdie Anzahlenihrer Polyominos.

Abbildung40: DasRhombenkuboktaedés,4,4,4)Junddasabgestumpft&uboktaeder
(4,6,8).

GroRe Anzahl| GroRe Anzahl
1,25 3 8,18 431
2,24 2 9,17 1055
3,23 6 10,16 2235
4,22 11 11,15 4206
5,21 31 12,14 6200
6,20 67 13 7196
7,19 183 | Summe 36056

Tabelle10: AnzahlenderPolyominosdesRhombenkuboktaeders.
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Rhombenkuboktaed¢B,4,4,4)undabgestumpfteKuboktaede(4,6,8) 5.4

Grofte Anzahl| GrofRe Anzahl
1,25 3 8,18 2907

2,24 3 9,17 7876

3,23 11 10,16 17365
4,22 27 11,15 31267
5,21 96 12,14 44223
6,20 289 13 49916
7,19 982 | Summe 260014

Tabellel1: Anzahlender PolyominosdesabgestumpfteKuboktaeders.

Die AnzahlenderjenigenPolyominosdie sich mit Hilfe der Paareinteilungemit
denang@ebenerEigenschaftemicht als Verlierernachweisemassensindin Tabelle
12 enthalter(sieheAbschnitt5.1).

Eckenfolge (3,4,4,4) (4,6,8)
Eigenschaften (3,00), (2,2) | (3,00), (2,1)

Grol3e Schrank Schrank

1 3 3

2 2 3

3 6 11

4 8 24

5 6 52

6 0 53

7 0 4

>8 0 0

Summe 25 150

Tabellel2: ObereSchrankenfur die Anzahlder Gewinner




5 Archimedisch&Korper

5.5 Ikosidodekaeder(3,5,3,5),abgestumpftesDodekaeder(3,10,10)
und abgestumpftedk osaeder(5,6,6)

Abbildung 41 zeigt dasabgestumpftékosaederdaslkosidodekaedeund dasabge-
stumpfteDodekaedeDie Tabellen13 bis 15 enthalterdie Anzahlender Polyominos

Abbildung41: Dasabgestumpftékosaede(s,6,6),daslkosidodekaedd3,5,3,5)und
dasabgestumpft®odekaede(3,10,10).

desabgestumpftetkosaedersjeslkosidodekaedensnd desabgestumpfteodeka-
eders.Tabelle16 entralt die AnzahlenderjenigenPolyominosdie sich mit Hilfe der

Paareinteilungemit denangegebenerkEigenschaftemicht als Verlierernachweisen
lassen(sieheAbschnitt5.1).

GroRe Anzahl| GroRe Anzahl
1,31 2 9,23 806

2,30 1 10,22 2086

3,29 3 11,21 5094

4,28 7 12,20 11435
5,27 17 13,19 22501
6,26 44 14,18 37734
7,25 116 15,17 52140
8,24 305 16 58325
Summe 322907

Tabellel3: Anzahlender Polyominosdeslkosidodekaeders.
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IkosidodekaedeabgestumpfteBodekaedeundabgestumpftekkosaeder 5.5

Grole Anzahl| GrolRe Anzahl
1,31 2 9,23 7818
2,30 2 10,22 19655
3,29 6 11,21 43022
4,28 21 12,20 82534
5,27 68 13,19 137557
6, 26 251 14,18 199304
7,25 858 15,17 249140
8,24 2758 16 268762
Summe 1754754

Tabelle1l4: Anzahlender Polyominosdesabgestumpfteodekaeders.

Grole Anzahl| GrolRe Anzahl
1,31 2 9,23 5275
2,30 2 10,22 17445
3,29 5 11,21 53781
4,28 14 12,20 150324
5,27 40 13,19 363643
6, 26 132 14,18 726900
7,25 448 15,17 1137217
8,24 1548 16 1330401

Summe 6243953

Tabellel5: AnzahlenderPolyominosdesabgestumpfteikosaeders.

Eckenfolge (3,5,3,5) (3,10,10) (5,6,6)
Eigenschaften (5,00), (3,3),(2,1) | (5,), (3,2),(2,1) | (5,00), (3,3),(2,1)
GroRRe Schrank Schrank Schrank
1 2 2 2
2 1 2 2
3 3 6 5
4 7 20 13
5 14 55 33
6 18 129 66
7 7 175 78
8 0 24 8
>9 0 0 0
Summe 52 413 207

Tabellel6: ObereSchranknfur die Anzahlender Gewinner.
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5 Archimedisch&Korper

5.6 Abgeschiagter Wirfel (3,3,3,3,4)

Der abgeschiagteWirfel ist in Abbildung 42 dagestellt. Tabelle17 entralt die An-
zahlender PolyominosdesabgeschagtenWaurfels. Tabelle 18 entralt die Anzahlen

Abbildung42: Der abgeschagteWirfel (3,3,3,3,4).

Grole Anzahl| GrolRe Anzahl
1,27 3 11,27 9816
2,36 3 12,26 23100
3,35 6 13,25 52459
4,34 16 14,24 113193
5,33 39 15,23 226123
6,32 101 16,22 406219
7,31 259 17,21 635050
8,30 660 18,20 840814
9,29 1652 19 925148
10,28 4079 | Summe 5552332

Tabellel7: Anzahlender PolyominosdesabgesclhagtenWirfels.

derjenigenPolyominosdesabgescragtenWirfels, die sichmit Hilfe der Paareintei-
lungenmit denang@ebeneiitigenschaftenichtalsVerlierernachweiseiasser(siehe
Abschnitt5.1). Da alle 7 verbleibenderiPolyominosGewinner sind, ergebensich die

in Abbildung 43 daigestellterelementareenvinner und elementareierlierer Die-

jenigenDreiecle, die (auchauf demSpielbrett)kein Viereckals Nachbarhaben sind
zur Unterscheidungnit einemKreis gekennzeichnetAbbildungen44 und 45 zeigen
Aufbaustratgienfir die beidenelementareGevinner.
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AbgeschagterWurfel (3,3,3,3,4) 5.6

Eigenschaften (6,00), (4,3),(3,2),(2,1)
Grolde Schrank
1 3
2 2
3 2
>4 0
Summe 7

Tabellel8: ObereSchrankenfir die Anzahlender Gewvinner

elementare Gewinner

elementare Verlierer

JAVAIWACAN

Abbildung43: Elementarésenvinnerund Verlierer Eckenfolge(3,3,3,3,4).

O O

4

Q)
B

Abbildung44: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,3,4).

1 2 3
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Abbildung45: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,3,4).
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5 Archimedisch&Korper

5.7 Rhombenikosidodekaeder(3,4,5,4)und abgestumpfteslk osido-

dekaeder(4,6,10)

DasRhombeniksidodekaedaind dasabgestumpftekkosidodekaedesindin Abbil-
dung46 dagestellt.Die Tabellen19 und 20 enthaltendie Anzahlender Polyominos
desRhombeniksidodekaedensnd desabgestumpftetkosidodekaeders.

Abbildung46: DasRhombeniksidodekaeddf3,4,5,4)Junddasabgestumpftékosido-

dekaede(4,6,10)

GroRe Anzahl| GroRe Anzahl
1 3 9 4543
2 2 10 15350
3 6 11 52493
4 13 12 177710
5 42 13 599268
6 119 14 1995241
7 407 15 6548493
8 1321 16 21041157

Tabelle19: Anzahlender PolyominosdesRhombeniksidodekaeders.
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Rhombeniksidodekaed€gf3,4,5,4)Jundabgestlkosidodekaeddg@,6,10) 5.7

Grofte Anzahl| Groke  Anzahl
1 3 8 14715
2 3 9 68945
3 12 10 320038
4 37 11 1478491
5 162 12 6732026
6 683 13 30070182
7 3200

Tabelle20: AnzahlenderPolyominosdesabgestumpftetkosidodekaeders

Die Tabelle21 enthalt die AnzahlenderjenigerPolyominosgdie sichmit Hilfe der
Paareinteilungemit denang@ebenerkEigenschaftemicht als Verlierernachweisen
lassen(sieheAbschnitt5.1).

Eckenfolge (3,4,5,4) (4,6,10)
Eigenschaften (10,00), (6,3),(5,2),(3,1) | (10,0), (8,3),(6,2),(4,1)
GroRRe Schrank Schrank
1 3 3
2 2 3
3 6 12
4 11 35
5 24 140
6 29 498
7 8 1356
8 0 1485
9 0 456
10 0 5
>11 0 0
Summe 83 3993

Tabelle21: ObereSchranknfur die Anzahlender Gewinner.
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5.8 AbgeschiagtesDodekaeder(3,3,3,3,5)

DasabgesclhagteDodekaedeistin Abbildung47 gezeigtDie AnzahlenderPolyomi-
nosdesabgeschigtenDodekaedermit bis zu 16 Zellensindin Tabelle22 enthalten.

Abbildung47: DasabgesclagteDodekaeder

4222
12825
38624
116429
349455
1047399
3129485
9330377

GroRe Anzahl| GroRe Anzahl
1 3 9
2 3 10
3 6 11
4 19 12
5 51 13
6 157 14
7 461 15
8 1403 16

Tabelle22: Anzahlender PolyominosdesabgeschagtenDodekaeders.

Die AnzahlenderjenigenPolyominosdes abgeschigten Dodekaedersgie sich
mit Hilfe derPaareinteilungemit denang@ebenerkEigenschaftemicht als Verlierer
nachweisetassengindin Tabelle23 enthalter(sieheAbschnitt5.1).Vondenl12 Poly-
ominossind8 alsGewinnerbekanntAbbildung48zeigtdie 4 ungebstenFalle unddie
3 bekannterGewinner, die nichtin einemandererbekannterGevinnerenthaltersind.
Aufbaustratgienfir dieseGewinnersindin denAbbildungen49 bis 51 daigestelit.

40




AbgeschagtesDodekaede(3,3,3,3,5) 5.8

Eigenschaften (600), (12,4),(10,3),(4,1)
GrolRe Schrank
1 3
2 2
3 3
4 4
>5 0
Summe 12

Tabelle23: ObereSchrankenfir die Anzahlender Gewvinner

A YA

Abbildung48: MaximalebekannteGeninnerundungebsteFalle.

$ e

Abbildung49: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,3,5).

Gewinner
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o @

Abbildung50: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,3,5).

%% e 4

Abbildung51: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,3,5).

5.9 ArchimedischePrismen(4,4n)

ArchimedischePrismensind die archimedischeKorpermit denEckenfolgen(3,4,4)
und(4,4n) furn > 5. Abbildung52 zeigtdie drei kleinstenarchimedischerismen.
Tabelle24 enthalt die Anzahlender Polyominosfur diesePrismen.in denfolgenden

N

Abbildung52: Archimedischd’rismen Eckenfolgen(3,4,4),(4,4,5)und (4,4,6).

Abschnittersinddie MengenderGewinnerundVerliererfur diesedreiarchimedischen
Prismenvollstandigbestimmit.
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Eckenfolge

GroRe | (3,4,4)| (4,4,5)| (4,4,6)

1 2 2 2

2 2 2 2

3 2 4 5

4 2 4 5

5 2 5

6 2 2

7 2
Summe 8 16 23

Tabelle24: AnzahlenderPolyominos.

5.9.1 Eckenfolge(3,4,4)

Abbildung53 zeigtdenelementareGevinnerunddie elementareVerliererauf dem
archimedischeRrismamit der Eckenfolge(3,4,4).

elementare Gewinner

elementare Verlierer

Abbildung53: Elementarésewinnerund Verlierer Eckenfolge(3,4,4).

Abbildung 54 zeigt eine Aufbaustratgie fur denelementarer@Gewinner und Ab-
bildung55 zeigteinePaareinteilungsstragge fur die elementareNerlierer
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2 34
\ /A DEA

Abbildung54: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,4,4).

Abbildung55: Paareinteilungsstragge, Eckenfolge(3,4,4).

5.9.2 Eckenfolge(4,4,5)

Abbildung 56 zeigtdie elementareGevinnerunddie elementareVerliererauf dem
archimedischeRrismamit der Eckenfolge(4,4,5).

&

elementare Gewinner

elementare Verlierer

Abbildung56: Elementaregsewinnerund Verlierer Eckenfolge(4,4,5).

Abbildungens7 und58zeigenAufbaustratgienfur die elementare&ewvinnerund
Abbildungen59 bis 61 zeigenPaareinteilungsstraggenfur die elementareVerlierer
BeidenPaareinteilungem Abbildung59und61list zubeachtengalisiein Abhangig-
keitvomerstenZzugdesSpielersA gevahltwerdenSpielerA besetztlabeimit seinem

44
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erstenZug einesderbeidenmit A gekennzeichneteRelderund SpielerB danachdas
mit B gekennzeichnet&eld. Auf alle weiterenZiigevon SpielerA reagiertSpielerB
gemallderanggebenerPaare.

1 Il. 2 | 3
Abbildung57: Aufbaustratgie, Eckenfolge(4,4,5).
1 III 2 3
Abbildung58: Aufbaustratgie, Eckenfolge(4,4,5).

Abbildung59: Paareinteilungsstragge, Eckenfolge(4,4,5).
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SOvAResS

Abbildung60: Paareinteilungsstragge, Eckenfolge(4,4,5).

<

Abbildung61: Paareinteilungsstragge, Eckenfolge(4,4,5).

5.9.3 Eckenfolge(4,4,6)

Abbildung 62 zeigtdie elementareievinnerund die elementareVerliererauf dem
archimedischeRrismamit der Eckenfolge(4,4,6).

D

elementare Gewinner

elementare Verlierer

Abbildung62: Elementarégsewinnerund Verlierer Eckenfolge(4,4,6).

Abbildungen63und64 zeigenAufbaustratgienfir dieelementareGewninnerund
Abbildungen65 bis 67 zeigenPaareinteilungsstraggenfir die elementareNerlierer
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N\_/4

Abbildung63: Aufbaustratgie, Eckenfolge(4,4,6).

2 3

H
3.3 ..

Abbildung64: Aufbaustratgie, Eckenfolge(4,4,6).

Abbildung65: Paareinteilungsstragge, Eckenfolge(4,4,6).

Abbildung66: Paareinteilungsstragge, Eckenfolge(4,4,6).

5.9
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Abbildung67: Paareinteilungsstragge, Eckenfolge(4,4,6).

5.10 ArchimedischeAntiprismen (3,3,3n)

ArchimedischeAntiprismensind die archimedischerKorper mit den Eckenfolgen
(3,3,3n) fur n > 4. Abbildung 68 zeigtdie archimedischeAntiprismenmit n=4, 5
und 6. Tabelle25 entralt die Anzahlender Polyominosfiir dieseAntiprismen.Die

Abbildung68: ArchimedischeéAntiprismen.

Anzahlender Polyominosmit mehr als 7 Zellen ergebensich durch die Tatsache,
dalRdasKomplementeinesPolyominoswiederein Polyominoist. In denfolgenden
Abschnittersinddie MengenderGewinnerundVerliererfiir diesedreiarchimedischen
Antiprismenvollstandigbestimmit.

5.10.1 Eckenfolge(3,3,3,4)

Abbildung 69 zeigtdenelementareevinnerunddie elementareVerliererauf dem
archimedischeAntiprismamit der Eckenfolge(3,3,3,4).

Abbildung 70 zeigt eine Aufbaustratgie fur denelementarer@Gewvinner und Ab-
bildungen71 und 72 zeigenPaareinteilungsstraggen fur die elementarerVerlierer
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Eckenfolge

GroRke | (3,3,3,4)| (3,3,3,5)| (3,3,3,6)

1 2 2 2

2 2 2 2

3 4 4 5

4 7 9 11

5 9 13 21

6 7 17 30

7 4 13 37
Summe 39 77 179

Tabelle25: AnzahlenderPolyominos.

>

elementare Gewinner

elementare Verlierer

JAVAN

Abbildung69: Elementaré&sewinnerund Verlierer Eckenfolge(3,3,3,4).

1 2

Abbildung70: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,4).
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Abbildung71: Paareinteilungsstragge, Eckenfolge(3,3,3,4).

Abbildung72: Paareinteilungsstratgge, Eckenfolge(3,3,3,4).

5.10.2 Eckenfolge(3,3,3,5)

Abbildung 73 zeigtdie elementareiGevinnerund die elementareVerliererauf dem
archimedischeAntiprismamit der Eckenfolge(3,3,3,5).

<y

Abbildung 73: Elementarégsewinnerund Verlierer Eckenfolge(3,3,3,5).

elementare Gewinner

Abbildung 74 und 75 zeigenAufbaustratgienfur die elementareiGenvinnerund
Abbildungen76 bis 78 zeigenPaareinteilungsstraggenfir die elementareNerlierer
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5 Archimedisch&Korper

&R o

Abbildung 78: Paareinteilungsstragie, Eckenfolge(3,3,3,5).

5.10.3 Eckenfolge(3,3,3,6)

Abbildung 79 zeigtdie elementareiGevinnerund die elementareVerliererauf dem
archimedischeAntiprismamit der Eckenfolge(3,3,3,6).

_anG
20 AR HE

Abbildung79: Elementaré&ewinnerundVerlierer Eckenfolge(3,3,3,6).

elementare Gewinner

Abbildungen80 bis 82 zeigenAufbaustratgienfur die elementareGevinnerund
Abbildungen83 bis 87 zeigenPaareinteilungsstraggenfur die elementareVerlierer
Bei der Paareinteilungn Abbildung87 ist zu beachtendal3sie in Abhangigleit vom
erstenZug desSpielersA gewahlt wird. SpielerA besetztdabeimit seinemersten
Zug einesderbeidenmit A gekennzeichnetefRelderund SpielerB danachdasmit B
gekennzeichnet€&eld.Auf alle weiterenZiigevon SpielerA reagiertSpielerB genald
derang@ebenerPaare.

Abbildung80: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,6).
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Abbildung81: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,6).
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Abbildung82: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,6).

=0 &

Abbildung83: Paareinteilungsstragie, Eckenfolge(3,3,3,6).

i o

Abbildung84: Paareinteilungsstragie, Eckenfolge(3,3,3,6).

AY
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Abbildung87: Paareinteilungsstragie, Eckenfolge(3,3,3,6).
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5.11 Pseudo-Rhombenkuboktaeder

Das Rhombenkuboktaedemd dasPseudo-Rhombenkuboktaed#nd in Abbildung
88gezeigtBeideKorperhaberdie Eckenfolge(3,4,4,4) jedochist dasPseudo-Rhom-

Abbildung88: DasRhombenkuboktaedenddasPseudo-Rhombenkuboktaeder

benkuboktaeddtein archimedischelKorper daesverschiedenértenvon Eckengibt,
wasderDefinitionderMosaik-GrapheifsieheAbschnitt2.1) widersprichtSosinddie
8 EckenderbeidenQuadratedie keine Kante mit einemDreieckgemeinsanhaben,

von denrestlichenEckenzu unterscheiden.
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6 Euklidische Parkettierungen

EuklidischeParkettierungersinddie ebenemegularenMosaik-Graphenn Abbildung
89 sind Ausschnitteder3 euklidischerParkettierungerdagestellt.

Abbildung89: Die 3 euklidischerParkettierungen.

Fur dasDreieck-Gitterist die Fragenach Gewinnernund Verlierernvollstandig
gelost.Fur dasViereck-GittebleibtdieseFragefir ein PolyominoundbeimSechseck-
Gitterfur 5265Polyominosungebst.

6.1 Dreieck-Gitter (3,3,3,3,3,3)

Tabelle 26 enthalt die Anzahlender Polyominosdes Dreieck-Gittersmit bis zu 18
Zellen. Abbildung 90 zeigtdie Gewinnerund die elementare¥VerliererdesDreieck-
Gitters.Siewurdenbereitsin [14] bestimmt.

Grofle Anzahl| Grote Anzahl| Grofie Anzahl| GroRe Anzahl
1 1 6 12 11 1161 16 189309
2 1 7 24 12 3226 17 528922
3 1 8 66 13 8785 18 1484738
4 3 9 159 14 24453
5 4 10 444 15 67716

Tabelle26: Anzahlender PolyominosdesDreieck-Gitters.

N i avavy

Gewinner elementare Verlierer

Abbildung90: Gewinnerundelementard/erlierer Dreieck-Gitter
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6.2 Quadrat-Gitter (4,4,4,4)

Die Anzahlender PolyominosdesQuadrat-Gittersnit bis zu 26 Zellensindin Tabel-
le 27 enthalten[22] Folge A000104).In Abbildung91 sinddie bekannterkErgebnisse

Grofte Anzahl| GroRe Anzahl | GroRRe Anzahl
1 1 10 4460 19 599563893
2 1 11 16094 20 2269506062
3 2 12 58937 21 8609442688
4 5 13 217117 22 32725637373
5 12 14 805475 23 124621833354
6 35 15 3001127 | 24 475368834568
7 107 16 11230003} 25 1816103345752
8 363 17 42161529 26 6948228104703
9 1248 18 58781106

Tabelle27: Anzahlender PolyominosdesQuadrat-Gitters.

Gewinner

unbekannt Snaky T

elementare Verlierer

Abbildung91: Gewinner, Snaky undelementar&/erlierer Quadrat-Gitter

fur dasQuadrat-Gittedagestellt([5, 6, 10, 15]). Nur fur dasPolyominomit demNa-
menSnaly ist esnochnicht bekanntob esein GewinneroderVerliererist. Eswurde
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6 EuklidischeParkettierungen

jedochbereitsgezeigtdaliSnaky ein Verliererist, wennSpielerA nur Felderbesetzen
darf, die zu bereitsvon A besetzterirelderbenachbarsind ([17]). Darf SpielerB nur
Paareinteilungsstraggenverwendensoist Snaky ein Gewinner([18]).

Ist Snaky ein Gewinner, so gibt es 2 elementareGewvinner und 12 elementare
Verlierer Ist esein Verlierer so gibt es 3 elementareGewinner und 13 elementare
Verlierer

6.3 Sechseck-Gittern(6,6,6)

Die FragenachGewinnernund VerliererndesSechseck-Gittera/urde bereitsin [2]
behandeltEs wurdendort 27 Gewinner bestimmt,fur 13911Polyominoskonntedie
Fragejedochnochnicht beantvortetwerden.Durch Veranderungder Methodenund
intensveren Computereinsatavurde die Zahl der ungekhrten Falle jetzt auf 5265
reduziert.

Tabelle28 entralt die AnzahlenderPolyominosdesSechseck-Gittefsiszur GrolRe
17 ([22] Folge A018190).

GroRe Anzahl| GroRe Anzahl| GroRe Anzahl | Grol3e Anzahl
1 1 6 81 11 141229 16 359863778
2 1 7 331 12 669584 17 1751594643
3 3 8 1435 13 3198256
4 7 9 6505 14 15367577
5 22 10 30086 | 15 74207910

Tabelle28: AnzahlenderPolyominosdesSechseck-Gitters.
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6.3.1 Verlierer

Mit Hilfe von Paareinteilungsstraggensoll jetzt eineobereSchrank fur die Anzahl
derGewinnerundeineobereSchrankfur die Gro3evon Gewinnernbestimmtverden.

Die Paareinteilungin Abbildung 92 zeigt etwa, dal’ das mittlere Polyominoin
Abbildung98 ein Verliererist.

Abbildung92: Paareinteilungsstragee.

Zum Auffindenvon Paareinteilungsstraggenauf demSechseck-Gitteverdendie
periodischerPaareinteilungerin endlicheKlasseneingeteilt.Diesekdnnendannsy-
stematiscluntersuchtverden.

Mit Hilfe einesKoordinatensystemie in Abbildung 93 soll nun als erstesdie
Periodizitat von Paareinteilungerdefiniert werden.Eine Paareinteilungheil3t dabei

Abbildung93: Koordinatensystenm Sechseck-Gitter
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periodisd, wennsie durch zwei unablangigeVerschiebingenjeweils in sich selbst
ubegenht.Sielaflitsich dannalsodurchAngabeder beidenVerschielingenund einer
endlichenAnzahlder Paareeindeutigfestlegen.Durchdie ForderungdalReinedieser
Verschielnngenn Richtungdery-Achseverlauft,wird derBegriff derPeriodizittnicht
eingeschinkt.Insbesondererhbhtsichnichtdie AnzahlderPaare die zur Festlgung
derPaareinteilunderdtigt werden.

Eine Paareinteilungheil3tnun (uv, v, w)-periodisd (mit u, v>0, w>0), wennsie
sawvohl durcheineVerschiebngum v Felderin Richtungdery-Achsealsauchdurch
eineVerschieingum « Felderin Richtungderz-Achseundw Felderin Richtungder
y-Achsein sich selbstiibegeht.Die Paareinteilungn Abbildung 94 ist alsosowohl

Abbildung94: Paareinteilungnit minimalerPeriodizitt (4,1,0).

(4,4,1)-alsauch(24,4,2)-periodisch.

UmdiesemehriacheZuordnungzuvermeiderwird derBegriff derminimalenPeri-
odizitateingefihrt. Diesersoll auchberiicksichtigendalRdasVerdreheroderSpiggeln
einerPaareinteilundkeinenEinflul3aufihre Eignungals Verhinderungsstragee hat.

Als minimalePeriodizitat einerPaareinteilungvird die kleinsteunterallenPeriodi-
zitatenderPaareinteilungelbstundihrer gedrehtemundgespigeltenBilder beiglich
derlexikographische®rdnungbezeichnet.

Die Paareinteilungn Abbildung94 hatdie minimalePeriodizi&t (4,1,0).

DerersteEintraguv desPeriodizittstripelsvird als PeriodebezeichnetZur Fest-
legung einer Paareinteilungmit minimaler Periodeuv werdenuv/2 Paareberbtigt.
Um Paareinteilungemit ungeradePeriodezu erhaltensoll in diesemFall ein Feld
pro Periodeerlaubtsein,dasnichtmit einemandererzu einemPaarverbundenist. Die
Paareinteilungvird danndurch(uv — 1)/2 Paarefestgel@t.

Fur die Periode8 etwa sinddie 5 Tripel (8,1,0),(8,2,0),(8,2,1),(8,4,1)und(8,4,3)
die einzigenmoglichenminimalen Periodizifiten.In Tabelle 29 sind die Anzahlen
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der verschiedenemoglichenminimalenPeriodiziiten zu einer gegebenerPeriode
anggebenDieseAnzahlenwurdenmit Hilfe desComputerermittelt,indemvonden

Periode| Anzahl | Periode| Anzahl| Periode| Anzahl || Periode| Anzahl
1 1 11 3 21 8 31 7
2 1 12 8 22 7 32 15
3 2 13 4 23 5 33 10
4 3 14 5 24 15 34 10
5 2 15 6 25 7 35 10
6 3 16 9 26 8 36 20
7 3 17 4 27 9 37 8
8 5 18 8 28 13 38 11
9 4 19 5 29 6 39 12
10 4 20 10 30 14 40 20

Tabelle29: AnzahlenverschiedeneminimalerPeriodiziiten.

ohneBeschéankungder Allgemeinheitjeweils nur endlichvielen Periodiziiteneiner
Periodenur diejenigengezhlt wurden,die nicht durchdrehenoder spiegelnin eine
kleinerePeriodiziat Ubegehen.

Als LangeeinesPaaresvird die AnzahlderSchrittevoneinemzueinembenachbar
tenFeldbezeichnetdie berbtigt werden,um von einemFeld desPaareszumanderen
zu kommen.Legt mandie Periodeuv und die LangeeineslangsterPaared fest,so
gibtesnurendlicheviele verschiedenaareinteilungemit dieserkEigenschafterDa-
beiwerdenPaareinteilungendie durchdrehenspiegelnoderverschiebemuseinander
henorgehemichtvoneinandeunterschiederDie verschiedeneRaareinteilungefir
gegebenéNerteuv und! wurdenmit dem Computerkonstruiert,und ihre Anzahlen
sindin Tabelle30 enthalten.

Fur alle Polyominosinergegebenerroiekannmannunmit Hilfe desComputers
uberpiifen, ob die in Tabelle30 gezhltenPaareinteilungerVerhinderungsstraggen
festlegen,unddie betrefendenPolyominosdamitals Verlierererkanntsind.In Tabel-
le 31 sind die Anzahlender Polyominosanggeben die auf dieseArt nochnicht als
Verlierernachg&iesenwerdenkonnten Als Resultaiemibt sichbisher daf3alle Poly-
ominosderGrol3el4 Verlierersind.Damitgilt diesauchfur alle groRererPolyominos.
Die beidenPolyominosin Abbildung 95 sind zwei der 43 sich sehrahnlichennoch
ungekhrtenl13-zelligenPolyominos.

61



6 EuklidischeParkettierungen

uv | =1 2 3 4 5 6 uv =1

1 - - - - - - 21| 16146
2 1 1 3 2 5 3 22| 4705

3 2 4 3 7 8 6 23| 27717
4 3 15 60 80 262 | 315 || 24| 15956
5 6 31 93 213 | 310 | 656 | 25| 85663
6 7 99 724 2437 | 9001 | 14170| 26 | 26054
7 15 225 1461 | 5827 27 | 262670
8 17 603 9086 | 46000 28 | 74191
9 49 2499 28419 29 | 457578
10| 38 3467 | 106165 30| 203300
11| 91 13807 31

12| 109 | 32608 32| 425270
13| 246 | 108885 33

14 | 183 | 144374 34

15| 965 | 1397305 35

16| 468 | 1155722 36

17 | 1625 37

18 | 1125 38

19| 4182 39

20 | 2566 40

Tabelle30: AnzahlenderPaareinteilungen.

Grolte| Anzahl| Grof3e | Anzahl

1 1 8 589
2 1 9 1165
3 3 10 1539
4 7 11 1207
5 20 12 455
6 67 13 43

7 213 | Summe| 5310

Tabelle31: AnzahlenderPolyominosdie nichtals Verlierernachgaiesensind.

R oD

Abbildung95: Zwei der43 ungekhrtenl13-zelligenPolyominos.
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6.3.2 Gewinner

Abbildung 96 zeigt alle bekannterGewinner, die nicht in einemandererbekannten
Gewinnerenthaltersind.Zusammemit ihrenTeilpolyominosdieja auchalle Gewin-

Lo 50 G5 R0

550 28 B0 oY

T 26 L0055,
558 BV o

Abbildung96: Die maximalerbekannterGewinner.

nersind,emibt sicheineAnzahlvominsgesamé5 Gewinnern.Die Stratgienfur diese
Polyominosvurdenmit Hilfe desComputer&rmittelt(sieheAbschnitt3.3).Wegender
grol3enAnzahlihrer GewinnsituationerkonnendieseStratgien hier nicht daigestellt
werden Abbildung97 enthalt eineAufbaustratgie fur ein 5-zelligesPolyomino([2]).
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6.3.3 Zusammenfassung

Tabelle32 zeigt,wievielederPolyominoamit biszu 6 Zellenbereitsals Gewinneroder
Verliererbekanntsind,undfur wieviele Polyominosdie Fragenochnicht beantvortet
wurde.Abbildung 98 zeigt die beidenVerliererund dasungekhrte Polyominomit 5
Zellen.

Grofle| Gewinner | Verlierer
1
1
3
7
19
14
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Tabelle32: Gewinner, VerliererundungekhrtePolyominosmit bis zu 6 Zellen.

55 XY coom

Verlierer unbekannt

Abbildung98: Die VerliererunddasungekhartePolyominomit 5 Zellen.

Die TatsachegalRdadinke PolyominoeinVerliererist, wird etwadurchdie Paarein-
teilungin Abbildung94nachgaiesenNebemdemungekhrtenPolyominomit5 Zellen
in Abbildung 98 ist die FragenachGewinneroderVerliererauchfiir dasPolyomino,
dasaus6 Zellenin einerReihebestehtpochnicht beantvortet. Das7-in-einerReihe
Polyominoist jedochals Verliererbekannt.

Ziehtmandie AnzahlderbekannterGewinner(45) vonder Anzahldernochnicht
alsVerlierererkannterPolyominog5310)ab,soemibt sich5265als Anzahldernoch
offenenFalle.

65



7 ArchimedischéParkettierungen

7 ArchimedischeParkettierungen

Die archimedischeParkettierungersinddie nichtregularenebenerMosaik-Graphen.
Es gibt 8 verschiedenarchimedischéarkettierungen[25]). Fur die archimedische
Parkettierungmit derEckenfolge(3,3,3,4,4sinddie MengenderGewvinnerundVerlie-
rer vollstandigbestimmt Bei denEckenfolgen(3,3,4,3,4und(3,3,3,3,6)gibt esnoch
jeweils 4 Polyominosfur die nicht bekanntist, ob sie Gewvinner oderVerlierersind.
Fur die Eckenfolgen(3,4,6,4),(3,6,3,6)und (4,8,8) konntedie Anzahlund die Grole
der Gewinner mit Hilfe von Paareinteilungsstraggen nachobenbeschanktwerden.
Bei den beidenarchimedischerParkettierungenmit den Eckenfolgen(3,12,12)und
(4,6,12) konntenSchranlken fur die Anzahlender Gewinner nur fir einige kleinere
GrolRenanggebernwerden.

7.1 Obere Schrankenfir die Anzahlender Gewinner

Die Bestimmungson oberenSchrankenfir die AnzahlenderGewinneraufdenarchi-
medischerParkettierungererfolgt wie beim Sechseck-GittefsieheAbschnitt6.3.1).
Mit Hilfe vonKoordinatensystemewird die Periodeuv einerPaareinteilunglefiniert.
Fur die achtarchimedischeifarkettierungersind die Einheits\ektorender benutzten
Koordinatensystema denAbbildungen99 und 100 dagestellt.Einer Paareinteilung
wird die Eigensdaft (uv, l) zugeordnetwennsie einePeriodekleineralsuv hat,und

ENEEEENEN
NN NNNNNNNN

VNN NN NNNNN

Abbildung99: Koordinatensystemégeil 1.
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XA AL
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o0

Abbildung100:Koordinatensystemdeil 2.

wennalle Paarehochstenslie Langel habenlm Gegensatzum Sechseck-Gittewur-
den hier auchPaareinteilungemntersuchtpei denenmehrals ein Feld pro Periode
nicht mit einemandererzu einemPaarverbundenist. Eslal3tsichnunper Computer
Uberpiifen, ob sich unterden Polyominoseiner bestimmtenGrofie solchebefinden,
die sich mit Hilfe von Paareinteilungemmit einer gegebenertigenschafiuwv, ) als
VerlierernachweisetmassenSindalle PolyominoseinerGrofieVerlierer sosindauch
alle grof3ererPolyominosVverlierer
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7 ArchimedischéParkettierungen

7.2 Eckenfolge(3,3,3,3,6)

Ein AusschnitdesMosaik-Graphemit derEckenfolge(3,3,3,3,6)stin Abbildung101
dagestellt.In Tabelle33 sinddie Polyominoamit biszu 14 Zellengezhlt. Abbildung

Abbildung101: AusschnittausdemMosaik-Graphenickenfolge(3,3,3,3,6).

GroRe Anzahl| GroRe Anzahl

3 8 2594
3 9 8943
7 10 31164

23 11 108840
69 12 382063
228 13 1345840
762 14 4758782

~No obh~wWN PR

Tabelle33: Anzahlender Polyominos Eckenfolge(3,3,3,3,6).

102enthaltdie maximalerbekannteiGeninner, dieminimalenbekannteiVerliererund
die vier Polyominosfur die die FragenachGewinneroderVerlierernochnichtbeant-
wortetist. DiejenigenDreiecle, die (auchaufdemSpielbrett)kein SechseclalsNach-
bar haben sind zur Unterscheidungnit einemKreis gekennzeichnetEntsprechende
Aufbaustratgiensindin denAbbildungen103bis 105und Verhinderungs-Strategien
in denAbbildungenl106bis 111 dagestellt.
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Gewinner

Verlierer

0 Oy AN &5

Abbildung102: GewinnerundVerlierer Eckenfolge(3,3,3,3,6).
1 2 3
/\ 3 . 3
2.2 v.v
2 2
\/

Abbildung103: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,3,6).

e
& @

Abbildung104: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,3,6).

3
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7 ArchimedischéParkettierungen

% %3

Abbildung105: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,3,6).

[ em——
[ —
7 N 7

Abbildung107: Paareinteilungsstratge, Eckenfolge(3,3,3,3,6).
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Abbildung109: Paareinteilungsstratge, Eckenfolge(3,3,3,3,6).

\VAVA
\/

Abbildung110: Paareinteilungsstratge, Eckenfolge(3,3,3,3,6).
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&§¢

Abbildung111:Paareinteilungsstratge, Eckenfolge(3,3,3,3,6).

7.3 Eckenfolge(3,3,3,4,4)

Ein AusschnitdesMosaik-Graphemit derEckenfolge(3,3,3,4,4)stin Abbildungl112
dagestellt.In Tabelle 34 sind die Polyominosmit bis zu 15 Zellen gezhlt. Abbil-
dung113enthalt die elementarerGevinner und Verlierer Abbildungen114 bis 116

ENEEEEEEN
\NNNNNINNNNN

VNNV NNNNNNN

Abbildung112: AusschnittausdemMosaik-Graphenickenfolge(3,3,3,4,4).

84 N af=al

elementare Gewinner elementare Verlierer

Abbildung113: Elementaré&sewninnerund Verlierer Eckenfolge(3,3,3,4,4).

zeigenAufbaustratgien fur die beidenelementarerGevinner und Abbildungen117
bis 119 Paareinteilungsstraggenfir die sechslementareNerlierer
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Grofle Anzahl| Groie Anzahl
1 2 9 2822
2 3 10 9207
3 5 11 30117
4 13 12 99708
5 32 13 331219
6 96 14 1106870
7 281 15 3710728
8 891

Tabelle34: Anzahlender Polyominos Eckenfolge(3,3,3,4,4).

)
ININONININSN N\ NN/

niam (i

Abbildung114: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,4,4).
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\/N/NAN/AN/
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Abbildung115: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,4,4)Teil 1.
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11 12 13 14

22 |l 22

2122122 VAV 222122

\WAV/AV VAVA HEEN \/A\V/a\

DD e VAVAVA .
15 16 17

22 ||| 22 VA

\/aAvAdA (HENR

. 191919

19 20 21 22

B B 2j2¥55%&i% \/\/ A

HEE BB

Abbildung116: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,3,4,4).Teil 2.

EAEAEa -
[R)K/ KR/ KRR/ KK/ %

Abbildung117:Paareinteilungsstratge, Eckenfolge(3,3,3,4,4).
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YT

Abbildung119: Paareinteilungsstratge, Eckenfolge(3,3,3,4,4).
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7.4 Eckenfolge(3,3,4,3,4)

Ein AusschnitdesMosaik-Graphemit derEckenfolge(3,3,4,3,4)stin Abbildung120
dagestellt.Die Anzahlender Polyominosmit bis zu 15 Zellensindin Tabelle35 ent-

\ AN
I NCKLCRCN
AR

N NLCNC NN
AR

Abbildung120: AusschnittausdemMosaik-Graphenickenfolge(3,3,4,3,4).

halten. Abbildung 121 enthalt die maximalenbekanntenGewinner, die minimalen
bekannterVerliererund die vier Polyominos fur die die FragenachGewinner oder
Verlierernochnicht beantvortetist. Entsprechend@ufbaustratgiensindin denAb-
bildungenl122und123undVerhinderungs-Strategié@mdenAbbildungenl24bis 127
dagestellt.

GroRe Anzahl| GroRe Anzahl

2 9 2161
2 10 6690
4 11 20881

10 12 65593

28 13 207171
79 14 657301
233 15 2093785
705

O~NO O A WN P

Tabelle35: Anzahlender Polyominos Eckenfolge(3,3,4,3,4).
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.. ¥b

Verlierer

9GP ALY S

Abbildung121:Gewinnerund Verlierer Eckenfolge(3,3,4,3,4).

% % @

Abbildung122: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,4,3,4).

(2N §

Abbildung123: Aufbaustratgie, Eckenfolge(3,3,4,3,4).

<N
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PR
BB
BB I

Abbildung124:Paareinteilungsstragge, Eckenfolge(3,3,4,3,4).

Abbildung126: Paareinteilungsstratge, Eckenfolge(3,3,4,3,4).



7 ArchimedischéParkettierungen

Abbildung127:Paareinteilungsstragge, Eckenfolge(3,3,4,3,4).
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7.5 Eckenfolge(3,4,6,4)

Ein AusschnitausdemMosaik-Graphemit derEckenfolge(3,4,6,4)istin Abbildung
128 dagestellt.Die Anzahlender Polyominosbis zur Gro3e 13 sind in Tabelle 36
anggebenMit Hilfe derPaareinteilungemit denEigenschafteiil,4),(2,2)und(4,1)
lassensich die in Tabelle 37 anggebenemberenSchranken fur die Anzahlender
Gewinnererhalten(sieheAbschnitt7.1).

Abbildung128: AusschnittausdemMosaik-Graphenickenfolge(3,4,6,4).

Grole Anzahl| Gro3e Anzahl

3 8 3116
2 9 13091
7 10 55021

16 11 235754
59 12 1015101
194 13 4408515
790

~No ok owWDNPE

Tabelle36: AnzahlenderPolyominos Eckenfolge(3,4,6,4).

Grofte Anzahl| Grolze Anzahl| Grofle Anzahl
1 3 5 32 9 7
2 2 6 53 10 0
3 7 7 59
4 13 8 32 Summe 208

Tabelle37: ObereSchrankenfir die Anzahlender Gewinner, Eckenfolge(3,4,6,4).
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7.6 Eckenfolge(3,6,3,6)

Ein AusschnitausdemMosaik-Graphemit derEckenfolge(3,6,3,6)istin Abbildung
129 dagestellt.Die Anzahlender Polyominosbis zur Grof3e 14 sind in Tabelle 38
anggebenMit Hilfe derPaareinteilungemit denEigenschafte(2,4),(4,2)und(5,1)
lassensich die in Tabelle 37 anggebenemberenSchranken fur die Anzahlender

Gewinnererhalten(sieheAbschnitt7.1).

Tabelle39: ObereSchrankenfiur die Anzahlender Gewinner, Eckenfolge(3,6,3,6).

82

N/ \N/ \N/7 \N/7 \/
Abbildung129: AusschnitiausdemMosaik-Graphenickenfolge(3,6,3,6).

Groe Anzahl| Groie Anzahl
1 2 8 1167
2 1 9 4393
3 4 10 16552
4 9 11 63618
5 29 12 245732
6 90 13 957443
7 330 14 3745541

Tabelle38: AnzahlenderPolyominos Eckenfolge(3,6,3,6).

Grofte Anzahl| Grolze Anzahl| Grofle Anzahl
1 2 5 24 9 3
2 1 6 53 10 0
3 4 7 74
4 9 8 36 Summe 206
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7.7 Eckenfolge(3,12,12)

Ein AusschnitausdemMosaik-Graphemit derEckenfolge(3,12,12)stin Abbildung

130 dagestellt.Die Anzahlender Polyominosbis zur Gro3e 10 sind in Tabelle40

anggebenMit Hilfe derPaareinteilungemit denEigenschafte(®,3)und(3,2)lassen
sichdie in Tabelle41 anggebeneroberenSchrankenfur die Anzahlender Gewinner
erhalten(sieheAbschnitt7.1).

Abbildung130: AusschnittausdemMosaik-Graphenickenfolge(3,12,12).

Grofe Anzahl| Grole Anzahl
1 2 6 983
2 2 7 5949
3 8 8 37198
4 35 9 237762
5 173 10 1541542

Tabelle40: Anzahlender Polyominos Eckenfolge(3,12,12).

GroRe Anzahl| GroRe Anzahl
1 2 5 170
2 2 6 955
3 8 7 5563
4 35

Tabelle41: ObereSchrankenfur die Anzahlender Gewinner, Eckenfolge(3,12,12).
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7.8 Eckenfolge(4,6,12)

Ein AusschnitausdemMosaik-Graphemit der Eckenfolge(4,6,12)istin Abbildung

131 dagestellt.Die Anzahlender Polyominosbis zur Gro3e 11 sind in Tabelle42

anggebenMit Hilfe derPaareinteilungemit denEigenschafte(il,4)und(2,1)lassen
sichdie in Tabelle43 anggebeneroberenSchrankenfur die Anzahlender Gewinner
erhalten(sieheAbschnitt7.1).

Abbildung131: AusschnitiausdemMosaik-Graphenickenfolge(4,6,12).

Grofte Anzahl| Groke  Anzahl
1 3 7 7796
2 3 8 45876
3 14 9 278002
4 49 10 1697278
5 255 11 10472378
6 1327

Tabelle42: Anzahlender PolyominosEckenfolge(4,6,12).

GroRe Anzahl| GroRe Anzahl
1 3 5 224
2 3 6 1071
3 14
4 46

Tabelle43: ObereSchrankenfur die Anzahlender Gewinner, Eckenfolge(4,6,12).
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7.9 Eckenfolge(4,8,8)

Ein AusschnittausdemMosaik-Graphemit der Eckenfolge(4,8,8)ist in Abbildung
132 dagestellt.Die Anzahlender Polyominosbis zur Grof3e 11 sind in Tabelle44
anggebenMit Hilfe derPaareinteilungemit denEigenschafte(,2)und(8,1)lassen
sichdie in Tabelle45 anggebeneroberenSchrankenfur die Anzahlender Gewinner
erhalten(sieheAbschnitt7.1).

Abbildung132: AusschnittausdemMosaik-Graphenickenfolge(4,8,8).

Grofle Anzahl| Grole Anzahl
1 2 7 1914
2 2 8 9645
3 7 9 50447
4 21 10 266992
5 90 11 1432165
6 388

Tabelle44: AnzahlenderPolyominos Eckenfolge(4,8,8).

GroRe Anzahl| GroRe Anzahl| Gro3e Anzahl
1 2 7 490 13 32
2 2 8 951 14 1
3 7 9 1363 15 0
4 20 10 1303
5 63 11 734
6 198 12 210 | Summe 7967

Tabelle45: ObereSchrankenfur die Anzahlender Gewinner, Eckenfolge(4,8,8).
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8 HyperbolischeMosaike

Hyperbolischévlosaike sinddiejenigerMosaik-Graphendie sichwederaufderKugel

nochin derEbenanit regularenVieleckendarstelledassenHier soll nurdereinfachste
Fall behandeltverden beidemalle FlacherDreiecle sind.In diesenFall ist die Frage
nachGewinnernundVerlierernjedochfur alle Knotengrade > 7 bisaufwenigeFalle,

fur einigeKlassernvon ¢ sogarvollstandigbeantveortet([3]).

8.1 (3,9)-Mosaik-Graphen

Die Anzahlender (3,q)-Polyominosbis zur Gro3e 11 sind in Tabelle46 enthalten.
Dabeiist zu beachtendald sich die Anzahlenfur eine gegebeneGroRRen fur alle

GrolRe q
6 7 8 9 10 >11

1,2,3 1

4 3

5 4

6 12

7 24 | 27

8 66 78 | 82

9 159 208 224 | 228

10 444 637 708 728 | 733
11 | 1161 1869 2158 2252 2277\ 2282

Tabelle46: Anzahlender (3,4)-Polyominos.

g > n nichtunterscheiderdaalle diesePolyominos(bis auf dasPolyomino,dasaus
g Zellenum einenKnoten besteht)Baumstruktuthaben,und somit¢ keinenEinflufd
auf die Anzahl hat. Die 22 Polyominosmit bis zu 6 Zellen sind in Abbildung 133
gezeigt.Abbildung 134 entralt alle elementarer@Gewinner G und VerliererV fur die
verschiedeneRestklassen modulo6. Die FragenachGewinneroderVerliererist fur
diemit *?" gekennzeichneteRolyominosnochnichtgeklart. Abhangigdavon konnen
sichdie Polyominoamit Klammernals nichtelementaherausstellen.

Die Abbildungenl35bis137enthalterAufbaustratgienfur diedreiverschiedenen
Gewinnerin Abbildung 134.Bei denStratgienin Abbildung 136 und 137 kanndie
Gewinnsituation1 erst mit dem zweiten Zug von Spieler A erreichtwerden.Die
geschweifterKlammernbedeutengaldie Blocke zwischendenDoppelstrichersooft
eingefigtwerdenmiissenbisihre AnzahlderZahl hinterderKlammerentsprichtDer
Wert s egibt sichausq. Mit Hilfe derVariablent werdenahnlicheGewinnsituationen
zusammengefit.
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Abbildung133:(3,9)-Mosaik-Polyominosnit biszu 6 Zellen(q > 7).
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q=5(6)
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(G) (G) ? V) V)

Abbildung134:Elementaré&sewvinnerund Verlierer
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VA &Y A% v
/

Abbildung135: Aufbaustratgie.

i 261 (22,...,5) 2

Abbildung136: Aufbaustratgiefir¢g =3s+5,s > 1.
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5t-1 (=2,..., g-6) 5.q-6
(v=5.1, x=13) (v=7.s, w=7.1, x=8)

6l'1 (l:2 5555 S) 7t (l:l," S-l) 7S
(x=13) (v=6.¢, x=9)

N
A/ \VAV
U

i /A\ 9 Yy ”A U/BQAQB\
/’v \VAVAN
VAVA 13%% ﬂé .
/YA /4 V, AVAY

Abbildung137: Aufbaustratgiefurg = 2s +5,s > 1.
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Die Abbildungen138und139enthalterPaareinteilungsstraggenfir 4 der7 Ver-
liererin Abbildung134.In Abbildung138wird der(3, ¢)-Mosaik-Graphn aufeinander

Abbildung138: Paareinteilung. Abbildung139: Paareinteilung.

folgendeRingeeingeteilt. Ausgehend/on einemKnotenbestehtder jeweils nachste
Ring ausallen Dreieclen, die mit dem Randdesvorhegehendemindestensinen

PunktgemeinsanmabenDannhatjedesDreieckgenaueineKantemit einemDreieck

auseinembenachbarteRing gemeinsamAus diesenPaarenvon Dreieclen ergibt

sichdie Paareinteilungsstragge. UberschreitefedeLageeinesPolyominosdie Gren-

zezwischenzwei Ringen,soist esalsoein Verlierer Dasist fur daslinke Polyomino

offensichtlich.LieRe sich dasmittlere PolyominovollstandiginnerhalbeinesRinges
unterbringensowirdeeinerderbeidenKnotenvom Grad5 aufdemaul3erefiRanddes

Ringesliegen.Die KnotendesaulRererRandesinesRingeshabenjedochhochstens
denGrad4 innerhalbdesRinges Liegt der Knotenvom Grad5 desrechtenPolyomi-

nosauf deminnerenRandeinesRinges,so konnendie beidenaulRererDreiecle des

Polyominosnur fur n = 6 undn = 7 innerhalbdesgleichenRingesliegen.

In Abbildung 139 wird der (3, g)-Mosaik-Graphals (¢, ¢/2)-Mosaik-Graptange-
sehenpeidemin jedesg-Eck einweitererKnoteneingefigtwird, derzu allenKnoten
desqg-Ecksbenachbarist. Je zwei benachbart®reiecle ausverschiedenen-Ecken
bildendie PaarederStratgie. Dasichdasabgebildeté>olyominonichtinnerhalbeines
g-Ecksunterbringenal3t,ist esein Verlierer
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Fur die 3 verbleibenderVerlierer werdendie Paarejeweils so angeordnetdald
sichum jedenKnoteneine Situationergibt, wie siein denAbbildungen140 bis 145
dagestelltist. Legt mandenmittlerenKnotendesPolyominosaufdenmittlerenKnoten
derDarstellungsolafdtsichleichterkennengdalRjedeLagedesPolyominosnindestens
ein Paarvollstandigenthralt.

v ae [T =06

Abbildung140: Paareinteilung. Abbildung141:Paareinteilung.

% e AVAVARREIE)

Abbildung142: Paareinteilung. Abbildung143: Paareinteilung.
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K o AVAVARE)

Abbildung144:Paareinteilung. Abbildung145: Paareinteilung.

Mit Hilfe derfolgendenNumerierungerder Kantenendemles(3, ¢)-Mosaik-Gra-
phenlal3tsich zeigen,dal3sich die Paarewie gewviinschtanordnenassenUm jeden
Knotenherumwerdendie Kantenendetim Uhrzeigersinmmit 1,2, ..., ¢ bezeichnet.
Ist daseineEndemit x bezeichnetsosoll dasandereEndemit f(z) bezeichnesein.
Fur die verschiedeneRalle sinddie Funktionenf in denTabellend7 bis 50 enthalten.

x f(2)

) q— 2

s+1 s+1 x f(@)

s+2i s+2i ) q—2(0—1)

s+2i+1|s—i+1 s+1 s+1

qg—1 qg—1 s+2i s+2i

q q s+2i+1|s—1+1
Tabelled7:q=3s+3,i=1,...,s. Tabelle48:¢q=3s+1,i=1,...,s.

Abbildungl46zeigtdieseNumerierundiir¢ = 7und f ausTabelle48.Die gewviinschte
Bezeichnungler Kantenendemst dannmoglich, wennfir die Funktionenf undalle
Wertevonzx dieGleichungery (f(z)) = x undf(f(f(z)+1)+1)+1 = x (wobeig+1zul
wird) erfullt sind.Dabeistelltdie ersteGleichungsicher dalReskeineWiderspiichebei
derBezeichnungeinerKantegibt. Die zweite Gleichungsichertdiesfir die Dreiecle
(sieheAbbildung 147). Der ganze(3, q)-Mosaik-Graphalitsich dannRing fur Ring
widerspruchsfrebezeichnen.

Manerhalt nundie in denAbbildungenl40bis 145dalgestellterPaareinteilungen,
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Tabelled9:¢=3s+8,i=1,...,s.

T f(@)

1 q

2 6

3 3

4 5

5 4

6 2 x f(x)
6+ q—2i+1 ) qg—20—1)
s+7 s+7 s+1 s+2
s+21+6 | s+21+6 s+2 s+1
s+2i+7 | s—i+7 s+2i+1 | s+21+1
q 1 s+2i+2|s—i+1

Tabelle50:¢=3s+2,i=1,...,s.

2=5
AN
N /
1-7-74 4 /\-7-1
,3/‘;_ 6 5\2 5’2 1 7\6\

f(flx)+1)+1  f(f(x)+1)

/ N\

5 ),1’
9&1 o (R ot
3,6 N / 12
<] 4: :5 d / X f(x) \

Abbildung146: BezeichnunglerKanten. Abbildung147:Bezeichnung.

wennmandie beidenDreiecle, die zu einerKantemit denin Tabelle51 anggebenen
Bezeichnungembenachbarsind, zu einemPaarzusammerdl3t. Bei der Auswahl der
PaaretretenkeineWiderspiicheauf,dadiein Tabelle51 anggebeneBezeichnungen
bei hochsten®inerKanteeinesDreiecksauftretenwie sichmit Hilfe derTabellend7
bis 50 Uberpiifenlafit.
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Abbildung | Tabelle| Bezeichnungefiir Paare
140 47 |3t t=1,...,s+1
141 47 | s+2t t=1...,s+1
142 48 | 3t =1...,s
143 48 | s+2t t=1,...,s
144 49 2,3t t=2,...,8+2
145 50 st2t+1 t=1...,s

Tabelle51: BezeichnungedergemeinsameKantenderPaare.
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Zusammerdssung 9

9 Zusammenfassung

DieserArbeit liegt die FragenachGewinnernund Verlierernunterden Polyominos
der Mosaik-Grapherzu Grunde.Nach der Begriffserkiarungund der Einteilungder
Mosaik-Grapheim funfverschiedenKlasserwird dasProblenfirjededieseKlassen
einzelnbetrachtetDabeiwerdendie Beweisekonstrukty gefuhrt, dasheildt,eswer
denStratgienfur einenderbeidenSpieleranggebendie sicherzum Erfolg fuhren.
Zusatzlichwerdendie Anzahlender Polyominosin denverschiedenefallen sowveit
wie moglichanggeben.

Fur die platonischerK drperwarendie Ergebnisséereitsvollstandigbekanntund
sind hier ohneBeweisedagestellt.Bei deneuklidischenParkettierungender Ebene
gilt diesauchfur dasDreieck-unddasQuadrat-Gitterin dieserbeidenFallenwurden
allerdingsweiterePolyominoanzahlebestimmtWahrendeimDreieck-Gittefr alle
Polyominogekanntst, obsieGewninneroderVerlierersind,bleibtbeimQuadrat-Gitter
ein Fall nachwie vor ungebst.Beim Sechseck-Gittavurdedie Anzahlderungebsten
Falle von 13911auf5265reduziert.

Fur die archimedischeKorperund ParkettierungerwerdenPolyominosund Auf-
bauspieleerstmaligbetrachtet.

Abgesehervon zwei unendlicherKlassendenarchimedische®rismenund An-
tiprismen,gibt es 13 verschiedenarchimedisch& orper Nebendiesenl3 Korpern
werdendie jeweils drei kleinstenPrismenund AntiprismenbetrachtetFur 11 dieser
19 Korperwurdenalle Gewinnerund Verliererbestimmt,bei einemweiterenK drper
bleibtdie Fragefur nur vier Polyominosunbeantwrtet.In allenandererbetrachteten
Fallen wurdenobereSchranken fiur die Anzahlender Gewinner bestimmt.In 16 der
betrachteterralle wurdendie Anzahlender Polyominosvollstandigbestimmt,in den
andererfFallenwar diesnur bis zu einerbestimmterGrof3eder Polyominosmoglich.

Fur einederachtarchimedischeRarkettierungerkonntedie FragennachGewin-
nernund Verlierernvollstandigbeantvortetwerden Flir zweiweitereParkettierungen
gelangdiesbisaufjeweilsvier PolyominosBei dreiParkettierungerkonnteeineobere
Schrank fir die AnzahlderGewinnerbestimmtwerden Fur die beidenverbleibenden
ParkettierungerkonntendieseSchranken nur fir Polyominosbis zu einerbestimmten
GroReanggebenwerden.Die Anzahlender Polyominoswurdenjeweils soweit wie
moglich bestimmt.

Bei den hyperbolischerMosaik-Grapherwurde nur der Fall der (3,9)-Mosaik-
GrapherbetrachtetFur alle Knotengrade konntendie GewvinnerundVerliererbis auf
jeweils wenigeFalle bestimmtwerden.Fur einigeKlassenvon g ist die Losungsogar
vollstandig.Die AnzahlenderPolyominoswvurdenbis zur Grof3ell bestimmt.
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