
Strategienfür Aufbauspiele
mit

Mosaik-Polyominos

Jens-P. Bode

VomFachbereichfür MathematikundInformatik
derTechnischenUniversiẗatBraunschweig
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Einleitung 1

1 Einleitung

DieserArbeit liegt ein Spielzu Grunde,dasdurchFrankHararyeingef̈uhrt unddurch
Artikel von Martin Gardner1979einerbreitenÖffentlichkeit bekanntgemachtwurde
([5, 6]). DiesesSpielsoll in dieserArbeit A-B-Aufbauspielgenanntwerdenundist ein
Brettspielfür zweiPersonen.Vor BeginndesSpielseinigensichdiebeidenSpielerauf
ein Polyomino.Dies ist eineendliche,nichtleere,einfachzusammenhängende,echte
TeilmengederFelderdesSpielbrettes.Auf dasanf̈anglichleereSpielbrettsetzennun
die beidenSpielerabwechselndeinenSpielsteinihrer Farbeauf ein nochunbesetztes
Feld.DerSpieler, derdenerstenZugmacht,wird alsSpielerA bezeichnet,derandere
heißtSpielerB. DerjenigeSpieler, deralserstereineMengevon Feldernin derForm
desvorherausgewähltenPolyominos(alsounabḧangigvon Translation,Rotationund
Reflektion)mit SteinenseinerFarbebesetzt,gewinnt dasSpiel.Gibt esfür SpielerA
eineStrategie, die immerzumSieg führt, sowird dasPolyominoGewinnergenannt,
andernfalls heißtesVerlierer.

Es ist einfach zu sehen,daß ein A-B-Aufbauspiel bei optimalemSpiel beider
Spielerimmer mit einemSieg desSpielersA odermit einemUnentschiedenendet.
HättenämlichSpielerB eineStrategie, die immerzumSieg führenwürde,sokönnte
SpielerA mit derselbenStrategie und unter Ausnutzungder Tatsache,daßer den
erstenZug macht,ebenfalls immer gewinnen.DieseÜberlegungenführenzu einer
Variante,die hier A-Aufbauspielgenanntwerdensoll. Sieunterscheidetsichvom A-
B-Aufbauspielinsoweit, daßnurnochSpielerA dadurchgewinnenkann,daßerselbst
dasPolyominoaufbaut.DaseinzigeZiel desSpielersB bestehtdarin,SpielerA vom
Sieg abzuhalten.Dabeispielt esalsokeineRolle, ob SpielerB selbstdasPolyomino
aufbaut.HatSpielerA beimA-B-AufbauspieleineAufbaustrategiefür einbestimmtes
Polyomino,soführtdieselbeStrategieauchbeimentsprechendenA-Aufbauspielimmer
zumErfolg. Ist einPolyominoalsoeinGewinnerbeimA-B-Aufbauspiel,soist esauch
ein GewinnerbeimA-Aufbauspiel.Ein VerliererbeimA-Aufbauspielist alsoimmer
aucheinVerliererbeimA-B-Aufbauspiel.Esist bisherkeinBeispielbekannt,beidem
einPolyominoaufeinemunendlichenBretteinGewinnerbeimA-Aufbauspielundein
VerliererbeimentsprechendenA-B-Aufbauspielist.

In der bisherigenLiteratur wird zwischendem A-B-Aufbauspiel und dem A-
Aufbauspielnicht immerklar unterschieden.Naheliegenderweisewird dasA-B-Auf-
bauspieldefiniert,dieNachweisederGewinnerundVerliererlassensichjedochfür die
VersiondesA-Aufbauspielsleichterdurchf̈uhren.

Dain dieserArbeit vorrangigdasA-Aufbauspielbetrachtetwird, soll dieseVersion
im folgendeneinfachalsAufbauspielbezeichnetwerden.

Trotz intensiver Bemühungen([10, 15, 17, 18]) ist die Frage,welchePolyominos
zur MengederGewinnergeḧoren,für die PolyominosdesQuadrat-Gittersnochnicht
vollständig beantwortet. Übrig bleibt ein sechszelligesPolyomino,dem der Name
Snaky (sieheAbbildung1) gegebenwurde,für dasesnochnichtbekanntist, obesein
GewinnerodereinVerliererist.Für dasDreieck-Gitter([14]) unddiefünf platonischen
Körper([1]) sinddieMengenderGewinnerjeweilsvollständigcharakterisiert.Für das
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1 Einleitung

Abbildung1: DasPolyominoSnaky.

Sechseck-Gittergibt esersteErgebnisse([2]).
Für weitereVariantendesSpiels,beidenenzumBeispieldieKanteneinesGraphen

in derFarbedesSpielersgef̈arbtwerden,befindensichErgebnissein [4, 8, 9, 11, 12,
13,19].
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SpielbretterundPolyominos 2

2 Spielbretter und Polyominos

In diesemAbschnittwerdenals erstesdie Mosaik-Graphendefiniert,derenplanare
Darstellungenin dieserArbeit alsSpielbretterbetrachtetwerdensollen.Desweiteren
werdenPolyominosdefiniert,mit derenHilfe dasZiel deserstenSpielersbeimAufbau-
spielfestgelegt wird. Zuletztwird einVerfahrenbeschrieben,mit demdiePolyominos
einesMosaik-Graphenmit Hilfe desComputerserzeugtwerdenkönnen.

2.1 Mosaik-Graphen

Mosaik-GraphensinddiejenigenplanarenGraphen,die ohneKanten̈uberkreuzungen
realisiertsindunddiezus̈atzlicheEigenschaftbesitzen,daßesfür je zwei ihrerKnoten
einenAutomorphismusgibt,derdeneinenKnotenaufdenanderenabbildet.DieEcken
desMosaik-Graphensindalsonichtvoneinanderzuunterscheiden.Darausfolgt,daßdie
ReihenfolgendereinenjedenKnotenumgebendenFlächentypen(unterschiedennach
Eckenanzahl)bis auf Orientierungjeweils gleichsind.Die Folge der Eckenanzahlen
derFlächenumeinenKnotenwird alsEckenfolge(� 1 �
	�	�	
� �� ) bezeichnet.Abbildung2
zeigteinenAusschnittdesMosaik-Graphenmit derEckenfolge(3 � 3 � 4 � 3 � 4).Sindalle

Abbildung2: Mosaik-Graphmit derEckenfolge(3,3,4,3,4).

Flächentypengleich,gilt also� 1= 	�	�	 =�� =� , sowird derGraphregulärerMosaik-Graph
oder(� ,� )-Graphgenannt.Der Mosaik-Graphmit derEckenfolge(3,3,3,3)wird also
auch(3,4)-Graphgenannt.StelltmansichdieMosaik-Graphendurchreguläre��� -Ecke
dargestelltvor, sokannmansieentsprechendderSumme� = � �� =1(180� -360������� ) der
Innenwinkel der einenKnotenumgebendenVielecke in drei Klassenunterteilen.Ist
� kleinerals360� , soist eineDarstellungdurchreguläreVielecke auf derOberfl̈ache
einerKugelmöglich,unddie Mosaik-Graphenwerdendannspḧarisch genannt.Ist �
gleich360� , so ist die DarstellungdurchreguläreVielecke in derEbenemöglich und
dieGraphenwerdenebengenannt.Die Mosaik-Graphenmit � größerals360� heißen
hyperbolischeMosaike. Bei denregulärenMosaiken ist dieseEinteilungleichtermit
Hilfe desProdukts(��� 2)(��� 2) möglich.Ist eskleiner, gleichodergrößerals4, soist
derGraphentsprechendspḧarisch,ebenoderhyperbolisch.DurchdieseEinteilungund
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2 SpielbretterundPolyominos

dieUnterscheidung,obsieregulärsindodernicht,werdendieMosaik-Graphenalsoin
sechsKlasseneingeteilt,dieaußerim hyperbolischenFall jeweilseigeneNamenhaben
(sieheTabelle1).

Winkel- regulär
summe ja nein

spḧarisch � 360� platonische archimedische
Körper Körper

eben = 360� euklidische archimedische
Parkettierungen Parkettierungen

hyperbolisch � 360� hyperbolischeMosaik-Graphen

Tabelle1: EinteilungderMosaik-Graphen.

Als Spielbrettersollen die Mosaik-Graphenals Ganzesbetrachtetwerden.Bei
kleinenAusschnitten,wie etwadem3 � 3-SchachbrettausdemQuadrat-Gitter, können
sichzwar andereGewinner- undVerlierermengenalsbeimMosaik-Graphenergeben,
jedocherḧalt manabeinergewissenGrößedesAusschnittsjeweilskeineUnterschiede
mehr.

2.2 Polyominos

Als PolyominoseinesMosaik-Graphenwerdendie endlichen,nichtleeren,einfach-
zusammenḧangenden,echtenTeilmengenderFlächendesGraphenbezeichnet.Dabei
heißteineMengevon Flächenzusammenḧangend, wennje zwei ihrer Flächendurch
eineFolgevon kantenbenachbartenFlächenderMengeselbstverbundensind(Turm-
wege).Sieheißteinfachzusammenḧangend, wennsowohl siealsauchihr Komplement
zusammenḧangendsind.Dabeiwerdenzwei Teilmengen,die durcheineKongruenz-
abbildung(Reflektion,Translationund Rotation)ineinanderübergehen,als dasselbe
Polyominobetrachtet.Kongruenzabbildungen in Mosaik-Graphensind genaudieje-
nigenAbbildungen,die denGraphenauf sich selbstabbilden.Zwischendenbeiden
durchjeweils zwei schwarzeDreiecke gekennzeichnetenPolyominosin Abbildung3
wird alsounterschieden,dasiesichnicht durcheineAbbildungaufeinanderabbilden
lassen,die gleichzeitigdenzu GrundeliegendenMosaik-Graphenauf sichselbstab-
bildet.Diesläßtsichunteranderemdadurcherkennen,daßnur dasrechtePolyomino
einDreieckentḧalt, dasnurzuDreieckenkantenbenachbartist. Die AnzahlderZellen
einesPolyominoswird alsseineGrößebezeichnet.
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Computereinsatz 2.3

Abbildung3: Zwei verschiedenePolyominos.

2.3 Computereinsatz

Für die fünf platonischenKörper, die drei euklidischenParkettierungenund einige
hyperbolischeMosaike wurdedie FragenachderAnzahlderPolyominosbereitsbe-
trachtet([16,22]). Im RahmendieserArbeit sollendieErgebnisseerweitertundfür die
archimedischenKörperundarchimedischenParkettierungenerstmalsbetrachtetwer-
den.In Hinblick auf die FragenachGewinnernundVerlierernwurdendie Anzahlen
derPolyominosmit Hilfe desComputersjeweilskonstruktiv bestimmt.

Beginnendmit denPolyominosderGröße1 werdennacheinanderdieMengender
nächstgr̈oßerenPolyominoskonstruiert.Alle PolyominoseinerGrößewerdendabei
nacheinanderan jederfreien Kanteum eineZelle erweitert.Sortiertmandiejenigen
Polyominosaus,die nicht einfachzusammenhängendsind oderdoppeltvorkommen,
soerḧalt mandiePolyominosdernächstḧoherenGröße.

Die Tatsache,daßes bei den archimedischenKörpernund Parkettierungenver-
schiedeneFlächentypengibt, kannmansichbeimErzeugenderPolyominoszu Nutze
machen.Hier werdendie Polyominosnicht nur nachihrer Größe,sondernauchnach
denAnzahlendervorkommendenFlächentypenunterschieden.DadieerzeugtenMen-
genwegenderfeinerenUnterscheidungkleinersind,vereinfachtsichdasAussortieren
derDuplikate.
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3 Aufbau-undVerhinderungsstrategien

3 Aufbau- und Verhinderungsstrategien

Die Fragedanach,ob ein Polyominoein Gewinneroderein Verliererist, wird immer
konstruktiv beantwortet. Ist ein Polyominoein Gewinner, sowird alsoeineStrategie
angegeben,mit derSpielerA diesesPolyominounabḧangigvondenZügendesSpielers
B aufbauenkann.EinesolcheStrategie heißtAufbaustrategie. Ist ein Polyominoein
Verlierer, wird eineStrategie für SpielerB angegeben,mit derenHilfe er SpielerA
immer daranhindernkann,dasPolyominoerfolgreichaufzubauen.DieseStrategien
heißenVerhinderungsstrategien.

Beim A-Aufbauspielist eineAufbaustrategie für ein PolyominoimmerauchAuf-
baustrategiefür jedesseinerTeilpolyominos.IsteinPolyominoeinGewinner, sindalso
alleseineTeilpolyominosebenfallsGewinner. Ein Gewinner, dernicht in einemande-
renGewinnerenthaltenist,wird elementarerGewinnergenannt.EntḧalteinPolyomino
einenVerlierer, soist esalsoselbstaucheinVerlierer. Ein Verlierer, derkeinenanderen
Verliererentḧalt, wird elementarer Verlierer genannt.Will manalsoeineUnterteilung
allerPolyominoseinesSpielbrettesin GewinnerundVerliererbeweisen,sogen̈ugtes,
dieBeweisefür dieelementarenPolyominoszu führen.

3.1 Aufbaustrategien

Mit Hilfe einesBeispielssoll hiererklärtwerden,wie in dieserArbeitAufbaustrategien
formuliertwerden.Abbildung4 zeigteineAufbaustrategiefür dasPolyominoaufdem

Abbildung4: Aufbaustrategie.

Quadrat-Gitter, dasaus4 Quadratenin einerReihebesteht.
EineAufbaustrategiebestehtauseinerFolgevon numeriertenGewinnsituationen.

JededieserGewinnsituationenstellt einenAusschnittdesSpielbrettesunmittelbarvor
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Verhinderungsstrategien 3.2

demnächstenZug desSpielersB dar. Die gefüllten Spielfeldersinddabeischonvon
SpielerA besetztunddie numeriertensindnicht von SpielerB besetzt.SetztSpieler
B seinenSpielsteinnunin einerdieserGewinnsituationenaufeinnumeriertesFeld,so
gibt dessenNummerdieNummerderjenigenGewinnsituationan,dieSpielerA durch
seinennächstenZugerreichenmuß.SetztSpielerB aufeinin derGewinnsituationnicht
vorhandenesSpielfeld,sowähltSpielerA irgendeineGewinnsituation,derenNummer
in einemderSpielfeldersteht.

Die ersteGewinnsituationeinerStrategie entḧalt genauein gefülltes, alsoschon
von SpielerA besetztesSpielfeld.Die letzteGewinnsituationist die einzige,die nur
gefüllte Felderentḧalt, und diesesind in der Form desaufzubauendenPolyominos.
Der Erfolg einerauf dieseArt angegebenenStrategie ist gesichert,wenndie folgende
Bedingungerfüllt ist: SetztSpielerB auf ein numeriertesFeldeinerGewinnsituation,
somußsichdiedurchdieseNummerangegebeneGewinnsituationdurchdennächsten
ZugdesSpielersA erreichenlassen.

Felder, diedurcheinenStrichgekennzeichnetsind,geḧorennichtzurGewinnsitua-
tion (siehezumBeispielSituation6 in Abbildung23auf Seite22).

3.2 Verhinderungsstrategien

IsteinPolyominoeinGewinner, soläßtsicheineAufbaustrategietheoretischimmerauf
die im vorhergehendenAbschnitterklärtegraphischeArt formulieren.Ein allgemeines
Verfahrenfür die Formulierungvon Verhinderungsstrategienist jedochnichtbekannt.
Die im FolgendenbeschriebenenPaareinteilungsstrategiensinddie amhäufigstenbe-
nutzten.

Bei einerPaareinteilungsstrategiestellt sichSpielerB die FelderdesSpielbrettes
abḧangigvom gegebenenPolyominoin Paareeingeteiltvor. Dabeimüssennicht alle
FeldereinemPaarangeḧoren.In Abbildung5 ist einesolcheEinteilungfür dasPoly-

Abbildung5: Paareinteilungsstrategie.

ominoauf demQuadrat-Gitterangegeben,dasaus4 Quadratenum eineEcke herum
besteht.Besetztnun SpielerA im Laufe desSpielsein Feld einesPaares,so besetzt
SpielerB im folgendenZugdasandereFeld.BesetztSpielerA einFeld,dasnichteinem
Paarangeḧort, sobesetztSpielerB ein beliebigesFeld.Gibt esnunfür jedeLagedes
PolyominosaufdemSpielbretteinPaar, dessenbeideFelderin demPolyominoenthal-
tensind,sowird durchdiesePaareinteilungeineerfolgreicheVerhinderungsstrategie

9



3 Aufbau-undVerhinderungsstrategien

festgelegt, daSpielerA niebeideFeldereinesPaaresbesetzenkann.
Alle bekanntenVerliererauf demQuadrat-Gitterkönnenmit Hilfe vonPaareintei-

lungsstrategiennachgewiesenwerden.Für Snaky (sieheAbbildung1), demeinzigen
Polyominoauf demQuadrat-Gitter, bei demnochnicht entschiedenwerdenkonnte,
ob essich um einenGewinner oderVerliererhandelt,konntein [18] jedochbereits
nachgewiesenwerden,daßkeine erfolgreichePaareinteilungsstrategie existiert, bei
der die Einteilungin Paarevor Beginn desSpielsstattfindet.Für alle Verliererunter
den Polyominosder platonischenKörper, außereinem auf dem Ikosaeder, führen
Paareinteilungenvor Beginn desSpielszumErfolg. Für deneinenVerliererauf dem
Ikosaederläßtsich jedocheineerfolgreicheStrategie angeben,bei derdie Einteilung
derSpielfelderin PaareerstnachdemzweitenZugdesSpielersA stattfindet.

3.3 Computereinsatz

In vielenFällenwurdendieVerhinderungs-undAufbaustrategienmit Hilfe desCom-
putersgefunden.

Verhinderungsstrategien könnenetwa wie folgt gefundenwerden.Zunächstwer-
den alle Paareinteilungenin endlicheKlassenangemessenerGröße eingeteilt.Die
PaareinteilungenjederKlassekönnendannsystematischdaraufhinüberpr̈uft werden,
ob sie erfolgreicheStrategien bestimmen.Die Einteilungder Klassenhängtvon den
Spielbretternabundwird in denAbschnitten5.1,6.3.1und7.1beschrieben.

Viele Aufbaustrategien wurdenmit Hilfe einesinteraktiven Programmserzeugt.
DabeispieltderBenutzerdesProgrammsalsSpielerA gegendenRechneralsSpieler
B. Im LaufedesSpielswerdenGewinnsituationen(sieheAbschnitt3.1)abgespeichert,
die im Falle des Erfolges eine Aufbaustrategie sind. Zu Anfang ist nur diejenige
Gewinnsituationgespeichert,die ausdem aufzubauendenPolyominobesteht.Nach
jedemZugvonSpielerA unterscheidetdasProgrammdreiFälle:

1. SpielerA kannmit seinemnächstenZugkeinederbishergespeichertenGewinn-
situationenerreichen:SpielerB verzichtetauf seinennächstenZug,undSpieler
A machtseinennächstenZug.

2. SpielerB kann mit seinemnächstenZug verhindern,daßSpielerA eine der
bishergespeichertenGewinnsituationenerreicht:SpielerB machteinensolchen
Zug,danachmachtSpielerA seinennächstenZug.

3. SpielerB kannmit seinemnächstenZug nicht verhindern,daßSpielerA eine
derbishergespeichertenGewinnsituationenerreicht:Als neueGewinnsituation
wird ein AusschnittdesSpielbrettesabgespeichert,innerhalbdessenSpielerB
nicht verhindernkann,daßSpielerA einedergespeichertenGewinnsituationen
erreicht.DieserAusschnittist dieVereinigungderjenigerAusschnittedesSpiel-
brettes,diezu jedemZugvonSpielerB jeweilseinerausgewählten,vonSpieler
A erreichbarenGewinnsituationentsprechen.Die Nummernder ausgewählten
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Computereinsatz 3.3

Gewinnsituationenstehendannjeweils in demjenigenFeldderneuenGewinnsi-
tuation,aufdasSpielerB gesetzthat.Für alleZügevonSpielerB, dieaußerhalb
einesfestgewähltenAusschnittsliegen,dereinerbeliebiggewähltenerreichbaren
Gewinnsituationentspricht,läßtsichdieseGewinnsituationfür die Vereinigung
ausẅahlen.Es reichenalso insgesamtendlichviele verschiedeneAusschnitte,
unddamitistauchdieneueGewinnsituationendlich.— Dannwerdenderjeweils
letzteZug von SpielerA und B zurückgenommen,und die Fallunterscheidung
wird in Bezugauf denvorhergehendenZugvonSpielerA vorgenommen.

Wurde eine Gewinnsituationgespeichert,bei der nur noch ein einzigesFeld schon
von SpielerA besetztsein muß, so sind die gespeichertenGewinnsituationeneine
Aufbaustrategie,unddasProgrammist beendet.Die Gewinnsituationenwerdenin der
Aufbaustrategie schließlichso angeordnet,daßdie Nummernin den Felderneiner
GewinnsituationjeweilsgrößeralsdieNummerderGewinnsituationselbstsind.

11



4 PlatonischeKörper

4 PlatonischeKörper

Die fünf platonischenKörper (sieheAbbildung 6) sind die spḧarischenregulären

Abbildung6: Die fünf platonischenKörper.

Mosaik-Graphen.Sie sind in Tabelle2 mit denAnzahlenihrer Flächen,Ecken und
Kantenaufgelistet.Für die Polyominosder platonischenKörper ist die Fragenach

Name Eckenfolge � �  
Tetraeder (3,3,3) 4 4 6
Hexaeder (4,4,4) 6 8 12
Oktaeder (3,3,3,3) 8 6 12
Dodekaeder (5,5,5) 12 20 30
Ikosaeder (3,3,3,3,3) 20 12 30

Tabelle2: PlatonischeKörper.

Gewinnernund Verlierernbereitsvollständiggel̈ost [1]. Hier sollendeshalbnur die
Ergebnisseangegebenwerden.Die Anzahlender Polyominosder fünf platonischen
Körpersindin Tabelle3 angegeben.Für Polyominosmit mehrals �"! 2 Zellenergeben

Name Eckenfolge Größe Summe
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tetraeder (3,3,3) 1 1 1 3
Hexaeder (4,4,4) 1 1 2 1 1 6
Oktaeder (3,3,3,3) 1 1 1 3 1 1 1 9
Dodekaeder (5,5,5) 1 1 2 4 6 11 6 4 2 1 39
Ikosaeder (3,3,3,3,3) 1 1 1 3 4 9 14 29 40 59 263

Tabelle3: Die AnzahlenderPolyominosderplatonischenKörper.

sichdieAnzahlenausderTatsache,daßdasKomplementeinesPolyominosaufeinem
endlichenSpielbrettwiedereinPolyominoist. DieseAnzahlenwurdenbereitsin [16]
bestimmt.
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Tetraeder(3,3,3) 4.1

4.1 Tetraeder(3,3,3)

In Abbildung7 sindalle PolyominosdesTetraedersgezeigt.Die beidenPolyominos
mit bis zu zwei ZellensindGewinner, dasPolyominomit drei Zellenist einVerlierer.
Daszwei-unddasdreizelligePolyominosindelementar.

Abbildung7: GewinnerundVerlierer, Tetraeder.

4.2 Hexaeder(4,4,4)

In Abbildung8 sindallePolyominosdesWürfels(Hexaeders)gezeigt.Drei von ihnen
sindGewinnerund drei von ihnenVerlierer. Nur die beidendreizelligenPolyominos
sindelementar.

Abbildung8: GewinnerundVerlierer, Würfel.

4.3 Oktaeder (3,3,3,3)

DieGewinnerundelementarenVerliererdesOktaederssindin Abbildung9dargestellt.
Nur derdreizelligeGewinnerist einelementarerGewinner.

Abbildung9: GewinnerundelementareVerlierer, Oktaeder.
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4 PlatonischeKörper

4.4 Dodekaeder(5,5,5)

Auf demDodekaedergibt es7 Gewinner und 32 Verlierer. Abbildung 10 zeigt den
elementarenGewinnerunddiedreielementarenVerlierer.

Abbildung10:ElementareGewinnerundVerlierer, Dodekaeder.

4.5 Ik osaeder(3,3,3,3,3)

Fünf PolyominosdesIkosaederssind Gewinner, 258 Polyominossind Verlierer. In
Abbildung11sinddiebeidenelementarenGewinnerunddievierelementarenVerlierer
dargestellt.

Abbildung11:ElementareGewinnerundVerlierer, Ikosaeder.
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ArchimedischeKörper 5

5 Ar chimedischeKörper

Die archimedischenKörpersinddiespḧarischennichtregulärenMosaik-Graphen.Ne-
ben den beidenunendlichenKlassender Prismenund Antiprismengibt es 13 ver-
schiedenearchimedischeKörper([25]). Siesind in Tabelle4 mit denAnzahlenihrer
Flächen,EckenundKantenaufgelistet.

Name Eckenfolge # $ %
AbgestumpftesTetraeder (3,6,6) 8 12 8
Kuboktaeder (3,4,3,4) 14 12 24
AbgestumpfterWürfel (3,8,8) 14 24 36
AbgestumpftesOktaeder (4,6,6) 14 24 36
Rhombenkuboktaeder (3,4,4,4) 26 24 48
AbgestumpftesKuboktaeder (4,6,8) 26 48 72
Ikosidodekaeder (3,5,3,5) 32 30 60
AbgestumpftesDodekaeder (3,10,10) 32 60 90
AbgestumpftesIkosaeder (5,6,6) 32 60 90
Abgeschr̈agterWürfel (3,3,3,3,4) 38 24 60
Rhombenikosidodekaeder (3,4,5,4) 62 60 120
AbgestumpftesIkosidodekaeder (4,6,10) 62 120 180
Abgeschr̈agtesDodekaeder (3,3,3,3,5) 92 60 150
ArchimedischePrismen (4,4,& ), &('=4 & +2 2& 3&
ArchimedischeAntiprismen (3,3,3,& ), &('=3 2& +2 2& 4&

Tabelle4: ArchimedischeKörper.

Für die archimedischenKörper mit den Eckenfolgen(3,6,6), (3,4,3,4),(3,8,8),
(4,6,6)und (3,3,3,3,4)ist esgelungen,die FragenachGewinnernund Verlierernfür
alle Polyominoszu beantworten. Bei der Eckenfolge (3,3,3,3,5)gibt es noch vier
ungel̈osteFälle.Für die jeweilsdreikleinstenPrismenundAntiprismensindebenfalls
vollständigeLösungenangegeben.Für alleanderenarchimedischenKörper, außerden
Prismenund Antiprismen,konntenobereSchranken für die Anzahlender Gewinner
bestimmtwerden.

5.1 ObereSchrankenfür die Anzahlender Gewinner

Für die archimedischenKörpermit mehrals14 Flächen,außerdenPrismenundAn-
tiprismen,wurdenobereSchranken für die Anzahlender Gewinner mit Hilfe von
Paareinteilungsstrategien bestimmt.Da die Anzahlenaller Paareinteilungenfür eine
vollständigeUntersuchungzu großsind,wurdennur Paareinteilungenuntersucht,die
einebestimmteSymmetrieaufweisenoderbei denendie LängenderPaareeinenbe-
stimmtenWert nicht überschreiten.Die Länge einesPaaresist dabeidie minimale
AnzahlvonSchrittenüberkantenbenachbarteFeldervomeinenzumanderenFelddes
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5 ArchimedischeKörper

Paares.Die SymmetrieeinerPaareinteilungwird mit Hilfe vonAbbildungen(Drehun-
gen,SpiegelungenundDrehspiegelungen)bestimmt,die denarchimedischenKörper
auf sich selbstabbilden.Die Anzahlenaller dieserAbbildungenfür die verschiede-
nenarchimedischenKörpersindin Tabelle5 enthalten.EinerPaareinteilungwird die

Eckenfolgen Anzahl
(3,6,6),(3,3,3,3,4) 24

(3,4,3,4),(3,8,8),(4,6,6),(3,4,4,4),(4,6,8) 48
(3,3,3,3,5) 60

(3,5,3,5),(3,10,10),(5,6,6),(3,4,5,4),(4,6,10) 120
(3,3,3,) ), )(*=3, (4,4,) ), )+*=4 4)
Tabelle5: AnzahlenderAbbildungen.

Eigenschaft ( ,.-�/ ) zugeordnet,wennesmindestens, verschiedeneAbbildungengibt,
unterdenendie Paareinteilungin sichselbstübergeht,undwennalle Paarehöchstens
dieLänge/ haben.

Es läßt sich nun per Computerüberpr̈ufen, ob sich unter den Polyominoseiner
bestimmtenGrößesolchebefinden,die sichmit Hilfe von Paareinteilungenmit einer
gegebenenEigenschaft( ,.-�/ ) als Verlierer nachweisenlassen.Sind alle Polyominos
einerGrößeVerlierer, sosindauchallegrößerenPolyominosVerlierer.

5.2 AbgestumpftesTetraeder (3,6,6)

DasabgestumpfteTetraederist in Abbildung12gezeigt.DieAnzahlenderPolyominos

Abbildung12: DasabgestumpfteTetraeder.

desabgestumpftenTetraederssind in Tabelle6 enthalten.Esgibt 6 Gewinnerund13
Verlierer. Abbildung13 zeigtdie elementarenGewinnerundVerlierer. Die Abbildun-
gen14 und15 zeigenAufbaustrategien für die beidenelementarenGewinner. In den
Abbildungen16und17sindPaareinteilungenfür dieelementarenVerliererdargestellt.
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AbgestumpftesTetraeder(3,6,6) 5.2

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 2 5 3
2 2 6 2
3 3 7 2
4 5 Summe 19

Tabelle6: AnzahlenderPolyominosdesabgestumpftenTetraeders.

Abbildung13:ElementareGewinnerundVerlierer, abgestumpftesTetraeder.

Abbildung14:Aufbaustrategie,abgestumpftesTetraeder.

Abbildung15:Aufbaustrategie,abgestumpftesTetraeder.

17



5 ArchimedischeKörper

Abbildung16:Paareinteilungsstrategie,abgestumpftesTetraeder.

Abbildung17:Paareinteilungsstrategie,abgestumpftesTetraeder.

5.3 Kuboktaeder (3,4,3,4),abgestumpfterWürfel (3,8,8)und abge-
stumpftesOktaeder (4,6,6)

DasKuboktaeder, derabgestumpfteWürfel unddasabgestumpfteOktaedersindabge-
sehenvondenPrismenundAntiprismendiedrei14-flächigenarchimedischenKörper.
Siesindin Abbildung18dargestellt.DasiediegleichenSymmetrienbesitzen(in Ab-

Abbildung 18: Der abgestumpfteWürfel (3,8,8),dasKuboktaeder(3,4,3,4)und das
abgestumpfteOktaeder(4,6,6).

bildung18zeigeneinanderentsprechendeFlächenin diegleicheRichtung),werdensie
hiergemeinsambehandelt.Für jedeTeilmengevonFlächeneinesdieserKörpergibt es
entsprechendeTeilmengenauf denbeidenanderenKörpern,die sichhöchstensdurch
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Kuboktaeder(3,4,3,4),abgest.Würfel (3,8,8)undabgest.Oktaeder(4,6,6) 5.3

ihre Zusammenhangseigenschaftenunterscheiden.Sindzwei sichentsprechendeTeil-
mengenPolyominos,sosindsiealsobeideGewinneroderbeideVerlierer. DerBeweis
mußdahernur für einesdieserPolyominosgeführtwerden.Tabellen7 bis 9 enthalten

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 2 8 15
2 1 9 10
3 3 10 5
4 5 11 3
5 10 12 1
6 15 13 2
7 20 Summe 92

Tabelle7: AnzahlenderPolyominosdesKuboktaeders.

dieAnzahlenderPolyominos.Abbildung19zeigtdieelementarenGewinner. Die sich

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 2 8 25
2 2 9 19
3 5 10 10
4 10 11 5
5 19 12 2
6 25 13 2
7 32 Summe 158

Tabelle8: AnzahlenderPolyominosdesabgestumpftenWürfels.

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 2 8 40
2 2 9 24
3 5 10 11
4 11 11 5
5 24 12 2
6 40 13 2
7 53 Summe 221

Tabelle9: AnzahlenderPolyominosdesabgestumpftenOktaeders.

entsprechendenPolyominossinduntereinanderangeordnet.DieAbbildungen20bis28
zeigendie zugeḧorigenAufbaustrategien.Esist zu beachten,daßin denAbbildungen
20,21,23und25 jeweilsauchdieumgebendeFlächederSituation1 numeriertist.
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5 ArchimedischeKörper

Abbildung19: ElementareGewinner, abgestumpfterWürfel, Kuboktaederundabge-
stumpftesOktaeder.

Abbildung20:Aufbaustrategie,Kuboktaeder.
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Kuboktaeder(3,4,3,4),abgest.Würfel (3,8,8)undabgest.Oktaeder(4,6,6) 5.3

Abbildung21:Aufbaustrategie,Kuboktaeder.

Abbildung22:Aufbaustrategie,Kuboktaeder.
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5 ArchimedischeKörper

Abbildung23:Aufbaustrategie,abgestumpfterWürfel, Teil 1.
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Kuboktaeder(3,4,3,4),abgest.Würfel (3,8,8)undabgest.Oktaeder(4,6,6) 5.3

Abbildung24:Aufbaustrategie,abgestumpfterWürfel, Teil 2.
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5 ArchimedischeKörper

Abbildung25:Aufbaustrategie,abgestumpfterWürfel, Teil 1.
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Kuboktaeder(3,4,3,4),abgest.Würfel (3,8,8)undabgest.Oktaeder(4,6,6) 5.3

Abbildung26:Aufbaustrategie,abgestumpfterWürfel, Teil 2.

Abbildung27: Aufbaustrategie,abgestumpftesOktaeder.

Abbildung28: Aufbaustrategie,abgestumpftesOktaeder.
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5 ArchimedischeKörper

Abbildung 29: ElementareVerlierer, abgestumpfterWürfel, Kuboktaederund abge-
stumpftesOktaeder.

Abbildung29zeigtdieelementarenVerlierer. In denerstendreiZeilensinddiesich
entsprechendenPolyominosuntereinanderangeordnet.Für die Polyominosderersten
Zeile unddie erstendrei PolyominosderviertenZeile sindPaareinteilungsstrategien
in denAbbildungen32 bis 39 dargestellt.Bei derPaareinteilungin Abbildung33 ist
zu beachten,daßsie abḧangig vom erstenZug desSpielersA vorgenommenwird.
DabeibesetztSpielerA in seinemerstenZugeinesdermit A gekennzeichnetenFelder.
SpielerB besetztdanndasmit B bezeichneteFeldundreagiertauf die nächstenZüge
vonA entsprechendderangegebenenPaare.
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Kuboktaeder(3,4,3,4),abgest.Würfel (3,8,8)undabgest.Oktaeder(4,6,6) 5.3

Für dasviertePolyominoin derviertenZeile ist eineVerhinderungsstrategiein den
Abbildungen30 und 31 angegeben.Die Strategie bestehtaus29 Situationenjeweils

Abbildung30:Verhinderungsstrategie,abgestumpftesOktaeder, Teil 1.
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5 ArchimedischeKörper

Abbildung31:Verhinderungsstrategie,abgestumpftesOktaeder, Teil 2.

vor demnächstenZugvonSpielerA. Dabeimüssendiemit B gekennzeichnetenFelder
bereitsvon SpielerB besetztsein,unddie mit A gekennzeichnetenFelderdürfenvon
SpielerA besetztsein.SetztSpielerA aufeinmit einerNummergekennzeichnetesFeld,
sokannSpielerB mit seinemnächstenZugdieentsprechendeSituationerreichen.Setzt
SpielerA aufeinFeldeinesPaares,sobesetztSpielerB dasandereFelddesPaares.

DierestlichenneunPolyominosin Abbildung29enthaltenzweisichaufdemKörper
gegen̈uberliegendeFelder. SpielerB kannalsoSpielerA amAufbaudesPolyominos
hindern,indemernachjedemZugdesSpielersA aufdasgegen̈uberliegendeFeldsetzt.
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Kuboktaeder(3,4,3,4),abgest.Würfel (3,8,8)undabgest.Oktaeder(4,6,6) 5.3

Abbildung32:Paareinteilungsstrategie,Kuboktaeder.

Abbildung33:Paareinteilungsstrategie,Kuboktaeder.

Abbildung34:Paareinteilungsstrategie,Kuboktaeder.
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5 ArchimedischeKörper

Abbildung35:Paareinteilungsstrategie,Kuboktaeder.

Abbildung36:Paareinteilungsstrategie,Kuboktaeder.

Abbildung37: Paareinteilungsstrategie,abgestumpftesOktaeder.
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Kuboktaeder(3,4,3,4),abgest.Würfel (3,8,8)undabgest.Oktaeder(4,6,6) 5.3

Abbildung38: Paareinteilungsstrategie,abgestumpftesOktaeder.

Abbildung39: Paareinteilungsstrategie,abgestumpftesOktaeder.
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5 ArchimedischeKörper

5.4 Rhombenkuboktaeder(3,4,4,4)und abgestumpftesKuboktaeder
(4,6,8)

Abbildung40zeigtdasRhombenkuboktaederunddasabgestumpfteKuboktaeder. Die
Tabellen10und11enthaltendieAnzahlenihrerPolyominos.

Abbildung40:DasRhombenkuboktaeder(3,4,4,4)unddasabgestumpfteKuboktaeder
(4,6,8).

Größe Anzahl Größe Anzahl
1, 25 3 8, 18 431
2, 24 2 9, 17 1055
3, 23 6 10,16 2235
4, 22 11 11,15 4206
5, 21 31 12,14 6200
6, 20 67 13 7196
7, 19 183 Summe 36056

Tabelle10:AnzahlenderPolyominosdesRhombenkuboktaeders.
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Rhombenkuboktaeder(3,4,4,4)undabgestumpftesKuboktaeder(4,6,8) 5.4

Größe Anzahl Größe Anzahl
1, 25 3 8, 18 2907
2, 24 3 9, 17 7876
3, 23 11 10,16 17365
4, 22 27 11,15 31267
5, 21 96 12,14 44223
6, 20 289 13 49916
7, 19 982 Summe 260014

Tabelle11:AnzahlenderPolyominosdesabgestumpftenKuboktaeders.

Die AnzahlenderjenigenPolyominos,die sichmit Hilfe derPaareinteilungenmit
denangegebenenEigenschaftennicht alsVerlierernachweisenlassen,sindin Tabelle
12enthalten(sieheAbschnitt5.1).

Eckenfolge (3,4,4,4) (4,6,8)
Eigenschaften (3,0 ), (2,2) (3,0 ), (2,1)

Größe Schranke Schranke
1 3 3
2 2 3
3 6 11
4 8 24
5 6 52
6 0 53
7 0 41
8 0 0

Summe 25 150

Tabelle12:ObereSchrankenfür dieAnzahlderGewinner.
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5 ArchimedischeKörper

5.5 Ik osidodekaeder(3,5,3,5),abgestumpftesDodekaeder(3,10,10)
und abgestumpftesIk osaeder(5,6,6)

Abbildung 41 zeigt dasabgestumpfteIkosaeder, dasIkosidodekaederund dasabge-
stumpfteDodekaeder. Die Tabellen13 bis 15 enthaltendie AnzahlenderPolyominos

Abbildung41:DasabgestumpfteIkosaeder(5,6,6),dasIkosidodekaeder(3,5,3,5)und
dasabgestumpfteDodekaeder(3,10,10).

desabgestumpftenIkosaeders,desIkosidodekaedersunddesabgestumpftenDodeka-
eders.Tabelle16 entḧalt die AnzahlenderjenigenPolyominos,die sichmit Hilfe der
Paareinteilungenmit denangegebenenEigenschaftennicht als Verlierernachweisen
lassen(sieheAbschnitt5.1).

Größe Anzahl Größe Anzahl
1, 31 2 9, 23 806
2, 30 1 10,22 2086
3, 29 3 11,21 5094
4, 28 7 12,20 11435
5, 27 17 13,19 22501
6, 26 44 14,18 37734
7, 25 116 15,17 52140
8, 24 305 16 58325

Summe 322907

Tabelle13:AnzahlenderPolyominosdesIkosidodekaeders.
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Ikosidodekaeder,abgestumpftesDodekaederundabgestumpftesIkosaeder 5.5

Größe Anzahl Größe Anzahl
1, 31 2 9, 23 7818
2, 30 2 10,22 19655
3, 29 6 11,21 43022
4, 28 21 12,20 82534
5, 27 68 13,19 137557
6, 26 251 14,18 199304
7, 25 858 15,17 249140
8, 24 2758 16 268762

Summe 1754754

Tabelle14:AnzahlenderPolyominosdesabgestumpftenDodekaeders.

Größe Anzahl Größe Anzahl
1, 31 2 9, 23 5275
2, 30 2 10,22 17445
3, 29 5 11,21 53781
4, 28 14 12,20 150324
5, 27 40 13,19 363643
6, 26 132 14,18 726900
7, 25 448 15,17 1137217
8, 24 1548 16 1330401

Summe 6243953

Tabelle15:AnzahlenderPolyominosdesabgestumpftenIkosaeders.

Eckenfolge (3,5,3,5) (3,10,10) (5,6,6)
Eigenschaften (5,2 ), (3,3),(2,1) (5,2 ), (3,2),(2,1) (5,2 ), (3,3),(2,1)

Größe Schranke Schranke Schranke
1 2 2 2
2 1 2 2
3 3 6 5
4 7 20 13
5 14 55 33
6 18 129 66
7 7 175 78
8 0 24 83
9 0 0 0

Summe 52 413 207

Tabelle16:ObereSchrankenfür dieAnzahlenderGewinner.
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5 ArchimedischeKörper

5.6 Abgeschr̈agter Würfel (3,3,3,3,4)

Der abgeschr̈agteWürfel ist in Abbildung 42 dargestellt.Tabelle17 entḧalt die An-
zahlender Polyominosdesabgeschr̈agtenWürfels. Tabelle18 entḧalt die Anzahlen

Abbildung42:Derabgeschr̈agteWürfel (3,3,3,3,4).

Größe Anzahl Größe Anzahl
1, 27 3 11,27 9816
2, 36 3 12,26 23100
3, 35 6 13,25 52459
4, 34 16 14,24 113193
5, 33 39 15,23 226123
6, 32 101 16,22 406219
7, 31 259 17,21 635050
8, 30 660 18,20 840814
9, 29 1652 19 925148
10,28 4079 Summe 5552332

Tabelle17:AnzahlenderPolyominosdesabgeschr̈agtenWürfels.

derjenigenPolyominosdesabgeschr̈agtenWürfels,die sichmit Hilfe derPaareintei-
lungenmit denangegebenenEigenschaftennichtalsVerlierernachweisenlassen(siehe
Abschnitt5.1).Da alle 7 verbleibendenPolyominosGewinnersind,ergebensichdie
in Abbildung43 dargestelltenelementarenGewinnerundelementarenVerlierer. Die-
jenigenDreiecke,die (auchauf demSpielbrett)kein ViereckalsNachbarhaben,sind
zur Unterscheidungmit einemKreis gekennzeichnet.Abbildungen44 und45 zeigen
Aufbaustrategienfür diebeidenelementarenGewinner.
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Abgeschr̈agterWürfel (3,3,3,3,4) 5.6

Eigenschaften (6,4 ), (4,3),(3,2),(2,1)
Größe Schranke

1 3
2 2
3 25
4 0

Summe 7

Tabelle18:ObereSchrankenfür dieAnzahlenderGewinner.

Abbildung43:ElementareGewinnerundVerlierer, Eckenfolge(3,3,3,3,4).

Abbildung44:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,4).

Abbildung45:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,4).
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5.7 Rhombenikosidodekaeder(3,4,5,4)und abgestumpftesIk osido-
dekaeder(4,6,10)

DasRhombenikosidodekaederunddasabgestumpftesIkosidodekaedersindin Abbil-
dung46 dargestellt.Die Tabellen19 und 20 enthaltendie Anzahlender Polyominos
desRhombenikosidodekaedersunddesabgestumpftenIkosidodekaeders.

Abbildung46:DasRhombenikosidodekaeder(3,4,5,4)unddasabgestumpfteIkosido-
dekaeder(4,6,10)

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 3 9 4543
2 2 10 15350
3 6 11 52493
4 13 12 177710
5 42 13 599268
6 119 14 1995241
7 407 15 6548493
8 1321 16 21041157

Tabelle19:AnzahlenderPolyominosdesRhombenikosidodekaeders.
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Rhombenikosidodekaeder(3,4,5,4)undabgest.Ikosidodekaeder(4,6,10) 5.7

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 3 8 14715
2 3 9 68945
3 12 10 320038
4 37 11 1478491
5 162 12 6732026
6 683 13 30070182
7 3200

Tabelle20:AnzahlenderPolyominosdesabgestumpftenIkosidodekaeders

Die Tabelle21entḧalt dieAnzahlenderjenigenPolyominos,diesichmit Hilfe der
Paareinteilungenmit denangegebenenEigenschaftennicht als Verlierernachweisen
lassen(sieheAbschnitt5.1).

Eckenfolge (3,4,5,4) (4,6,10)
Eigenschaften (10,6 ), (6,3),(5,2),(3,1) (10,6 ), (8,3),(6,2),(4,1)

Größe Schranke Schranke
1 3 3
2 2 3
3 6 12
4 11 35
5 24 140
6 29 498
7 8 1356
8 0 1485
9 0 456
10 0 57
11 0 0

Summe 83 3993

Tabelle21:ObereSchrankenfür dieAnzahlenderGewinner.
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5.8 Abgeschr̈agtesDodekaeder(3,3,3,3,5)

Dasabgeschr̈agteDodekaederist in Abbildung47gezeigt.Die AnzahlenderPolyomi-
nosdesabgeschr̈agtenDodekaedersmit bis zu 16 Zellensindin Tabelle22 enthalten.

Abbildung47:Dasabgeschr̈agteDodekaeder.

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 3 9 4222
2 3 10 12825
3 6 11 38624
4 19 12 116429
5 51 13 349455
6 157 14 1047399
7 461 15 3129485
8 1403 16 9330377

Tabelle22:AnzahlenderPolyominosdesabgeschr̈agtenDodekaeders.

Die AnzahlenderjenigenPolyominosdesabgeschr̈agtenDodekaeders,die sich
mit Hilfe derPaareinteilungenmit denangegebenenEigenschaftennicht alsVerlierer
nachweisenlassen,sindin Tabelle23enthalten(sieheAbschnitt5.1).Vonden12Poly-
ominossind8 alsGewinnerbekannt.Abbildung48zeigtdie4 ungel̈ostenFälleunddie
3 bekanntenGewinner, dienicht in einemanderenbekanntenGewinnerenthaltensind.
Aufbaustrategienfür dieseGewinnersindin denAbbildungen49bis51dargestellt.
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Eigenschaften (60,8 ), (12,4),(10,3),(4,1)
Größe Schranke

1 3
2 2
3 3
4 49
5 0

Summe 12

Tabelle23:ObereSchrankenfür dieAnzahlenderGewinner.

Abbildung48: MaximalebekannteGewinnerundungel̈osteFälle.

Abbildung49:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,5).
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Abbildung50:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,5).

Abbildung51:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,5).

5.9 Ar chimedischePrismen(4,4,: )

ArchimedischePrismensinddie archimedischenKörpermit denEckenfolgen(3,4,4)
und(4,4,; ) für ;=< 5. Abbildung52zeigtdiedrei kleinstenarchimedischenPrismen.
Tabelle24 entḧalt die AnzahlenderPolyominosfür diesePrismen.In denfolgenden

Abbildung52:ArchimedischePrismen,Eckenfolgen(3,4,4),(4,4,5)und(4,4,6).

AbschnittensinddieMengenderGewinnerundVerliererfür diesedreiarchimedischen
Prismenvollständigbestimmt.

42



ArchimedischePrismen(4,4,> ) 5.9

Eckenfolge
Größe (3,4,4) (4,4,5) (4,4,6)

1 2 2 2
2 2 2 2
3 2 4 5
4 2 4 5
5 2 5
6 2 2
7 2

Summe 8 16 23

Tabelle24:AnzahlenderPolyominos.

5.9.1 Eckenfolge(3,4,4)

Abbildung53zeigtdenelementarenGewinnerunddieelementarenVerliererauf dem
archimedischenPrismamit derEckenfolge(3,4,4).

Abbildung53:ElementareGewinnerundVerlierer, Eckenfolge(3,4,4).

Abbildung54 zeigteineAufbaustrategie für denelementarenGewinnerund Ab-
bildung55zeigteinePaareinteilungsstrategiefür dieelementarenVerlierer.
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Abbildung54:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,4,4).

Abbildung55:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,4,4).

5.9.2 Eckenfolge(4,4,5)

Abbildung56 zeigtdie elementarenGewinnerunddie elementarenVerliererauf dem
archimedischenPrismamit derEckenfolge(4,4,5).

Abbildung56:ElementareGewinnerundVerlierer, Eckenfolge(4,4,5).

Abbildungen57und58zeigenAufbaustrategienfür dieelementarenGewinnerund
Abbildungen59 bis 61 zeigenPaareinteilungsstrategienfür die elementarenVerlierer.
Bei denPaareinteilungenin Abbildung59und61ist zubeachten,daßsiein Abhängig-
keit vomerstenZugdesSpielersA gewähltwerden.SpielerA besetztdabeimit seinem
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erstenZug einesderbeidenmit A gekennzeichnetenFelderundSpielerB danachdas
mit B gekennzeichneteFeld.Auf alle weiterenZügevon SpielerA reagiertSpielerB
gem̈aßderangegebenenPaare.

Abbildung57:Aufbaustrategie,Eckenfolge(4,4,5).

Abbildung58:Aufbaustrategie,Eckenfolge(4,4,5).

Abbildung59:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(4,4,5).
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Abbildung60:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(4,4,5).

Abbildung61:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(4,4,5).

5.9.3 Eckenfolge(4,4,6)

Abbildung62 zeigtdie elementarenGewinnerunddie elementarenVerliererauf dem
archimedischenPrismamit derEckenfolge(4,4,6).

Abbildung62:ElementareGewinnerundVerlierer, Eckenfolge(4,4,6).

Abbildungen63und64zeigenAufbaustrategienfür dieelementarenGewinnerund
Abbildungen65bis67zeigenPaareinteilungsstrategienfür dieelementarenVerlierer.
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Abbildung63:Aufbaustrategie,Eckenfolge(4,4,6).

Abbildung64:Aufbaustrategie,Eckenfolge(4,4,6).

Abbildung65:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(4,4,6).

Abbildung66:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(4,4,6).
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Abbildung67:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(4,4,6).

5.10 Ar chimedischeAntiprismen (3,3,3,A )

ArchimedischeAntiprismen sind die archimedischenKörper mit den Eckenfolgen
(3,3,3,B ) für BDC 4. Abbildung68 zeigtdie archimedischenAntiprismenmit B =4, 5
und 6. Tabelle25 entḧalt die Anzahlender Polyominosfür dieseAntiprismen.Die

Abbildung68:ArchimedischeAntiprismen.

Anzahlender Polyominosmit mehr als 7 Zellen ergebensich durch die Tatsache,
daßdasKomplementeinesPolyominoswiederein Polyominoist. In denfolgenden
AbschnittensinddieMengenderGewinnerundVerliererfür diesedreiarchimedischen
Antiprismenvollständigbestimmt.

5.10.1 Eckenfolge(3,3,3,4)

Abbildung69zeigtdenelementarenGewinnerunddieelementarenVerliererauf dem
archimedischenAntiprismamit derEckenfolge(3,3,3,4).

Abbildung70 zeigteineAufbaustrategie für denelementarenGewinnerund Ab-
bildungen71 und 72 zeigenPaareinteilungsstrategien für die elementarenVerlierer.
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Eckenfolge
Größe (3,3,3,4) (3,3,3,5) (3,3,3,6)

1 2 2 2
2 2 2 2
3 4 4 5
4 7 9 11
5 9 13 21
6 7 17 30
7 4 13 37

Summe 39 77 179

Tabelle25:AnzahlenderPolyominos.

Abbildung69:ElementareGewinnerundVerlierer, Eckenfolge(3,3,3,4).

Abbildung70:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,4).
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Abbildung71:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,4).

Abbildung72:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,4).

5.10.2 Eckenfolge(3,3,3,5)

Abbildung73 zeigtdie elementarenGewinnerunddie elementarenVerliererauf dem
archimedischenAntiprismamit derEckenfolge(3,3,3,5).

Abbildung73:ElementareGewinnerundVerlierer, Eckenfolge(3,3,3,5).

Abbildung74 und75 zeigenAufbaustrategienfür die elementarenGewinnerund
Abbildungen76bis78zeigenPaareinteilungsstrategienfür dieelementarenVerlierer.
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Abbildung74:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,5).

Abbildung75:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,5).

Abbildung76:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,5).

Abbildung77:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,5).
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Abbildung78:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,5).

5.10.3 Eckenfolge(3,3,3,6)

Abbildung79 zeigtdie elementarenGewinnerunddie elementarenVerliererauf dem
archimedischenAntiprismamit derEckenfolge(3,3,3,6).

Abbildung79:ElementareGewinnerundVerlierer, Eckenfolge(3,3,3,6).

Abbildungen80bis82zeigenAufbaustrategienfür dieelementarenGewinnerund
Abbildungen83 bis 87 zeigenPaareinteilungsstrategienfür die elementarenVerlierer.
Bei derPaareinteilungin Abbildung87 ist zu beachten,daßsie in Abhängigkeit vom
erstenZug desSpielersA gewählt wird. SpielerA besetztdabeimit seinemersten
Zug einesderbeidenmit A gekennzeichnetenFelderundSpielerB danachdasmit B
gekennzeichneteFeld.Auf alleweiterenZügevonSpielerA reagiertSpielerB gem̈aß
derangegebenenPaare.

Abbildung80:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,6).
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Abbildung81:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,6).

Abbildung82:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,6).

Abbildung83:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,6).

Abbildung84:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,6).
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Abbildung85:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,6).

Abbildung86:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,6).

Abbildung87:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,6).
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5.11 Pseudo-Rhombenkuboktaeder

DasRhombenkuboktaederund dasPseudo-Rhombenkuboktaedersind in Abbildung
88gezeigt.BeideKörperhabendieEckenfolge(3,4,4,4),jedochist dasPseudo-Rhom-

Abbildung88:DasRhombenkuboktaederunddasPseudo-Rhombenkuboktaeder.

benkuboktaederkeinarchimedischerKörper, daesverschiedeneArtenvonEckengibt,
wasderDefinitionderMosaik-Graphen(sieheAbschnitt2.1)widerspricht.Sosinddie
8 EckenderbeidenQuadrate,die keineKantemit einemDreieckgemeinsamhaben,
vondenrestlichenEckenzuunterscheiden.
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6 Euklidische Parkettierungen

EuklidischeParkettierungensinddieebenenregulärenMosaik-Graphen.In Abbildung
89sindAusschnitteder3 euklidischenParkettierungendargestellt.

Abbildung89:Die 3 euklidischenParkettierungen.

Für dasDreieck-Gitterist die FragenachGewinnernund Verlierernvollständig
gel̈ost.Für dasViereck-GitterbleibtdieseFragefüreinPolyominoundbeimSechseck-
Gitter für 5265Polyominosungel̈ost.

6.1 Dreieck-Gitter (3,3,3,3,3,3)

Tabelle26 entḧalt die Anzahlender PolyominosdesDreieck-Gittersmit bis zu 18
Zellen.Abbildung90 zeigtdie Gewinnerunddie elementarenVerliererdesDreieck-
Gitters.Siewurdenbereitsin [14] bestimmt.

Größe Anzahl Größe Anzahl Größe Anzahl Größe Anzahl
1 1 6 12 11 1161 16 189309
2 1 7 24 12 3226 17 528922
3 1 8 66 13 8785 18 1484738
4 3 9 159 14 24453
5 4 10 444 15 67716

Tabelle26:AnzahlenderPolyominosdesDreieck-Gitters.

Abbildung90:GewinnerundelementareVerlierer, Dreieck-Gitter.
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6.2 Quadrat-Gitter (4,4,4,4)

Die AnzahlenderPolyominosdesQuadrat-Gittersmit bis zu 26 Zellensindin Tabel-
le 27enthalten([22] FolgeA000104).In Abbildung91sinddiebekanntenErgebnisse

Größe Anzahl Größe Anzahl Größe Anzahl
1 1 10 4460 19 599563893
2 1 11 16094 20 2269506062
3 2 12 58937 21 8609442688
4 5 13 217117 22 32725637373
5 12 14 805475 23 124621833354
6 35 15 3001127 24 475368834568
7 107 16 11230003 25 1816103345752
8 363 17 42161529 26 6948228104703
9 1248 18 58781106

Tabelle27:AnzahlenderPolyominosdesQuadrat-Gitters.

Abbildung91:Gewinner, Snaky undelementareVerlierer, Quadrat-Gitter.

für dasQuadrat-Gitterdargestellt([5, 6, 10, 15]). Nur für dasPolyominomit demNa-
menSnaky ist esnochnicht bekannt,ob esein GewinneroderVerliererist. Eswurde
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jedochbereitsgezeigt,daßSnaky einVerliererist, wennSpielerA nurFelderbesetzen
darf,die zu bereitsvon A besetztenFelderbenachbartsind([17]). Darf SpielerB nur
Paareinteilungsstrategienverwenden,soist Snaky einGewinner([18]).

Ist Snaky ein Gewinner, so gibt es 2 elementareGewinner und 12 elementare
Verlierer. Ist es ein Verlierer, so gibt es 3 elementareGewinner und 13 elementare
Verlierer.

6.3 Sechseck-Gitter(6,6,6)

Die FragenachGewinnernund VerliererndesSechseck-Gitterswurdebereitsin [2]
behandelt.Eswurdendort 27 Gewinnerbestimmt,für 13911Polyominoskonntedie
Fragejedochnochnicht beantwortet werden.Durch Ver̈anderungder Methodenund
intensiverenComputereinsatzwurde die Zahl der ungekl̈artenFälle jetzt auf 5265
reduziert.

Tabelle28entḧaltdieAnzahlenderPolyominosdesSechseck-GittersbiszurGröße
17 ([22] FolgeA018190).

Größe Anzahl Größe Anzahl Größe Anzahl Größe Anzahl
1 1 6 81 11 141229 16 359863778
2 1 7 331 12 669584 17 1751594643
3 3 8 1435 13 3198256
4 7 9 6505 14 15367577
5 22 10 30086 15 74207910

Tabelle28:AnzahlenderPolyominosdesSechseck-Gitters.
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6.3.1 Verlierer

Mit Hilfe von Paareinteilungsstrategiensoll jetzt eineobereSchranke für die Anzahl
derGewinnerundeineobereSchrankefür dieGrößevonGewinnernbestimmtwerden.

Die Paareinteilungin Abbildung 92 zeigt etwa, daßdasmittlere Polyominoin
Abbildung98einVerliererist.

Abbildung92: Paareinteilungsstrategie.

ZumAuffindenvonPaareinteilungsstrategienaufdemSechseck-Gitterwerdendie
periodischenPaareinteilungenin endlicheKlasseneingeteilt.Diesekönnendannsy-
stematischuntersuchtwerden.

Mit Hilfe einesKoordinatensystemswie in Abbildung 93 soll nun als erstesdie
Periodizität von Paareinteilungendefiniert werden.Eine Paareinteilungheißt dabei

Abbildung93:Koordinatensystemim Sechseck-Gitter.
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periodisch, wennsie durchzwei unabḧangigeVerschiebungenjeweils in sich selbst
übergeht.Sie läßtsichdannalsodurchAngabederbeidenVerschiebungenundeiner
endlichenAnzahlderPaareeindeutigfestlegen.Durchdie Forderung,daßeinedieser
Verschiebungenin Richtungder H -Achseverläuft,wird derBegriff derPeriodiziẗatnicht
eingeschr̈ankt.InsbesondereerḧohtsichnichtdieAnzahlderPaare,diezurFestlegung
derPaareinteilungben̈otigt werden.

EinePaareinteilungheißtnun ( IKJKLMJKLMN )-periodisch (mit IOLMJKP 0, N�Q 0), wennsie
sowohl durcheineVerschiebungum J Felderin Richtungder H -Achsealsauchdurch
eineVerschiebungum I Felderin Richtungder R -Achseund N Felderin Richtungder
H -Achsein sich selbstübergeht.Die Paareinteilungin Abbildung 94 ist alsosowohl

Abbildung94:Paareinteilungmit minimalerPeriodiziẗat (4,1,0).

(4,4,1)-alsauch(24,4,2)-periodisch.
UmdiesemehrfacheZuordnungzuvermeidenwird derBegriff derminimalenPeri-

odizitäteingef̈uhrt.Diesersoll auchber̈ucksichtigen,daßdasVerdrehenoderSpiegeln
einerPaareinteilungkeinenEinflußauf ihreEignungalsVerhinderungsstrategiehat.

Als minimalePeriodizitäteinerPaareinteilungwird diekleinsteunterallenPeriodi-
zitätenderPaareinteilungselbstundihrergedrehtenundgespiegeltenBilder bez̈uglich
derlexikographischenOrdnungbezeichnet.

Die Paareinteilungin Abbildung94hatdieminimalePeriodiziẗat (4,1,0).
DerersteEintrag IKJ desPeriodiziẗatstripelswird alsPeriodebezeichnet.Zur Fest-

legungeinerPaareinteilungmit minimalerPeriodeISJ werden IKJUT 2 Paareben̈otigt.
Um Paareinteilungenmit ungeraderPeriodezu erhalten,soll in diesemFall ein Feld
proPeriodeerlaubtsein,dasnichtmit einemanderenzueinemPaarverbundenist. Die
Paareinteilungwird danndurch( IKJWV 1)T 2 Paarefestgelegt.

Für diePeriode8 etwasinddie5 Tripel (8,1,0),(8,2,0),(8,2,1),(8,4,1)und(8,4,3)
die einzigenmöglichenminimalenPeriodiziẗaten.In Tabelle29 sind die Anzahlen
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der verschiedenenmöglichenminimalenPeriodiziẗatenzu einer gegebenenPeriode
angegeben.DieseAnzahlenwurdenmit Hilfe desComputersermittelt,indemvonden

Periode Anzahl Periode Anzahl Periode Anzahl Periode Anzahl
1 1 11 3 21 8 31 7
2 1 12 8 22 7 32 15
3 2 13 4 23 5 33 10
4 3 14 5 24 15 34 10
5 2 15 6 25 7 35 10
6 3 16 9 26 8 36 20
7 3 17 4 27 9 37 8
8 5 18 8 28 13 38 11
9 4 19 5 29 6 39 12
10 4 20 10 30 14 40 20

Tabelle29:AnzahlenverschiedenerminimalerPeriodiziẗaten.

ohneBeschr̈ankungderAllgemeinheitjeweils nur endlichvielenPeriodiziẗateneiner
Periodenur diejenigengez̈ahlt wurden,die nicht durchdrehenoderspiegeln in eine
kleinerePeriodiziẗat übergehen.

Als LängeeinesPaareswird dieAnzahlderSchrittevoneinemzueinembenachbar-
tenFeldbezeichnet,die ben̈otigt werden,um von einemFelddesPaareszumanderen
zu kommen.Legt mandie PeriodeXKY und die LängeeineslängstenPaaresZ fest,so
gibt esnurendlichevieleverschiedenePaareinteilungenmit diesenEigenschaften.Da-
beiwerdenPaareinteilungen,diedurchdrehen,spiegelnoderverschiebenauseinander
hervorgehennichtvoneinanderunterschieden.Die verschiedenenPaareinteilungenfür
gegebeneWerte XKY und Z wurdenmit demComputerkonstruiert,und ihre Anzahlen
sindin Tabelle30enthalten.

FürallePolyominoseinergegebenenGrößekannmannunmit Hilfe desComputers
überpr̈ufen,ob die in Tabelle30 gez̈ahltenPaareinteilungenVerhinderungsstrategien
festlegen,unddie betreffendenPolyominosdamitalsVerlierererkanntsind.In Tabel-
le 31 sinddie Anzahlender Polyominosangegeben,die auf dieseArt nochnicht als
Verlierernachgewiesenwerdenkonnten.Als Resultatergibt sichbisher, daßallePoly-
ominosderGröße14Verlierersind.Damitgilt diesauchfür allegrößerenPolyominos.
Die beidenPolyominosin Abbildung 95 sind zwei der 43 sich sehrähnlichennoch
ungekl̈arten13-zelligenPolyominos.
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[K\ ] =1 2 3 4 5 6 [K\ ] =1
1 - - - - - - 21 16146
2 1 1 3 2 5 3 22 4705
3 2 4 3 7 8 6 23 27717
4 3 15 60 80 262 315 24 15956
5 6 31 93 213 310 656 25 85663
6 7 99 724 2437 9001 14170 26 26054
7 15 225 1461 5827 27 262670
8 17 603 9086 46000 28 74191
9 49 2499 28419 29 457578
10 38 3467 106165 30 203300
11 91 13807 31
12 109 32608 32 425270
13 246 108885 33
14 183 144374 34
15 965 1397305 35
16 468 1155722 36
17 1625 37
18 1125 38
19 4182 39
20 2566 40

Tabelle30:AnzahlenderPaareinteilungen.

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 1 8 589
2 1 9 1165
3 3 10 1539
4 7 11 1207
5 20 12 455
6 67 13 43
7 213 Summe 5310

Tabelle31:AnzahlenderPolyominos,dienichtalsVerlierernachgewiesensind.

Abbildung95: Zwei der43ungekl̈arten13-zelligenPolyominos.
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6.3.2 Gewinner

Abbildung 96 zeigt alle bekanntenGewinner, die nicht in einemanderenbekannten
Gewinnerenthaltensind.Zusammenmit ihrenTeilpolyominos,dieja auchalleGewin-

Abbildung96:Die maximalenbekanntenGewinner.

nersind,ergibt sicheineAnzahlvominsgesamt45Gewinnern.Die Strategienfür diese
Polyominoswurdenmit Hilfe desComputersermittelt(sieheAbschnitt3.3).Wegender
großenAnzahl ihrer GewinnsituationenkönnendieseStrategienhier nicht dargestellt
werden.Abbildung97entḧalt eineAufbaustrategie für ein5-zelligesPolyomino([2]).
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Abbildung97: Aufbaustrategie.
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6.3.3 Zusammenfassung

Tabelle32zeigt,wievielederPolyominosmit biszu6 ZellenbereitsalsGewinneroder
Verliererbekanntsind,undfür wievielePolyominosdieFragenochnichtbeantwortet
wurde.Abbildung98 zeigtdie beidenVerliererund dasungekl̈artePolyominomit 5
Zellen.

Größe Gewinner Verlierer ?
1 1 0 0
2 1 0 0
3 3 0 0
4 7 0 0
5 19 2 1
6 14 14 53

Tabelle32: Gewinner, Verliererundungekl̈artePolyominosmit biszu6 Zellen.

Abbildung98: Die Verliererunddasungekl̈artePolyominomit 5 Zellen.

DieTatsache,daßdaslinkePolyominoeinVerliererist,wird etwadurchdiePaarein-
teilungin Abbildung94nachgewiesen.Nebendemungekl̈artenPolyominomit 5Zellen
in Abbildung98 ist die FragenachGewinneroderVerliererauchfür dasPolyomino,
dasaus6 Zellenin einerReihebesteht,nochnicht beantwortet.Das7-in-einer-Reihe
Polyominoist jedochalsVerliererbekannt.

ZiehtmandieAnzahlderbekanntenGewinner(45)vonderAnzahldernochnicht
alsVerlierererkanntenPolyominos(5310)ab,soergibt sich5265alsAnzahldernoch
offenenFälle.
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7 Ar chimedischeParkettierungen

Die archimedischenParkettierungensinddie nichtregulärenebenenMosaik-Graphen.
Es gibt 8 verschiedenearchimedischeParkettierungen([25]). Für die archimedische
Parkettierungmit derEckenfolge(3,3,3,4,4)sinddieMengenderGewinnerundVerlie-
rer vollständigbestimmt.Bei denEckenfolgen(3,3,4,3,4)und(3,3,3,3,6)gibt esnoch
jeweils 4 Polyominos,für die nicht bekanntist, ob sie GewinneroderVerlierersind.
Für die Eckenfolgen(3,4,6,4),(3,6,3,6)und(4,8,8)konntedie Anzahlunddie Größe
der Gewinner mit Hilfe von Paareinteilungsstrategiennachobenbeschr̈ankt werden.
Bei den beidenarchimedischenParkettierungenmit den Eckenfolgen(3,12,12)und
(4,6,12)konntenSchranken für die Anzahlender Gewinner nur für einige kleinere
Größenangegebenwerden.

7.1 ObereSchrankenfür die Anzahlender Gewinner

Die BestimmungvonoberenSchrankenfür dieAnzahlenderGewinneraufdenarchi-
medischenParkettierungenerfolgt wie beimSechseck-Gitter(sieheAbschnitt6.3.1).
Mit Hilfe vonKoordinatensystemenwird diePeriodêK_ einerPaareinteilungdefiniert.
Für die achtarchimedischenParkettierungensinddie Einheitsvektorenderbenutzten
Koordinatensystemein denAbbildungen99 und100dargestellt.EinerPaareinteilung
wird die Eigenschaft ( ^K_K`�a ) zugeordnet,wennsieeinePeriodekleinerals ^K_ hat,und

Abbildung99:Koordinatensysteme,Teil 1.

66



ObereSchrankenfür dieAnzahlenderGewinner 7.1

Abbildung100:Koordinatensysteme,Teil 2.

wennallePaarehöchstensdieLängeb haben.Im GegensatzzumSechseck-Gitterwur-
denhier auchPaareinteilungenuntersucht,bei denenmehrals ein Feld pro Periode
nicht mit einemanderenzu einemPaarverbundenist. Es läßtsichnunperComputer
überpr̈ufen,ob sich unterdenPolyominoseinerbestimmtenGrößesolchebefinden,
die sich mit Hilfe von Paareinteilungenmit einergegebenenEigenschaft( cKdKe�b ) als
Verlierernachweisenlassen.SindallePolyominoseinerGrößeVerlierer, sosindauch
allegrößerenPolyominosVerlierer.
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7.2 Eckenfolge(3,3,3,3,6)

EinAusschnittdesMosaik-Graphenmit derEckenfolge(3,3,3,3,6)ist in Abbildung101
dargestellt.In Tabelle33sinddiePolyominosmit biszu14Zellengez̈ahlt.Abbildung

Abbildung101:AusschnittausdemMosaik-Graphen,Eckenfolge(3,3,3,3,6).

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 3 8 2594
2 3 9 8943
3 7 10 31164
4 23 11 108840
5 69 12 382063
6 228 13 1345840
7 762 14 4758782

Tabelle33: AnzahlenderPolyominos,Eckenfolge(3,3,3,3,6).

102entḧaltdiemaximalenbekanntenGewinner,dieminimalenbekanntenVerliererund
dievier Polyominos,für diedieFragenachGewinneroderVerlierernochnichtbeant-
wortetist. DiejenigenDreiecke,die(auchaufdemSpielbrett)keinSechseckalsNach-
bar haben,sind zur Unterscheidungmit einemKreis gekennzeichnet.Entsprechende
Aufbaustrategiensindin denAbbildungen103bis 105undVerhinderungs-Strategien
in denAbbildungen106bis111dargestellt.
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Abbildung102:GewinnerundVerlierer, Eckenfolge(3,3,3,3,6).

Abbildung103:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,6).

Abbildung104:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,6).
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Abbildung105:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,6).

Abbildung106:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,6).

Abbildung107:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,6).
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Abbildung108:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,6).

Abbildung109:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,6).

Abbildung110:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,6).
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Abbildung111:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,3,6).

7.3 Eckenfolge(3,3,3,4,4)

EinAusschnittdesMosaik-Graphenmit derEckenfolge(3,3,3,4,4)ist in Abbildung112
dargestellt.In Tabelle34 sind die Polyominosmit bis zu 15 Zellen gez̈ahlt. Abbil-
dung113 entḧalt die elementarenGewinner und Verlierer. Abbildungen114 bis 116

Abbildung112:AusschnittausdemMosaik-Graphen,Eckenfolge(3,3,3,4,4).

Abbildung113:ElementareGewinnerundVerlierer, Eckenfolge(3,3,3,4,4).

zeigenAufbaustrategien für die beidenelementarenGewinnerund Abbildungen117
bis119Paareinteilungsstrategienfür diesechselementarenVerlierer.
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Größe Anzahl Größe Anzahl
1 2 9 2822
2 3 10 9207
3 5 11 30117
4 13 12 99708
5 32 13 331219
6 96 14 1106870
7 281 15 3710728
8 891

Tabelle34: AnzahlenderPolyominos,Eckenfolge(3,3,3,4,4).

Abbildung114:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,4,4).
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Abbildung115:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,4,4),Teil 1.
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Abbildung116:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,3,4,4),Teil 2.

Abbildung117:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,4,4).
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Abbildung118:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,4,4).

Abbildung119:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,3,4,4).
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7.4 Eckenfolge(3,3,4,3,4)

EinAusschnittdesMosaik-Graphenmit derEckenfolge(3,3,4,3,4)ist in Abbildung120
dargestellt.Die AnzahlenderPolyominosmit bis zu 15 Zellensindin Tabelle35 ent-

Abbildung120:AusschnittausdemMosaik-Graphen,Eckenfolge(3,3,4,3,4).

halten.Abbildung 121 entḧalt die maximalenbekanntenGewinner, die minimalen
bekanntenVerliererund die vier Polyominos,für die die FragenachGewinner oder
Verlierernochnicht beantwortet ist. EntsprechendeAufbaustrategiensind in denAb-
bildungen122und123undVerhinderungs-Strategienin denAbbildungen124bis127
dargestellt.

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 2 9 2161
2 2 10 6690
3 4 11 20881
4 10 12 65593
5 28 13 207171
6 79 14 657301
7 233 15 2093785
8 705

Tabelle35: AnzahlenderPolyominos,Eckenfolge(3,3,4,3,4).
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Abbildung121:GewinnerundVerlierer, Eckenfolge(3,3,4,3,4).

Abbildung122:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,4,3,4).

Abbildung123:Aufbaustrategie,Eckenfolge(3,3,4,3,4).
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Abbildung124:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,4,3,4).

Abbildung125:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,4,3,4).

Abbildung126:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,4,3,4).
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Abbildung127:Paareinteilungsstrategie,Eckenfolge(3,3,4,3,4).
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7.5 Eckenfolge(3,4,6,4)

Ein AusschnittausdemMosaik-Graphenmit derEckenfolge(3,4,6,4)ist in Abbildung
128 dargestellt.Die Anzahlender Polyominosbis zur Größe13 sind in Tabelle36
angegeben.Mit Hilfe derPaareinteilungenmit denEigenschaften(1,4),(2,2)und(4,1)
lassensich die in Tabelle37 angegebenenoberenSchranken für die Anzahlender
Gewinnererhalten(sieheAbschnitt7.1).

Abbildung128:AusschnittausdemMosaik-Graphen,Eckenfolge(3,4,6,4).

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 3 8 3116
2 2 9 13091
3 7 10 55021
4 16 11 235754
5 59 12 1015101
6 194 13 4408515
7 790

Tabelle36:AnzahlenderPolyominos,Eckenfolge(3,4,6,4).

Größe Anzahl Größe Anzahl Größe Anzahl
1 3 5 32 9 7
2 2 6 53 10 0
3 7 7 59
4 13 8 32 Summe 208

Tabelle37: ObereSchrankenfür dieAnzahlenderGewinner, Eckenfolge(3,4,6,4).
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7.6 Eckenfolge(3,6,3,6)

Ein AusschnittausdemMosaik-Graphenmit derEckenfolge(3,6,3,6)ist in Abbildung
129 dargestellt.Die Anzahlender Polyominosbis zur Größe14 sind in Tabelle38
angegeben.Mit Hilfe derPaareinteilungenmit denEigenschaften(2,4),(4,2)und(5,1)
lassensich die in Tabelle37 angegebenenoberenSchranken für die Anzahlender
Gewinnererhalten(sieheAbschnitt7.1).

Abbildung129:AusschnittausdemMosaik-Graphen,Eckenfolge(3,6,3,6).

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 2 8 1167
2 1 9 4393
3 4 10 16552
4 9 11 63618
5 29 12 245732
6 90 13 957443
7 330 14 3745541

Tabelle38:AnzahlenderPolyominos,Eckenfolge(3,6,3,6).

Größe Anzahl Größe Anzahl Größe Anzahl
1 2 5 24 9 3
2 1 6 53 10 0
3 4 7 74
4 9 8 36 Summe 206

Tabelle39: ObereSchrankenfür dieAnzahlenderGewinner, Eckenfolge(3,6,3,6).
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7.7 Eckenfolge(3,12,12)

EinAusschnittausdemMosaik-Graphenmit derEckenfolge(3,12,12)ist in Abbildung
130 dargestellt.Die Anzahlender Polyominosbis zur Größe10 sind in Tabelle40
angegeben.Mit Hilfe derPaareinteilungenmit denEigenschaften(2,3)und(3,2)lassen
sichdie in Tabelle41 angegebenenoberenSchrankenfür die AnzahlenderGewinner
erhalten(sieheAbschnitt7.1).

Abbildung130:AusschnittausdemMosaik-Graphen,Eckenfolge(3,12,12).

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 2 6 983
2 2 7 5949
3 8 8 37198
4 35 9 237762
5 173 10 1541542

Tabelle40: AnzahlenderPolyominos,Eckenfolge(3,12,12).

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 2 5 170
2 2 6 955
3 8 7 5563
4 35

Tabelle41:ObereSchrankenfür dieAnzahlenderGewinner, Eckenfolge(3,12,12).
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7.8 Eckenfolge(4,6,12)

Ein AusschnittausdemMosaik-Graphenmit derEckenfolge(4,6,12)ist in Abbildung
131 dargestellt.Die Anzahlender Polyominosbis zur Größe11 sind in Tabelle42
angegeben.Mit Hilfe derPaareinteilungenmit denEigenschaften(1,4)und(2,1)lassen
sichdie in Tabelle43 angegebenenoberenSchrankenfür die AnzahlenderGewinner
erhalten(sieheAbschnitt7.1).

Abbildung131:AusschnittausdemMosaik-Graphen,Eckenfolge(4,6,12).

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 3 7 7796
2 3 8 45876
3 14 9 278002
4 49 10 1697278
5 255 11 10472378
6 1327

Tabelle42:AnzahlenderPolyominos,Eckenfolge(4,6,12).

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 3 5 224
2 3 6 1071
3 14
4 46

Tabelle43:ObereSchrankenfür dieAnzahlenderGewinner, Eckenfolge(4,6,12).
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7.9 Eckenfolge(4,8,8)

Ein AusschnittausdemMosaik-Graphenmit derEckenfolge(4,8,8)ist in Abbildung
132 dargestellt.Die Anzahlender Polyominosbis zur Größe11 sind in Tabelle44
angegeben.Mit Hilfe derPaareinteilungenmit denEigenschaften(4,2)und(8,1)lassen
sichdie in Tabelle45 angegebenenoberenSchrankenfür die AnzahlenderGewinner
erhalten(sieheAbschnitt7.1).

Abbildung132:AusschnittausdemMosaik-Graphen,Eckenfolge(4,8,8).

Größe Anzahl Größe Anzahl
1 2 7 1914
2 2 8 9645
3 7 9 50447
4 21 10 266992
5 90 11 1432165
6 388

Tabelle44:AnzahlenderPolyominos,Eckenfolge(4,8,8).

Größe Anzahl Größe Anzahl Größe Anzahl
1 2 7 490 13 32
2 2 8 951 14 1
3 7 9 1363 15 0
4 20 10 1303
5 63 11 734
6 198 12 210 Summe 7967

Tabelle45:ObereSchrankenfür dieAnzahlenderGewinner, Eckenfolge(4,8,8).
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8 HyperbolischeMosaike

HyperbolischeMosaikesinddiejenigenMosaik-Graphen,diesichwederaufderKugel
nochin derEbenemit regulärenVieleckendarstellenlassen.Hiersollnurdereinfachste
Fall behandeltwerden,beidemalleFlächenDreieckesind.In diesemFall ist dieFrage
nachGewinnernundVerlierernjedochfüralleKnotengradefhg 7bisaufwenigeFälle,
für einigeKlassenvon f sogarvollständigbeantwortet([3]).

8.1 (3,i )-Mosaik-Graphen

Die Anzahlender (3,f )-Polyominosbis zur Größe11 sind in Tabelle46 enthalten.
Dabei ist zu beachten,daßsich die Anzahlenfür eine gegebeneGröße j für alle

Größe f
6 7 8 9 10 g 11

1, 2, 3 1
4 3
5 4
6 12
7 24 27
8 66 78 82
9 159 208 224 228
10 444 637 708 728 733
11 1161 1869 2158 2252 2277 2282

Tabelle46:Anzahlender(3,f )-Polyominos.

fkglj nicht unterscheiden,daalle diesePolyominos(bis auf dasPolyomino,dasaus
f Zellen um einenKnotenbesteht)Baumstrukturhaben,und somit f keinenEinfluß
auf die Anzahl hat. Die 22 Polyominosmit bis zu 6 Zellen sind in Abbildung 133
gezeigt.Abbildung134entḧalt alle elementarenGewinnerG undVerliererV für die
verschiedenenRestklassenf modulo6. Die FragenachGewinneroderVerliererist für
diemit ‘?’ gekennzeichnetenPolyominosnochnichtgekl̈art.Abhängigdavonkönnen
sichdiePolyominosmit Klammernalsnichtelementarherausstellen.

DieAbbildungen135bis137enthaltenAufbaustrategienfürdiedreiverschiedenen
Gewinner in Abbildung134.Bei denStrategien in Abbildung136 und137 kanndie
Gewinnsituation1 erst mit dem zweiten Zug von Spieler A erreicht werden.Die
geschweiftenKlammernbedeuten,daßdieBlöckezwischendenDoppelstrichensooft
eingef̈ugtwerdenmüssen,bisihreAnzahlderZahlhinterderKlammerentspricht.Der
Wert m ergibt sichausf . Mit Hilfe derVariablenn werdenähnlicheGewinnsituationen
zusammengefaßt.
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Abbildung133:(3,o )-Mosaik-Polyominosmit biszu6 Zellen( oqp 7).

Abbildung134:ElementareGewinnerundVerlierer.
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Abbildung135:Aufbaustrategie.

Abbildung136:Aufbaustrategie für r = 3s + 5, s�t 1.
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Abbildung137:Aufbaustrategie für u = 2v + 5, v�w 1.
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Die Abbildungen138und139enthaltenPaareinteilungsstrategienfür 4 der7 Ver-
liererin Abbildung134.In Abbildung138wird der(3 xMy )-Mosaik-Graphin aufeinander

Abbildung138:Paareinteilung. Abbildung139:Paareinteilung.

folgendeRingeeingeteilt.Ausgehendvon einemKnotenbestehtder jeweils nächste
Ring ausallen Dreiecken, die mit demRanddesvorhergehendenmindestenseinen
Punktgemeinsamhaben.DannhatjedesDreieckgenaueineKantemit einemDreieck
auseinembenachbartenRing gemeinsam.Aus diesenPaarenvon Dreiecken ergibt
sichdiePaareinteilungsstrategie.ÜberschreitetjedeLageeinesPolyominosdieGren-
zezwischenzwei Ringen,soist esalsoein Verlierer. Dasist für daslinke Polyomino
offensichtlich.Ließesich dasmittlere PolyominovollständiginnerhalbeinesRinges
unterbringen,sowürdeeinerderbeidenKnotenvomGrad5 aufdemäußerenRanddes
Ringesliegen.Die KnotendesäußerenRandeseinesRingeshabenjedochhöchstens
denGrad4 innerhalbdesRinges.Liegt derKnotenvom Grad5 desrechtenPolyomi-
nosauf deminnerenRandeinesRinges,so könnendie beidenäußerenDreiecke des
Polyominosnur für z = 6 und z = 7 innerhalbdesgleichenRingesliegen.

In Abbildung139wird der (3 xMy )-Mosaik-Graphals ( yUxMy|{ 2)-Mosaik-Graphange-
sehen,beidemin jedesy -EckeinweitererKnoteneingef̈ugtwird, derzuallenKnoten
des y -Ecksbenachbartist. Jezwei benachbarteDreiecke ausverschiedeneny -Ecken
bildendiePaarederStrategie.DasichdasabgebildetePolyominonichtinnerhalbeines
y -Ecksunterbringenläßt,ist eseinVerlierer.
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Für die 3 verbleibendenVerlierer werdendie Paarejeweils so angeordnet,daß
sich um jedenKnoteneineSituationergibt, wie sie in denAbbildungen140 bis 145
dargestelltist.LegtmandenmittlerenKnotendesPolyominosaufdenmittlerenKnoten
derDarstellung,soläßtsichleichterkennen,daßjedeLagedesPolyominosmindestens
einPaarvollständigentḧalt.

Abbildung140:Paareinteilung. Abbildung141:Paareinteilung.

Abbildung142:Paareinteilung. Abbildung143:Paareinteilung.
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Abbildung144:Paareinteilung. Abbildung145:Paareinteilung.

Mit Hilfe der folgendenNumerierungenderKantenendendes(3 ~M� )-Mosaik-Gra-
phenläßtsich zeigen,daßsich die Paarewie gewünschtanordnenlassen.Um jeden
Knotenherumwerdendie Kantenendenim Uhrzeigersinnmit 1 ~ 2 ~����
��~M� bezeichnet.
Ist daseineEndemit � bezeichnet,sosoll dasandereEndemit � ( � ) bezeichnetsein.
Für dieverschiedenenFällesinddieFunktionen� in denTabellen47bis50enthalten.

� � ( � )� ��� 2
�

� + 1 � + 1� + 2
� � + 2

�
� + 2

�
+ 1 � � � + 1

��� 1 ��� 1
� �

Tabelle47: � = 3� + 3,
�

= 1 ~
������~ � .

� � ( � )� ��� 2(
� � 1)� + 1 � + 1� + 2

� � + 2
�

� + 2
�
+ 1 � � � + 1

Tabelle48: � = 3� + 1,
�

= 1 ~
������~ � .

Abbildung146zeigtdieseNumerierungfür � = 7und � ausTabelle48.Diegewünschte
BezeichnungderKantenendenist dannmöglich, wennfür die Funktionen� undalle
Wertevon � dieGleichungen� ( � ( � )) = � und � ( � ( � ( � )+1)+1)+1 = � (wobei � +1zu1
wird) erfüllt sind.DabeistelltdieersteGleichungsicher, daßeskeineWiderspr̈uchebei
derBezeichnungeinerKantegibt. Die zweiteGleichungsichertdiesfür die Dreiecke
(sieheAbbildung147).Der ganze(3 ~�� )-Mosaik-Graphläßtsich dannRing für Ring
widerspruchsfreibezeichnen.

Manerḧalt nundie in denAbbildungen140bis145dargestelltenPaareinteilungen,
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� � ( � )
1 �
2 6
3 3
4 5
5 4
6 2
6 + � ��� 2� + 1� + 7 � + 7� + 2� + 6 � + 2� + 6� + 2� + 7 � ��� + 7
� 1

Tabelle49: � = 3� + 8, � = 1 �
������� � .

� � ( � )
� ��� 2(�O� 1)� + 1 � + 2� + 2 � + 1� + 2� + 1 � + 2� + 1� + 2� + 2 � ��� + 1

Tabelle50: � = 3� + 2, � = 1 �
������� � .

Abbildung146:BezeichnungderKanten. Abbildung147:Bezeichnung.

wennmandiebeidenDreiecke,diezueinerKantemit denin Tabelle51angegebenen
Bezeichnungenbenachbartsind,zu einemPaarzusammenfaßt.Bei der Auswahl der
PaaretretenkeineWiderspr̈ucheauf,dadiein Tabelle51angegebenenBezeichnungen
beihöchstenseinerKanteeinesDreiecksauftreten,wie sichmit Hilfe derTabellen47
bis50 überpr̈ufenläßt.
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Abbildung Tabelle Bezeichnungenfür Paare
140 47 3� � = 1 ���
������� + 1
141 47 � + 2� � = 1 ���
������� + 1
142 48 3� � = 1 ���
�������
143 48 � + 2� � = 1 ���
�������
144 49 2 � 3� � = 2 ���
������� + 2
145 50 � + 2� + 1 � = 1 ���
�������

Tabelle51:BezeichnungendergemeinsamenKantenderPaare.
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9 Zusammenfassung

DieserArbeit liegt die FragenachGewinnernund VerlierernunterdenPolyominos
der Mosaik-Graphenzu Grunde.Nachder Begriffserkl̈arungund der Einteilungder
Mosaik-Graphenin fünfverschiedeneKlassenwird dasProblemfür jededieserKlassen
einzelnbetrachtet.Dabeiwerdendie Beweisekonstruktiv geführt, dasheißt,eswer-
denStrategien für einenderbeidenSpielerangegeben,die sicherzumErfolg führen.
Zus̈atzlichwerdendie Anzahlender Polyominosin denverschiedenenFällen soweit
wie möglichangegeben.

Für die platonischenKörperwarendie Ergebnissebereitsvollständigbekanntund
sind hier ohneBeweisedargestellt.Bei deneuklidischenParkettierungender Ebene
gilt diesauchfür dasDreieck-unddasQuadrat-Gitter. In diesenbeidenFällenwurden
allerdingsweiterePolyominoanzahlenbestimmt.WährendbeimDreieck-Gitterfüralle
Polyominosbekanntist,obsieGewinneroderVerlierersind,bleibtbeimQuadrat-Gitter
einFall nachwie vor ungel̈ost.BeimSechseck-GitterwurdedieAnzahlderungel̈osten
Fällevon13911auf5265reduziert.

Für diearchimedischenKörperundParkettierungenwerdenPolyominosundAuf-
bauspieleerstmaligbetrachtet.

Abgesehenvon zwei unendlichenKlassen,denarchimedischenPrismenundAn-
tiprismen,gibt es13 verschiedenearchimedischeKörper. Nebendiesen13 Körpern
werdendie jeweils drei kleinstenPrismenund Antiprismenbetrachtet.Für 11 dieser
19 Körperwurdenalle GewinnerundVerliererbestimmt,bei einemweiterenKörper
bleibt die Fragefür nur vier Polyominosunbeantwortet.In allenanderenbetrachteten
Fällen wurdenobereSchranken für die Anzahlender Gewinner bestimmt.In 16 der
betrachtetenFälle wurdendie AnzahlenderPolyominosvollständigbestimmt,in den
anderenFällenwar diesnurbiszueinerbestimmtenGrößederPolyominosmöglich.

Für einederachtarchimedischenParkettierungenkonntedie FragennachGewin-
nernundVerlierernvollständigbeantwortetwerden.Für zweiweitereParkettierungen
gelangdiesbisaufjeweilsvierPolyominos.BeidreiParkettierungenkonnteeineobere
Schrankefür dieAnzahlderGewinnerbestimmtwerden.Für diebeidenverbleibenden
ParkettierungenkonntendieseSchrankennur für Polyominosbis zueinerbestimmten
Größeangegebenwerden.Die Anzahlender Polyominoswurdenjeweils soweit wie
möglichbestimmt.

Bei den hyperbolischenMosaik-Graphenwurde nur der Fall der (3,� )-Mosaik-
Graphenbetrachtet.Für alleKnotengrade� konntendieGewinnerundVerliererbisauf
jeweils wenigeFälle bestimmtwerden.Für einigeKlassenvon � ist die Lösungsogar
vollständig.Die AnzahlenderPolyominoswurdenbiszurGröße11bestimmt.
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