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R�esum�e

Une grande classe de fonctions sp�eciales et de suites combinatoires d�entiers qui sont repr�esent�ees sous forme
implicite par des syst�emes d��equations fonctionnelles lin�eaires est sujette �a un traitement par des m�ethodes
de calcul formel� Les applications en sont la simpli�cation d�expressions en termes de fonctions et suites sp�e�
ciales� l��evaluation d�int�egrales et de sommes param�etr�ees� les d�eveloppements en s�erie et asymptotiques� et
la preuve automatique d�identit�es� La classe consid�er�ee jouit de nombreuses propri�et�es de cl�oture qui ont �et�e
�etudi�ee depuis le d�ebut des ann�ees �		
 et qui ont r�ecemment �et�e transcrites en algorithmes� L�approche est
la suivante� Pour prendre en compte un type d�op�erateurs lin�eaires g�en�eraux� une classe d�alg�ebres de poly�
n�omes multivari�es non commutatifs est introduite� �a savoir les alg�ebres de Ore� Dans ce cadre� les fonctions
sp�eciales et les suites combinatoires sont vues comme les z�eros d�id�eaux �a gauche particuliers des alg�ebres de
Ore� Des algorithmes pour la manipulation des fonctions et suites sp�eciales font alors appel �a de l��elimination
polynomiale dans ces alg�ebres d�op�erateurs lin�eaires� pour lesquels des m�ethodes de bases de Gr�obner non
commutatives ont �et�e developp�ees�

Abstract

A large class of special functions and integer combinatorial sequences that are implicitly represented by

systems of linear functional equations is amenable to computer algebra methods� Applications are the simpli�

�cation of expressions in special functions and sequences� the evaluation of parametrized integrals and sums�

series and asymptotic expansions� and the automatic proof of identities� The class under consideration enjoys

numerous closure properties that have been studied since the beginning of the �����s and recently been turned

into algorithms� The approach is as follows In order to accomodate linear operators of a general type� like

linear di�erential and linear �nite di�erence operators� a class of algebras of multivariate skew polynomials

is introduced� namely Ore algebras� In this framework� special functions and combinatorial sequences are

viewed as the zeroes of special left ideals in Ore algebras� Algorithms to manipulate special functions and

sequences then appeal to polynomial elimination in those algebras of linear operators� for which methods of

non�commutative Gr	obner bases have been developed�
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Hn�z polyn�omes orthogonaux de Hermite

Pn�z polyn�omes orthogonaux de Legendre
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Tn�z polyn�omes orthogonaux de Tchebychev

Jn�z fonctions de Bessel de premi�ere esp�ece

Yn�z fonctions de Bessel de seconde esp�ece
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In�z fonctions de Bessel modi��ee de premi�ere
esp�ece

Kn�z fonctions de Bessel modi��ee de seconde
esp�ece

�x� qn symbole de Pochhammer
Qn��
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rn�a� b� q polyn�omes q�orthogonaux de Rogers�
Szeg�o

E�k int�egrale elliptique compl�ete de premi�ere
esp�ece

K�k int�egrale elliptique compl�ete de seconde
esp�ece
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Introduction

Un grand nombre de suites et de fonctions interve�
nant dans des domaines vari�es des math�ematiques�
de la physique math�ematique et des sciences de
l�ing�enieur sont r�egies par des 
equations fonction�

nelles lin
eaires� Au d�ebut des ann�ees �		
� Zeilberger
a introduit un cadre math�ematique adapt�e �a l��etude
d�une large classe d�objets de ce type� les fonctions
holonomes ���� Il s�agit l�a de fonctions d�une ou de plu�
sieurs variables qui sont solutions de syst�emes d��equa�
tions diff�erentielles ou de r�ecurrence lin�eaires �a co�
e�cients polynomiaux et qui v�eri�ent une propri
et
e
d�
elimination donnant lieu entre autres applications �a
des algorithmes symboliques pour le calcul de sommes
et d�int�egrales param�etr�ees�
Par ailleurs� nous avons avec Salvy introduit un

cadre dual et compl�ementaire de fonctions solutions
de syst�emes fonctionnels lin�eaires et qui v�eri�ent une
propri
et
e de �nitude� les fonctions ���nies ��� ��� De
par cette propri�et�e� les fonctions ���nies se trouvent
compl�etement d�etermin�ees par un nombre �ni d��equa�
tions et par un nombre �ni de conditions initiales�
Les calculs sur ces objets sont encore e�ectifs et leurs
propri�et�es essentielles d�ecidables� En particulier� des
propri�et�es de cl�otures des fonctions ���nies par ad�
dition� multiplication et quelques types de substitu�
tions rendent possible la construction d��equations v�e�
ri��ee par une fonction �a partir des syst�emes d��equa�
tions connues pour des fonctions plus simples� tous
les calculs ayant lieu dans des espaces vectoriels de
dimension �nie� Ce proc�ed�e permet la simpli�cation
algorithmique par le calcul formel d�expressions en
termes de suites et fonctions sp�eciales� ainsi que leur

test d��equivalence �test �a z�ero� L�emploi conjugu�e des
deux types de m�ethodes � la m�ethode holonome et
la m�ethode ���nie � permet la preuve et le calcul

automatique d�identit
es sommatoires et int
egrales�
Les sources de probl�emes qui� dans leur mod�eli�

sation� font intervenir des identit�es entre suites ou
fonctions holonomes ou ���nies sont multiples � la
combinatoire� qui fournit des probl�emes de nature r�e�
cursive et avec des contraintes d�ordre � de nombreux
probl�emes physiques� notamment ceux �a sym�etrie cy�
lindrique ou sph�erique � la physique statistique� ainsi
que les probl�emes de q�calcul et l�analyse d�algo�
rithmes du type � diviser pour r�egner �� L��etude des
fonctions holonomes et des fonctions ���nies est d�au�
tant plus motiv�ee par la fr�equence �elev�ee de leur in�
tervention en combinatoire et en th�eorie des fonctions
sp�eciales� �A ce titre� plus de �
� des suites et fonc�
tions du formulaire �edit�e par Abramovitz and Ste�
gun ���� plus d�un quart des suites de l�Encyclopedia
of Integer Sequences par Sloane et Plou�e ��� ��� ou
encore la moiti�e des suites et fonctions trait�ees dans
le Bateman Project d�Erd�elyi ��� sont �a la fois holo�
nomes et ���nies�
Un cas particulier est celui d�une seule variable� o�u

les concepts d�holonomie et de ���nitude co��ncident�
Les �equations lin�eaires obtenues par les op�erations de
cl�oture peuvent alors �etre exploit�ees par de nombreux
algorithmes� Par exemple� on obtient un calcul e��
cace de d�eveloppements en s�erie de fonctions holono�
mes univari�ees ou d�estimateurs asymptotiques pour
des objets en liaison avec des fonctions ou suites ho�
lonomes� Pour les fonctions alg�ebriques� la recherche
d�un op�erateur diff�erentiel annulateur est le meilleur
algorithme connu de calcul de d�eveloppement en s�erie
�a ordre �el�ev�e� Dans ce cadre univari�e� la biblioth�eque
Gfun ��� pour le logiciel de calcul formel Maple four�
nit des proc�edures pour la construction d�op�erateurs
diff�erentiels ou de r�ecurrence v�eri��es par des suites
ou fonctions holonomes� Il permet la preuve d�iden�
tit�es math�ematiques� telle par exemple l�identit�e de
Cassini sur les nombres de Fibonacci

Fn��Fn � F �
n�� � ���n�

Pour la preuve automatique� on calcule une �equation
de r�ecurrence satisfaite par le membre gauche �a partir
de l��equation

Fn�� � Fn��  Fn

v�eri��ee par les nombres de Fibonacci� Le type de
preuve pour lequel Gfun fournit des outils consiste �
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Op�erateur � ��a� ��a� Commutation Action de �

d�erivation a�x� a��x� �x � x� � � f�x� �� f ��x�
d�ecalage a�x� �� � �x � �x� ��� f�x� �� f�x� ��

diff�erence �nie a�x� �� a�x� ��� a�x� �x � �x� ��� � � f�x� �� f�x� ��� f�x�
q�dilatation a�qx� � �x � qx� f�x� �� f�qx�

q�diff�erence continue a�qx� a�qx�� a�x� �x � qx� � �q � ��x f�x� �� f�qx�� f�x�

q�d�erivation a�qx� a�qx��a�x�
�q���x

�x � qx� � � f�x� �� f�qx��f�x�
�q���x

q�d�ecalage a�qx� � �x � qx� f�n� �� f�n� �� x � qn

q�diff�erence discr	ete a�qx� a�qx�� q�x� �x � qx� � �q � ��x f�n� �� f�n� ��� f�n� x � qn

op�erateur d
Euler a�x� xa��x� �x � x� � x f�x� �� xf ��x�
et�d�erivation a�x� xa��x� �x � x� � x f�t� �� f ��t� x � et

op�erateur de Mahler a�xp� � �x � xp� f�x� �� f�xp� p � �
op�erateur de Frobenius a�xp� � �x � xp� f�x� �� f�x�p p � �

diff�erence divis�ee a��� a�x��a���
x��

�x � �� � � f�x� �� f�x��f���
x��

� � K

Tableau �� Exemples de polyn�omes tordus

� �a r�ecrire les d�ecal�ees successives du membre
gauche hn en fonction d�un nombre �ni de fonc�
tions de base� ici Fn et Fn�� �

hn � Fn��Fn � F �
n��

� F �
n  FnFn�� � F �

n���

hn�� � F �
n��  Fn��Fn�� � F �

n��

� F �
n�� � Fn��Fn � F �

n �

� �a chercher des combinaisons lin�eaires entre ces
formes r�eduites� Ici� on obtient hn�� � �hn�

Il ne reste plus alors qu��a s�assurer que ���n v�eri�
�e aussi cette r�ecurrence en montrant qu�un nombre
��ni de conditions initiales co��ncident �ici ��
Ce type de calculs s��etend aux suites et fonctions

���nies de plusieurs variables et constitue un pre�
mier volet de notre �etude� Mais le cas des fonc�
tions holonomes de plusieurs variables permet des
op�erations plus int�eressantes� En e�et� le caract�ere
holonome se pr�eserve par sp�ecialisation� par somma�
tion et int�egration d�e�nie et ind�e�nie� par calcul de
s�eries g�en�eratrices et prise de coe�cients� par dia�
gonalisation de s�eries� La th�eorie et l�algorithmique
correspondantes sont cependant plus di�ciles� Wilf
and Zeilberger �	� ont donn�e des algorithmes e�caces
pour certaines de ces op�erations dans les cas hyper�
g
eom
etrique� hyperexponentiel et q�hyperg
eom
etrique�
aujourd�hui bien d�ecrits dans le livre ��
�� Les suites
et fonctions manipul�ees sont alors annul�es par des
�equations lin�eaires d�ordre �� de r�ecurrence� diff�eren�
tielles ou de q�r�ecurrence� Takayama ���� ��� a em�

ploy�e des calculs de bases de Gr�obner d�id�eaux d�op�e�
rateurs diff�erentiels� de diff�erence et de q�diff�erence
pour l�algorithmisation du cas holonome g�en�eral� Il
a� au moins partiellement� implant�e la m�ethode dans
ses programmes Kan et Macaulay for D�modules�
Comme l�a d�emontr�e la biblioth�eque Gfun dans

le cas d�une seule variable� la manipulation d��e�
quations lin�eaires fonctionnelles� diff�erentielles ou de
r�ecurrences� a grandement pro�t�e de la similitude de
forme entre les divers algorithmes ainsi que de l�utili�
sation du cadre alg�ebrique des polyn�omes tordus �����
Ces derniers sont une repr�esentation polynomiale des
op�erateurs lin�eaires par des polyn�omes non commu�
tatifs en une ind�etermin�ee � et �a coe�cients dans
une alg�ebre A sur un corps K � le plus souvent� un
anneau de polyn�omes K �x� ou un corps de fractions
rationnelles K �x � et r�egis par une r�egle de commu�
tation du type

�a � ��a�  ��a

pour a dans A � Pour la d�e�nition d�une alg�ebre asso�
ciative� on impose ici que � soit un endomorphisme
de l�anneau A et que � soit une ��d�erivation� c�est��a�
dire un endomorphisme de l�espace vectoriel A sur K
agissant sur les produits par la r�egle de Leibniz tordue

��ab � ��a��b  ��ab�

Cette r�egle �etend le cas des d�erivations� obtenues
quand � est l�identit�e� celui des op�erateurs �a diff�eren�
ces� obtenus lorsque � � ��� �o�u � d�esigne l�identit�e�
et celui des polyn�omes commutatifs usuels� lorsque
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� � � et � � 
� La Table � donne une liste d�exemples
importants pour lesquels � s�interpr�ete comme un
op�erateur classique� Dans tous ces exemples� l�alg�e�
bre en question peut �etre vue comme l�alg�ebre asso�
ciative K hx� �� �x � ��x� � ��xi donn�ee par g�en�e�
rateurs et relations� L�objet q de certaines commu�
tations de la table est un �el�ement �x�e de l�anneau
de coe�cients K � il est suppos�e non nul et autre
qu�une racine de l�unit�e� L�action correspondante sur
une fonction ou suite f est aussi indiqu�ee dans la
table� Dans les applications� nous consid�ererons sou�
vent aussi l�alg�ebre

K �x �K�x� K hx� �� �x � ��x� � ��xi
obtenue par extension des coe�cients au corps des
fractions rationnelles�
Le but essentiel de ce travail est de fournir des algo�

rithmes pour l�holonomie multivari�ee� En particulier�
nos algorithmes ���� visent aux calcul automatique� et
sans indication pr
ealable� des membres droits d�iden�
tit�es telles que celles donn�ees en appendice� Plus
pr�ecis�ement� il s�agit dans le cas de sommations ou
int�egrations ind
e�nies d�algorithmes de repr�esenta�
tion du membre droit comme combinaison lin�eaire
des d�eriv�ees ou d�ecal�ees du sommant ou int�egrant
au membre gauche� alors que dans le cas d
e�ni des
algorithmes nouveaux produisent un op�erateur lin�e�
aire ou un syst�eme d�op�erateurs lin�eaires annulant le
membre droit� �A partir de cette description impli�
cite� la solution est identi��ee par l�algorithme de Pet�
kov!sek ���� dans le cas de r�ecurrences� par sa variante
du q�calcul ���� ��� dans le cas de q�r�ecurrences� ou
par des algorithmes propre au cas diff�erentiel ���� �	��
Ce type de calculs permet en particulier la preuve
automatique d�identit�es comme l�identit�e en sommes
multiples �iii reli�ee �a la preuve d�Ap�ery de l�irra�
tionalit�e de ���� ou comme l�int�egrale double �xiii
�voir l�appendice�
Le point fort des m�ethodes holonome et ���nie est

de renoncer �a un calcul sur les � formes closes ��
c�est��a�dire explicites� et de s�appuyer fondamentale�
ment sur les formes implicites que sont les syst�emes
lin�eaires� En e�et� c�est bien la limitation des syst�e�
mes de calcul formels actuels aux formes closes qui
explique leur �echec en g�en�eral dans la manipulation
des suites et fonctions sp�eciales et dans la somma�
tion et l�int�egration param�etr�ees� Dans notre cas� bien
plus que la recherche de formes closes� l�objectif est
de pouvoir continuer �a calculer avec la repr�esenta�
tion implicite des objets ���nis et holonomes m�eme
en l�absence de formes explicites�

L�angle d�attaque est celui des alg�ebres de Ore�
une g�en�eralisation multivari�ee ad�equate des polyn�o�
mes tordus permettant une 
elimination polynomiale

non commutative par bases de Gr�obner ou par une
version tordue de l�algorithme d�Euclide ���� Tout ceci
est implant�e dans la biblioth�eque Mgfun de l�auteur�
disponible �a l�adresse r�eticulaire

http���algo�inria�fr�chyzak�mgfun�html�

et �ecrit pour le syst�eme Maple� Gr�ace �a cette im�
plantation� la d�emonstration de chacune des identi�
t�es mentionn�ees plus haut ne requiert pas plus de
quelques minutes de calcul sur machine� La m�ethode
holonome a ainsi permis de donner la premi�ere preuve
automatique d�identit�es jusqu��a pr�esent inaccessibles
par le calcul formel et parfois de retrouver des r�e�
sultats de recherches r�ecentes� Elle a aussi ouvert la
voie �a la recherche de nouvelles identit�es� par exemple
en proposant de d�emontrer une identit�e tout d�abord
conjectur�ee�

� Alg�ebres de Ore et fonctions

���nies

Les alg�ebres de Ore sont une repr�esentation polyno�
miale uni�
ee des alg�ebres d�op�erateurs lin�eaires qui
g�en�eralisent les alg�ebres d�op�erateurs diff�erentiels et
de diff�erence �nie� Le caract�ere polynomial de cette
repr�esentation sera �a la base des m�ethodes de bases de
Gr�obner dans les sections suivantes� Nous en rappe�
lons la d�e�nition tir�ee de ��� ��� Soient K un corps
commutatif et A une alg�ebre sur K � Nous appellons
l�anneau de polyn�omes tordus

A ��� ���� ��� � � � ��r��r� �r�

une alg�ebre de Ore sur K � not�ee A �� ��� ��� lorsque les
�i et �j commutent pour � � i� j � r avec i �� j�
et v�eri�ent �i��j � �j � �i��j � 
 pour i � j� De
plus� nous convenons de dire que l�alg�ebre de Ore est
polynomiale et de la noter K �x��� ��� �� lorsque A est
un anneau de polyn�omes commutatifs K �x� � � � � � xs��
De m�eme� le cas d�une alg�ebre de Ore Q �x�� ��� ��
est pris en compte par A � Q �x et K � Q �
Remarquons que cette d�e�nition n�exige ni que

A soit commutative� ni que les �el�ements de A commu�
tent avec les �i� Pour des raisons de commodit�e� nous
d�esignerons tr�es souvent dans les applications une al�
g�ebre de Ore A �� ��� �� par la notation it�er�ee d�un an�
neau de polyn�omes tordus A ��� ���� ��� � � � ��r��r� �r�
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sans plus pr�eciser les conditions qui permettent la
commutation entre les �i�
Les exemples d�op�erateurs donn�es en Table � peu�

vent maintenant �etre combin�es dans des alg�ebres dans
lesquelles chaque op�erateur agit sur des variables
di��erentes ou non� Par exemple� les polyn�omes de Ja�

cobi P
�����
n �x peuvent �etre d�ecrits dans l�alg�ebre

A �S� �S�� 
��S� �S� � 
��Sn�Sn� 
��Dx� �� Dx�

sur le corps A � Q ��� �� n� x par un syst�eme d��equa�
tions lin�eaires diff�erentielles en x et de r�ecurrence
en �� � et n�
Des exemples plus compliqu�es interviennent quand

un des �i suit une r�egle de commutation avec plu�
sieurs des variables xi� Par exemple dans l�alg�ebre

Q �n� q� qn�S
�q�
n �S

�q�
n � 
�� l�op�erateur de q�d�ecalage v�e�

ri�e la commutation

S�q�
n ni�qnj � qj�n �i�qnjS�q�

n �

Consid�erons maintenant une alg�ebre de Ore �a co�
e�cients dans un corps de fractions rationnelles�

O � K �x� � � � � � xp����� ���

Une fonction est ���nie par rapport �a O quand ses
� d�eriv�ees g�en�eralis�ees �

�
� � f � ���� � � � ��r

r � f
avec �i � N pour i � �� � � � � r engendrent un espace
vectoriel de dimension �nie sur K �x� � � � � � xp� Notons
que dans cette d�e�nition� le symbole � � � n�a au�
cune relation avec les �i qui engendrent e�ectivement
l�alg�ebre� Des exemples de fonctions ���nies dans le
cas univari�e comprennent les s�eries et suites hyper�
g�eom�etriques ainsi que les solutions de r�ecurrences
et �equations diff�erentielles lin�eaires� En plusieurs va�
riables� il devient n�ecessaire de pr�eciser les op�erateurs
par rapport auxquels on consid�ere la ���nitude � par
exemple� toutes les suites de polyn�omes orthogonaux
sont ���nies par rapport au d�ecalage en leur indice et
�a la d�erivation en leur argument� Comme on le verra
plus loin� toutes les suites et fonctions holonomes sont
���nies� Les propri�et�es de cl�oture par somme� produit
et action des �i se g�en�eralisent �a ce contexte ��� ���

� Id�eaux annulateurs et �elimi�

nation polynomiale

La d�e�nition d�une fonction ���nie f exprime que
le module m � O � f est un espace vectoriel de di�
mension �nie sur K �x� � � � � � xp � il admet donc une

base �nie� Dans la suite� nous utiliserons souvent la
d�ecomposition

m �
M
��A

K �x�� � f

pour un ensemble �ni A de multi�indices � celle�ci
est bien adapt�ee aux calculs envisag�es� D�esignons
par Ann f l�id�eal �a gauche constitu�e des �el�ements
de O qui annulent f � et appel�e id
eal annulateur de f �
alors le quotient O 	Ann f est isomorphe �a m� ce
qui fournit une d�e�nition purement alg�ebrique de
la ���nitude ne faisant pas appel aux fonctions� Un
id�eal a de O est ainsi appel�e ���ni quand O 	a est un
espace vectoriel de dimension �nie sur K �x�
La plupart des algorithmes manipulant les fonc�

tions ���nies peuvent �etre vus comme r�ealisant une

elimination polynomiale dans l�id�eal annulateur des
fonctions �a caract�eriser� L�exemple suivant des poly�
n�omes orthogonaux de Legendre Pn�x illustre une
utilisation simple de l��elimination� Vus comme fonc�
tion P de �n� x� ces polyn�omes sont annul�es par
le syst�eme d�op�erateurs lin�eaires diff�erentiels et de
r�ecurrence classiques suivant ���� o�u Dx repr�esente
une d�erivation et Sn un d�ecalage �

��� x�D�
x � �xDx  n�n �� ��a

�n �S�
n � ��n �xSn  �n �� ��b

��� x�DxSn  �n �xSn � �n �� ��c

Ce syst�eme est redondant � chacune de ces rela�
tions peut �etre d�eduite des deux autres� Nous mon�
trons comment Mgfun est ais�ement utilis�e pour prou�
ver ��b �a partir de ��a et ��c� Le calcul consiste
�a d�e�nir l�alg�ebre de Ore appropri�ee� un ordre de
termes appropri�e sur les variables� et� comme on le
ferait dans le case commutatif� �a calculer ensuite une
base de Gr�obner par rapport �a cet ordre�

with�Ore�algebra��

A��skew�algebra�diff��Dx�x	�

shift��Sn�n	��

with�Groebner��

T��termorder�A�plex�Dx�Sn���

DE���
�x���Dx���x�Dx�n��n�
��

RDE���
�x���Dx�Sn��n�
��x�Sn��n�
��

map�collect�gbasis��DE�RDE	�T��

Sn�factor��

��n �S�
n � x��n �Sn  n ��

��n� �Sn  xn�Dx  x�Dx  x�

�



L�op�erateur ��b �a calculer appara��t comme premier
�el�ement de cette base� Le m�eme r�esultat s�obtient par
application �a ��a et ��c de l�algorithme d�Euclide
tordu� soit en syntaxe Mgfun �

RE��skew�elim�DE�RDE�Dx�A��

� Propri�et�es de cl�otures des

fonctions ���nies

Ce qui rend les fonctions ���nies si agr�eables est qu�il
est possible de les manipuler sans r�ef�erence �a aucune
� forme close �� c�est��a�dire sans en conna��tre aucune
expression explicite� La plupart des calculs peuvent
en e�et se r�ealiser directement sur des syst�emes de
g�en�erateurs de leurs id�eaux annulateurs� En particu�
lier� des descriptions pour la somme et le produit de
fonctions � peuvent �etre obtenues de cette fa"con�
En une variable� l�anneau K �x����� �� est eucli�

dien� donc principal ����� Il est ainsi possible de mani�
puler les fonctions ���nies univari�ees tout comme on
manipule les nombres alg�ebriques� en utilisant l�algo�
rithme d�Euclide pour calculer des formes normales
dans l�espace vectoriel engendr�e par �� �� ��� � � � � �d��

o�u d est le degr�e d�un op�erateur jouant le r�ole de
polyn�ome minimal� �A leur tour� ces formes normales
sont utilis�ees pour calculer des op�erateurs annula�
teurs pour la somme ou le produit� en calculant dans
un espace vectoriel de dimension �nie ad�equat et en
y recherchant des d�ependances lin�eaires par �elimina�
tion gaussienne� En plusieurs variables� les alg�ebres de
Ore sont noetherienne ��
� et une proc�edure de mise
sous forme normale est fournie par une extension de
l�algorithme de Buchberger pour le calcul de bases de
Gr�obner ��� ��� La strat�egie de calcul du cas univari�e
s�applique encore mais requiert un nouvel ingr�edient
technique� l�algorithme FGLM �����

��� L�algorithme FGLM

Les bases de Gr�obner d�ej�a mentionn�ees ne sont d�e��
nies avec unicit�e qu�apr�es choix d�un ordre de termes�
c�est��a�dire d�un ordre sur les produits de puissances
des ind�etermin�ees engendrant l�alg�ebre� Dans le cas
d�anneaux de polyn�omes commutatifs K �x�� le besoin
s�est fait sentir de pouvoir calculer e�cacement une
base de Gr�obner pour ordre donn�e � lorsqu�une base
est d�ej�a connue pour un autre ordre� Une solution al�
gorithmique a �et�e donn�ee par l�algorithme FGLM ����
dans le cas de syst�emes alg�ebriques de dimension

z
ero� c�est��a�dire pour des id�eaux a � K �x� tels que
le quotient K �x�	a soit un espace vectoriel de dimen�
sion �nie� Ce cas correspond �a une vari�et�e alg�ebrique
constitu�ee d�un nombre �ni de points isol�es�

Une adaptation de l�algorithme FGLM a �et�e don�
n�ee dans ��� �� pour permettre le calcul de la des�
cription d�une fonction ���nie h par rapport �a une
alg�ebre de Ore O � K �x�� ��� ��� De mani�ere infor�
melle� la m�ethode consiste �a consid�erer tous les multi�
indices � dans l�ordre �� �a d�eterminer des d�ependan�
ces lin�eaires entre les formes normalis�ees des ���h et �a
s�arr�eter lorsque toutes les relations possibles ont �et�e
obtenues� Plus pr�ecis�ement� l�algorithme maintient
un ensemble F de termes �� restant �a consid�erer�
la base en construction L de Annh et la base R
de O 	Ann h� Le premier est initialis�e �a f�g� les deux
derniers �a fg� �A chaque �etape� le plus petit �el�ement t
de F pour l�ordre � est extrait de cet ensemble�
puis r�eduit par une proc�edure de mise sous forme
normale N qui sera pr�ecis�ee plus bas dans chaque
cadre d�application� Une �elimination gaussienne est
alors r�ealis�ee pour d�etecter une �eventuelle d�ependan�
ce entre N�t et les �el�ements de R� Si aucune d�epen�
dance lin�eaire n�est trouv�ee� N�t est adjoint �a R et
tout les produits �it �a F � Dans le cas contraire� la re�
lation obtenue est adjointe �a L� L�algorithme s�arr�ete
lorsque F est vide � il renvoie alors L� qui est une
base de Gr�obner�

��� Somme

Pour deux fonctions ���nies f et g� l�inclusion

�
� � �f  g � O � f  O � g

d�ecoule de la lin�earit�e des op�erateurs� L�espace vecto�
riel O ��f  g est donc inclus dans un espace vectoriel
de dimension �nie et la somme f g est encore ���nie�
�Etant donn�es des bases de Gr�obner pour les deux

id�eaux annulateurs Ann f et Ann g� une base d�un
id�eal ���ni annulant la somme est obtenu par l�adap�
tation de l�algorithme FGLM en employant la mise
sous forme normale suivante� Les r�eductions par cha�
cune des deux bases de Gr�obner mentionn�ees four�
nissent une proc�edure Nf de mise sous forme nor�
male dans O 	Ann f et une proc�edure Ng de mise
sous forme normale dans O 	Ann g� Pour chaque ���
on forme ainsi la somme formelle Nf ��

�  Ng��
�

dans la somme directe �O 	Ann f 	 �O 	Ann g� qui
est la forme normale utilis�ee�

�



��� Produit

Le cas du produit est similaire� mais rend n�ecessai�
re une restriction sur les alg�ebres consid�er�ees � nous
supposons que pour chaque i � f�� � � � � rg il existe
deux polyn�omes Ai�u et Bi�u �a coe�cients dans K
tels que �i � Ai��i et �i � Bi��i� o�u les produits
repr�esentent des compositions� et

��Ai � � � wBi � �Bi � w�Ai � �

pour tout w � K �x� Ces contraintes ne sont au�
cune restriction s�ev�ere en pratique� Par le m�eme type
d�arguments que pour la somme� le produit de deux
fonctions ���nies f et g est encore ���ni� En e�et�
chaque �� � �fg est dans l�espace vectoriel engendr�e
par les produits d�un �el�ement de O �f par un �el�ement
de O �g� Celui�ci est de dimension �nie� comme image
surjective du produit tensoriel �O � f� �O � g qui est
de dimension �nie� Le produit fg est donc ���ni�
Algorithmiquement� on utilise encore l�adaptation

de l�algorithme FGLM indiqu�ee plus haut� en faisant
appel �a la forme normale Nf ��

� � Ng��
� dans le

produit tensoriel �O 	Ann f � �O 	Ann g� Les con�
traintes �enonc�ees plus haut sur les alg�ebres autoris�ees
ne sont l�a que pour assurer la correction des calculs
dans le produit tensoriel�

��� G�en�eralisation

La m�eme adaptation de l�algorithme FGLM s��etend
en r�ealit�e au calcul direct d�un syst�eme annulateur de
toute expression polynomiale en des �� � fi lorsque
sont donn�es des syst�eme d�e�nissant les fi� En plus
d�une e�cacit�e accrue� cette approche directe a le
m�erite de renvoyer des op�erateurs d�ordre inf�erieur�
facilitant encore la poursuite des calculs�

� Creative telescoping

La principale raison du succ�es de la th�eorie des fonc�
tions holonomes de Zeilberger est la possibilit�e de leur
appliquer la m�ethode du creative telescoping � �etant
donn�e un sommant �a sommer ou un int�egrant �a in�
t�egrer� la connaissance de polyn�omes annulateurs v�e�
ri�ant une certaine propri�et�e d��elimination su�t �a
d�eterminer une �equation fonctionnelle lin�eaire� le cas
�ech�eant un syst�eme de telles �equations� d�ecrivant la
somme ou l�int�egrale�
Soit l�alg�ebre de Ore

O � K �x�y��� ��� ��������� ���

o�u x et y sont respectivement les ind�etermin�ees qui
commutent et qui ne commutent pas avec ��� et sup�
posons que O agisse sur un espace donn�e de fonctions
des variables �x�y� Nous nous int�eressons �a calcu�
ler un � inverse d�e�ni �����	

� sur le domaine # et

un � inverse ind�e�ni ����
�� La notation �����	 doit

ici �etre vue comme un symbole unique� o�u # ne fait
r�ef�erence �a aucun objet math�ematique particulier et
n�est pr�esent que pour rappeler la notation

R
	
utili�

s�ee pour indiquer une int�egration sur un domaine #�
Pour une fonction f � le � terme de bord � �����	�� � f
est aussi not�e �f ��	� Encore une fois� la notation entre
crochets et la r�ef�erence �a ��# n�ont pas de signi�ca�
tion formelle pr�ecise et ne font que rappeler la nota�
tion analogue dans le cas de l�int�egration� o�u ��# est
le bord du domaine #� Dans les applications� l��evalua�
tion de �f ��	 correspondra le plus souvent �a calculer
r�ecursivement un ����	� plus simple pour un autre op�e�
rateur et un autre domaine� ou bien encore une combi�
naison lin�eaire de sp�ecialisations � aux bords � de #�
Pour permettre une interpr�etation de l�inverse d�e��

ni et de l�inverse ind�e�ni de �� qui comprennent celle
des int�egrale et sommation d�e�nies et ind�e�nies� nous
faisons les hypoth�eses suivantes �

�� l�inverse ind�e�ni ���� est un inverse �a gauche d�e�
�ni �a constante pr�es � ���� �� � f � f  ker �� �

�� l�inverse d�e�ni �����	 est �a valeur dans les con�

stantes � ���
��
��	 � f � 
 �

�� l�application �����	�� est lin�eaire �a valeur dans les

constantes � �����	�� � f � �f ��	 � ker �� �
�� l�inverse ind�e�ni ���� et l�inverse d�e�ni �����	 com�
mutent avec les �el�ements de K �x�� ��� ���

Consid�erons une fonction f � la m�ethode du creat�

ive telescoping repose sur l�existence d�un op�erateur
annulateur de f de la forme

P �x��  ��Q�x�y��� ��� ��

Le point cl�e est que la variable y n�appara�t pas dans

les coe�cients de P � En �evaluant en f et en appli�
quant le �����	� on tire alors �

P �x�� � ������	 � f�x�y
 �Q�x�y��� �� � f ���	 �x � 
�

��

De fa"con similaire� en �evaluant �� en f et appliquant
le ���� � on obtient

P �x�� � ����� � f�x�y
 �Q�x�y��� �� � f �x�y � 
�

�



L��equation �� est en g�en�eral inhomog�ene� au sens
o�u le terme entre crochets n�est en g�en�eral pas nul�
Cependant dans les applications� le mod�ele du calcul
et l�algorithmique utilis�ee di��erent sensiblement selon
que l��equation correspondante est e�ectivement ho�
mog�ene ou non� Un cas particulier important est ce�
lui o�u l�on peut pr�edire la nullit�e de �Q �f ���	 et donc
pr�evoir l�homog�en�eit�e� Plusieurs algorithmes sp�ecia�
lis�es existent pour ce cas dit � �a bornes naturelles ��

��� M�ethode d��elimination na��ve

Le d�eveloppement pr�ec�edent reste valable si l�on res�
treint la forme de �� en imposant que y n�apparaisse
plus non plus dans Q� Cette forme� �etant plus con�
trainte� a tendance �a fournir des �equations �� d�ordre
plus �el�ev�e� Les calculs ont aussi tendance �a �etre moins
rapides� mais l�algorithmique qui en d�ecoule est plus
�el�ementaire� ce pourquoi nous commen"cons par elle�
Soit en e�et un id�eal a de l�alg�ebre de Ore O �

par exemple l�id�eal annulateur d�une fonction f � Tout
�el�ement de a qui ne fait pas intervenir y fournit une
paire �P�Q telle que P  ��Q soit la forme restreinte
recherch�ee� Il s�agit donc de d�eterminer l�id�eal

b � a 
 K �x��� ��� ��������� ����

r�esultat de l��elimination polynomiale de y� Algori�
thmiquement� il su�t de calculer une base de Gr�obner
pour un ordre de termes �eliminant les y � sous des
conditions peu restrictives sur les �i et �i� les alg�e�
bres de Ore sont noetheriennes et une extension de
l�algorithme de Buchberger peut �etre employ�ee pour
le calcul �d�une g�en�eralisation non commutative de
bases de Gr�obner�
L�id�ee pr�ec�edente fournit un premier algorithme

na��f pour le creative telescoping� qui peut ainsi se
r�ealiser automatiquement par de l��elimination poly�
nomiale non commutative� Nous d�eveloppons main�
tenant deux exemples de tels calculs�

��� Calcul automatique de sommes et

int�egrales param�etr�ees

L�approche par op�erateurs s�applique sans probl�eme �a
des syst�emes lin�eaires mixtes diff�erentiels et aux diff�e�
rences� �A titre d�exemple� nous calculons par creative
telescoping un syst�eme d��equations diff�erentielles li�
n�eaires v�eri��ees par la fonction g�en�eratrice des poly�
n�omes orthogonaux de Legendre

F �x� y �
X
n��

Pn�xy
n�

Vus comme fonction P de �n� x� ces polyn�omes
sont annul�es par le syst�eme ��� Les �etapes �a r�ealiser
sont les suivantes �

�� cr�eation de l�alg�ebre de Ore� Ici� x � �x� y
et y � n �

O � Q �n� x� y��Sn �Sn� 
��Dx� �� Dx��Dy� �� Dy� �

�� d�etermination d�op�erateurs annulant le produit
Pn�xy

n dans O �

�� �elimination de y � n de l�id�eal engendr�e par les
polyn�omes �� �

�� division �a gauche par Sn � �� qui joue le r�ole
de ���

Pour ce dernier point� notons que cet exemple tombe
dans le cas homog�ene o�u seul est �a calculer le poly�
n�ome P de ���

La session Mgfun correspondante est la suivante �

with�Ore�algebra��

A�rat��skew�algebra�diff��Dx�x	�

diff��Dy�y	�shift��Sn�n	��

Ceci exprime une alg�ebre de d�erivations par rapports
aux deux variables x et y et un op�erateur de d�ecala�
ge par rapport �a n� En introduisant les trois op�era�
teurs ��a� ��b et ��c� les fonctions Pn�x et y

n sont
maintenant d�ecrites par �

DE���
�x���Dx���x�Dx�n��n�
��

RDE���
�x���Dx�Sn��n�
��x�Sn��n�
��

RE���n���Sn��x���n����Sn�n�
�

Legendre���DE�RDE�RE�Dy	�

y�to�the�n���Dx�y�Dy�n�Sn�y	�

Les algorithmes pour les cl�otures ���nies n�ecessitent
des bases de Gr�obner en entr�ee�

with�Groebner��

T�rat��termorder�A�rat�tdeg�Dx�Dy�Sn���

Legendre��gbasis�Legendre�T�rat��

y�to�the�n��gbasis�y�to�the�n�T�rat��

Le calcul du produit est �

with�Holonomy��

L�times�yn��collect�dfinite�mul��

�Legendre�T�rat	��y�to�the�n�T�rat	

	�T�rat���Sn�Dx�Dy	�distributed�factor��

�



ce qui renvoie �

L times yn �� �yDy � n�
��n� �Sn  �x� ��x �yDx  �n �xy�

�n �S�
n � ��n �xySn  �n �y��

L��elimination de n envisag�ee a lieu dans une autre al�
g�ebre et pour un autre ordre de termes qu�il convient
maintenant de cr�eer�

A�elim��skew�algebra�shift��Sn�n	�

diff��Dx�x	�diff��Dy�y	�

polynom�n��

T�elim��termorder�A�elim�

lexdeg��n	��Sn�Dx�Dy	���

GB��gbasis�L�times�yn�T�elim��

GB �� ��x Dx � x�Dx  SnDy � xyDy �

�xDx �D�
x  x�D�

x � �yDy � y�D�
y �

�xyDx � y�Dy � y  SnDx��yDy  n�

Pour �nir nous s�electionnons ceux des op�erateurs de
la base qui ne font pas intervenir n � puis nous som�
mons sur n� ce qui est �equivalent �a prendre le reste
de la division euclidienne �a droite par Sn � ��

map�collect�subs�Sn�
��GB�
	�GB�		��

�Dx�Dy	��

���� x�Dx  ��� xyDy � x�

�xDx  ���  x�D�
x � �yDy � y�D�

y�

Remarquons qu�un calcul similaire au pr�ec�edent
fonctionne aussi bien pour toute autre famille de
polyn�omes orthogonaux classiques� bien que les r�esul�
tats interm�ediaires deviennent su�sament gros pour
ne pouvoir �etre reproduits ici� C�est le cas pour les

polyn�omes de Jacobi P
�����
n �x� annul�es par le syst�e�

me lin�eaire classique suivant ��� �

��� x�D�
x  �� � �� �� �  �xDx

 n�n � �  ��


�n��� x�SnDx � �n ���� � � 
�nxSn

���n � ��n �  ��

��n ��n � �  �
�nS
�
n

�
�n���
�n
�n��x ��
� � ��Sn

 ��n � ��n �  �
�n���

pour 
m � m � � �� Dans le cas particulier � �
� � 
� ces op�erateurs se sp�ecialisent �a ceux �� d�ej�a
donn�ees pour les polyn�omes de Legendre Pn�x �

P
�����
n �x� Le calcul d�un syst�eme annulateur de la s�e�
rie g�en�eratrice puis sa r�esolution symbolique prend
alors �� secondes �sur Dec Alpha DS �


$�

� On
retrouve la forme close

F �x� y �
�

R��� y  R���  y  R�
�

o�u R �
p
�� �xy  y��

��� Preuve automatique d�identit�es

holonomes

Dans ����� V� Strehl a donn�e plusieurs preuves de
l�identit�e �iii donn�ee en appendice� Chacun de ses
deux membres exprime donc la m�eme famille de
nombres� appel�es nombres d�Ap
ery� Ceux intervien�
nent de fa"con cruciale dans la preuve d�Ap�ery de l�ir�
rationalit�e de ����
Une preuve automatique de l�identit�e est la sui�

vante� Le syst�eme�
�k  �� j
Sk � �k  �
�
�k � j
Sj � �j  �
�

annulateur du cube
�
k
j

�

� d�ecoule ais�ement de la na�

ture hyperg�eom�etrique de celui�ci� Ensuite� par creat�
ive telescoping on obtient une �equation de r�ecurrence
pour la somme sur j �

�k  ��S�
k � ��k�  ��k  ��Sk � ��k  ���

De m�eme� un syst�eme annulateur est ais�ement obtenu
pour

�
n
k

��
n�k
k

�
� qui est hyperg�eom�etrique ��

�n �� kSn � �n �  k�

�k  ��Sk � �n�n �� k�k  ��

Le produit de celui�ci avec l��equation pr�ec�edemment
obtenue fourni un syst�eme pour le sommant au
membre droit de l�identit�e �iii �a d�emontrer� Ce syst�e�
me est constitu�e de la premi�ere �equation du syst�eme
ci�dessus et de l��equation

�k  ��S�
k  �n� k � �Sk

 �n k  �����k� � �	k  ���n ���n� ��
Ensuite� un nouveau calcul de creative telescoping
fournit une �equation annulant tout le membre droit
de �iii �

�n �
S�
n � ��n ����n�  ��n �	Sn

 �n �
�
��

	



Le m�eme proc�ed�e est appliqu�e au membre gauche�

Tout d�abord�
�
n
k

���n�k
k

��
est hyperg�eom�etrique et

v�eri�e�
�n �� k�Sn � �n �  k��

�k  ��Sk � �n�n �� k�k  ���

Ensuite� le creative telescoping fournit ��� la m�eme
�equation que pr�ec�edemment� L�identit�e est ensuite
prouv�ee en s�assurant que deux conditions initiales
co��ncident� L�ensemble de ces calculs demande moins
de �
 secondes �sur Dec Alpha DS �


$�

�

	 Holonomie

Les algorithmes qui s�appuient sur le creative tele�
scoping d�ependent de l�existence dans l�id�eal mani�
pul�e d�un polyn�ome non nul qui ne fasse pas interve�
nir une ou plusieurs ind�etermin�ees correspondant aux
indices de sommation et aux variables d�int�egration
�voir la forme �� dans la section pr�ec�edente� Il est
donc tr�es important de travailler dans l�id�eal appro�
pri�e et d��etre capable de d�eterminer quand de tels
polyn�omes existent� Dans les cas des alg�ebres de Weyl

K hx� � � � � � xr� ��� � � � � �r� �ixj � xj�i  �i�ji ��

�o�u �i�j est le symbole de Kronecker� que nous note�
rons Wr�K � et des alg�ebres du q�calcul

K hx� � � � � � xr� ��� � � � � �r� �ixj � q�i�jxj�ii ��

�pour un q � K �x�e non nul et autre qu�une ra�
cine de l�unit�e� la th�eorie de l�holonomie fournit une
telle garantie� Nous d�ecrivons les �el�ements de cette
th�eorie et renvoyons �a ���� ��� ��� pour une introduc�
tion p�edagogique plus compl�ete�

	�� Dimension de Hilbert

Pour une alg�ebre de Ore polynomiale

O � K �x� � � � � � xs�������� ��� � � � ��r��r� �r��
notons degP de degr�e total d�un polyn�ome P � O

par rapport �a �x��� Consid�erons la �ltration de O

par ce degr�e total� c�est��a�dire la famille d�espace vec�
toriels Fn donn�es par les �el�ements de O de degr�e au
plus n� et� pour une fonction f � le module Fn � f sur
l�alg�ebre O � Posons hn � dimK �Fn � f�
Par exemple� pour la fonction constante f � �

par rapport �a l�alg�ebre O ci�dessus lorsque cha�
cun des �i annule f � hn vaut

�
n�s
s

�
� soit asymp�

totiquement ns	s%� Pour f � expx� par rapport

�a K hx� �� �x � x�x �i et l�action pour laquelle � est
la d�erivation par rapport �a x� il est facile de calcu�
ler les premi�eres valeurs de hn et de se convaincre
que hn � n �� Pour f � �y
 � y�  xy���� et

K hx� y� �x � �y� �xx � x�xx �� �yy � y�yy  �i
o�u �x et �y agissent comme les d�erivations usuelles
par rapports �a x et y� les premi�eres valeurs de hn
indiquent que hn � �n

�  �� Pour f � exp sin x par
rapport �a K hx� �� �x � x�x  �i� on obtient hn �
n�	�  �n	�  �� Finalement� pour f �

�
n
k

�
et

K hn� k� Sn � Sk�Snn � �n �Sn� Skk � �k  �Ski
o�u Sn et Sk repr�esentent les d�ecalages par rapport �a
n et k� hn � �n ��
Pour une faible restriction de la classe d�alg�ebres

consid�er�ees� un th�eor�eme g�en�eral de Hilbert implique
la relation asymptotique hn � cnd pour des entiers
c et d� Cette propri�et�e est v�eri��ee par exemple pour
toutes les combinaisons des alg�ebres du Tableau ��
L�entier d est appel�e dimension de Hilbert du mo�
dule O �f � La pertinence de cette notion pour le creat�
ive telescoping est de nature combinatoire � si la sous�
alg�ebre S est obtenue en formant tous les mon�omes en
un nombre q des g�en�erateurs �x�� de O � alors Fn
S
comprend

�
n�q
q

�
mon�omes� D�es que ce nombre cro��t

plus rapidement que nd o�u d est la dimension de Hil�
bert du module O �f � O 	Ann f pour une fonction f
donn�e� alors il doit exister une combinaison lin�eaire
non triviale d��el�ements de S qui s�annule sur f � ce qui
signi�e que l�id�eal Ann f contient des �el�ements de S�

	�� Cas des op�erateurs diff�erentiels

Les alg�ebres de Weyl donn�ees par �� sont un cas par�
ticulier d�alg�ebres de Ore polynomiales qui repr�esen�
tent le cas o�u �i est l�op�erateur de d�erivation par rap�
port au xi correspondant� Un th�eor�eme fondamental
de Bernstein a�rme que dans ce cas� la dimension
de Hilbert d�un module non nul� en particulier des
modules O � f pour les fonctions f non nulles� est
forc�ement sup�erieure ou �egale au nombre r de d�eriva�
tions� Les modules de dimension exactement r ainsi
que le module nul sont dits holonomes� Par extension�
tout �el�ement d�un module holonome� par exemple la
fonction f engendrant le module O � f � est aussi dit
holonome quand le module l�est� Dans les exemples
ci�dessus� les fonctions expx� et �y
 � y�  xy����

sont holonomes� alors que exp sin x ne l�est pas�
De m�eme que les fonctions ���nies� les fonctions

holonomes jouissent d�un certain nombre de cl�otures �

�




l�holonomie des fonctions se conserve par addition et
produit � les fonctions alg�ebriques sont holonomes et
un algorithme d�u �a Comtet permet d�obtenir leurs
�equations de d�e�nition ���� � la substitution alg�ebri�
que pr�eserve l�holonomie � la diagonale

P
n�� cn�nx

n

d�une s�erie holonome
P

m�n�� cm�nx
myn est holo�

nome ���� ���� De plus� un r�esultat d�u �a Kashi�
wara relie les notions de ���nitude et d�holonomie �
pour tout id�eal a ���ni par rapport �a une alg�ebre
de Ore K �x �K �x� Wr�K � le module quotient de
l�alg�ebre de Weyl Wr�K  par la partie a 
 Wr�K 
de l�id�eal ���ni dans cet alg�ebre est holonome� Cela
signi�e que� dans le cas diff
erentiel� toute fonction
���nie est aussi holonome� En�n� le creative telescop�
ing est toujours possible pour les fonctions holono�
mes� au sens o�u l�existence d�un op�erateur �elimin�e de
la forme �� est garantie�

	�� Cas des r�ecurrences classiques

La th�eorie de l�holonomie s��etend au cas des op�era�
teurs de r�ecurrence �a l�aide d�un isomorphisme d�alg�e�
bres ad�equat entre l�alg�ebre obtenue �a partir de l�al�
g�ebre de Weyl Wr�K  par extension des coe�cients
aux polyn�omes de Laurent de K �x�x�� �� et l�alg�ebre
d�op�erateurs de r�ecurrence lin�eaires �a coe�cients po�
lynomiaux autorisant les d�ecalages directs Si et in�
verses S��i ����� Cet isomorphisme �echange xi�i et ni
ainsi que xi et S

��
i � On obtient ainsi une action des

alg�ebres de Weyl sur les suites� d�o�u la d�e�nition na�
turelle qu�une suite �un������nr

 est holonome si et seu�
lement si sa s�erie g�en�eratrice multivari�ee

X
n������nr��

un������nr
zn�� � � � znr

r

est holonome en tant que fonction de �z�� � � � � zr �
ceci n�est en fait qu�une traduction de la d�e�nition
pr�ec�edente des fonctions holonomes pour le cas diff�e�
rentiel� Ainsi� il n�y a pas dans le cas des r�ecurrences
identit�e entre les suites ���nies et les suites holono�
mes� un contre�exemple simple ���ni mais non holo�
nome �etant la suite donn�ee par un�m � �	�n

�  m��

	�� Cas des q
r�ecurrences

Bien qu�une th�eorie de l�holonomie existe encore dans
le cas des alg�ebres �� du q�calcul� son d�eveloppement
est bien plus technique ��	� que dans les cadres
diff�erentiel et de r�ecurrence classique� Ici encore il
n�y a pas dans identit�e entre les fonctions ���nies

du q�calcul et ses fonctions holonomes� un contre�
exemple �etant f�x� y � �	�� � x� � y� pour les
op�erateurs de q�dilatation �Hx � f�x� y � f�qx� y
et �Hy � f�x� y � f�x� qy�

	�	 Holonomie et �
�nitude

Les algorithmes que nous donnons dans cet article
fonctionnent dans un cadre tr�es g�en�eral d�alg�ebres de
Ore� Cependant� la possibilit�e du creative telescoping
n�est pas garantie a priori dans le cas g�en�eral non ho�
lonome� Un avantage de cette approche est de pouvoir
renvoyer des r�esultats dans des cas non holonomes�
Une di�cult�e importante est que m�eme dans le cas

diff�erentiel� les id�eaux annulateurs avec lesquels nous
travaillons ont une description naturelle dans des al�
g�ebres de Ore K �x�� ��� ��� Il s�agit donc d�id�eaux
annulateurs a que l�on pourrait quali�er de � ra�
tionnels �� Par opposition� il est n�ecessaire pour le
creative telescoping dans sa forme par �elimination
na��ve d�avoir une base de l�id�eal annulateur � po�
lynomial � correspondant� c�est��a�dire de l�intersec�
tion a 
 K �x��� ��� ��� �A ce jour� il n�y a pas d�algo�
rithme e�cace pour produire cette base �a partir de
l�id�eal annulateur rationnel�
Ce probl�eme est bien illustr�e par le calcul de la

diagonale

�p
�� �x �

X
n��

�
�n

n

�
xn�

ici alg�ebrique� de la fraction rationnelle

�

�� x� y
�

X
n�k��

�
n

k

�
xkyn�k�

Celle�ci peut �etre obtenue par un calcul de r�esidu en
tant qu�int�egrale d�e�nie sur s de la fonction holo�
nome f � �	�s��s x� Ainsi� le creative telescoping
s�applique et il existe un op�erateur annulateur de f
qui ne fait pas intervenir s� L�id�eal annulateur Ann �f
dans K �s� x�Ds � �� Ds��Dx� �� Dx� est engendr�e par

G � f�s� � s xDs  �s� �� �s� � s xDx  �g�

Cependant� l�id�eal engendr�e par G dans l�alg�ebre de
Weyl O � K �s� x��Ds � �� Ds��Dx� �� Dx� est plus pe�
tit que Ann f 
 O et ne contient aucun polyn�ome
ind�ependant de s� En e�et� pour obtenir un tel poly�
n�ome� il est n�ecessaire d�aumenter G � en m�eme
temps que l�id�eal engendr�e par G �� par exemple
par �s� � s xDsDx  �Ds�

��




 Algorithme de Takayama

Lorsque certaines conditions analytiques sont rem�
plies� le calcul de P et de Q dans �� est plus que ce
qui est strictement n�ecessaire� En e�et� il n�est pas
utile de calculer Q� Ainsi� dans l�exemple de la s�erie
g�en�eratrice des polyn�omes de Legendre� nous avons
calcul�e P  ��Q avant de se d�ebarrasser de Q en fai�
sant �� � 
� Takayama a donn�e un algorithme pour
le calcul restreint �a P dans le cas diff�erentiel des al�
g�ebres de Weyl ��
�� et cet algorithme se g�en�eralise
aux alg�ebres de Ore ��� ���
L�id�ee est de faire dispara��tre du calcul toute oc�

currence de l�ind�etermin�ee �� en s�interdisant par la
suite toute multiplication par un polyn�ome qui ne
commute pas avec ��� On calcule ainsi modulo les
multiples �a droite de ���
On obtient de la sorte un algorithme qui est en

g�en�eral plus rapide que l�algorithme g�en�eral et qui
aboutit souvent �a des op�erateurs d�ordre plus pe�
tit� mais qui n�est garanti de terminer que lors�
qu�un �el�ement libre des ind�etermin�ees ind�esirables est
pr�esent dans l�id�eal�

� Extension ���nie de l�algo�

rithme rapide de Zeilberger

Les algorithmes de Zeilberger pour la sommation et
l�int�egration d�e�nies s�appuient sur le creative tele�
scoping� Par simplicit�e� nous d�ecrivons cette m�ethode
dans le cas de la sommation� c�est��a�dire que nous
consid�erons un terme ���ni tn lorsque �� � Sn�� est
reli�e un d�ecalage par rapport �a une variable n� et dans
le but de d�eterminer la somme d�e�nie

Pb
n�a tn� ou

plus pr�ecis�ement un de ses op�erateurs annulateurs�
Si nous pouvons trouver deux polyn�omes P et Q

de l�alg�ebre tels que P commute avec
P

n et que

P � tn � �Sn � �Q � tn� ��

alors� en interchangeant P et
P
� nous obtenons

P �
bX

n��

tn � �Q � tn�ba�

Si de plus les bornes a et b sont telles que t et tous les
termes �� � t sont nuls en ces bornes � cas dit � �a
bornes naturelles � �� alors le membre telescopique
de droite est nul� d�o�u le nom de la m�ethode�
Dans le cas hyperg�eom�etrique� l�algorithme rapide

de Zeilberger ���� trouve P et Q en s�appuyant

sur l�observation que �� est �equivalent �a ce que
P � tn soit sommable par l�algorithme de Gosper
����� Zeilberger �etend alors l�algorithme de Gosper
pour savoir tenir compte de coe�cients ind�etermin�es
dans P et trouver des conditions sur ces coe�cients
pour que la somme �ind�e�nie soit hyperg�eom�etri�
que� L�algorithme incr�emente alors l�ordre de P �et
cons�equemment le nombre de coe�cients ind�etermi�
n�es jusqu��a ce que la version �etendue de l�algorithme
de Gosper trouve une somme� La terminaison est ga�
rantie par la th�eorie de l�holonomie de Bernstein�
Le r�esultat de cette section est l�extension de l�algo�

rithme de Zeilberger au cas ���ni g�en�eral ����� De m�e�
me que Zeilberger dans son algorithme� nous op�erons
en deux temps � tout d�abord� nous �etendons l�algo�
rithme de Gosper de sommation ind�e�nie au cadre
���ni � ensuite nous appliquons notre g�en�eralisation
�a la sommation et �a l�int�egration d�e�nies ���nies�

��� Sommation et int�egration ind�e�


nies �
�nies

�Etant donn�es un terme ���ni t par rapport �a une
alg�ebre de Ore O � F �� ��� �� sur un corps de coef�
�cients F et une base �b�� � � � � bN  de l�espace vecto�
riel O � t� l�algorithme d�evelopp�e en ���� trouve toutes
les solutions dans cet espace vectoriel des �equations
de la forme

P ���� � � � � �r �X � B�

o�u P est un polyn�ome de O � X est l�inconnue et B est
un �el�ement donn�e de l�espace vectoriel� La premi�ere
�etape de l�algorithme consiste �a poser sous la forme
ind�etermin�ee

X � ��b�  � � � �NbN �

pour des coe�cients �i ind�etermin�es de F � Le membre
gauche de cette �egalit�e est alors exprim�e sur la base
des bi� Par identi�cation �a z�ero des coe�cients� on
d�eduit alors un syst�eme d��equations lin�eaires v�eri�
��ees par les �i� Il su�t ensuite d�obtenir toutes les
solutions rationnelles de ce syst�eme� c�est��a�dire les
solutions dans F � �A cette �n� plusieurs algorithmes
d�evelopp�es par S� Abramov et al� sont disponibles�
selon le type de l�op�erateur �i ���� ��� ��� ����
Un cas particulier important de cet algorithme

s�obtient pour P � Sn � �� cas correspondant �a
la sommation ind�e�nie� Dans ce cadre� le probl�eme
r�esolu par l�algorithme de Gosper correspond aux es�
paces vectoriels de dimension �� et o�u un unique coef�
�cient rationnel doit �etre trouv�e�

��



Comme exemple d�application de notre algorithme�
consid�erons le calcul d�une primitive pour le cosinus
int�egral Ci�z� �A partir de l��equation diff�erentielle
lin�eaire v�eri��ee par le cosinus� on calcule ais�ement
l��equation diff�erentielle lin�eaire

�zD

z  �D

�
z  zDz � f � 


du troisi�eme ordre v�eri��ee par le cosinus int�egral Ci�
Dans l�alg�ebre O � Q �z�Dz � �� Dz �� nous travail�
lons ensuite dans l�espace vectoriel sur Q �z engen�
dr�e par Ci� Ci� et Ci��� Nous recherchons donc un T
sous la forme T � ��Ci ��Ci

� �� Ci
�� et tel que

Dz � T � Ci� Ceci conduit �a un syst�eme simple dont
la seule solution rationnelle est

���z � z� ���z � �� ���z � z�

ou en d�autre termesZ
Ci�z dz � zCi�z� sin�z�

��� Sommation et int�egration d�e�nies

�
�nies

Notre algorithme pour le cas d�e�ni est une exten�
sion de l�algorithme rapide de Zeilberger pour la
sommation hyperg�eom�etrique d�e�nie au cadre plus
g�en�eral des termes ���nis� L�algorithme de Gosper
est remplac�e par une l�eg�ere modi�cation de l�algo�
rithme de la section pr�ec�edente� Cette modi�cation
permet de tenir compte de nouveaux coe�cients in�
d�etermin�es et de trouver des conditions sur ces coe��
cients pour l�existence d�un ��� ind�e�ni dans l�espace
vectoriel en question� La termination n�est garantie
que lorsqu�une des versions de la th�eorie de l�holono�
mie � dans le cas diff�erentiel� de r�ecurrence ou de
q�r�ecurrence � peut �etre invoqu�ee�
Consid�erons pour �nir l�exemple du th�eor�eme

d�addition de Neumann pour les fonctions de Bes�
sel� identit�e �ii de l�appendice� Dans l�alg�ebre
O � Q �z� k�Dz � �� Dz��Sk�Sk� 
�� la suite de fonc�
tions Jk�z

� est annul�ee par le syst�eme�����
����
zD�

z  ���k  �Dz � �Skz  �z�
zDzSk  zDz  ��k  �Sk � �k�
z�S�

k � ��k  ��Sk � �z�k  �Dz

 �k�k  �� z��

duquel on d�eduit que Jk�z
� est ���ni et engen�

dre un espace vectoriel de dimension � et de base

�Jk�z
�� Sk � Jk�z�� Dz � Jk�z�� La sortie de l�algo�

rithme est

P � Dz � Q �
k

z
 
�

�
Dz �

ce qui signi�e que

Dz �
�X
k��

Jk�z
�  

	
Q � Jk�z�


�
k��

� 
�

La derni�ere �egalit�e est en fait �equivalente �a �ii apr�es
quelques r�ecritures et consid�eration des conditions
initiales�
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Description No Dur�ee

Somme harmonique ind�e�nie i � � sec�
Th�eor	eme d
addition de Neumann pour les fonctions de Bessel ii � � sec�
Identit�e entre nombres d
Ap�ery et nombres de Franel iii �� sec�
Identit�e curieuse de Calkin iv ��� sec�
Somme double de ��� v ��� sec�
S�erie g�en�eratrice des polyn!omes orthogonaux de Legendre vi � � sec�
Formule de Mehler pour les polyn!omes de Hermite vii �� sec�
Transform�ee de Laplace pour une variation des polyn!omes de Tchebychev ix � � sec�
Int�egrale d
un produit des quatres types de fonctions de Bessel xi �� sec�
Int�egrale double d
un produit de fonctions de Bessel xiii �� sec�
Forme �nie d
une des identit�es de Rogers�Ramanujan xvii �� sec�
Identit�e de Gordon xviii ��� sec�

Tableau �� Timings �sur Dec Alpha DS �
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Appendice  exemples d�identi�

t�es automatiques

La liste suivante fournit quelques identit�es typiques
qui ont pu �etre retrouv�ees automatiquement �a l�aide
de la biblioth�eque Mgfun� Une description de cer�
taines d�entre elles ainsi que le temps machine n�e�
cessaire �a leur preuve par l�algorithme de la section
pr�ec�edente sont donn�es en Table ��
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Notons que les int�egrales elliptiquesE etK ne sont
pas holonomes� mais seulement fonctions r�eciproques
de fonctions holonomes�

��



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.5
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


