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�� p�edn��ka ��������

I� �VOD ANEB CATALANOVA ��SLA

Na p��kladu Catalanov�ch ��sel si p�edvedeme hlavn� rysy enumerativn�
kombinatoriky�

�� Kombinatorick� struktura� Na po��tku stoj� enumerativn� probl�m
� t��da kombinatorick�ch struktur� kter� chceme spo��tat� My se nejprve
pod�v�me na zako�en�n� rovinn� stromy 
stru�n� zr stromy nebo jen stromy��
Zr strom je kone�n� strom s vyt�en�m vrcholem� kter�mu ��k�me ko�en� a
line�rn�m uspo��d�n�m na ka�d� mno�in� d�t�� 
P�i orientaci hran sm�rem od
ko�ene mno�ina d�t� sest�v� z konc� hran vych�zej�c�ch z jednoho vrcholu��
Stromy zn�zor�ujeme obr�zkem�
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Ko�en je nejn��e� orientace hran souhlas� se sm�rem nahoru a line�rn� uspo�
��d�n� jsou zachycena sm�rem zleva doprava� To nap��klad znamen�� �e n��
sleduj�c� dva stromy jsou r�zn��
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Mno�inu v�ech nepr�zdn�ch strom� ozna��me T a pro n � N� kde N  
f	� �� � � �g� de!nujeme T 
n�  fT � T � v
T �  ng� kde v
T � je po�et
vrchol� T � Chceme spo��tat ��sla cn  jT 
n�j� Nap��klad c�  c�  	� c�  �
a c�  ��

�
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�� Kombinatorick� rozklad� Strom T n�sleduj�c�m zp�sobem rozlo��me�

T � � �
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T�

T�

Tedy T  
T�� T��� kde T� je podstrom zako�en�n� v prvn�m d�t�ti ko�ene T
a T� je zbytek T � Stromy Ti jsou v�dy nepr�zdn� a v
T �  v
T�� " v
T���
Dost�v�me bijekci

f � T nf�g � T � T �
f
T �  
T�� T��� v
T �  v
T�� " v
T���

�� Rekurence� P�edchoz� rozklad d�v� rekurenci

c�  	 a cn  
n��X
i��

cicn�i pro n � 	�

Tak�e c�  c�c� " c�c� " c�c� " c�c�  � � � " � � �  	��

�� Generuj�c� �vytvo	uj�c�
 funkce� Posloupnost fcngn�� zak#dujeme
do koe!cient� mocninn� �ady

C
x�  
�X
n��

cnx
n  

X
T�T

xv�T ��

$�k� se j� 
oby�ejn�� generuj�c� funkce posloupnosti fcngn��� M�sto v�razu

%
generuj�c� funkce& budeme pro jednotn� i mno�n� ��slo ps�t zkratku GF� Z
�� pop�� � plyne � toto je kl��ov� krok kombinatorick� enumerace � relace

C
x�� x  C
x� � C
x��
Dosp�v�me k rovnici pro GF�

�



�a� Rovnice pro GF� Sice� ozna��me�li C
x� jako C�

C� � C " x  ��

Dostali jsme kvadratickou rovnici� Jindy to m��e b�t algebraick� rovnice
vy���ho stupn� nebo diferenci�ln� �i funkcion�ln� rovnice� Pro GF s v�ce pro�
m�nn�mi dostaneme soustavu rovnic� Na�i rovnici um�me vy�e�it' �asto ale
takov� �t�st� nem�me�

�b� Explicitn� formule pro GF� Podle st�edo�kolsk� algebry

C  �
�

	�p	� �x��

Ze znam�nek � jsme zvolili �� proto�e C m� nulov� absolutn� �len� N�s v�ak
zaj�m� hlavn� ��slo cn  (xn)C' symbolem (xn) se ozna�uje koe!cient u xn v
n�sledn� mocninn� �ad�� Po��t�me d�le�

�c� Explicitn� formule pro cn� Binomick� v�ta prav�� �e


	 " y��  
�X
k��

�
�

k

�
yk�

kde � � R je pevn� a
�
�
k

�
 �

k	
�
��	� � � � 
��k"	�� Proto pro n � � m�me

cn  (x
n)
��

�

	� �x�����  ��

�

���n

�
	��
n

�
�

A to se rovn�


�	�n
� � �
�
� �n �

�
�
� ��

�
� ��

�
� � � � � ���n���

�

n*
 
�n�� � 	 � � � � � � � 
�n� ��

n*
�

Tud�� 
zlomek roz����me 
n� 	�*�

cn  

�n� ��*

n� 	�*n*  

	
n

�
�n� �
n� 	

�
�

��sla cn jsou tzv� Catalanova ��sla�
Ne v�dy se n�m v kombinatorick� enumeraci poda�� dopo��tat se a� k

v�sledku typu �c� mnohdy uv�zneme ve stadiu �b nebo u� ve stadiu �a� To

�



v�ak nen� ��dn� ne�t�st�� i tehdy se d� o hledan�ch po�tech zjistit mnoho
zaj�mav�ch v�c��

�� Nov� rekurence� Pomoc� GF nyn� odvod�me rekurenci pro cn� kter� je
prakti�t�j�� ne� ta v �� Ze vzorce pro C  C
x� v �b plyne� �e

C �  
	p
	� �x a tedy 
	� �x�C �  ��C " 	�

To jest�
�C " 
	� �x�C � � 	  ��

Vlevo m�me mocninnou �adu� kter� m� v�echny koe!cienty nulov� a sou�asn�
je vyj�d�ena pomoc� C� Pro ka�d� n � � tak dost�v�me rovnici

�cn " 
n" 	�cn
� � �ncn  ��
Tak�e


�� �n�cn " 
n" 	�cn
�  � a cn
�  
�n� �
n" 	

� cn�
To se samoz�ejm� dostane snadno i ze vzorce pro cn v �c� ale pr�v� p�ed�

veden� postup funguje� i kdy� takov� vzorec nem�me k dispozici� Nepot�e�
bujeme vlastn� ani �b a vysta��me si s �a* Rovnici C��C"x  � derivujeme
podle x a vyj�d��me C ��

�C � C � � C � " 	  � a C �  
	

	� �C �

a v�sledek zjednodu��me�

C �  
C � 	��


	� �C�
C � 	���  
C � 	��

��C� " �C � 	��  
C � 	��
�x� 	�� �

P�i racionalizaci zlomku jsme vyu�ili� �e C spl�uje kvadratickou rovnici� Do�
sp�v�me op�t k diferenci�ln� rovnici 
	� �x�C �  	� �C�
Trocha terminologie� Posloupnost komplexn�ch ��sel A  fangn�� se

naz�v� P�rekurzivn�� existuje�li ��slo m � N a celo��seln� polynomy
p�� p�� � � � � pm 
ne v�echny nulov�� takov�� �e pro ka�d� n � N plat�

p�
n�an " p�
n�an
� " � � �" pm
n�an
m  ��

Pokud m  	� je A hypergeometrick� posloupnost� Pod�l sousedn�ch �len�
pak spl�uje an
��an � Z
n�� tj� je racion�ln� funkc� v n� 
Racion�ln� funkce

�



je pod�l dvou polynom��� Catalanova ��sla jsou p��kladem P�rekurzivn� a
dokonce hypergeometrick� posloupnosti�
Novou rekurenc� se Catalanova ��sla dob�e po��taj��

c�  
	�
�
� 	�  ��� c�  ��� � ��  	��� c
  

��
�
� 	��  ��
� � � �

Nenapad� v�s n�co p�i pohledu na paritu cn+

�� Kongruen
n� vlastnosti� Kdy je cn lich�+ Odpov�,� tehdy a jen tehdy�
je�li n mocnina �� Te, v�born� poslou�� posm�van� rekurence �� naopak � je
pro tuto -lohu p��li� t��kop�dn�� Modulo � m�me c� 	 	 a� pro n � 	�

cn  
n��X
i��

cicn�i 	 � pro n  �m" 	 a

	 c�m pro n  �m�

Indukc� podle n plyne okam�it�� �e cn 	 	� pr�v� kdy� n  �m�

�� Jak rychle cn rostou� Odhadneme je Stirlingovou formul�

n* 

p
��n

�
n

e

�n
� tj�

n*p
��n
n�e�n

� 	 pro n���

Formule zahrnuje dv� nejd�le�it�j�� matematick� konstanty� Eulerovo ��slo
e  ���	��� � � � a Ludolfovo ��slo �  ��	�	�
 � � �� a dok��eme ji pozd�ji�
Proto�e

cn  
	
n

�
�n� �
n� 	

�
 
	
n

�
�n
n

�
n�

�n
�n� 	� 

	
�n

�
�n
n

�
�

m�me asymptotiku

cn 
 	
�n
�
p
� � ��n
�n�e��n


p
��n
n�e�n��

 
n����

�
p
�
� �n�

Vy�li jsme z �c� metoda GF v�ak um� odvodit asymptotiku� i kdy� zn�me
jen vztah typu �a�

�� p�edn��ka ���������

�� Jak rozum�t pojmu GF� Dv�ma vz�jemn� se dopl�uj�c�mi zp�soby�

�



�a� Form�ln� 
ili algebraicky� C
x� nebo jinou GF ch�peme jako
prvek C((x))� okruhu mocninn�ch �ad v jedn� prom�nn� s komplexn�mi ko�
e!cienty� Jeho prvky jsou nekone�n� posloupnosti A  fang  fangn�� kom�
plexn�ch ��sel� s nimi� po��t�me form�ln� podle

%
z�ejm�ch& pravidel� Pro

A  fang a B  fbng z C((x)) maj� sou�et A " B� sou�in AB� derivace A a
integr�l A n�tou slo�ku postupn� an " bn�

Pn
i�� aibn�i� 
n " 	�an
� a �

n
an��


��t� slo�ka se zde de!nuje jako ��� Prakticky pou��v�me samoz�ejm� rad�ji
z�pis A  

P
n�� anx

n�
Posloupnost mocninn�ch �ad A�� A�� � � � form�ln� konverguje k A� je�

li pro ka�d� pevn� n � N�  f�� 	� � � �g posloupnost komplexn�ch ��sel
(xn)A�� (xn)A�� � � � a� na kone�n� mnoho �len� rovna (xn)A� Jin�mi slovy� po�
sloupnost koe!cient� n�t� mocniny x se stabilizuje po kone�n� mnoha kroc�ch
na (xn)A� Nekone�n� sou�ty a sou�iny se v C((x)) de!nuj� jako form�ln� limity
posloupnost� ��ste�n�ch sou�t� a sou�in��
D�le�itou operac� je substituce neboli dosazen� jedn� mocninn� �ady do

druh�� Pro A  
P

n�� anx
n a B  

P
n�� bnx

n polo��me

A
B�  
X
n��

anB
n�

Pro b�  � tento nekone�n� sou�et form�ln� konverguje a A
B� je de!nov�na�
Pro b� � � nem� obecn� form�ln� smysl 
m��e m�t smysl analyticky�� Je�
li jen kone�n� mnoho koe!cient� an nenulov�ch� je A
B� de!nov�na pro
ka�d� B� Tak�e mocninn� �ada ee

x�� je dob�e de!nov�na� ale v�razu ee
x

z
form�ln�ho hlediska nerozum�me� Shrnuto� dosadit m��eme jen mocninnou
�adu s nulov�m absolutn�m �lenem�
Pokud a� � �� de!nujeme multiplikativn� inverz A pomoc� substituce jako

A��  
	
A

 
	
a�
� 	
	 " 

a��a��x" 
a��a��x� " � � ��

 
	
a�

X
n��


�	�n

a��a��x" 
a��a��x� " � � ��n�

D�lit v C((x)) tedy m��eme jen �adami s nenulov�m absolutn�m �lenem�
Podobn�� je�li a�  � a a� � �� existuje jednozna�n� funkcion�ln� inverz

A zna�en� Ah��i a je to �ada B spl�uj�c� vztah

A
B�  x�






Odtud pro koe!cienty B  Ah��i dost�v�me rovnice vyjad�uj�c� jednozna�n�
fbng z fang� Nap��klad� podle �a� 
x� x��h��i  C
x�� K tomuto p��kladu se
vr�t�me v p�edn��ce o Lagrangeov� inverzn� formuli�
Popsan� operace spl�uj� spoustu identit zn�m�ch z anal�zy� Plat� nap���

klad Leibnizova formule pro derivaci sou�inu nebo identita log
ex�  log
	"

ex� 	��  x� 
Form�ln� ex  

P
n�� x

n�n* a log
	 " x�  
P

n��
�	�n��xn�n'
elog x nem� smysl� proto�e funkce logx nen� de!nov�na jako mocninn� �ada��
Nebudeme se jimi podrobn� zab�vat� Form�ln� hledisko je podrobn� pops�no
v -vodu Gouldena a Jacksona (�) a trochu v Stanleym (�	)� Algeb�e mocnin�
n�ch �ad se v�nuje Ruizova kniha (	�)�

�b� Analyticky� to jest komplexn� analyticky� Prvky C((x)) se
pak ch�pou ve smyslu komplexn� anal�zy� V p�r odstavc�ch nelze pochopi�
teln� ani zhruba p�ibl��it tuto rozs�hlou a podivuhodnou discipl�nu� Chceme
sp��e �ten��ku i �ten��e nasm�rovat a motivovat k jej�mu studiu� V�znam
komplexn� anal�zy pro odvozov�n� asymptotik v enumeraci je nezastupiteln�
a jej� moc je ob�as skoro z�zra�n��
Jak plyne z �� �ada

C
x�  
X
n��

cnx
n  

X
n��

	
n

�
�n� �
n� 	

�
xn

konverguje v�ude uvnit� kruhu jxj � 	�� 
i na hranici� a diverguje v�ude
mimo n�j� proto m� polom�r konvergence 	��� Podle jedn� ze z�kladn�ch v�t
komplexn� anal�zy spl�uje polom�r konvergence R �ady

P
n�� anx

n vztah

	
R
 lim sup

n��
janj��n�

Koe!cienty tedy rostou velmi zhruba jako 
	�R�n� Na druh� stran� je R
roven absolutn� hodnot� dominantn� singularity funkce de!novan� p��slu��
nou �adou� Dominantn� singularita je singularita nejbli��� po��tku� Rychlost
r�stu absolutn�ch hodnot koe!cient� je ur�ena chov�n�m funkce v okol� do�
minantn�ch singularit� A toto chov�n� se pozn� ji� z v�sledk� typu �b nebo
�a� To je v kostce princip analytick�ch metod v kombinatorick� enumeraci�
Nap��klad

P
n�� cnx

n de!nuje funkci

C
x�  �
�

	�p	� �x��

	�



kter� je holomorfn� v kruhu jxj � 	��� ale v 	�� m� singularitu 
p��� Proto
R  	�� a i bez �c je nab�ledni� �e ze v�ech exponenciel popisuje rychlost
r�stu ��sel cn nejl�pe �n�
V kombinatorick� enumeraci an ov�em nejsou obecn� komplexn� ��sla�

ale nez�porn� cel� ��sla� Podle Pringsheimovy v�ty m� �ada s nez�porn�mi
re�ln�mi koe!cienty v polom�ru konvergence v�dy singularitu� Mezi domi�
nantn�mi singularitami se proto v�dy mus� vyskytovat kladn� re�ln� ��slo� V
enumeraci n�m proto jako GF nikdy nem��e vyj�t t�eba funkce

	
x� � �x" � �

proto�e ta nem� dokonce v�bec ��dnou re�lnou singularitu�

�� Ned� se vzorec pro Catalanova 
�sla odvodit bez GF� Exis�
tuje �ada takov�ch d�kaz�� Uk��eme si dva�

�a� D�kaz pomoc� m	��ov�ch cest� Jako Z� ozna��me mno�inu m���
�ov�ch bod� f
a� b� � a� b � Zg� p�i�em� Z  f� � � ��	� �� 	� � � �g� Cestou
budeme rozum�t posloupnost v  v�v� � � � vn bod� z Z�� kde vi
��vi je 
�� 	�

krok na sever� nebo 
	� �� 
krok na v�chod�' cesta tedy sebe samu nikdy
neprotne�
Nech. B
n� je mno�ina v�ech cest z 
�� �� do 
n� n� a A
n� 
 B
n� pod�

mno�ina t�ch z nich� kter� se nikdy nedostanou pod diagon�lu y  x�

Pozorov�n	� M�me bijekci mezi T 
n� a A
n� 	��
D
kaz� Obraz stromu T � T 
n� z�sk�me tak� �e T obch�z�me dokola

ve sm�ru hodinov�ch ru�i�ek� Za�neme od ko�ene a za krok vzh�ru 
dol��
ud�l�me v cest� krok na sever 
v�chod�� Inverzn� zobrazen� postupuje stejn�
opa�n�m sm�rem� P��klad�
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Nyn� je pozorov�n� z�ejm�� �

Tak�e jT 
n�j  jA
n� 	�j� Pot�ebovali bychom spo��tat jC
n�j� kde C
n�
je mno�ina cest z 
�� �� do 
n� n�� kter� se pod diagon�lu dostanou� Pak u�
jA
n�j spo�teme snadno� jA
n�j  jB
n�j � jC
n�j a jB
n�j  

�
�n
n

�
� 
Cesty v

B
n� odpov�daj� n�prvkov�m podmno�in�m �n�prvkov� mno�iny��
Ka�d� cesta v � C
n� m� alespo� jeden spole�n� bod s p��mkou y  x�	�

Prvn� z nich bu, r� Po��te�n� -sek v od 
�� �� do r zobraz�me zrcadlen�m

x� y�� 
y"	� x�	� podle p��mky y  x�	� zbytek v ponech�me nezm�n�n��
Dostaneme cestu w z 
	��	� do 
n� n�� P��klad�
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�� ��

v�


�� ��


	��	� w
�

r

y  x

y  x� 	

Pozorov�n	� Zobrazen� v � w je bijekce mezi C
n� a mno�inou v�ech
cest z 
	��	� do 
n� n��

D
kaz� Je z�ejm�� �e jde o zobrazen� do a �e je prost�� Ka�d� cesta w z
druh� mno�iny m� vzor v C
n�� po��tek a konec w le�� na r�zn�ch stran�ch
od y  x � 	� w tud�� prot�n� y  x � 	 a vzor se dostane zrcadlen�m
po��te�n�ho -seku� �

Druh� mno�ina cest z p�ede�l�ho pozorov�n� m� zjevn�
�

�n
n��

�
prvk� 
n"	

	�



krok� na sever a n� 	 krok� na v�chod�� Podle ho�ej�� diskuse dost�v�me

cn  jT 
n�j  jB
n� 	�j � jC
n� 	�j  
�
�n� �
n� 	

�
�
�
�n� �
n� �

�
�

co� je

�n� ��*� 
�n� ��*n��

n


n� 	�*
n� 	�*  
	
n

�
�n� �
n� 	

�
�

�� p�edn��ka ���������

Trik se zrcadlen�m se naz�v� Andr�ho princip odrazu� Poch�z� od D� An�
dr�ho 
	���/	
	�� 
(	)�� kter� ho pou�il p�i �e�en� n�sleduj�c�ho hlasovac�ho
probl�mu 
ballot problem�� Ve volb�ch soupe�� dva kandid�ti� Kandid�t P
dostal celkem p hlas� a kandid�t Q celkem q hlas�� Plat� q � p� tak�e Q
vyhr�l a porazil P � Jak� je pravd�podobnost� �e Q neust�le vedl p�ed P
v ka�d�m okam�iku hlasov�n�+ V�echny pr�b�hy hlasov�n� pova�ujeme za
stejn� pravd�podobn�� Zkuste si to spo��tat jako DOM CV�

�b� D�kaz pomoc� uz�vorkov�n�� Druh� d�kaz publikoval Ru�
benstein v r� 	

� v (	�)� Uz�vorkov�n�m rozum�me posloupnost u  
a�� a�� � � � � a�n� kde ai  ( nebo ai  ) a m�me celkem n lev�ch a n prav�ch
z�vorek� Dobr� uz�vorkov�n� je uz�vorkov�n�� jeho� ka�d� po��te�n� -sek
obsahuje alespo� tolik lev�ch z�vorek jako prav�ch� Nech. B
n� je mno�ina
v�ech uz�vorkov�n� s �n z�vorkami a A
n� 
 B
n� je podmno�ina dobr�ch
uz�vorkov�n��

Pozorov�n	� M�me bijekci mezi T 
n� a A
n� 	��
D
kaz� Prakticky stejn� jako pro m���ov� cesty� Krok vzh�ru 
dol�� p�i

obch�zen� stromu nyn� odpov�d� lev� 
prav�� z�vorce� �

Zat�m to jsou m���ov� cesty v trochu jin�m h�vu� Vyu�ijeme vlastnosti uz��
vorkov�n�� kter� n�m je d�v�rn� zn�ma ji� ze z�kladn� �koly�

Pozorov�n	� Uz�vorkov�n� u  a�� a�� � � � � a�n je dobr�� pr�v� kdy� m��
�eme f	� �� � � � � �ng sp�rovat do n dvojic i� � j�� � � � � in � jn tak� �e aik  (�
ajk  ) a nikdy nenastane ia � ib � ja � jb� Toto sp�rov�n� je nav�c jedno�
zna�n�� Dvojic�m aik a ajk budeme ��kat p�ry 
z�vorek��

	�



D
kaz� Nen��li u dobr�� pak jeho n�kter� po��te�n� -sek obsahuje v�ce
) ne� (� Pak ale popsan� sp�rov�n� zjevn� nem��e existovat� Naopak� nech.
u je dobr�� Indukc� podle n dok��eme existenci a jednozna�nost sp�rov�n��
Z�ejm� ai  ( a ai
�  ) pro n�kter� i� Pak i a i"	 musej� b�t spolu v ka�d�m
sp�rov�n�� Z u vyhod�me ai a ai
�� ��m� dostaneme zase dobr� uz�vorkov�n��
Nyn� u�ijeme induk�n� p�edpoklad� �

Tvrzen	� Pro obecn� uz�vorkov�n� u m�me rozklad

u  u�)u�) � � �)uk)v(vk(� � � (v�(v��

kde k � � a ui� vi a v jsou dobr� uz�vorkov�n�� Tento rozklad je jednozna�n��
D
kaz� Jednozna�nost plyne hned z de!nice dobr�ho uz�vorkov�n�� po�

��te�n� dobr� -seky u� a u�� musej� b�t v obou p��padn�ch rozkladech stejn��
tak�e u�  u��� a stejn� tak d�le� Oba rozklady spl�vaj��
Uk��eme existenci� Pro dobr� u rozklad trivi�ln� existuje 
k  � a u  v��

Nech. u nen� dobr�� Pak m��eme ps�t u  u�)r� kde u� je dobr� 
a r nen�
v�bec uz�vorkov�n��� Ze symetrie m�me� �e t�� u  s(v�� kde v� je dobr� 
a
s nen� uz�vorkov�n��� Po��te�n� -sek u�( a koncov� -sek )v� se nep�ekr�vaj��
jinak by toti� cel� u bylo dobr�� Tak�e m�me rozklad u  u�)v(v�� kde u� a v�
jsou dobr� a v nyn� je uz�vorkov�n� 
mo�n� pr�zdn��� Na v u�ijeme induk�n�
p�edpoklad a m�me hledan� rozklad� �

Uva�me nyn� n�sleduj�c� zobrazen� F � B
n� � A
n�� Dan� u � B
n�
rozlo��me jako u  u�)u�) � � �)uk)v(vk(� � � (v�(v� podle posledn�ho tvrzen� a de�
!nujeme

F 
u�  u�(u�(� � � (uk(v)vk) � � �)v�)v��

tj� oto��me nesp�rovan� z�vorky� Je jasn�� �e F 
u� je dobr� a �e oto�en�
z�vorky se sp�ruj� spolu� z�vorka u�(u� se z�vorkou v�)v� atd�

Tvrzen	� V zobrazen� F m� ka�d� w � A
n� pr�v� n " 	 vzor��
D
kaz� Nech. w � A
n�� Hn�zdo ve w je takov� syst�m do sebe

vno�en�ch p�r� �(�(� � � (�) � � �)�)� ze sp�rov�n� w� �e sousedn� p�ry
� � � (�(� � �)�) � � � u� neodd�luje ��dn� jin� p�r w a �e -pln� vn�j�� p�r nen�
obsa�en v ��dn�m p�ru w 
-pln� vnit�n� p�r m��e obsahovat jin� p�ry w��
Snadno se vid�� �e F 
u�  w� pr�v� kdy� u vznikne z w oto�en�m z�vorek
v n�kter�m 
i p��padn� pr�zdn�m� hn�zd� w� Po chvilkov� meditaci je stejn�
tak jasn�� �e w obsahuje p�esn� n " 	 hn�zd� ka�d� p�r w je -pln� vnit�n�m
p�rem pr�v� jednoho hn�zda a pak m�me je�t� pr�zdn� hn�zdo� �
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Z�ejm� jB
n�j  
�
�n
n

�
a podle posledn�ho tvrzen� jA
n�j  �

n
�
jB
n�j  

�
n
�

�
�n
n

�
 cn
�� Podle ho�ej�� bijekce jT 
n�j  jA
n� 	�j  cn�

��� Dal�� kombinatorick� struktury po
�tan� Catalanov�mi

�sly� Stanley (��) jich uv�d� ��� My jich uvedeme jen p�r� Struktury ilu�
strujeme v�dy p��kladem pro c�  ��
Triangulace n�-heln�ku�

����

�
�
��

B
B
BB ����

�
��

����

�
��

B
B
BB ����

�
��

�
�
�� ����

�
��

Posloupnosti p�irozen�ch ��sel 	 � a� � a� � � � � � an spl�uj�c� ai � i�

			� 		�� 		�� 	��� 	���

Posloupnosti p�irozen�ch ��sel 	 � a� � a� � � � � � an spl�uj�c� ai � �i�

	�� 	�� 	�� ��� ���

Permutace mno�iny f	� �� � � � � ng neobsahuj�c� rostouc� podposloupnost
d�lky ��

	��� �	�� ��	� �	�� ��	�


Jen jedna permutace je zak�z�na��
Permutace mno�iny f	� �� � � � � ng neobsahuj�c� podposloupnost typu �	��

tj� ty a�a� � � � an� �e neexistuj� t�i indexy i� � i� � i�� �e ai� � ai� � ai� �

	��� �	�� ��	� 	��� ��	�


I zde je zak�z�na jen jedna permutace��
Nek����c� se rozklady f	� �� � � � � ng� To jest rozklady f	� �� � � � � ng  P� �

P� � � � �Pk� pro n�� neexistuj� 	 � a � b � c � d � n tak� �e a� c � Pi a
b� d � Pj pro n�jak� i � j� Pro n  � jich m�me p�t�

	j�j�� 	�j�� 	�j�� ��j	� 	���

Je to ov�em trochu nejapn� p��klad�
Hrom�dky minc� v rovin� s n mincemi v doln� �ad��
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Nakonec zm�n�me zaj�mav� v�sledek kolegy P� Valtra 
(��) a (��)�� N��
jak�ch n bod� v rovin� tvo�� konvexn� �et�zec� pokud � uspo��d�me�li je
podle vzr�staj�c�ch hodnot x�ov�ch sou�adnic jako b�� b�� � � � � bn � jsou sm��
rov� vektory bi
� � bi uspo��d�ny monot#n� proti sm�ru hodinov�ch ru�i�
�ek� Nech. An je jev� �e n bod� vybran�ch n�hodn� a nez�visle v jednot�
kov�m �tverci tvo�� konvexn� �et�zec� Nech. Bn je jev� �e tyto body tvo��
vrcholy konvexn�ho n�-heln�ku� Je jasn�� �e kdy� nastane An� nastane i Bn�
Pr
AnBn�  Pr
An��
Plat� 
(��)��

Pr
AnjBn�  
Pr
AnBn�
Pr
Bn�

 
Pr
An�
Pr
Bn�

 
	
cn
�

Pravd�podobnost jevu An podm�n�n� jevem Bn je rovna p�evr�cen� hodnot�
Catalanova ��sla*

��� Zjemn�n� Catalanov�ch 
�sel� Nech. n
a� b� je po�et strom�
s a vrcholy a b listy� kde list je vrchol bez d�t�te� Polo��me n
	� 	�  	�
Nap��klad n
�� ��  � a n
�� 	�  n
�� ��  	� Z�ejm� n
a� b� � �� pr�v� kdy�
	 � b � a� 	 
krom� a  	�� D�le je jasn�� �e

a��X
b��

n
a� b�  ca  
	
a

�
�a� �
a� 	

�
�

Co se d� o ��slech n
a� b� ��ci+ Nasad�me na n� GF a uvid�me� P�ipom�n�me�
�e pro T � T po��t� v
T � po�et vrchol� stromu T � Zavedeme je�t� funkci
l
T �� kter� po��t� po�et list� T � De!nujeme GF o dvou prom�nn�ch

C
x� y�  
X
T�T

xv�T �yl�T �  
X
a�b��

n
a� b�xayb�

�� p�edn��ka ���������

	�



Kombinatorick� rozklad � z 	� p�edn��ky n�m d�v� vztah

C
x� y�� xy  C
x� y� � 
C
x� y�� xy " x��

Nezapomn�li jsme na to� �e jednovrcholov� T� nep�isp�v� ��dn�m listem�
Tak�e� ozna��me�li na chv�li C
x� y� jako C�

C� � C � 
	� x " xy� " xy  �

a
C  �

�

	� x" xy �

q

	� x " xy�� � �xy ��

Je jasn�� �e substituce y  	 
kterou m��eme prov�st� proto�e C
x� y� je
mocninn� �ada v x� jej�mi� koe!cienty jsou polynomy v y� nikoli mocninn�
�ady v y� vymaz�v� informaci o listech� To jest� C
x� 	�  C
x� a substituce
y  	 v posledn�m vzorci d�v� formuli �b z 	� p�edn��ky�
��sla n
a� b� jsou tzv� Narayanova ��sla� Plat� pro n� vzorec

n
a� b�  
	

a� 	
�
a� 	
b

��
a� 	
b� 	

�
�

M�me n
a� b�  (xayb)C
x� y�� ale nezn�m ��dn� efektn� v�po�et� kter�m
bych v�m posledn� vzorec odvodil z formule pro C
x� y�� Pomoc� Lagrangeovy
inverzn� formule 
LIF� se d� odvodit z kvadratick� rovnice pro C
x� y�� ale k
LIF se dostaneme a� pozd�ji�
Symetrie binomick�ch koe!cient�

�
n
m

�
 
�

n
n�m

�
je ji� t�m�� na�� druhou

p�irozenost�� Je pozoruhodn�� �e Narayanova ��sla maj� tuto vlastnost tak��

n
a� b�  n
a� a� b��

M��eme to dok�zat z explicitn�ho vzorce pro n
a� b�� kombinatoricky pomoc�
bijekce nebo pomoc� GF� Ov�em�e vol�me posledn� mo�nost� Substituce x � 
xy� y � 	�y p�ev�d� C
x� y� na mocninnou �adu D  D
x� y�  C
xy� 	�y��
p�i�em� pro a � 	 plat� (xayb)D  (xaya�b)C� Sta�� tedy uk�zat� �e D � x  
C � xy� To je ale t�m�� o�ividn�� proto�e pro D dost�v�me vzorec

D  �
�

	� xy " x�

q

	� xy " x�� � �x �

a� jak se snadno p�esv�d��me�


	� x " xy�� � �xy  
	� xy " x�� � �x�

	�



II� STIRLINGOVA FORMULE

Nyn� sl�ben� d�kaz Stirlingovy formule� Pro n�� plat�

n*  
	 "O
n����
p
��n

�
n

e

�n
�

Lemma� Pro m�� plat�

logm  
Z m
���

m����
logx dx"O
m����

D
kaz� Jak zn�mo�
R
logx  x log x� x a log
	" x�  x� x�

�
" x�

�
� � � ��

Tak�e


x logx� x�jm
���
m����  m log

m" 	��
m� 	�� "

log
m� � 	���
�

� 	

 m log

�
	 "

	
m� 	��

�
"
log
	� 	�
�m���

�
" logm� 	

 
m

m� 	�� �
m

�
m� 	���� � 	 "O
m��� " logm

 
�	

�
m� 	���� "O
m��� " logm

 logm "O
m����

�

S pou�it�m lemmatu a Taylorova rozvoje pro logaritmus m�me� �e

logn*  
nX

m��

logm  
nX

m��

�Z m
���

m����
log x � dx"O
m���

�

 c� "O
n��� "
Z n
���

���
logx � dx

 
n" 	��� log
n " 	���� 
n" 	��� " c� "O
n���

 n logn� n " �
�
logn " c"O
n����

	�



Odlogaritmov�n� n�m d�v� vztah

n*  
	 "O
n����
p
dn
�
n

e

�n
�

kde d � � je nezn�m� konstanta� Spo��t�me� �e d  ��� 
Postupujeme podle
cvi�en� v Tenenbaumovi (��)��
Pou�ijeme tzv� Wallis	v integr�l

Wn  
Z ���

�

cos x�ndx�

Je nab�ledni� �e W�  ��� a W�  	� Integrace per partes d�v�

Wn  sinx � 
cos x�n��j���� " 
n� 	�
Z ���

�
sin� x � 
cos x�n�� � dx�

 � " 
n� 	�
Wn�� �Wn��


Pou�ili jsme rovnost sin� x  	� cos� x�� Tak�e� pro n � 	�

Wn  
n� 	
n

�Wn���

Pomoc� t�to rekurence a ji� dok�zan� ne-pln� Stirlingovy formule dost�v�me

W�n  

�n� 	�
�n� �� � � � � � 	
�n
�n� �� � � � � � � � �

�
 


�n�*

�nn*��

� �
�

 �

�
�
s
�
dn

�

Podobn�

W�n
�  
�n
�n� �� � � � � � �


�n" 	�
�n� 	� � � � � � 	 � 	  

�nn*��


�n" 	�*


s

d

�n
�

Z de!nice Wn plyne bez tr�pen�� �e

Wn � Wn�� � Wn���

Proto� podle rekurence�

	 �
Wn��

Wn
�
Wn��

Wn
 	 "

	
n� 	 �

	




Tedy Wn���Wn � 	 pro n��� Nutn�


���� �
q
��dnq

d��n
� 	�

To je ov�em mo�n�� jen kdy� d  ���

III� DVAKR�T O Z�HADN� MOCNIN� �n

Obrazce� Postupujeme podle �l�nku Woana� Shapira a Rogerse (��)�
Obrazec velikosti n je dvojice m���ov�ch cest 
typu sever�v�chod� zn�me je z
druh� p�edn��ky� d�lky n� kter� maj� spole�n� po��te�n� a koncov� bod� ale
jinak se neprot�naj�� Mno�inu obrazc� velikosti n ozna��me jako A
n��

V
ti�ka� Pro ka�d� n plat� jA
n�j  cn  �
n

�
�n��
n��

�
�

Poprv� to dok�zal v r� 	
�
 Levine (		) a pak o deset let pozd�ji jinak
P#lya (	�)� Jako p��klad uv�d�me prvky mno�iny A
���

t

t t
t

t

t

t

t

t

t

N�s ale v�ce zaj�m�

V
ta� Pro ka�d� n plat�

Pn � 
X

X�A�n�

Plocha
X�  �n���

To objevil a dok�zal n�kdy p�ed rokem 	
�� Schwarzler� Nap��klad v
posledn�m obr�zku m�me �ty�i obrazce s plochou � a jeden obrazec s plochou
�� co� dohromady d�v� 	��
Woan� Shapiro a Rogers uv�d�j�� �e nen� zn�mo� zda se pro ka�d� n d�

beze zbytku a bez p�ekr�v�n� pomoc� cn obrazc� velikosti n 
m��eme je
ot��et� pokr�t �achovnice �n�� � �n��� P��pad n  � se �trn�cti obrazci a
standardn� �achovnic� � � � je pr�

%
amusing puzzle&� Vyzkou�ejte si puzzle

za DOM CV�

��



�� p�edn��ka ���������

D
kaz v
ti�ky� Odvod�me explicitn� vzorec pro obecn�j�� veli�inu b
n� k�
rovnaj�c� se po�tu k�otev�en�ch obrazc	 velikosti n� jimi� rozum�me dvojice
m���ov�ch cest d�lky n se spole�n�m po��te�n�m vrcholem� kter� se jinak
neprot�naj� a jejich� koncov� vrcholy maj� vzd�lenost k

p
�� Plat� rekurence


k � 	� b
n� ��  ��
b
n� k�  b
n� 	� k � 	� " �b
n� 	� k� " b
n� 	� k " 	��

Jsou toti� dv� mo�nosti� jak ob� cesty po jednom kroku z�stanou stejn�
daleko� ale jen jedna mo�nost� jak se po jednom kroku rozejdou nebo sejdou
o
p
��
Indukc� podle n dok��eme vzorec

b
n� k�  
k

n

�
�n

n� k

�
�

Pro n  	 plat�� b
	� ��  � a b
	� 	�  	� D�le jde jen o manipulaci s
binomick�mi koe!cienty� Proto�e �k  
k�	�"
k"	�� m��eme po dosazen�
vzorce do prav� strany rekurence zjednodu�ovat�

b
n� k � 	� " �b
n� k� " b
n� k " 	�

 
k � 	
n

�
�n

n� k " 	

�
"
�k
n

�
�n

n� k

�
"
k " 	
n

�
�n

n� k � 	
�

 
k � 	
n

�
�n" 	

n� k " 	

�
"
k " 	
n

�
�n" 	
n� k

�
�


Pou�ili jsme z�kladn� rekurenci
�
a
b

�
 
�
a��
b

�
"
�
a��
b��

�
�� Rozep��eme�li k��

n
 

k��
n
� k

n
�
" k

n
�
a stejn� tak i k
�

n
� dostaneme� znovu s pou�it�m z�kladn�

binomick� rekurence� �e se posledn� v�raz rovn�

k

n " 	

�
�n" �

n� k " 	

�

"
	

n
n " 	�

�

n" k " 	�

�
�n" 	
n� k

�
� 
n " 	� k�

�
�n " 	

n� k " 	

��
�

Rozd�l v z�vorce je roven nule a tak

b
n " 	� k�  b
n� k � 	� " �b
n� k� " b
n� k " 	�  
k

n" 	

�
�n " �

n� k " 	

�
�

�	



T�m jsme vy��dili i jA
n�j� nebo.

jA
n�j  b
n� 	� 	�  	
n� 	

�
�n� �
n� �

�
 
	
n

�
�n� �
n� 	

�
 cn�

�

D
kaz v
ty� GF pro ��sla b
n� 	� ji� m�me�

D
x� � 
X
n��

b
n� 	�xn  
X
n��

cn
�x
n  

C
x�
x

� 	�


C
x� je GF Catalanov�ch ��sel�� Tvrd�me� �e GF pro ��sla b
n� k� je rovna

X
n��

b
n� k�xn  

�
�X
n��

b
n� 	�xn�

�
A
k

 D
x�k�

Abychom to nahl�dli� v k�otev�en�m obrazci velikosti n rozd�l�me ob� cesty
na -seky d�lky l�� l�� � � � � lk� kde l� je jednozna�n� ur�en� po�et krok� od
po��tku do okam�iku� kdy jsou ob� cesty naposledy daleko

p
�� l� je jedno�

zna�n� ur�en� po�et krok� od t�to chv�le do okam�iku� kdy jsou ob� cesty
naposledy daleko �

p
� a tak d�le� Jist� l� " l� " � � �" lk  n� Po�et mo�nost�

pro i�t� -sek obou cest je ale st�le b
li� 	�� proto�e �ikm�m posunut�m -seku
doln� cesty o 
i� 	�p� ztoto�n�me po��te�n� vrcholy a obdr��me 	�otev�en�
obrazec velikosti li� Tud�� b
n� k�  

P
b
l�� 	�b
l�� 	� � � � b
lk� 	�� kde s��t�me

p�es v�echny k�tice p�irozen�ch ��sel li spl�uj�c� l� " l� " � � �" lk  n� To je
p�esn� koe!cient u xn v D
x�k�
Pro p�irozen�m rozum�mem�diagon�lou diagon�ln� 
severoz�padn� sm�r�

posloupnostm jednotkov�ch �tvere�k�� D�le�B
n�m� ozna�uje celkov� po�et
v�ech m�diagon�l ve v�ech obrazc�ch X � A
n�� Nap��klad obrazec

�

�

��



p�isp�v� � do B
�� 	�� � do B
�� ��� 	 do B
�� �� a � do B
�� m� pro m � ��
Je jasn�� �e hledan� plocha Pn se rovn�X

m��

mB
n�m��

Tvrd�me� �e GF pro ��sla B
n�m� je

Bm
x� � 
X
n��

B
n�m�xn  

�
�X
n��

b
n�m�xn
�
A

�

 D
x��m�

Vskutku� m�diagon�la rozd�luje obrazec X � A
n� na dva m�otev�en� ob�
razce velikosti l� a l�� kde l� " l�  n� Proto B
n�m�  

P
b
l�� m�b
l�� m��

kde s��t�me p�es dvojice p�irozen�ch ��sel spl�uj�c� l� " l�  n�
Pro GF celkov� plochy dost�v�me formuli

P 
x� � 
X
n��

Pnx
n  

X
n��

xn
X
m��

mB
n�m�

 
X
m��

m
X
n��

B
n�m�xn  
X
m��

mBm
x�

 
X
m��

mD
x��m�

Binomick� v�ta pro exponent �� prav�� �e

x " �x� " �x� " � � �  x


	� x��
�

Proto

P 
x�  
D
x��


	�D
x����
�

Proto�e D
x�  C
x��x�	 a C
x���C
x�"x  �� m�me D  C��x� Tak�e

P 
x�  
C��x�


	�D��
	 "D��
 

C��x�


�� C�x��C��x�
 

C�


�� C�x��

 
x�C�


�x� C��
 

x�C�

�x� � �xC " C�
 

x�C�

�x� � �xC " C � x

 
x�C�


	� �x�
C � x�
 

x�

	� �x�

��



Tud�� Pn  (xn)P 
x�  (xn)x��
	� �x�  �n��� �

Stromy� N�� druh� p��klad pracuje se 
zako�en�n�mi a rovinn�mi�
stromy� Postupujeme podle �l�nku Klazara (
)� Je�li v � V 
T � vrchol stromu
T � T � ozna�uje d
T� v� po�et jeho d�t��

V
ta� Plat�

kn � 
X

T�T �n�

X
v�V �T �

�d�T�v�  
	
�

�
�n�� "

�
�n� �
n� 	

��
�

D
kaz� Nejprve kn vylo��me trochu jinak� Ko
�ata jsou tyto stromy�

�
��

�
��

�
��

�
��

� � � �
� � � � � �

� � �


Stromy v��ky 	�� Ko�t� K je obsa�eno ve stromu T tehdy� kdy� se K ob�
jevuje v T jako orientovan� podgraf� O�ividn� kn po��t� v�echna ko�.ata
obsa�en� ve v�ech stromech T � T 
n�� proto�e �d�T�v� je po�et t�ch ko�.at
obsa�en�ch v T � jejich� ko�en spl�v� s v�
Na z�le�itost s ko�.aty se nyn� pod�v�me z jejich hlediska� Z�ejm� je kn

rovno tak� po�tu roz���en� n�jak�ho ko�t�te K na n�jak� strom T � T 
n��
Generick� roz���en� K na T vypad� takto�

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
�

�
�

T�

T� T�

U�

U�

S�

S�

K je vyzna�eno tu�n�� v na�em p��kladu m� k  � vrcholy� Do mezer mezi
sousedn�mi hranami K vkl�d�me libovoln� a nez�visle �k�	 strom� Ti � T �
Z ko�ene K spust�me cestu s l � � vrcholy 
v na�em p��kladu je l  ��� do
nich� zako�en�me libovoln� a nez�visle �l strom� Ui a Si� Jedin� omezen� je�
�e celkov� po�et vrchol� mus� b�t n�

��



Po chvilkov� meditaci nad obr�zkem vid�me rovnost

K
x� � 
X
n��

knx
n  

X
l��

�
C
x��

x

�l
�X
k��

xk
�
C
x�
x

��k��

�

Tak�e

K
x�  
	

	� C��x
� x
C
� C��x

	� C��x
 

x�C


x� C���

 
x�C


�x� C��
 

x�C

�x� � �xC " C � x
 

x�C


	� �x�
C � x�

 
x

	� �x �
x

C
 

x

	� �x �
	 "

p
	� �x
�

 
	
�

�
x

	� �x "
xp
	� �x

�
�

Pomoc� binomick� formule s exponentem �	�� dost�v�me
kn  (xn)K
x�  �

�
(xn��)

	� �x��� " 
	� �x������

 
	
�

�
�n�� "

�
�n� �
n� 	

��
�

�

�� p�edn��ka ��������

V cel�m po��t�n� jsme ale o ko�.atech pot�ebovali v�d�t jen to� �e pro
ka�d� n � N m�me pr�v� jedno ko�t� s n vrcholy� 
Tomu odpov�d� koe!cient
	 u xk v prvn� formuli pro K
x��� D�l ji� nic nez�vis� na tvaru ko�t�te�
Dok�zali jsme v�ce�

Pozorov�n	� Nech. S�S 
 T je t��da strom�� v n�� je pro ka�d� n � N
pr�v� jeden strom s n vrcholy� Nech.� pro T � T � funkce wS
T � po��t�
celkov� po�et zp�sob�� jak se n�jak� strom z S objevuje ve stromu T jako
orientovan� podgraf� Pak

wS
n� � 
X

T�T �n�

wS
T �  
	
�

�
�n�� "

�
�n� �
n� 	

��
�

D
kaz� Stejn� jako pro t��du ko�.at� �

��



Pomoc� pozorov�n� odvod�me dal�� v�sledek� v n�m� se
%
z�hadn�& ob�

jevuje mocnina �ty�� P�ipom�n�me� �e ka�d� strom T � T je t�� ��ste�n�
uspo��dan� mno�ina� pro dva vrcholy u a v polo��me u �T v� pr�v� kdy� u
le�� na cest� spojuj�c� ko�en a v� $ekneme� �e vrcholy u a v jsou ve stromu
T porovnateln� � pokud u �T v nebo v �T u�

V
ta� Plat�
X

T�T �n�

0f
u� v� � V 
T �� V 
T � � u a v jsou v T porovnateln�g  �n���

D
kaz� Pozorov�n� pou�ijeme pro t��du strom� S rovnou cest�m�

� � �� � � �
� � �

� �
�

Nyn� wS
n� po��t� v�echny dvojice vrchol� 
u� v� ve v�ech stromech T �
T 
n�� �e u �T v� Hledan� hodnota se proto rovn� dvojn�sobku wS
n� minus
po�et diagon�ln�ch dvojic 
u� u� 
bez ode�ten� bychom je zapo�etli dvakr�t��

�wS
n��
X

T�T �n�

X
u�V �T �

	  �n�� "

�
�n� �
n� 	

�
� n � cn  �n���

�

IV� LAGRANGEOVA INVERZN� FORMULE

Lagrangeova inverzn� formule 
LIF� je velmi u�ite�n� klasick� v�sledek o
mocninn�ch �ad�ch�

V
ta �LIF�� Nech. �
u� � C((u)) je mocninn� �ada spl�uj�c� �
��  	 a
w  w
u� � C((u)) je jednozna�n� ur�en� �e�en� funkcion�ln� rovnice

w  u � �
w��

��



Pak
(un)w  �

n
(un��)�
u�n�

Je�li f
u� � C((u)) dal�� mocninn� �ada� plat� obecn�ji

(un)f
w�  �
n
(un��)f �
u��
u�n�

D
kaz� Pozd�ji� �

Ekvivalentn	 d
sledek� Nech. �
u� � C((u))� p�i�em� (u�)�  � a
(u�)�  	� Pak

(un)�h��i  �
n
(un��)

�
u

�
u�

�n
�

D
kaz� $ada w  w
u�  �h��i
u� je �e�en�m rovnice u  �
w�� kterou
p�ep��eme jako w  u � 
w��
w��� Zbytek plyne pomoc� LIF� Obdobn� se
naopak odvod� LIF z v�sledku o funkcion�ln�m inverzu� �

P�edvedeme si n�kolik klasick�ch pou�it� LIF� Nejprve spo��t�me stromy
T � T s dan�m po�tem vrchol�� jejich� ka�d� vrchol m� stupe� 
tj� po�et
d�t�� rovn� � nebo �� Hledan� po�et ozna��me jako an � nap��klad a�  
	� a�  � a a�  � � a de!nujeme GF

A  A
x�  
X
n��

anx
n�

M��li strom T v�ce vrchol� ne� jeden� m� jeho ko�en t�i d�ti a v nich jsou
zako�en�n� t�i stromy t�ho� typu� Dost�v�me rovnici

A  x" xA�  x
	 " A���

kter� je �it� na m�ru LIF� Podle n�

an  (xn)A  �
n
(xn��)
	 " x��n

 �
n
(xn��)

nX
k��

�
n

k

�
x�k

 
	
n

�
n


n� 	���
�

pro n� 	 d�liteln� t�emi a an  � jinak�

��



�pln� stejn� se spo��taj� stromy� jejich� vrcholy maj� stupe� rovn� � nebo
k� I vzorec pro Catalanova ��sla vyplyne pomoc� LIF� rovnice C��C"x  �
se p�ep��e jako

C  
x

	� C

a podle LIF

cn  (xn)C  �
n
(xn��)
	� x��n

 �
n
(xn��)

X
k��

��n
k

�

�x�k  	

n

� �n
n� 	

�

�	�n��

 
	
n
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�n� � 
�n� 	� � � � � � 
��n " ��


n� 	�* � 
�	�n��

 
	
n
� n � 
n" 	� � � � � � 
�n� ��


n� 	�*  
	
n

�
�n� �
n� 	

�
�

Pod�vejme se� co n�m LIF �ekne o �e�en� w  w
t� � C((t)) rovnice

w  t � ew�

$�k�� �e

(tn)w  �
n
(tn��)ent  

nn��

n*
�

Tak�e

w
t�  
X
n��

nn��tn

n*
�

Podobnost s Cayleyovou formul� nn�� pro po�et v�ech ozna�en�ch 
ne zako�
�en�n�ch rovinn�ch� strom� na mno�in� f	� �� � � � � ng nen� n�hodn�� takto ji
pozd�ji odvod�me� Obecn� verze LIF s 
nap��klad� f
t�  t� n�m d�

(tn)w
t��  �
n
(tn��)�tent  

�
n
� nn��


n� ��* �

Koe!cient (tn)w
t�� lze v�ak spo��tat p��mo z de!nice� vyjde jist� suma� Po�
rovn�n�m tak jako vedlej�� produkt LIF dost�v�me identitu

n��X
i��

�
n

i

�
ii��
n� i�n�i��  �
n� 	�nn���

��




V�e jsme vyn�sobili n*�� Jde o speci�ln� p��pad Abelova zobecn�n� binomick�
formule�

Nez�visl� mno�iny� Jako posledn� p��klad u�ite�nosti LIF nalezneme
celkov� po�et v�ech nez�visl�ch mno�in ve v�ech stromech T � T 
n�� Postu�
pujeme podle Klazara (
)� Mno�ina X 
 V 
T � je nez�visl�� nejsou�li ��dn�
jej� dva vrcholy spojen� hranou� Po�et v�ech 
v�etn� �� nez�visl�ch podmno�
�in v T ozna��me w
T � a po�et t�ch z nich 
op�t v�etn� ��� kter� neobsahuj�
ko�en stromu T � jako z
T �� Zaj�maj� n�s veli�iny

w
n� � 
X

T�T �n�

w
T � a z
n� � 
X

T�T �n�

z
T ��

Pro ilustraci uv�d�me hodnoty funkc� w a z na �ty�vrcholov�ch stromech�

�� ��
s
s
s s

�� ��
s
s

s
s

�� ��
s
s
s
s

�� ��
s

s
s
s

s
s
s
s

w
T �  
z
T �  
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V
ta� Plat�

w
n�  
	

n� 	
�
�n� �
n

�
a z
n�  

	
n

�
�n� �
n� 	

�
�

D
kaz� Jak po��tat w
T � a z
T � pro dan� strom T + Je�li T jednovr�
cholov�� m�me z
T �  	 a w
T �  �� M��li T v�ce vrchol�� ozna��me jako
T�� T�� � � � � Tk podstromy zako�en�n� v d�tech ko�ene T � Lehce se nahl�dnou
rekurence

z
T �  
kY
i��

w
Ti� a w
T �  
kY
i��

w
Ti� "
kY
i��

z
Ti��

Prvn� je jasn�� nez�vislou mno�inu ve stromu T neobsahuj�c� ko�en dostaneme
tak� �e v ka�d�m podstromu Ti zvol�me libovoln� nez�vislou mno�inu� V
druh� rekurenci je�t� p�ipo�teme nez�visl� mno�iny� kter� ko�en obsahuj��

�




De!nujeme GF

F 
x�  
X
n��

w
n�xn  
X
T�T

w
T �xv�T � a G
x�  
X
n��

z
n�xn  
X
T�T

z
T �xv�T �


v
T � po��t� vrcholy stromu T �� Rekurence se p�ekl�daj� do rovnic

G
x�  x
X
k��

F 
x�k  
x

	� F 
x�

F 
x�  x
X
k��

G
x�k " x
X
k��

F 
x�k  
x

	�G
x�
"

x

	� F 
x�
�

Dostali jsme soustavu

F  
x

	�G
"

x

	� F
a G  

x

	� F
�

�� p�edn��ka ���������

Eliminujeme�li ze soustavy G 
G v prvn� rovnici nahrad�me x�
	� F ���
obdr��me po -prav�ch vztah F � � �F � " 
	 " �x�F " x� � �x  �� To moc
nad�jn� nevypad�� Eliminujeme�li F 
z druh� rovnice vyj�d��me F jako F  
	 � x�G a dosad�me do prvn� rovnice F  x�
	 � G� " G�� obdr��me po
-prav�ch vztah G� � �G� "G� x  �� Jin�mi slovy�

G  
x


	�G��
�

A to je jin� k�va� Podle LIF

z
n�  (xn)G
x�  �
n
(xn��)
	� x���n

 �
n
(xn��)

X
k��

���n
k

�

�x�k

 � � �  
	
n

�
�n� �
n� 	

�
�

Jak ale dopo��tat w
n�+ Uk��eme� �e je spln�na line�rn� diferenci�ln�
rovnice

�xF � � �xG� � �
F �G�  ��

��



Ta pro koe!cienty d�v� relaci 
�n� ��w
n�  
�n� ��z
n�� Vzorec pro z
n�
tak po lehk�ch -prav�ch poskytne i vzorec pro w
n��

w
n�  
	

n� 	
�
�n� �
n

�
�

Zb�v� dok�zat onu relaci mezi xF �� xG� a F �G� Z v�choz� soustavy pro
F a G je jasn�� �e

F �G  
x

	�G
�

Zderivujeme�li podle x kubickou rovnici pro G a vyj�d��me�li G�� dostaneme
G�  	�
�G� � �G" 	�� Tak�e

xG�  
x

�G� � �G" 	  
	

	� �G � x

	�G
�

Kone�n�� zderivujeme�li podle x rovnici F  x�
	 � G� " G� dostaneme
F �  G� " 	�
	 � G� " xG��
	 � G��� D�ky x�
	 � G��  G m�me F �  
G� " 	�
	�G� "GG�� Tak�e

xF �  
x

	�G
" 
	 "G�xG�  

�� �G
	� �G � x

	�G
�

Z t�chto vyj�d�en� xF �� xG� a F �G vypl�v�� �e jejich line�rn� kombinace s
koe!cienty ���� a �� je identicky nulov�� �

D�kaz LIF� Postupujeme podle knihy Gouldena a Jacksona (�)� Od
C((x)) p�ejdeme k obecn�j�� struktu�e

C

x��  fPn�k anx
n � an � C� k � Zg�

to jest k rozvoj�m s kone�n�m po�tem mocnin se z�porn�m exponentem�
$�k� se jim Laurentovy �ady � 
C

x���"� �� je t�leso� ozna��me�li pro f �
C

x�� jako val
f� nejmen�� k � Z takov�� �e (xk)f � �� m�me f  xval�f�g�
kde g � C((x)) a (x�)g � �� a 	�f  x�val�f�g�� 
jak v�me� g�� v C((x))
existuje��

Reziduem f � C

x�� rozum�me koe!cient (x��)f � Jeho v�sadn� postaven�
plyne ze skute�nosti� �e x�� jako jedin� celo��seln� mocnina xn� n � Z nen�
derivac� ��dn� �ady g � C

x���

�	



Pozorov�n	� Pro ka�d� dv� Laurentovy �ady f� g � C

x�� plat� identity

(x��)f �  � a (x��)f �g  �(x��)fg��

D
kaz� Prvn� rovnost je ona z�kladn� vlastnost rezidua� Druh� plyne z
n� a z Leibnizovy formule 
fg��  f �g " fg�� �

Tvrzen	 �reziduum a substituce�� Nech. f� r � C

x�� jsou Lauren�
tovy �ady� p�i�em� k  val
r� � � 
aby substituce f
r
x�� byla de!novan���
Pak

k(x��)f
x�  (x��)f
r
x��r�
x��

D
kaz� Nejprve ov���me speci�ln� p��pad f
x�  xn� n � Z� Pro n � �	
(x��)r
x�nr�
x�  �

n
�
(x��)
r
x�n
���  ��

podle z�kladn� vlastnosti rezidua� Vlevo m�me t�� nulu� k(x��)xn  ��
Nech. n  �	� M�me r
x�  bxkh
x�� kde b � � a h � C((x)) spl�uje

h
��  	� Tedy existuj� mocninn� �ady 	�h a log
h�� 
Jak v�me� log
h�  
log
	 " 
h� 	��  Pn��
�	�n
h� 	�n�n�� Podle z�kladn� vlastnosti rezidua

(x��)r
x���r�
x�  (x��)b��x�kh
x��� � 
bkxk��h
x� " bxkh�
x��

 (x��)
kx�� " h�
x��h
x��  k " (x��)
logh
x���

 k�

Vlevo m�me taky k� (x��)kx��  k�
Pro obecnou Laurentovu �adu f
x�  

P
n�l anx

n se k(x��)f rovn� ka���
Co� se rovn� prav� stran�� podle p�edchoz� -vahy toti�

(x��)
X
n�l

anr
x�
nr�
x�  (x��)a��r
x�

��r�
x�  a��k�

�

Vlastn	 d
kaz LIF� Dokazujeme v�tu ze strany ��� $ada w  w
x� �
C((x)) je �e�en�m rovnice w  x � �
w�� Polo��me 1
x�  x��
x�� Pak� podle
p�edpokladu o �
x�� val
1�  	� D�le 1
w
x��  x� a tak w
x�  1
x�h��i�
Pro libovolnou mocninnou �adu f a ��slo n � N dost�v�me

(xn)f
w
x��  (x��)x��n
��f
1
x�h��i�

 (x��)1
x���n
��f
x�1�
x�

 � �
n
(x��)f
x�
1
x��n��

 �
n
(x��)f �
x�1
x��n

 �
n
(xn��)f �
x��
x�n�

��



Na druh� ��dek jsme p�e�li pomoc� substituce x � 1
x� a posledn�ho tvrzen��
Na �tvrt� jsme se dostali pomoc� druh� rovnosti z posledn�ho pozorov�n�� P�i
p�echodu na p�t� jsme 1
x� nahradili x��
x�� �

V� SCHR�DEROVA A MOTZKINOVA ��SLA

Jsou to bl�zc� p��buzn� Catalanov�ch ��sel� proto�e jejich GF spl�uj� kva�
dratick� rovnice�

Schr�derova 
�sla� P bu, konvexn� n�-heln�k s vrcholy o��slovan�mi
	� �� � � � � n proti sm�ru hodinov�ch ru�i�ek� Roz�ez�n�m P rozum�me jak�koli

i pr�zdn�� syst�m -hlop���ek v P � v n�m� se ��dn� dv� -hlop���ky nek�����
Nap��klad pro n  � m�me t�chto 		 roz�ez�n��

���� ����

�
��

� � �

����

�
��

����

�
��

�
�
��

� � �

����
�
��

Jako an ozna��me po�et v�ech roz�ez�n� P a jako bn po�et t�ch� v nich�
z 	 nevych�z� ��dn� -hlop���ka� Tak�e a�  a�  b�  b�  �� a�  b�  	�
a�  �� b�  � atd� Nalezneme GF

F  F 
x�  
X
n��

anx
n a G  G
x�  

X
n��

bnx
n�

Uv���me roz�ez�n� P � v nich� z 	 vych�z� alespo� jedna -hlop���ka� Roz��z�
nut�m P podle nejlev�j�� z t�chto -hlop���ek dostaneme roz�ez�n� P� a P��
p�i�em� v prvn�m z 	 nevych�z� -hlop���ka� druh� je obecn� a mnoho-heln�ky
P� a P� maj� celkem n " � vrchol�� Z tohoto rozkladu plyne rovnice

F  G"
GF

x�
�

�� p�edn��ka ���������

Druhou rovnici
G  �xF " x�

��



dostaneme tak� �e roz�ez�n� P 
n � ��� v nich� z 	 nevych�z� ��dn� -hlop���ka
rozd�l�me na dv� skupiny podle toho� zda vrcholy n a � jsou nebo nejsou
spojeny� Oba p��pady se lehce p�evedou na obecn� roz�ez�n� 
n�	��-heln�ka�
a tak vid�me� �e v obou skupin�ch m�me an�� roz�ez�n��
Eliminujeme�li ze soustavy G� dostaneme pro F rovnici

�F � " 
�x� � x�F " x�  ��

Pro F tak m�me formuli

F  F 
x�  �
�
x
	� �x�px� � �x" 	��

Zvolili jsme �e�en� se znam�nkem minus� proto�e F 
x�  x� " � � �� V�me�
�e a�  	� a�  �� a�  		� Odvod�me rekurenci pro po��t�n� an� M�sto F
budeme pracovat s H  F

x
 �

�

	 � �x � p	� �x" x��  

P
n�� anx

n���
Proto�e


x� �� �H  �
�

�� " 	�x� �x� � 
x� ��p� � ��


	� �x " x�� �H �  �
�

�� " 	�x� �x� � 
x� ��p� � ���

spl�uje H diferenci�ln� rovnici


	� �x" x��H � � 
x� ��H  �x�

Pro n � 	 je tedy koe!cient u xn v mocninn� �ad� vlevo roven nule� co� je
vyj�d�eno vztahem an
�
n" 	�� an
�
�n� �� " an
n� ��  �� Tak�e

an
�  

�n� ��an
� � 
n� ��an

n " 	
�

Dost�v�me hodnoty

a�  
�	 � 		� � � �

�
 ��� a�  

�� � ��� � � 		
�

 	
�� � � �

Posloupnost

fsngn��  fangn��  f	� �� 		� ��� 	
�� 
��� ���
� ���
�� � � �g

se naz�v� posloupnost� Schr�derov�ch ��sel� Je pojmenov�na podle E� Schr��
dera� kter� ji zavedl v roce 	��� v (	
)�

��



Uvedeme si t�i explicitn� vzorce pro sn vyskytuj�c� se v literatu�e�

sn  
	
�

nX
j��

	
j " 	

�
�j
j

��
j " n

�j

�

sn  
	

n" 	

nX
j��


�	�j�n�j
�
n" 	
j

��
�n� j

n

�

sn  
b�n
����cX

j��


�	�j 
�n� �j � 	�**
j*
n" 	� �j�* �

�n
���j

��
j

n � 	��

V posledn�m vzorci 
�m " 	�** ozna�uje lich� faktori�l � sou�in 	 � � � � � � � � �

�m" 	��
Za DOMCV uhodn�te� kter� ze t�� formul� se d� odvodit LIFou� a odvo,te

ji tak�
Singularita funkce

p
	� �x" x� nejbli��� k po��tku se dostane z kvad�

ratick� rovnice x� � �x " 	  �� jej�� �e�en� jsou �� �p�� Schr�derova ��sla
tedy rostou zhruba jako 
�� �p���n  
� " �p��n  
����� � � ��n�

Dal�� struktura po
�tan� Schr�derov�mi 
�sly� Pro pevn� n �
N uva�me rozklad mno�iny (l)  f	� �� � � � � lg 
l m��e b�t libovoln�� na n
blok�� p�i�em� 
i� ��dn� dv� ��sla m a m " 	 nejsou v t�m�e bloku� 
ii�
jde o nek����c� se rozklad a 
iii� 	 a l jsou v tomt�� bloku� Po�et takov�ch
rozklad� ozna��me jako rn� P�ipom�n�me� �e nek����c� se rozklad je ten� pro
n�j� neexistuj� �ty�i ��sla 	 � a � b � c � d � l a dva r�zn� bloky A a B
tak� �e a� c � A a b� d � B�
Tyto struktury se daj� p�ehledn�ji reprezentovat pomoc� posloupnost��

M�sto rozkladu (l) na n blok� vezmeme posloupnost u  a�a� � � � al� kde
ai  aj tehdy a jen tehdy� kdy� i a j jsou v t�m�e bloku rozkladu� P�id�me
je�t� normaliza�n� po�adavek � fa�� a�� � � � � alg  f	� �� � � � � ng a 	 � i � j � n
implikuje� �e prvn� v�skyt i v u p�ech�z� prvn� v�skyt j� Posloupnost u je
pak pro dan� rozklad ur�ena jednozna�n�� Je jasn�� jak z n� rozklad zp�tn�
vy�teme� Ho�ej�� podm�nka 
i� ��k�� �e aj � aj
� pro ka�d� j� Podm�nka 
ii�
zakazuje v�skyt podposloupnosti typu abab� Podm�nka 
iii� chce� aby al  	

v�dy a�  	�� Nap��klad r�  �� jak dosv�d�uj� rozklady

	��	� 	���	 a 	�	�	�

Tvrzen	� Posloupnost frngn�� je posloupnost Schr�derov�ch ��sel�

��



D
kaz� Odvod�me rovnici pro GF

F  
X
n��

rnx
n  x" x� " �x� " � � � �

Vezmeme libovoln� rozklad (l) na n blok� vyhovuj�c� podm�nk�m 
i�/
iii� a
reprezentujeme ho posloupnost� u� V�skyty jedni�ky rozd�luj� u na -seky�
u  	u�	u�	 � � � 	uk	� �seky ui se mohou nez�visle na sob� 
vzhledem k
podm�nce 
ii� nesd�lej� symboly� volit jako nepr�zdn� rozklady spl�uj�c� pod�
m�nky 
i� a 
ii�� Podm�nku 
iii� obecn� nespl�uj� 
ui nespl�uj� ani norma�
liza�n� po�adavek� to je ale jen form�ln� z�vada�� Ne�in� to velk� probl�m�
snadno se toti� vid�� �e po�et rozklad� maj�c�ch m blok� a spl�uj�c�ch 
i� a

ii� je pro m � 	 roven �rm 
chyb�j�c� koncovou jedni�ku lze v�dy p�idat�'
pro m  	 m�me jen jeden takov� rozklad� Dost�v�me rovnici

F  x
X
k��


�F � x�k  
x

	 " x� �F �

to jest kvadratickou rovnici

�F � � 
	 " x�F " x  ��

Jej�m �e�en�m je mocninn� �ada

F  F 
x�  
	 " x�p	� �x" x�

�
�

Co� je� a� na nepodstatn� odchylky� vzorec pro GF Schr�derov�ch ��sel� �

Motzkinova 
�sla� Zavedl je Th� Motzkin v roce 	
�� v (	�)� kdy� zkou�
mal n�sleduj�c� probl�m� Na kru�nici je um�st�no n bod�� Kolika zp�soby se
daj� spojit vz�jemn� disjunktn�mi t�tivami+ 2�dn� dv� t�tivy nemaj� spo�
le�n� bod a jejich po�et je libovoln�� mezi � a n��� Po�et mo�nost� ozna��me
jako mn�
�lohu m�rn� p�eformulujeme� M�me d�no n bod� nakreslen�ch ve vodo�

rovn� �ad�� Kolika zp�soby je 
ne nutn� v�echny� m��eme spojit oblouky�
kter� v�echny le�� nad touto �adou a jsou vz�jemn� disjunktn�+ Pro n  � to
lze 
 zp�soby�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��



Rovnice pro GF
M  

X
n��

mnx
n  	 " x " �x� " � � �

se odvod� lehoulinou�ce� Prvn� z bod� bu, nen� nebo je koncov�m bodem
oblouku� Nen��li� m��eme zbyl�ch n� 	 bod� propojovat oblouky libovoln��
Je�li� ur�uje druh� konec oblouku dv� skupiny bod�� kter� maj� dohromady
n� � �len�� a na ka�d� z nich m��eme libovoln� a nez�visle na druh� kreslit
oblouky 
mezi skupinami oblouk v�st nem��e�� Stru�n� �e�eno�

M  	 " xM " x�M��

Kvadratick� rovnice x�M� " 
x� 	�M " 	  � d�v� vzorec

M  M
x�  
	� x�p	� �x� �x�

�x�
 
	� x�

q

	� �x�
	 " x�

�x�
�

Posloupnost

fmngn��  f	� �� �� 
� �	� �	� 	��� ���� ���� � � �g

je posloupnost Motzkinov�ch ��sel � Je jasn�� �e rostou zhruba jako �n�
Rekurence pro mn se odvod� podobn� jako pro Schr�derova ��sla� Pone�

ch�v�me to za DOM CV�
Explicitn� formule+ Jedna plyne p��mo ze sam� de!nice�

mn  
X
k��

�
n

�k

�
�0 dobr�ch uz�vorkov�n� s k dvojicemi z�vorek

 
X
k��

	
k " 	

�
�k
k

��
n

�k

�
�

Oblouky toti� vytv��ej� dobr� uz�vorkov�n�� kter� jsme spo�etli ve t�et�
p�edn��ce� Jin� mo�nost je vyu��t binomickou v�tu a rozvinout podle n�

	� �x����
	 " x���� v ho�ej��m vzorci� To po men��m v�po�tu d� vztah

mn  
	

� � �n
�

n
�X
i��


�	�n
�
i�icicn
��i�

kde cn  
�
�n��
n��

�
�n jsou Catalanova ��sla a c�  �	���

��



Dal�� struktura po
�tan� Motzkinov�mi 
�sly� Jsou j� zako�e�
n�n� rovinn� stromy s n vrcholy� v nich� ��dn� vrchol s p��padnou v�jimkou
ko�ene nem� jen jedno d�t�� 
$adu dal��ch struktur po��tan�ch mn uv�d�j�
Donaghey a Shapiro v (�)�� Po�et t�chto strom� ozna��me an� Kup��kladu
a�  ��

HH
H

��
�

�
�
�

A
A
A

�� ��
�� ��

�� ��
�� �� �� ��

� � � �
� � � � � � �
� � � � � � � � �

Uk��eme� �e an jsou a� na posun indexu Motzkinova ��sla� Pomocn� GF

B  
X
n��

bnx
n  x " x� " � � �

po��t� stromy� v nich� v�bec ��dn� vrchol nem� jen jedno d�t�� Pro ni m�me
� z rozkladu na podstromy zako�en�n� v d�tech ko�ene � vztah

B  x
	 "B� "B� " � � ��  x
� 	
	� B

� B
�
�

Tak�e

	 " x�B  

x

	�B
�

Celkem dost�v�me pro B rovnici 
	" x�B�� 
	 " x�B " x  �� Hledan� GF
A  

P
n�� anx

n spl�uje

A  x
	 "B "B� " � � ��  x

	� B
 
	 " x�B�

Z rovnice pro B tak dostaneme hned rovnici pro A� toti�

A� � 
	 " x�A" x
	 " x�  ��

Jej�m vy�e�en�m dost�v�me motzkinovsk� vzorec

A  A
x�  �
�

	 " x�

p
	� �x� �x��

a v�e je jasn��

�� p�edn��ka ��������

��



Literatura a informace o kombinatorick� enumeraci� ��
Knihy� Comtet� Advanced Combinatorics (�)� Goulden a Jackson� Combi�
natorial Enumeration (�)� kapitoly ve van Lintovi a Wilsonovi� A Course in
Combinatorics (��)� Wilf� Generatingfunctionology (��)� kapitola v Lov�szovi�
Combinatorial Problems and Exercises (	�)� Stanley� Enumerative Combina�
torics Vol I (�	) a pr�v� vy�l� Vol II (��)� pas��e v Knuthovi� The Art of
Computer Programming (	�)� dv� kapitoly v Handbook of Combinatorics
(�) a sice �	� Gessel a Stanley� Algebraic Enumeration a hlavn� ��� Odlyzko�
Asymptotic Enumeration Methods� V�t�ina toho ov�em v knihovn� v Karl�n�
nen�� �� �asopisy� Nap��klad Journal of Combinatorial Theory A� Discrete
Mathematics� European Journal of Combinatorics� � � � �� Internet� Electro�
nic Journal of Combinatorics 
EJC� (�)� Discrete Mathematics 3 Theoreti�
cal Computer Science (�)� aj� Str�nky hyperaktivn�ch kombinatorik�� Flajo�
let� Gessel� Knuth� Odlyzko� Sloane� Zeilberger� � � � 
dal�� odkazy viz www
str�nka EJC�� Sloane� Handbook of Integer Sequences na Sloanov� www
str�nce� kter� vy�el nejprve kni�n� (��)� Umo��uje testovat� zda va�e obl��
ben� posloupnost ��sel je p��tomna v rozs�hl� datab�zi 
tj� zda se t�mto nebo
ekvivalentn�m probl�mem u� n�kdo zab�val�� pop�� zda tam je p��tomna mo�
di!kace va�� posloupnosti�

VI� POU	IT� GF V TEORII PRAVD�PODOBNOSTI

V�tv�c� se n�hodn� proces� Jedinec zplod� k d�t� s pravd�podob�
nost� pk� kde k  �� 	� �� � � � � a um�r�� Jeho d�ti maj� op�t d�ti se stejn�mi
pravd�podobnostmi� um�raj� a v�e pokra�uje stejn� d�le� Zaj�maj� n�s po�ty
jedinc� v n�t� generaci� zejm�na� co se d� ��ci o pravd�podobnosti qn� �e v
n�t� generaci 
t�m p�dem i v dal��ch� v�ichni vym�eli�
Je mo�n� i technicko�budovatelsk� pohled R�nyiho (	�)� podle jeho� knihy

zde postupujeme� Na prvn� z mnoha st�n�tek dopadne elektron� p�i sr��ce
zanikne� ale vytvo�� k nov�ch elektron� s pravd�podobnost� pk� Vznikl� elek�
trony dopadnou na druh� st�n�tko a ka�d� z nich vytvo�� podle t�ho� z�kona
dal�� elektrony atd� Rozum� se� �e ud�losti vzniku elektron� v jednotliv�ch
sr��k�ch jsou vz�jemn� nez�visl��
D�le�it�m parametrem popisuj�c�m n�� proces je

M  
X
k��

kpk�

st�edn� 
o�ek�van�� hodnota po�tu d�t� jedince� pop�� po�tu elektron� zro�
zen�ch ve sr��ce�

�




V
ti�ka� Existuje limita q pravd�podobnost� vym�en� qn�

lim
n��

qn  q� a q

	
 	 pro M � 	 a
� 	 pro M � 	�

D
kaz� Vylou��me degenerovan� p��pady p�  �� 	 a p�edpokl�d�me� �e
� � p� � 	� Zavedeme GF

G
z�  
X
k��

pkz
k�

GF rozd�len� pravd�podobnosti� n�stroj v teorii pravd�podobnosti hojn� u���
van�� Podobn� de!nujeme

Gn
z�  
X
k��

pn�kz
k�

kde pn�k ud�v� pravd�podobnost� �e n�t� generace obsahuje k jedinc�� Kla�
deme G�  G� Proto�e

P�
k�� pn�k  	� m�me Gn
	�  	� Je rovn�� o�ividn��

�e funkce Gn jsou de!nov�ny pro ka�d� jzj � 	� Plat� kruci�ln� vztah

Gn
�
z�  Gn
G
z���

proto�e
(zl)Gn
�
z�  pn
��l  

X
k��

pn�k
X
���

pl�pl� � � � plk �

kde s��t�me p�es v�echny k�tice cel�ch ��sel � � l�� l�� � � � � lk spl�uj�c� l� "
l� " � � �" lk  l� a to je p�esn� (zl)Gn
G
z��� GF Gn
z� je tedy n�n�sobnou
slo�eninou G
G
� � �G
z� � � ����
Patrn� qn  pn��  Gn
��� Pravd�podobnosti qn tvo�� rostouc� posloup�

nost� qn��  Gn��
�� � Gn��
G
���  Gn
��  qn� Limita q  lim qn tedy
existuje� Proto�e t�� qn  G
Gn��
���  G
qn���� limitn� p�echod vede na
rovnici

q  G
q��

Limita q je pevn�m bodem funkce G� Jist� j�m je 	� nebo. G
	�  
P
pk  	�

Uk��eme� �e pro M � 	 jin� pevn� bod v (�� 	) nen� a pro M � 	 je pr�v�
jeden dal���

��
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y  z
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p�

G

M � 	

r

r

r

r

r

�
�
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�
�
�
�
�
�

y

z

y  z

� 	

	

p�

G

M � 	

r

r

r

r

r

r

r
q

G m� mocninn� rozvoj s nez�porn�mi koe!cienty� Je proto� stejn� jako jej�
v�echny derivace� v intervalu (�� 	) nez�porn�� G je rostouc� a konvexn�� Pro�
to�e G
�� � � a M  G�
	�� pro M � 	 se jej� graf p�ibli�uje k p��mce y  z
shora a protne ji a� v z  	� Tud�� qn  G
G
� � �G
�� � � ���� 	�
Pro M � 	 se v lev�m okol� 	 p�ibli�uje graf G k p��mce y  z zdola a

n�kdy p�edt�m ji v z  q mus� protnout� Pr�se��k je zjevn� jen jeden� Z z � q
plyne G
z� � G
q�  q� Tud�� qn  G
G
� � �G
�� � � ���� q � 	� �

St�edn� hodnotaMn  
P�

k�� kpn�k po�tu potomk� v n�t� generaci spl�uje
Mn  Mn� nebo. Mn  G�

n
	� a G
�
n
	�  G�

n��
G
	�� � G�
	�  G�
n��
	� �

G�
	�  Mn�� �M a M�  M � Shr�me na z�v�r� co se d�je pro jednotliv� M �
Nech. M � 	� Pak qn � q � 	 a Mn roste exponenci�ln� k nekone�nu�

Proto�e Gn
z� � q pro ka�d� z � (�� 	�� m�me pn�k � � pro ka�d� pevn�
k � � 
to plat� pro ka�d� M�� a tak

Pr
0 potomk� v n�t� generaci je � k j je�t� nevym�eli�� 	

pro ka�d� pevn� k a n���
Pro M � 	 m�me qn � 	 a Mn jde exponenci�ln� k nule� Pro M  	 jde

pravd�podobnost vym�en� rovn�� k 	� ale st�edn� hodnota po�tu potomk� je
v ka�d� generaci 	�

H�zen� minc� a 
ek�n� na slovo� Postupujeme dle Odlyzka v (�)� A  
a�a� � � � ak � fP�Ogk je slovo d�lky k� k � �� nad abecedou fP�Og 


%
panna

nebo orel&�� H�z�me poctivou minc� 
P i O padaj� s pravd�podobnost� 	���
a zaj�m� n�s� jak dlouho mus�me v pr�m�ru �ekat� ne� se v posloupnosti
v�sledk� objev� A jako souvisl� podslovo� Odpov�, nalezneme pomoc� GF �

�	



Nech.
FA
z�  

X
n��

fA
n�z
n  	 " � � � �

kde fA
n� je po�et slov z fP�Ogn neobsahuj�c�ch A� a

GA
z�  
X
n��

gA
n�z
n�

kde gA
n� po��t� slova v fP�Ogn� kter� obsahuj� A na za��tku� ale nikde
jinde�
Veli�inu cA
j� de!nujeme jako 	� pokud se po��te�n� -sek A d�lky k � j

shoduje s koncov�m -sekem t��e d�lky� a jako � jinak� Tak�e v�dy cA
��  	�
Korela�n� polynom CA
z� je de!nov�n jako

CA
z�  
k��X
j��

cA
j�z
j�

Nap��klad pro A�  POPOPPOP m�me CA�

z�  	 " z� " z��

Odvod�me� �e ob� GF spl�uj� soustavu

�zFA  FA � 	 "GA a zkFA  CAGA�

Slovo v � fO�Pgn� A �
 v� bu, libovoln�� Prvn� rovnice vypl�v� z faktu� �e
po p�id�n� O nebo P p�ed v se A m��e vytvo�it� ale jen na za��tku� Druh�
rovnice se dostane uv��en�m slov tvaru Av� Ka�d� z nich m� jednozna�n�
rozklad Av  BAw� kde Aw obsahuje A jen na za��tku� 
Vezmeme posledn�
v�skyt A v Av�� Patrn� je B po��te�n�m -sekem A� A  BC� a tedy i
A  CD� C je tedy shodn�m po��te�n�m i koncov�m -sekem A� Sumac�
p�es C dost�v�me druhou rovnici�
Soustava m� �e�en�

FA
z�  
CA
z�

zk " 
	� �z�CA
z�
a GA
z�  

zk

zk " 
	� �z�CA
z�
�

Tvrzen	� St�edn� �ekac� doba na A je �kCA
	����
D
kaz� Jako pn ozna��me pravd�podobnost� �e se A objev� poprv� po

n hodech� a qn pravd�podobnost� �e se A b�hem n hod� neobjev�� Z�ejm�

��



pn  qn�� � qn a qn  fA
n�
���
n� Proto

E
0 hod�� ne� se A objev��  
X
n��

npn

 
X
n��

n
qn�� � qn�  
X
n��

qn

 
X
n��

fA
n�
	���
n  FA
	����

 �kCA
	����

�

Na A�  POPOPPOP nutno v pr�m�ru �ekat �

	" 
�
�
��"
�

�
���  ���

hod��

��� p�edn��ka ���������

VII� POU	IT� GF V TEORII ��SEL

V n�sleduj�c�ch p�ti -loh�ch postupujeme podle Newmanovy knihy (	�)�

Rozklad na aritmetick� posloupnosti� X 
 N je 
nekone�n��
aritmetick� posloupnost � m��li tvar X  fa� a " d� a " �d� a " �d� � � �g� kde
a� d � N� Konstanta d � � se naz�v� diference X�

Tvrzen	� Mno�inu p�irozen�ch ��sel N  f	� �� � � �g nelze rozlo�it na dis�
junktn� sjednocen� 
alespo� dvou� ale kone�n� mnoha� aritmetick�ch posloup�
nost� se vz�jemn� r�zn�mi diferencemi�

D
kaz� $ekn�me� �e to mo�n� je� Tedy

N  S� � S� � � � � � Sl�

kde Si  fai� ai " di� ai " �di� � � �g� di � dj a Si � Sj  � pro i � j a l � ��
$e�eno GF�

X
k��

zk  
X
k�S�

zk "
X
k�S�

zk " � � �" X
k�Sl

zk

z

	� z
 

za�

	� zd�
"

za�

	� zd�
" � � �" zal

	� zdl
�

��



Co� je sporn� rovnost� je�li d nejv�t�� di� jde pro z � e��i�d pr�v� jeden jej�
�len 
v absolutn� hodnot�� do nekone�na a ostatn� maj� kone�n� limity� �

Dokonal� prav�tko� Dokonal� prav�tko je n�tice � � a� � a� � � � � �
an cel�ch ��sel vyzna�uj�c� se t�m� �e rozd�ly ai�aj� i � j� prob�haj� v�ech N  �
n
�

�
hodnot 	� �� � � � � N � P��kladem dokonal�ho prav�tka je �tve�ice 
�� 	� �� ��

� na odm��en� vzd�lenost� 	� �� � � � � � n�m sta�� jen uveden� �ty�i rysky�

Tvrzen	� Pro n � � dokonal� prav�tko neexistuje�
D
kaz� Nech. � � a� � a� � � � � � an je dokonal� prav�tko a n � �� Pak

GF

A
z�  
nX

k��

zak

spl�uje rovnici

A
z�A
	�z�  
NX

k��N

zk " n� 	�


Rozd�ly ai � aj d�vaj� jednou ka�d� z ��sel �	���� � � � ��N a n kr�t ��slo
��� Proto�e

z�N " z�N
� " � � �" zN  
z�N 
z�N
� � 	�

z � 	  
zN
��� � z��N
����

z��� � z����
�

ei�  cos�"i sin� a A
e�i�� je ��slo komplexn� sdru�en� k A
ei��� dost�v�me
po dosazen� z  ei� do ho�ej�� rovnosti nerovnost

� � jA
ei��j�  A
ei��A
e�i��  
sin
N " 	����

sin ���
" n� 	�

Pro spor sta�� nal�zt � tak� �e posledn� zlomek je men�� ne��
n�	�� Polo��me
�  ��

n��n
�
� Pak sin
N " 	����  sin n��n
�

�
�  �	� � � sin ��� � ��� a pro

n � � opravdu
sin
N " 	����

sin ���
� ��

�
 ��n

� � �n" �
��

� �
n� 	��

proto�e �n���n"����
n�	� � �n���n"��	�
n�	�  �
n������ �
� � �� �

��



Eulerova identita� 
�seln�m rozkladem n � N rozum�me rozklad n
na sou�et p�irozen�ch s��tanc�� p�i�em� na po�ad� nez�le��� Nap��klad ��slo
� m� celkem jeden�ct rozklad��

�  �  � " �  � " � " 	 " 	
 � " 	  � " � " 	  � " 	 " 	 " 	 " 	
 � " �  � " 	 " 	 " 	  	 " 	 " 	 " 	 " 	 " 	�
 � " 	 " 	  � " � " �

Z nich �ty�i pou��vaj� vz�jemn� r�zn� s��tance 
�� � " 	� � " � a � " � " 	� a
rovn�� �ty�i pou��vaj� jen lich� s��tance 
� " 	� � " �� � " 	 " 	 " 	 a 	 " 	 "
	 " 	 " 	 " 	�� Euler dok�zal� �e to nen� n�hoda�

Tvrzen	� Pro ka�d� n � N se po�et rozklad� rn ��sla n na r�zn� s��tance
rovn� po�tu rozklad� ln ��sla n na lich� s��tance�

D
kaz� Dok��eme� �e se GF

R  
X
n��

rnx
n  	 " x " � � � a L  

X
n��

lnx
n  	 " x " � � �

rovnaj�� Nen� slo�it� si uv�domit� �e

R  
	 " x��
	 " x��
	 " x�� � � � a L  
	


	� x��
	� x��
	� x�� � � ��

Ov�em 	 " xi  
	� x�i��
	� xi�� a tak opravdu

R  

	� x��
	� x��
	� x��
	� x
� � � �

	� x��
	� x��
	� x��
	� x�� � � �

 L�
XXXX

XXXX
XXXX

XXXX
XXXX

XXXX

�

Rozm��ov�n� bankovky� Kolika zp�soby se d� rozm�nit bankovka
hodnoty n korun na jedno�� dvou� a t��korunov� mince+ Je�li an po�et v�ech
mo�n�ch rozm�n�n�� je GF ��sel an d�na formul�

X
n��

anx
n  

	

	� x�
	� x��
	� x��

�

Po chvilce po��t�n� ov���me identitu

	

	� x�
	� x��
	� x��

 
	��


	� x��
"

	��

	� x��

"
	��
	� x�

"
	��
	� x�

�

��



Ale

	

	� x��

 
d

dx

� 	
	� x

�
 
X
n��


n " 	�xn

	

	� x��

 
	
�
� d

�

dx�

� 	
	� x

�
 
X
n��


n" ��
n" 	�
�

xn

a zb�vaj�c� dva �leny jsou geometrick� �ady� Z�sk�v�me formuli

an  

n " ��
n" 	�

	�
"
n " 	
�

"

	
	�� pro n sud�
	�� pro n d�liteln� t�emi�

kter� se kompaktn� zap��e jako

an  



n�

	�
"
n

�
" 	

�
�

S
�tac� funkce nen� skoro konstantn�� Pro A 
 N de!nujeme
s��tac� funkci rA
n� jako po�et �e�en� rovnice

n  a " a�� a � a�� a� a� � A�

Funkce de!novan� naN je skoro konstantn�� pokud je konstantn� od ur�it�ho
n� d�le�

Tvrzen	� Pro ��dnou nekone�nou A nen� rA
n� skoro konstantn��
D
kaz� Sporem pomoc� GF� Z GF

A
z�  
X
a�A

za

mno�iny A snadno odvod�me GF s��tac� funkce�
X
n��

rA
n�z
n  �

�

A
z�� " A
z����

Byla�li by rA
n� skoro konstantn�� m�li bychom pro n�jak� c � N a polynom
P s celo��seln�mi koe!cienty rovnici

�
�

A
z�� " A
z���  P 
z� "

c

	� z
�

��



Ta je pro z � �	
 sporn�� A
z�� � �� A
z�� � � a lev� strana jde do
nekone�na� Prav� v�ak jde ke kone�n� limit� P 
�	� " c��� �

��� p�edn��ka ���������

VIII� EXPONENCI�LN� GF

V t�to p�edn��ce postupujeme voln� podle Stanleyho (��)� Exponenci�ln�
GF posloupnosti fangn�� je de!nov�na jako mocninn� �ada

X
n��

anx
n

n*
�

Pro� jsou EGF u�ite�n�+ Proto�e se dob�e chovaj� ke kombinatorick�m kon�
strukc�m�

Sou
inov� formule� M�jme dva typy struktur� F a G� kter� jsou de�
!nov�ny na mno�in� (n)  f	� �� � � � � ng� Jejich po�ty ozna��me jako fn a gn�
Na (n) de!nujeme novou strukturu H� vezmeme uspo��danou dvojici mno�in

A�B�� kde A � B  � a A � B  (n)� na A de!nujeme F �strukturu a na B

nez�visle na p�edchoz� volb�� G�strukturu� Po�et t�chto slo�en�ch struktur
ozna��me jako hn� Nech.

F 
x�  
X
n��

fnx
n

n*
� G
x�  

X
n��

gnx
n

n*
a H
x�  

X
n��

hnx
n

n*

jsou p��slu�n� EGF� Pak plat� sou�inov� formule

H
x�  F 
x�G
x��

D�kaz nen� slo�it�� Z�ejm�

hn  
nX

k��

�
n

k

�
fkgn�k�

proto�e
�
n
k

�
je po�et voleb dvojic 
A�B� s jAj  k a fkgn�k je po�et voleb

F �struktur a G�struktur pro dan� 
A�B�� Rovnici vyd�l�me n* a m�me

(xn)H  
hn
n*
 

nX
k��

fk
k*
� gn�k

n� k�*

 (xn)FG�

��



Kompozi
n� formule� F � G� fn a gn bu,te jako v��e� Z F a
G op�t budujeme slo�enou strukturu H� vezmeme neuspo��dan� rozklad
fA�� A�� � � � � Akgmno�iny (n)� to jest Ai � �� Ai�Aj  � a A��A��� � ��Ak  
(n)� na f	� �� � � � � kg de!nujeme F �strukturu a na ka�d� mno�in� Ai de!nu�
jeme G�strukturu 
v�echny volby jsou nez�visl��� Pomoc� hn op�t ozna��me
po�et slo�en�ch struktur� Jsou�li F 
x�� G
x� a H
x� p��slu�n� EGF� plat�
kompozi�n� formule

H
x�  F 
G
x���

Pozor� nyn� nutn� G
��  g�  �� D�kaz je zase p��mo�ar�� Z�ejm�

hn  
�X
k��

fk
k*

X
���

�
n

m� m� � � � mk

�
gm�

gm�
� � � gmk

�

kde ve vnit�n� sum� s��t�me p�es v�echny k�tice p�irozen�ch ��sel

m�� m�� � � � � mk� spl�uj�c� m� "m� " � � �"mk  n� Multinomick� koe!cient
ud�v� po�et uspo��dan�ch rozklad� 
A�� A�� � � � � Ak� mno�iny (n) na ��sti s
p�edepsan�mi mohutnostmi jAij  mi� Mus�me ho je�t� vyd�lit k*� abychom
dostali po�et neuspo��dan�ch rozklad�� Zbyl� �leny fk a gm�

gm�
� � � gmk

ud��
vaj� po�ty voleb F �struktur a G�struktur� Po vyd�len� n* m�me

(xn)H  
hn
n*
 

�X
k��

fk
k*

X
���

gm�

m�*
� � � � � gmk

mk*
 (xn)F 
G
x���

Bellova 
�sla� Kolik je v�ech neuspo��dan�ch rozklad� (n) na ne�
pr�zdn� podmno�iny+ Nech. jich je bn� Nap��klad b�  ��

	��� 	j��� �j	�� �j	� a 	j�j��
Pro nalezen� EGF ��sel bn provedeme trivi�ln� kompozi�n� konstrukci� F �
strukturu de!nujeme jako

%
b�t mno�inou&� EGF pak je

P
n�� 	x

n�n*  ex

a G�strukturu jako
%
b�t nepr�zdnou mno�inou&� jej� EGF je

P
n�� 	x

n�n*  
ex�	� Slo�en�H�struktura je zjevn� strukturou rozklad� na nepr�zdn� ��sti�
Podle kompozi�n� formule maj� bn EGF

X
n��

bnx
n

n*
 ee

x���

��sla
fbngn��  f	� �� �� 	�� ��� ���� ���� �	��� �		��� � � �g

��



se naz�vaj� Bellov�mi ��sly � Byla pojmenov�na podle E� T� Bella 
	���/
	
���� kter� napsal zn�m� soubor medailon� matematik� Men of Mathema�
tics� Pod pseudonymem psal t�� sci�! novely�

Cayleyho formule� Zn�m� kombinatorick� drahokam� po�et tn ozna�
�en�ch 
tj� izomor!smus nebereme v -vahu� strom� na mno�in� (n) se rovn�
nn��� Nyn� se jedn� nikoli o zako�en�n� rovinn� stromy� ale o v�echny neori�
entovan� stromy� M�sto tn nalezneme po�et zn zako�en�n�ch strom	� to jest
strom� s jedn�m vyzna�en�m vrcholem' jejich strukturu ozna��me jako Z� To
sta��� nebo. zn  ntn� Odvod�me rovnici pro EGF

Z
x�  
X
n��

znx
n

n*
�

Vyhozen�m ko�ene se Z�struktura rozpadne znovu na n�kolik Z�struktur

jejich ko�eny jsou soused� zmizel�ho ko�ene�� Obecn� Z�struktura na (n) se
tedy dostane n�sleduj�c� rekurzivn� konstrukc�� nejprve vezmeme uspo��dan�
rozklad 
A�B� mno�iny (n)� Na A zvol�me strukturu

%
b�t jednoprvkovou

mno�inou& 
jej�� EGF je zjevn� x� a na B provedeme kompozi�n� konstrukci
s vn�j�� strukturou

%
b�t mno�inou& 
EGF je ex� a vnit�n� strukturou rovnou

Z 
EGF je Z
x��� Podle sou�inov� a kompozi�n� formule obdr��me rovnici

Z
x�  xeZ�x��

Podle LIF
zn
n*
 (xn)Z
x�  �

n
(xn��)
ex�n  

	
n
� nn��


n� 	�*
a zn  nn��� Tak�e tn  nn���

��regul�rn� grafy� Ozna�me dn po�et v�ech ozna�en�ch ��regul�rn�ch
graf� na (n)� to jest neorientovan�ch graf� bez smy�ek a paraleln�ch hran� je�
jich� ka�d� vrchol m� stupe� �' izomor!smus nebereme v -vahu 
jakou -lohu
dostaneme v opa�n�m p��pad�+�� Pro kontrolu� d�  d�  �� d�  	 a d�  ��
EGF pro dn z�sk�me pomoc� kompozi�n� formule� Vn�j�� struktura je struk�
tura

%
b�t mno�inou& s EGF ex a vnit�n� struktura je struktura souvisl�ch

��regul�rn�ch graf� �ili cykl�� M� EGF

G
x�  
X
n��


n� 	�*
�

� x
n

n*
 
	
�

X
n��

xn

n
 
	
�

�
log

	
	� x

� x� x�

�

�
�

�




nebo. z n* permutac� a�a� � � � an mno�iny (n) jich v�dy �n ur�uje t�� cyklus�

Li���li se jen cyklick�m po�ad�m nebo obr�cen�m�� Dost�v�me vzorec

X
n��

dnx
n

n*
 exp
G
x��  

e�x���x
���

p
	� x

�

Odtud se d� z�skat asymptotika� Za DOM CV odtud odvo,te rekurenci pro
dn� Pou�ijte logaritmickou derivaci�

Souvisl� grafy� Jako an ozna��me po�et souvisl�ch ozna�en�ch graf�
na mno�in� (n)� Nap��klad a�  a�  	 a a�  ��

�
�
�

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
�
�

�
�

�

s s

s

s s

s

s

s

s s

s

s

��sla an nezn�me� ale zn�me po�ty bn -pln� v�ech gaf� na (n)� bn  �

n

�
��


Odpov�daj� podmno�in�m mno�iny fE � E 
 (n) 3 jEj  �g�� Podle kom�
pozi�n� formule je mezi EGF

A
x�  
X
n��

anx
n

n*
a B
x�  

X
n��

bnx
n

n*

vztah
B
x�  exp
A
x���

Aplikujeme�li na ob� strany oper�tor x d
dx
log 
tj� logaritmick� derivace n�so�

ben� x�� dostaneme vztah
xB�  xA�B�

Odtud dost�v�me po -prav�ch rekurenci pro an�

an  �

n

�
� � 	

n

n��X
k��

kak

�
n

k

�
�


n�k

�
��

Tak�e t�eba

a�  ��� �
�

	 � 	 � � � � " � � 	 � � � � " � � � � � � 	�  ���

V mate	sk� �kolce� D�ti� kter�ch je n� se rozd�l� do skupinek� V ka�d�
z nich se v�echny krom� jednoho vezmou za ruce a postav� do krou�ku kolem

��



zbyl�ho d�t�te� Krou�ek se m��e skl�dat i jen z jednoho d�cka� Kolika zp�soby
se to d� ud�lat+
Krou�ek s d�t�tem uprost�ed se ze skupinky i d�t� d� vytvo�it i
i � ��*

zp�soby 
pro�+�� Pro EGF hledan�ch po�t� an dost�v�me podle kompozi�n�
formule vzorec

X
n��

anx
n

n*
 exp


X
i��

i
i� ��*
i*

xi�

 exp

X
i��

xi

i� 	�  exp
x log 	�
	� x��

 
� 	
	� x

�x
�

��� p�edn��ka ���������

H�danka� �emu se rovn� X
n��

xn

n*
+

Ka�d� v�� �e ex� A �emu se rovn�

X
n��

nx

n*
+

Pro x � N se rovn� ebx� Pro Bellova ��sla tak plat�

bn  
	
e

X
m��

mn

m*
�

Tuto tzv� Dobinsk�ho formuli ponech�me bez d�kazu� Lze jej nal�zt nap��klad
v Lov�szov� cvi�ebnici (	�)�
Jin� zaj�mav� reprezentace bn poch�z� od Flajoleta (�)�

�X
n��

bnx
n  

	

	� x� x�

	� �x� �x�

	� �x� �x
�

� � �

�

�	



Ani toto vyj�d�en� GF Bellov�ch ��sel �et�zov�m zlomkem nebudeme doka�
zovat�
Nen� v�ak t��k� nahl�dnout rekurenci 
n � ��

bn  
n��X
k��

�
n� 	
k

�
bn���k  

n��X
k��

�
n� 	

n� k � 	
�
bn���k  
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�� Bijektivn	 d
kaz� P�smenem N ozna��me mno�inu v�ech norm�ln�ch
slov� to jest kone�n�ch slov u nad abecedou N  f	� �� � � �g� kter� maj� tyto
dv� vlastnosti � 
i� v u jsou pou�ita pr�v� ��sla 	� �� � � � � n pro n�jak� n � N
a 
ii� pro ka�d� dv� ��sla 	 � i � j � n prvn� v�skyt i v u p�edch�z�
prvn� v�skyt j� 
Norm�ln� slova by n�m m�la b�t pov�dom� z p�edn��ky
o Schr�derov�ch ��slech�� Mno�ina v�ech rozklad� (l)� kde l prob�h� N� je
zjevn� v bijekci s N � Norm�ln� slovo u  a�a� � � � al k#duje rozklad (l)� 
�
kde relace ekvivalence 
 je d�na vztahem i 
 j � ai  aj� a ka�d� rozklad
(l) je k#dov�n pr�v� jedn�m norm�ln�m slovem d�lky l� Proto� ozna�uje�li juj
d�lku u� plat�
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Nech. S
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D
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	� ix

�

Norm�ln� slova s k symboly tak podle d�lek po��t� GF

xk
kY
i��

	
	� ix

 
xk


	� x�
	� �x� � � � 
	� kx�
�

�

Formule vyjad�uj�c� B
x� nekone�n�m sou�tem tak pouze zachycuje rozd�len�
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