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Introduction

Les permutations sans sous�s�equence interdite int�eressent tout particuli�erement les in�
formaticiens� Citons simplement D�E� Knuth qui a montr�e �Knuth ��� que l�ensemble
des permutations triables par une pile� en bijection avec les mots de Dyck de longueur �n�
est exactement l�ensemble des permutations sans la forme ����

Le principal probl�eme consiste �a d�eterminer le cardinal de chacun de ces ensembles
et� si deux d�entre�eux sont �equivalents� de trouver une bijection les liant� Par exemple�
J� West a propos�e �West ��� une m�ethode consistant �a �etiqueter chaque arbre de permu�
tations sans sous�s�equence interdite et �a les associer ensuite deux �a deux par isomorphisme�

Ce m�emoire s�int�egre pr�ecis�ement aux recherches actuelles de J� West� Il pr�esente dans
sa premi�ere partie les permutations sans sous�s�equence interdite via quelques d�e�nitions�
de nouvelles propri�et�es� et l�outil qui a �et�e d�evelopp�e� La seconde partie expose deux
r�esultats concernant les derniers cas non encore r�esolus des classes des sym�etries compl�etes
�cf� �Stankova ��� pour des permutations interdites de taille 	 � elle propose �egalement
plusieurs sp�eculations�

�



Partie I

Vers un nouvel outil � forbid

�



Chapitre �

D�e�nitions

Ce chapitre introduit les d�e�nitions et notations concernant les permutations sans sous�
s�equence interdite�

D�e�nition ��� Une permutation � � ����� ���� � � � � ��n � Sn est une s�equence de
n �el�ements o�u chacun� entre � et n� est pr�esent une fois et une seule�

On parle aussi de permutation sur �n� � f�� �� � � � � ng�
Par la suite� les permutations sur �n�� pour n � ��� seront �ecrites en juxtaposant les

chi�res ���� ���� � � � � ��n�
Exemple � � � ��� 
� �� 	� � � S� et s��ecrit � � �
�	��

D�e�nition ��� � � Sn�� l�ensemble des permutations sans la sous�s�equence interdite �
�� � � Sn et � ne contient pas la sous�s�equence interdite � � Sk� c�est �a dire s�il n�existe
pas � � i���� � i���� � � � �� i��k� � n tels que ��i� � ��i� � � � � � ��ik�

���i����� ��i����� � � � � ��i��k� s�appelle une sous�s�equence de forme � �
Exemple � � � �
�	� � S����� mais � �� S����� car la sous�s�equence

����� ���� ��	 � ��	 est de forme ����

Ainsi� on peut d�e�nir Sn���� ��� � � � � �m � Sn����Sn����� � ��Sn��m l�ensemble des
permutations sur �n� ne contenant aucune des m sous�s�equences interdites ��� ��� � � � � �m�

Exemple � � � �
�	� � S������ ���	�
� 	����

Proposition ��� � � �� Sk��� �� Sn��� � � � Sn���

Les contraintes impos�ees par � sont plus fortes et recouvrent enti�erement celles de � ��
�

D�e�nition ���

Les trois bijections standards sont d�e	nies ainsi ��i� j � f�� �� � � � � ng 

miroir � � Sn� �

j � Sn tel que �j�i � ��n� �� i

�



compl�ement � � Sn� �
� � Sn tel que ���i � n� �� ��i

inverse � � Sn� �
�� � Sn tel que ����i � j �� ��j � i

Exemple � soit � � ���� on a �j � ���� �� � ���� ��� � ����
Cf� �egalement la section C���

Propri�et�e ��� Signalons quelques propri�et�es des trois bijections standards 


	 ��jj � ���� � ������ � � �involutions�

	 � � Sn���� �j � Sn��
j�� �� � Sn��

��� ��� � Sn��
��

	 ����j � ����� et ����� � ��j��

J� West en a donn�e les preuves dans �West ����

D�e�nition ��� On note S�n�� � Sn��
�� ��� � � � � �m la classe des sym�etries compl�etes

obtenues �a partir des trois bijections standards�

f��� ��� � � � � �mg constitue l�ensemble �sans r�ep�etition exhaustif des permutations qui
peuvent �etre obtenues �a partir de chaque � i en utilisant les trois bijections standards�
�i � f�� �� � � � � mg� f�� ij� �� i�� �� i��g 
 f��� ��� � � � � �mg�

� est le repr�esentant canonique de cet ensemble� c�est �a dire la plus petite permutation
dans l�ordre lexicographique�

Exemple � S�n���� � Sn����� ����
Cf� �egalement la section C���

Remarque � �� sur �k�� k � �� m � �� 	 ou ��

D�e�nition ��� jSn�� j d�esigne le cardinal de l�ensemble Sn���

Exemple � jSn���� j � �
n��

��n
n

�
� cn � les nombres de Catalan�

D�e�nition ��	 Un site i� pour i variant de � �a n � �� d�une permutation � � Sn est
l�indice d�insertion de l��el�ement n � � dans ��

La permutation �� sur �n � �� ainsi obtenue est alors ����� � � � � ��i � �� n �
�� ��i� � � � � ��n avec ���i � n� ��
L��el�ement n�� est ins�er�e entre les �el�ements ��i� � et ��i pour i variant de � �a n� avant
l��el�ement ��� pour i � �� apr�es l��el�ement ��n pour i � n� ��

Soit � � Sn���
Le site i est actif pour � quand �� � Sn�� et est inactif si �

� �� Sn���
Les symboles �� �� et � repr�esenteront respectivement un site actif� inactif� et inconnu

d�une permutation�
Exemple � � � ���
���	��� � S����	� a trois sites actifs ��� �� et � et trois sites

inactifs ��� 	� et 
�

	



D�e�nition ��� On d�e	nit l�arbre de permutations T ainsi 


	 les sommets au niveau n sont les permutations sur �n�  la racine de T est donc la
permutation � sur ���

	 un arc relie �n sur �n� �a �n�� sur �n � �� si et seulement si �n��� sans l��el�ement
n � �� est �equivalente �a �n  on notera alors �n � �n�� � fn� �g

On d�e�nit de m�eme l�arbre de permutations T �� en respectant une contrainte suppl�e�
mentaire � les permutations sur �n� doivent appartenir �a Sn���

Dans la majorit�e des cas� T �� est un arbre in�ni� Aussi� souvent� on limite la hauteur
de l�arbre en demandant TN��� c�est �a dire en construisant l�arbre contenant les permu�
tations de S���� S���� � � � � SN���

Il est �egalement possible de construire l�arbre de permutations depuis une permutation
racine de Sn�� autre que � sur ����

Exemple � T����� de racine ���

�����
� 

������� �� �����

Proposition ���

j Sn���� j vaut la somme des nombres de 	ls de toutes les permutations de Sn���

Le nombre de �ls d�une permutation � sur �n� est le nombre de ses sites actifs� puisque
ces derniers sont les exactes possibilit�es pour ins�erer l��el�ement n� � dans �� �

Exemple � T������ ����
Chaque permutation est suivie de son nombre de �ls entre parenth�eses�

�����
� 

������� �������
� �  �

��������	 ��������� ��������� ���������
jS������ ���j �jf�gj � �
jS������ ���j �jf��� ��gj � � � ��
jS������ ���j �jf���� ���� ���� ���gj � 	 � �� � ��
jS������ ���j � � � �	 � �� � �� � ��

Proposition ��� T �� est isomorphe �a T �� j� �� �
� � Sn�� admet un site i actif ou inactif �� �j � Sn�� j admet le site n � � � i

respectivement actif ou inactif� �

On notera T �� �� T �� � quand les deux arbres sont isomorphes�






D�e�nition ��� Une fa�con de caract�eriser T �� consiste en un jeu de r�egles� Celui�ci
remplace les permutations par une �etiquette� d�e	nit pour chaque �etiquette di��erente sa
r�egle de succession� et donne l��etiquette d�initialisation�

L��etiquette d�initialisation correspond �a la permutation � sur ��� racine de l�arbre tandis
que chaque r�egle de succession sp�eci�e les �etiquettes de tous les �ls�
L��etiquette peut contenir plusieurs informations� mais pr�ecise le plus souvent au moins

le nombre de �ls�
Exemple � � � T ���� d��etiquette �t o�u t est le nombre de �ls � alors� les t �ls ont

les �etiquettes ��� ��� � � � � �t� �� L��etiquette d�initialisation est ��� On notera ce jeu de
r�egles ��

��
�t � ��� ��� � � � � �t� �

Le jeu de r�egles di��ere souvent d�un arbre �a un autre� Toutefois� si celui de T �� est
identique �a celui de T �� �� on en d�eduit que les deux arbres sont isomorphes � Sn�� et
Sn��

� sont donc en bijection�
Par contre� la r�eciproque est fausse � on peut avoir jSn�� j �jSn�� � j mais deux jeux de
r�egles distincts�

D�e�nition �� Une permutation p�barr�ee sur �k� est une permutation de Sk dont on
distingue p �� ��� k� ��� �el�ements�

Exemple � � � 	��
� est une permutation ��barr�ee sur �
� o�u le seul �el�ement distingu�e
est ��

Remarque � Le nombre de permutations p�barr�ees sur �k� est
�n
p

�
�n�

On peut voir les permutations d�e�nies jusqu��a pr�esent comme des permutations ��
barr�ees�

D�e�nition ����
Soit Sn�� l�ensemble des permutations sans la sous�s�equence interdite barr�ee � �
� � Sn���� �b� de forme b� � �� � b� de forme � �

On note �

� la permutation p�barr�ee sur �k��

� la permutation sur �k� identique �a � � mais sans distinguer aucun �el�ement�

b� la permutation sur �k � p� constitu�ee �a partir de la sous�s�equence des �el�ements non
distingu�es de � ramen�es �a une permutation�

b� une sous�s�equence de �k � p �el�ements de � de forme b� �

�



� une sous�s�equence de k �el�ements de � de forme � � reprenant enti�erement les �el�ements deb�� et en intercalant p �el�ements de � exactement aux positions des �el�ements distingu�es
de � �

Exemple � Sn����	 avec � � ���	� � � ���	� b� � ����
�	�� � S�����	 car aucune sous�s�equence n�est de forme ����
�	��
 �� S�����	 car la sous�s�equence 	�
 est de forme ��� et � �e tel que �	� �� e� 


soit de forme ���	�

Exemple � Sn���	� avec � � ��	�� � � ��	�� b� � ����
�	�
� � S����	� car la seule sous�s�equence de forme ��� est 	��� et 	�
� est bien de

forme ��	��
�	�� �� S����	� tandis que �	�
� � S����	��

L�arbre de permutations T �� peut devenir une for�et � rien n�emp�eche d�avoir plusieurs
racines�

�



Chapitre �

Nouvelles propri�et�es

Ce chapitre expose quelques propri�et�es d�ecouvertes lors de l��elaboration de l�outil forbid
pour son optimisation�

Proposition ��� Un site inactif pour � � Sn�� restera inactif pour toute sa descendance
���� � Sn��� avec n

� � n��

En e�et� s�il est impossible d�ins�erer n�� en site i� c�est �a dire entre les deux �el�ements
e� � ��i�� et e� � ��i� cela sera toujours impossible pour tout autre �el�ement n� � n��
entre e� et e�� �

Exemple �
� � ���
���	��� � S����	�

� � 
�����
���	��� �����
���	��� ���
���	����� � S	���	�
Les � et � des permutations sur ��� sont respectivement les sites inactifs h�erit�es de

� � S����	� et les sites �a tester�

Cette proposition reste valable m�eme si � est une liste de sous�s�equences interdites�
Par contre� elle ne s�applique pas aux sous�s�equences interdites barr�ees�

Corollaire ��� � � Sn�� a t 	ls � Sn���� qui ont au plus t � � 	ls�

D�une part les sites inactifs le restent� et d�autre part l�insertion de l��el�ement n� � ne
peut cr�eer au plus qu�un nouveau site actif� �

Proposition ��� Une sous�s�equence interdite � sur �k� autorise toujours au moins k� �
sites actifs pour � � Sn��� d�es que n � k � �  pour n � k � �� les sites de � sont tous
actifs�

Les sites toujours actifs sont les sites �

	 � �a �����k� �� sites compl�etement �a gauche dans �
	 �n� k � ����k � � �a �n� �� sites compl�etement �a droite dans �

�



Toutefois� si ����k vaut � ou k� les sites toujours actifs respectivement �a gauche ou �a
droite n�existent pas� �

Exemple � � � ������������� � � �� ��n� ����n� � Sn���	��

Dans le cas d�un ensemble de sous�s�equences interdites f��� ��� � � � � �mg� les sites tou�
jours actifs de � � Sn��

�� ��� � � � � �m seront ceux qui sont toujours actifs pour toutes les
permutations interdites�

Exemple �
� � ������������� � � �� ��n� ����n� � Sn���	�
� � ������������� � � �� ��n� ����n� � Sn����
� � ������������� � � �� ��n� ����n� � Sn���	�� ���

Proposition ��� V�eri	er si � � Sn�� o�u � � Sk revient �a rechercher les sous�s�equences
�k�� � � �fk� �� kg dans �n�� � ��fn� �� ng et �a associer k �a n et k� � �a n� �� dans
la mesure o�u on aura v�eri	�e pr�ec�edemment que �n�� � Sn���� et que �n�� � � � fng �
Sn�����

Tout d�abord� il faut associer un �el�ement de � �a l��el�ement n de � � sinon� cela revient
�a tester si �n�� �� Sn����� ce qui a d�ej�a �et�e v�eri��e positivement� Cet �el�ement de � �a
associer �a n est obligatoirement k puisque n est le plus grand �el�ement de ��
Ensuite� il faut associer un �el�ement de � �a l��el�ement n � � de �� En e�et� dans le cas

contraire� cela reviendrait �a rechercher si ��n�� � �n � fn� �g �� Sn����� Or� l�insertion
de n correspond forc�ement �a un site actif de �n�� � Sn���� � ce test a donc d�ej�a �et�e
v�eri��e positivement� Cet �el�ement de � �a associer �a n � � est imm�ediatement inf�erieur �a
celui �� k de n � il s�agit de k � �� �

Remarque ��� sur la proposition ���� L�op�eration consiste alors �a regarder si �n�� est
de forme �k�� en respectant toutefois une autre contrainte�
�n�� et �k�� sont respectivement divis�ees en trois sous�s�equences �Ln����Cn����Rn�� et
�Lk����

C
k����

R
k�� par les deux plus grands �el�ements fn� �� ng et fk � �� kg�

�� � fL�C�Rg� on ne doit associer des �el�ements de ��n�� qu�avec ceux de ��k��  de plus�
il faut s�assurer que j��n�� j �j��k�� j �

Exemple � �
 � ��
���	 �� S
��	�� sachant que �	 � ��
��	 � S	��	��� et donc
que �� � ��
�	 � S���	��� avec �� � �	�� et �� � ��� On a �L� � ��
� �

C
� � �� �

R
� � 	

et �L� � �� �
C
� � �� �

R
� vide� Il faut alors consid�erer les

��
�

���
�

���
�

�
� � possibilit�es suivantes �

��� ��� 
� sont�elles de forme ��� La r�eponse �etant n�egative� �
 � S
��	���

Corollaire ��� de la proposition ���� Si le signe de ����n � �� ����n di��ere de celui
de ����k � �� ����k� alors le site est actif�

On ne peut pas associer simultan�ement n�� �a k�� et n �a k tout en respectant l�ordre
des indices de ces �el�ements� �

Proposition ��� � � S�n���� �j � S�n���� �� � S�n���� ��� � S�n���

�



En e�et� l�ensemble d�e�ni en ��	� �a savoir f��� ��� � � � � �mg� est �equivalent �a
f���j� ���j� � � � � ��mjg� f����� ����� � � � � ��m�g� et f������ ������ � � � � ��m��g� �

Proposition ��� Une permutation ��barr�ee sur �k� dont l��el�ement distingu�e n�est pas k
g�en�ere un arbre de permutations T �� ayant une racine unique�

Remarque � Les notations utilis�ees ci�dessous reprennent celles de la d�e�nition �����

Soit � d��el�ement distingu�e j � k avec i � ����j�
Soit �n �� Sn��� �b� une sous�s�equence de �n de k � � �el�ements de forme b� � Mais �e� avec
���n �b��i � � � ���n �e � ���n �b��i� � � b� � feg o�u e est ins�er�e en i�eme position� une
sous�s�equence de �n de k �el�ements� aucune n�est de forme � �
Soit �n�� � �n � fng � Sn���� � alors� n � b� �sinon� b� serait aussi une sous�s�equence de
�n���
Par cons�equent� si on ins�ere n� � n dans l�intervalle d�e�ni pour e� b� ne sera toujours pas
de forme � puisque n� doit s�associer �a l��el�ement j tandis que n est associ�e �a k� A plus
forte raison� si n� est ins�er�e hors de cet intervalle� on ne pourra jamais obtenir pour b� une
sous�s�equence � de forme � � �

Proposition ��	 Une permutation ��barr�ee sur �k� dont l��el�ement distingu�e est k et telle
que j ����k � ����k � � j� � g�en�ere un arbre de permutations T �� ayant une racine
unique�

Remarque � Les notations utilis�ees ci�dessous reprennent celles de la d�e�nition �����

Soit �n�� � Sn���� et �n � �n�� � fng �� Sn��� �n a une sous�s�equence b� � n de
k � � �el�ements de forme b� sans qu�existe � de forme � � Mais soit b� interdira �a �n� �
�n � fn��� n��� � � � � n�g avec n� � n d�appartenir �a Sn���� soit �

� � b��fng� fn�g sera
�egalement de forme b� sans qu�existe pour autant �� de forme � � �
D�e�nition ��� On note Sn���� �� l�ensemble des permutations de Sn�� ayant au moins
une sous�s�equence de forme � ��

Proposition ��� Sn�� � Sn��� �
� � Sn����

��� ��� � �� avec Sn��� � � � Sn����
�� � ��

Les permutations de Sn�� peuvent �etre divis�ees en deux ensembles disjoints � celles
excluant la forme � � et celles admettant au moins une sous�s�equence de forme � �� �

��



Chapitre �

forbid

Ce chapitre pr�esente le programme qui a �et�e d�evelopp�e pour mieux �etudier les permuta�
tions sans sous�s�equence interdite� Il propose une pr�esentation de forbid� ses principaux
algorithmes et leur complexit�e� et un bilan�

��� Pr�esentation g�en�erale de forbid

L�objectif de forbid est de renseigner sur l�arbre ou la for�et de permutations sans sous�
s�equence interdite TN��� � � ��

L�outil accepte de travailler avec un nombre quelconque de sous�s�equences interdites�
barr�ees ou non�
Par contre� il impose une hauteur maximale pour l�arbre�
En�n� le traitement peut s�e�ectuer �a partir d�une ou plusieurs permutations racines�

Les informations donn�ees par forbid peuvent �etre regroup�ees en deux grandes familles
de sorties � les ventilations du cardinal et des repr�esentations de l�arbre�
Les ventilations de jSn��� � � � j se font selon un crit�ere unique� celui�ci peut �etre le nombre
de �ls� de saillants� de descentes ou de mont�ees� d�exc�edences� ou l�indice du plus grand
�el�ement�
Les repr�esentations de TN��� � � � sont possibles soit globalement �a chaque arbre de per�
mutations selon un format ASCII� un export vers CABRI� ou un mot parenth�es�e� soit
localement entre un sommet et ses �ls avec les r�egles et la table des �ls�
De plus� deux scripts UNIX permettent d�obtenir SN��� � � � et l�arbre selon un mot de
Dyck�

L�annexe A donne un guide d�utilisation de forbid� et o�re ainsi une pr�esentation plus
d�etaill�ee de ses possibilit�es� notamment �a propos de ses di��erentes sorties�

��



��� Algorithmes comment�es de forbid

Cette section pr�esente forbid par l��etude de ses principaux algorithmes�
Ceux d�etaill�es ci�dessous concernent la construction de l�arbre �ou de la for�et de permu�
tations T ��� � � � o�u aucune des permutations interdites de f�� � � �g n�est barr�ee�

Notation �
f�� � � �g la liste des permutations �non barr�ees interdites
�k � f�� � � �g une des permutations interdites sur �k�
�p la permutation sur �p� racine d�un arbre de permutations
�n� une permutation sur �n

�� �n� � n� �� n� n� �
siten� le site d�insertion de l��el�ement n

� dans �n���
�Ln� � �

C
n� � �

R
n� respectivement les sous�s�equences gauche� centre et droite de �n��� s�epar�es

par les �el�ements n� � � et n� � �
�n� � �n����fn�g d�esigne en fait la permutation o�u l��el�ement n� a �et�e ins�er�e en site siten� �

pour chaque racine �p faire
go��p�

�n pour

Figure ���� Proc�edure cons

cons �cf� �gure ��� construit la for�et des arbres de permutations� pour toutes les per�
mutations racines demand�ees et g�en�er�ees�

Entr�ee � �n

pour chaque site siten�� faire
si tstvalide��n��� �n��� siten���

alors le site siten�� est actif
sinon le site siten�� est inactif

�n si

�n pour
pour chaque site siten�� actif faire

go��n���
�n pour

Figure ���� Proc�edure r�ecursive go
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go �cf� �gure ��� construit r�ecursivement un arbre de permutations�
Cet algorithme admet �n � Sn��� � � � en entr�ee� recherche dans un premier temps

tous ses sites actifs� puis se r�e�appelle dans un second temps pour toutes les permutations
�n�� � Sn����� � � ��
L�algorithme op�ere en deux temps a�n de conna��tre enti�erement les sites �actif ou inactif
de �n avant d��etudier ceux de �n�� � c�est une condition n�ecessaire pour appliquer la
proposition ����
La r�ecursion dans le second temps int�egre exactement la proposition ��� en s�e�ectuant

uniquement sur les sites actifs�

Entr�ees � �n��� �n��� siten��
Valeur retourn�ee � �n�� ��Sn����� � � �

si le site siten�� est inactif dans �n��
alors retourner faux

�n si

pour chaque permutation interdite �k � f�� � � �g faire
si non tst�interdit��n��� �n��� �k�

alors retourner faux
�n si

�n pour
retourner vrai

Figure ���� Fonction bool�eenne tstvalide

tstvalide �cf� �gure ��� indique si �n�� appartient ou non �a Sn����� � � ��
L�algorithme r�epond donc �a la question � le site siten�� est�il actif� pour toutes les

permutations interdites�
Tout d�abord� �n h�erite des sites inactifs de �n��� conform�ement �a la proposition ����

Ensuite� la d�emarche consiste �a regarder une �a une les permutations interdites � tri�ees
par nombre d��el�ements croissant car les contraintes sont plus fortes pour les sous�s�equences
interdites de petite taille � en s�arr�etant d�es que le site est d�etect�e inactif�
En dernier ressort� le site est actif�

tst�interdit �cf� �gure ��	 indique si �n�� appartient ou non �a Sn����k�
L�algorithme r�epond donc �a la question � le site siten�� est�il actif� pour une des

permutations interdites�
La premi�ere �etape code exactement le corollaire ����

La deuxi�eme �etape consiste d�une part �a appliquer la proposition ��� en divisant �n�� et
�k en trois sous�s�equences chacune �respectivement �

L
n��� �Cn��� �Rn�� et �Lk��� �

C
k��� �

R
k�� par

leurs deux plus grands �el�ements� et d�autre part �a v�eri�er les conditions de la remarque
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Entr�ees � �n��� �n��� �k
Valeur retourn�ee � �n�� ��Sn����k

si l�ordre n�n � � di��ere de celui k � ��k
alors retourner vrai

�n si
si j�Ln�� j �j�Lk�� j ou j�Cn�� j �j�Ck�� j ou j�Rn�� j �j�Rk�� j

alors retourner vrai
�n si

retourner tstdi����Ln��� �Cn��� �Rn��� �Lk��� �
C
k��� �

R
k���

Figure ��	� Fonction bool�eenne tst�interdit

���� test qui recouvre enti�erement la proposition ����
Finalement� la troisi�eme �etape sous�traite le travail �a tstdi���

Entr�ees � �Ln��� �Cn��� �Rn��� �Lk��� �
C
k��� �

R
k��

Valeur retourn�ee � �n�� ��Sn����k

� non pr�esent�e �

Figure ��
� Fonction bool�eenne r�ecursive tstdi��

tstdi�� �cf� �gure ��
 indique si �n�� appartient ou non �a Sn����k�
L�algorithme r�epond donc �a la question � le site siten�� est�il actif� pour une des

permutations interdites� les permutations �etant divis�ees en trois sous�s�equences�
Cet algorithme code exactement la remarque ���� Il teste r�ecursivement les di��erentes

possibilit�es consistant �a retrouver la sous�s�equence interdite �k�� dans �n��� pour les trois
sous�s�equences respectives�
D�es qu�une sous�s�equence de �n�� est trouv�ee de forme �k��� l�algorithme s�arr�ete en
retournant faux� Par contre� une fois toutes les possibilit�es �etudi�ees sans avoir rencontr�e
de sous�s�equence interdite� l�algorithme retourne vrai�

��� El�ements de la complexit�e de forbid

Cette section propose l��etude de la complexit�e des algorithmes les plus importants pr�esen�
t�es dans la section ����
L�objectif consiste �a mesurer l�e cacit�e du test �n�� ��Sn���� � � � �k� � � � � c�est �a

dire l�insertion de l��el�ement n� � dans �n � Sn�� � � � �k� � � � � impl�ement�e en prenant en

�	



compte les di��erentes optimisations pr�esent�ees dans le chapitre ��
On note sn� pour jSn��� � � � �k� � � � j �

����� Complexit�e de tstdi��

La complexit�e au pire de tstdi�� est donn�ee par�
j�Ln�� j
j�Lk�� j

�
�

�
j�Cn�� j
j�Ck�� j

�
�

�
j�Rn�� j
j�Rk�� j

�

avec

�
j�Ln�� j � j�Cn�� j � j�Rn�� j �j�n�� j � n� �
j�Lk�� j � j�Ck�� j � j�Rk�� j �j�k�� j � k � �

qui compte le nombre de sous�s�equences de �n�� form�ees de k � � �el�ements� apr�es le
d�ecoupage en trois�
Ce nombre est �egalement le nombre exact de sous�s�equences test�ees quand l�algorithme
retourne vrai�

Dans le pire des cas� un seul des ensembles �Lk��� �
C
k��� �

R
k�� est non vide et la sous�

s�equence correspondante de �n�� contient tous les �el�ements�
Alors� la complexit�e au pire est de�

n� �
k � �

�
� �p

��
�

�n� �n� �
�

�k � �k� �
� ��n� k � �n�k�

�
�

en O

�
�p
k
�

�
n

k

�k���

d�apr�es la formule de Stirling et les notations de Landau� avec k �� n�

Cette complexit�e au pire passe �a
�
n��
k��

�
�
��
�

�
quand un seul des trois ensembles est vide�

et �a
�n��
k��

�
�
��
�

�
�
��
�

�
quand aucun des trois ensembles n�est vide�

A titre de comparaison� l�algorithme qui ne tiendrait pas compte des nouvelles propo�
sitions optimisant forbid serait d�une complexit�e au pire de

�
n��
k

�
�

Le gain obtenu est le rapport k�k���
�n���n �

Il faut cependant temp�erer ces r�esultats�
En e�et� nous travaillons actuellement essentiellement avec k � � ou 	� voire 
�
De plus� nous limitons souvent la hauteur de l�arbre �a N � ��� voire ���

Remarque � L�algorithme impl�ement�e admet une optimisation suppl�ementaire�
Chaque permutation interdite stocke� pour chaque �el�ement de �k�� sur �k � ��� la

di��erence positive et n�egative avec la plus proche valeur des �el�ements d�indices inf�erieurs�
En e�et� la recherche par tstdi�� des sous�s�equences se fait dans l�ordre d�indice crois�

sant et les di��erences signi�ent qu�il faut accepter un intervalle de valeurs su samment
grand pour esp�erer trouver ult�erieurement un �el�ement qui puisse s�y ins�erer�

�




����� Complexit�e de tst�interdit

Le probl�eme consiste ici �a d�eterminer quand tstdi�� est e�ectivement appel�e pour �evaluer
l�e cacit�e des deux tests pr�eliminaires� Malheureusement� la r�eponse d�epend des positions
des �el�ements n� n � � et k � �� k� information qu�il est di cile de conna��tre dans le cas
g�en�eral�

Toutefois� la proposition ��� reste valable et le nombre d�appels �a tstdi�� est au plus
�egal au nombre d�appels �a tst�interdit diminu�e de k � ��

����� Complexit�e de tstvalide

La complexit�e est ici mesur�ee par le nombre d�appels �a tst�interdit� c�est �a dire au pire le
nombre de permutations interdites�

Toutefois� il ne faut pas consid�erer les sites inactifs h�erit�es�
Ainsi� le nombre de sites �a tester est globalement donn�e pour tstvalide et go parX

�n�Sn������k�����
actif�n ��actif�n � � � sn�� �

X
�n�Sn������k�����

�actif�n
�

o�u actif�n � ���n � �� est le nombre de sites actifs de chaque permutation �n �
Sn�� � � � �k� � � ��
La premi�ere formule r�esulte directement du corollaire ��� tandis que la seconde est sa
re��ecriture d�apr�es la proposition ����

En posant pour tous les sites actifs des �n leurs bornes minimale et maximale� on
obtient l�encadrement �sn�� � sn�� � sn��n� ��� pour la formule�

��� Bilan de forbid

L�int�er�et de l�outil forbid est d�orienter les recherches� notamment en optant pour l�une
des di��erentes sorties� choisie comme �etant l�approche la plus simple du probl�eme�
Cependant� si une sortie unique donne une bonne id�ee de la solution �jeu de r�egles ou

cardinalit�e selon l�information demand�ee� c�est plus souvent la corr�elation de plusieurs
sorties qui aiguille vers le r�esultat�

forbid� �egalement interfac�e avec Druid� a d�ej�a subi plusieurs modi�cations visant �a
enrichir ses possibilit�es� et peut encore �evoluer� en particulier par le rajout de nouvelles
sorties�
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Partie II

Deux r�esultats
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Chapitre �

S
�

n������

Ce chapitre �evalue jS�n��	�� j �jSn��	��� ��	�� ���	� 	���j � Pour cela� on sera �egalement
amen�e �a calculer jSn����� �	��� ���	j �

��� D�etermination de jS�

n
������ j

Cette section d�etermine les di��erentes contraintes �a satisfaire et exprime jS�n��	�� j en
fonction de jSn����� �	��� ���	j �

Th�eoreme ��� jS�n��	��j � �� jSn����� �	��� ���	j � �n � ��

����� D�etermination des contraintes

Gr�ace �a la proposition ��	� ce probl�eme se simpli�e en n��etudiant que la moiti�e des cas �a
consid�erer� les autres �etant construits par miroir des premi�eres permutations obtenues�
Ainsi� posons � � S�n��	�� telle que ����n� � � ����n�
De plus� notons �L� �C � et �R respectivement les �el�ements ��� �a ������n � � � ��
������n� ��� �a ������n� �� et ������n�� �a ��n� qui sont respectivement situ�es
�a gauche de n � �� entre n� � et n� et �a droite de n�
Cela se sch�ematise ainsi �

�Lz �� 	
� � � n� �

�Cz �� 	
� � � n

�Rz �� 	
� � � � � � S�n��	��

Notation �

	 eL� eC � eR sont des �el�ements quelconques respectivement des ensembles �L� �C� �R

	 ei� ej avec i � j sont deux �el�ements tels que ����ei � ����ej

	 E�� E sont les deux �el�ements les plus grands de � � �e � � � fE�� Eg� e � E � E�

	 eLi � e
L
j � E

�L� EL se d�e�nissent pareillement pour la sous�s�equence �L� ainsi que leurs

�equivalents pour �C et �R

��



En faisant jouer �a n � � et�ou �a n un r�ole par rapport aux sous�s�equences interdites
de �� on est amen�e �a �etablir des contraintes r�esum�ees dans le lemme ci�dessous�

Lemme ��� Les contraintes pour une permutation � � S�n��	�� sont 


C� �eL� �eR� eL � eR

C� �C est form�ee d�au plus deux �el�ements croissants

C� �L et �R ne doivent pas �etre respectivement de formes ��� et ���

C� si �C contient deux �el�ements eC� et eC� � et que j�R j � �� on doit alors v�eri	er eC� � n��
et eC� � eR

C��� j�C j � � et j�L j � � �� eC � EL

C��� j�C j � � et j�R j � � �� eC � ER

C	 si �L� �C� �R ont tous au moins un �el�ement� alors eC � eR

C� j�L j � � �� �R croissante

De plus� il faut que � � fn� �� ng � S�n����	���

Ces contraintes se v�eri�ent ainsi �

C� Sinon� la sous�s�equence �eL� n� �� n� eR serait de forme ��	��
C� �C est form�ee d��el�ements croissants pour que la sous�s�equence �n � �� eC� � eC� � n ne

soit pas de forme ���	� De plus� la sous�s�equence 	��� interdit �a �C d�avoir plus de
deux �el�ements �a cause de �n� eC� � e

C
� � e

C
� �

C� Cela a�n d��eviter que les sous�s�equences �eL� � e
L
� � e

L
� � n� � et �n� eR� � eR� � eR�  ne soient

de formes ���	 et 	����

C� �eR� il faut que cet �el�ement ne soit ni inf�erieur �a eC� ni sup�erieur �a eC� � pour ne
pas contenir respectivement les sous�s�equences �eC� � e

C
� � n� e

R et �n � �� eC� � eC� � eR
de formes ��	� et 	���� Par cons�equent� et compte�tenu des contraintes C� et C��
eL � eR et eC� � eR � eC� �� eC� � n� ��

C� Pour �eviter avec �eL� � e
L
� � n� �� eC et �eL� � eL� � eC � n respectivement les formes ��	� et

���	� cela suppose que �eL� � �eL� � eC � min feL� � eL� g �� eC � EL�

De m�eme� pour �eviter que �n � �� eC � eR� � eR�  et �eC � n� eR� � eR�  ne soient de formes
	��� et �	��� il faut et il su t de s�assurer que eC � ER�

C	 A�n d��eviter la forme �	�� avec �eL� n��� eC � eR� il faut s�assurer que �eC � �eR� eC �
eR puisque la contrainte C� v�eri�e d�ej�a eL � eR�

C� On aurait sinon deux �el�ements eR� � e
R
� avec e

R
� � eR� tels que la sous�s�equence �e

L� n�
�� eR� � e

R
�  serait de forme �	���

��



�

Corollaire ��� D�autres contraintes se d�eduisent du lemme ��� 


�a� j�L j � � �� �R croissante et j�R j � �
�b� j�C j � �� j�R j � � 
 cas impossible

�c� j�L j � �� j�C j � �� j�R j � � 
 cas impossible

�d� j�L j � �� j�C j � �� j�R j � � 
 cas impossible

Ces nouvelles contraintes se v�eri�ent ainsi �

�a� Les contraintes C� et C�� pour j�L j � �� demandent que �R soit croissante� et donc
de taille � au plus pour ne pas �etre de forme ����

�b� Les contraintes C�� C	 et C
�� imposent �a eC� d��etre �a la fois inf�erieur �a e
R et sup�erieur

�a ER�

�c� Les contraintes C� et C
�� impliquent que eC soit �a la fois inf�erieur �a eR et sup�erieur
�a ER�

�d� Les contraintes C	 et C� exigent que eC� � n � � soit inf�erieur �a eR� tout en �etant le
plus grand �el�ement de � � fn� �� ng�

�

Le tableau suivant rassemble les di��erentes contraintes �a satisfaire �

�R � S����
j�R j � � j�R j � � j�R j � � j�R j � �

�L � S���� j�C j � ��b� c j�C j � ��d j�C �j � �
j�L j � � �a �R � �a C�� C
��� C� C
��

impossible C� j�C j � ��d
j�L j � � C�� C�

j�C j � ��b j�C �j � � j�C �j � �
j�L j � � C
�� C	

����� Evaluation de jS�
n������ j

Notations et remarques pr�eliminaires

Posons �

	 sn �jS�n��	��j
	 S�n � Sn����� �	��� ���	 et s�n �jS�n j �avec s�� � �
	 S��n � Sn����� �	��� ���	 ayant tous les �el�ements �a gauche de n qui croissent� et
s��n �jS ��n j

��



D�apr�es la proposition ���� Sn����� S�n��	�� � S�n�

De plus� d�apr�es la propri�et�e ��� du miroir� jSn����� ��	�� 	���j � s�n� Cela s�applique
�egalement aux permutations de Sn����� ��	�� 	��� dont tous les �el�ements �a droite de n
d�ecroissent � leur nombre est s��n�

Calcul de s��n et premi�eres valeurs de sn� s
�
n� s

��
n

Soit � � S��n�
On a s��� � �� s��� � �� et �n � �� s��n � s�n�� � s�n�� � s��n��
En e�et� s��n vaut �
�������

s�n�� si ��� � n

s�n�� si ��� � n� � et ��� � n
s��n�� si ��� � n� � et ��� � n

les autres cas sont impossibles
Le troisi�eme terme de la r�ecurrence est s��n�� puisque la sous�s�equence des �el�ements ��� �a
������n� �� � doit �etre croissante� pour que �n� �� e���� e���� n� � ne soit pas de forme
���	�
On obtient �nalement �

�n � �� s��n �
n��X
i��

s�i

Les premi�eres valeurs de sn� s�n� s��n sont les suivantes �
n � � � � 	 
 � � � � ��

sn � � � �� 
	 ��� ��� 
�� ���	 ���	
s�n � � � 
 �� �� 
� ��� ��
 ��� �	��
s��n � � � 	 � �� 	� ��
 ��� 
�� ����

Les di��erents cas �a consid�erer

Les di��erents cas �a envisager pour n � � sont donn�es ci�dessous en pr�ecisant le nombre
de possibilit�es et les conditions �a satisfaire� respectivement avant et apr�es la parenth�ese
ouvrante�
On note s�n�i�j les nombres s

�
n�i �a satisfaire pour n � i� j�

	 j�L j � �� j�C j � �

s�n����

�
��� � n� �� ��� � n
�����n � Sn��������� ���	� �	��

	 j�L j � �� j�C j � �� j�R j � �

s�n����

�
��� � n� �� ��� � n� �� ��� � n

��	��n � Sn��������� ���	� �	��

s��n����

�
��� � n� �� ��� � n� �� ��� � n
��	��n � Sn��������� ���	� �	���� �a gauche

��



	 j�L j �� �� j�C j � �� j�R j � �

s�n����

�
��n� � � n � �� ��n � n

�����n� � � Sn��������� ��	�� 	���

	 j�L j �� �� j�C j � �� j�R j � �

s�n����

�
��n� � � n � �� ��n� � � n� ��n � n � �
�����n� � � Sn��������� ��	�� 	���

	 j�L j �� �� j�C j � �� j�R j � �

s�n����

�
���n� �� ��n� �� ��n� �� ��n � �n� �� n� n� �� n� �
�����n� 	 � Sn��������� ��	�� 	���

	 j�L j �� �� j�C j � �� j�R j � �

s�n����

�
���n� �� ��n� �� ��n� �� ��n � �n� �� n� �� n� �� n
�����n� 	 � Sn��������� ��	�� 	���

s�n����

�
���n� 	� ��n� �� � � � � ��n � �n� �� n� �� n� 	� n� �� n
�����n� 
 � Sn��������� ��	�� 	���

s��n����

�
���n� �� ��n� �� ��n� �� ��n � �n� �� n� 	� n� �� n
�����n� 	 � Sn��������� ��	�� 	���� �a droite

	 j�L j �� �� j�C j � �� j�R j � �

s�n����

�
��n� � � n � �� ��n� � � n � �� ��n � n
�����n� � � Sn��������� ��	�� 	���

s��n����

�
��n� � � n � �� ��n� � � n � �� ��n � n
�����n� � � Sn��������� ��	�� 	���� �a droite

	 j�L j �� �� j�C j � �� j�R j � �

s�n����

�
���n� �� ��n� �� ��n� �� ��n � �n� �� n� �� n� n� �
�����n� 	 � Sn��������� ��	�� 	���

s��n����

�
���n� �� ��n� �� ��n� �� ��n � �n� �� n� 	� n� n� �
�����n� 	 � Sn��������� ��	�� 	���� �a droite

Calcul de jS�n��	��j
Compte�tenu de ces di��erents cas et du fait que l�on n�en a �etudi�e que la moiti�e en posant
����n� � � ����n� on en d�eduit �

�n � �� �
�sn � �s�n�� � �s�n�� � �s�n�� � s�n�� � �s��n�� � �s��n��

� �s�n�� � �s�n�� � s�n�� � s�n�� � 	
Pn��

i�� s
�
i

On v�eri�era ult�erieurement �cf� 	���� que �n � �� sn � �s�n�

��



��� D�etermination de jSn����� ����� �����j

Cette section propose le jeu de r�egles de T ����� �	��� ���	 et en donne la fonction g�en�e�
ratrice�

����� Le jeu de r	egles de T ����� ����� �����

Th�eoreme ��� T ����� �	��� ���	 a pour jeu de r�egles 

���������������������

�A� �
�A� � � �A� �
�A� � � �B� �� �A� �
�B� � � �A� �� �B� �
�A� � � �B� �� �A� �� �C� �
�B� � � �B� �� �B� �� �A� �
�C� � � �A� �� �A� �� �B� �

Lemme ��� Les sites actifs sont les �� �� ou � premiers sites d�une permutation � �
Sn����� �	��� ���	�

La proposition ��� permet d�a rmer que toute permutation � de S �n �
Sn����� �	��� ���	 admet au moins le site � comme site actif�
Aucune des sous�s�equences interdites ne commence par son plus grand �el�ement�
Si le site � est inactif� tous les sites sup�erieurs �a � sont �egalement inactifs�

En e�et� d�apr�es la proposition ���� c�est obligatoirement la sous�s�equence �	�� qui a
interdit le site �� Il existe donc e de � �avec ����e � � tel que la sous�s�equence
����� ���� e est de forme ���� Les sites � �a n�� sont alors interdits car la sous�s�equence
����� ���� n� � serait de forme ����
Le nombre de sites actifs est de trois au plus qui correspondent aux sites �� �� et ��

Supposons l�existence d�au moins trois sites actifs tels que les sites � et � sont actifs et
au moins un autre site i d�actif� Or� pour ne pas �etre de forme ��� �o�u n � � en site i
serait associ�e �a �� la sous�s�equence ����� ���� � � � � ��i� � doit �etre d�ecroissante mais
�egalement de taille inf�erieure ou �egale �a deux pour ne pas �etre de forme ���	 �o�u n�� en
site i serait associ�e �a 	� �

Lemme ���

�� Le 	ls de la permutation � � S�n a � sites actifs�

�� Les deux 	ls de la permutation � � S�n ont �� ou �� et � sites actifs�

�� Les trois 	ls de la permutation � � S�n ont �� ou � ou �� et �� ou �� et � sites actifs�

�� Soit � � S�n ayant � �ls �� � S �n��� On a ���� � n � �� et le site � d�actif� De
plus� compte�tenu de la proposition ���� son site � est actif car la sous�s�equence
�n� �� n� �� e�� e� n�est pas de forme interdite�

��



�� Soit � � S�n ayant � �ls �� et ��� � S�n�� en pla!cant respectivement n� � en site � et
��

	 �� telle que ���� � n � � admet au plus � sites actifs car la sous�s�equence
������ n� �� n� � o�u n � � serait ins�er�e en site � est de forme interdite ����
�� admet �

� � site actif si ���� �� n �a cause de la sous�s�equence ������ n� �� n� �� n
de forme �	��

� � sites actifs si ���� vaut n puisque �	�� n�est pas une sous�s�equence
interdite

	 ��� telle que ����� � n� � admet � sites actifs d�apr�es la proposition ���

�� Soit � � S�n ayant � �ls ��� ��� et ���� � S�n�� en pla!cant respectivement n� � en site
�� � et ��

	 �� telle que ���� � n � �� avec ���� � ����� admet �

� � site actif si ���� �� n �a cause de la sous�s�equence ������ n� �� n� �� n
de forme �	�� interdisant les sites � et �

� � sites actifs si ���� � n et ���� �� n � � car la sous�s�equence ������ n�
�� n � �� n � � de forme �	�� interdit le site �� tandis que le site � est
autoris�e puisque �n� n� �� n� �� e� n�est pas de forme interdite

� � sites actifs si ���� � n et ���� � n�� puisque les sites � et � sont actifs �
ni �n� n� �� n� �� e�� ni �n� �� n� �� n� �� e� n�est de forme interdite

	 ��� telle que ����� � n��� a le site � d�inactif car ������� n��� n�� serait de
forme ���� et admet donc au plus � sites actifs �

� � site actif si ����� �� n �a cause de la sous�s�equence ������� n� �� n� �� n
de forme �	�� interdisant le site �

� � sites actifs si ����� � n car aucune sous�s�equence interdite n�est de forme
�	��

	 ���� telle que ������ � n� � admet � sites actifs d�apr�es la proposition ���

�

Le jeu de r�egles de T ����� �	��� ���	 se d�eduit directement du lemme 	�� en posant
comme �etiquette �x�� x�� y ainsi d�e�nie �
���

x� � position de la valeur n � ����n
x� � position de la valeur n� � � ����n� �
y � nombre de �ls

On obtient alors �

�	




���������������������

��� x�� �
�x�� x�� � � ��� x�� �
��� x�� � � �x� �� �� x�� �� ��� �� �
�x� �� �� x�� � � �x�� x�� �� ��� x� �� �� �
��� �� � � �x� �� �� x�� �� ��� �� �� �x� �� �� x�� �
��� x� �� �� � � �x� �� �� x�� �� �x� �� �� x�� �� ��� �� �
�x� �� �� x�� � � �x�� x�� �� �x�� x�� �� ��� x� �� �� �

Pour simpli�er� il est possible de renommer �A� ���A� ���B� ���A� ���B� ���C� � res�
pectivement pour �x�� x�� ����� x�� ���x� �� �� x�� ����� �� �� ��� x� �� �� ���x� �� �� x�� ��
�

����� La fonction g�en�eratrice de jSn����� ����� ����� j

Th�eoreme ��� La fonction g�en�eratrice de jSn����� �	��� ���	j est ��x
���x�x��x��x� �

Le th�eor�eme 	�� engendre les r�ecurrences suivantes �
�������������������������

�n � � an � cn�� � �fn�� pour �A� �
bn � an�� pour �A� �
cn � bn�� � dn�� � �en�� pour �B� �
dn � bn�� � dn�� � en�� pour �A� �
en � cn�� � fn�� pour �B� �
fn � dn�� pour �C� �

avec b� � �� a� � c� � d� � e� � f� � �
et tel que s�n � an � bn � cn � dn � en � fn

En posant gn � en � en��� on d�eduit �
���������������������������������������������������

fn � dn��
cn � dn � en��
en � dn�� � dn�� � en��
an � dn�� � en
bn � dn�� � en��
gn � gn�� � dn�� � �dn�� � dn��

� dn�� � �
Pn��

i�� di
dn � dn�� � dn�� � en�� � en��

� dn�� � dn�� � dn�� � �
Pn��

i�� di
� �dn�� � dn�� � dn�� � dn����n � �

�d� � �� d� � �� d� � �� d� � �� d� � 

s�n � �dn � dn�� � dn�� � dn�� � �en � �en��

� �dn�� � dn�� � dn�� � dn��
� dn��

Soit G�x �
P

n�� s�nxn la fonction g�en�eratrice de jSn����� �	��� ���	j �
On obtient �

��� �x� x� � x� � x��G�x � �� x

�

�




Une autre approche consiste �a r�esoudre

s�n �jSn����� �	��� ���	j �
	X

i��

vin

avec �n � �� Vn � �v�n� v�n� v�n� v�n� v�n� v	n � Vn���M � V��M
n��
���������������������

V� � ��� �� �� �� �� �

M �

�BBBBBBB�

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�CCCCCCCA
� �mi�j

vin� pour i variant de � �a �� est le nombre de permutations de S
�
n de i

�eme �etiquette�
V� correspond �a l��etiquette d�initialisation�
M � la matrice carr�ee d�ordre �� repr�esente les r�egles o�u chaque mi�j �i en lignes� j en
colonnes est �egal au nombre de fois �a appliquer la j�eme r�egle �a partir de la i�eme�

Exemple � la cinqui�eme ligne de la matrice signi�e que la 
�eme r�egle �B� � d�eclenche
� fois la ��eme r�egle �B� � et � fois la 	�eme r�egle �A� ��

����� Simpli
cation du calcul de jS�
n������ j

Il reste maintenant �a v�eri�er le r�esultat du th�eor�eme 	�� �
�n � �� ��sn �jS�n��	��j � �s�n�� � �s�n�� � s�n�� � s�n�� � 	

Pn��
i�� s

�
i

Or� s�n � s�n�� � s�n�� � s�n�� � �
Pn��

i�� s
�
i

�� �
�sn � �s

�
n � �s�n�� � s�n�� � s�n�� � s�n��

Comme s�n � �s�n�� � s�n�� � s�n�� � s�n�� ��

�n � �� sn � �s�n
�

Une approche plus directe pour le th�eor�eme 	�� serait de montrer que
�n � �� jSn����� �	��� ���	j �jSn��	��� ��	�� ���	� 	��������j �
En e�et� l�union de ces deux ensembles disjoints est exactement jS�n��	��j � pour tout n�

��



Chapitre �

S
�

n������

Ce chapitre d�etermine le jeu de r�egles de S�n����	 � Sn����	� 	���� puis en donne le
cardinal�

��� Le jeu de r�egles de T ������ �����

Th�eoreme ��� T ����	� 	��� a pour jeu de r�egles 

���������������������������������

�A� �� �
�A� p� t � �A� p� t� �� �A� t� t� �� �B� p� p� �� �B� p� p� �� � � � � �B� p� t�

�E� �� �E� 	� � � � � �E� p
�B� p� t � �B� p� p� �� �B� p� p� �� � � � � �B� p� t� �C� t� �� t� �� �D� �� ��

�E� �� �E� 	� � � � � �E� p
�C� p� t � �C� p� t� �� �D� p� p� �� �D� p� p� �� � � � � �D� p� t� �D� �� ��

�E� �� �E� 	� � � � � �E� p� �
�D� p� t � �D� p� p� �� �D� p� p� �� � � � � �D� p� t� �D� �� �� �D� �� ��

�E� �� �E� 	� � � � � �E� p� �
�E� t � �D� �� �� �E� �� �E� 	� � � � � �E� t� �E� t

����� La d�emarche utilis�ee

La proposition ��� permet de diviser exhaustivement S�n����	 en quatre sous�ensembles
disjoints� �a savoir � apr�es simpli�cation due �a la proposition ��� � Sn����� ����
Sn����� 	�������� et son miroir Sn����� ���	������ Sn����	� 	�������� �����

Il faut alors remarquer qu�une permutation de S����� 	��������� ou de son miroir�
a obligatoirement un anc�etre dans l�arbre T ����	� 	��� qui appartient �a S����� ���� il
en va de m�eme pour S����	� 	�������� ���� qui peut �eventuellement avoir �egalement un
anc�etre interm�ediaire appartenant �a S����� 	�������� ou son miroir�
De plus� pour n � � et n � �� seul l�ensemble Sn����� ��� admet des permutations �

S������	 � S������ ��� et S������	 � S������ ����
De m�eme� S�����	� 	�������� ���� � ��

��



La racine de T ����	� 	��� est donc la permutation � de S������ ����

Sn����� ���� de cardinalit�e �
n�� �Simion�Schmidt �
� est compos�e d�une sous�

s�equence initiale d�ecroissante et d�une sous�s�equence �nale croissante�
Gr�ace aux propositions ��� et ��	� il est possible de toujours ramener les permutations de
Sn����� ��� �a des permutations � avec ��n � n� soit en prenant la permutation telle
quelle� soit en optant pour son miroir� Notons S�n cet ensemble�

La d�emarche consiste alors �a �etudier S�n en consid�erant toutes les possibilit�es d�insertion
de l��el�ement n � � dans les sites actifs � il est alors possible d�obtenir une permutation de
S�n��� de Sn������� ���	����� ou de Sn������	� 	�������� �����
De la m�eme fa!con� l�insertion de l��el�ement n � � dans un site actif d�une permutation de
Sn����� ���	����� donne uniquement une permutation soit de Sn������� ���	������ soit
de Sn������	� 	�������� �����
En�n� l�insertion de l��el�ement n � � dans les sites actifs d�une permutation de
Sn����	� 	�������� ���� g�en�ere exclusivement des permutations de
Sn������	� 	�������� �����

����� Les di��erentes structures valides des permutations

Lemme ��� Toutes les permutations de S�n����	� apr�es simpli	cation du probl�eme en
rempla�cant Sn����� ��� par S

�
n� appartiennent �a l�une des six structures ci�dessous� cha�

cune suivie de son �etiquette 

c��  � ���c�� � c��n �A� c� t

c��  � ���c�� � c��n �B� c� t

 l����n  � ���m�� l � m��l�� �C�m� t

� l����n  � ���m�� l � m��l�� �D�m� t

� � � X n  � ���x�� Y � X � � � et son miroir �E� t

t � � et n � 	 �F 

L�egende �
���	 indique que la sous�s�equence � f�� �� �� � � � � 	g�
� repr�esente une sous�s�equence croissante�
 repr�esente une sous�s�equence d�ecroissante�
� repr�esente une sous�s�equence autre que� et� s�epar�ee en une sous�s�equence crois�

sante et une autre d�ecroissante�

Les di��erents param�etres des �etiquettes sont �

	 t� le nombre de sites actifs

	 c � ��� � � avec ����� ���� � � � � ��c� � � Sc������� ���

	 m � minf��j� ��j� �� � � � � ��ng tel que le site j est actif tandis que le site j � �
est inactif

��



	 les �etats A�B� � � � � F sont ainsi d�e�nis �

� A repr�esente S�n
� B et C comptent deux fois les permutations de Sn����� ���	�����

� D� E et F sont les permutations de Sn����	� 	�������� ���� o�u une moiti�e est
compt�ee deux fois tandis que l�autre moiti�e �miroirs des premi�eres permuta�
tions n�est pas comptabilis�ee

Les structures des �etats E et F ne sont pas davantage explicit�es � l�essentiel consiste
surtout �a remarquer que les �etats sont disjoints�
Il s�agit alors de v�eri�er que ces �etats constituent e�ectivement S�n����	�

Insertion de l
�el�ement n� � dans chaque structure

Notons �n�� � S�n������	 la permutation obtenue apr�es insertion dans la permutation
� � S�n����	 de l��el�ement n � � en site i � ���n���n� ��
Une remarque pr�eliminaire est utile pour simpli�er les d�emonstrations� Compte�tenu

de la proposition ���� et soit i� le site d�insertion de l��el�ement n � � dans la permutation
�n��� ce site est inactif quand �

	 i� � i et �eC � eR avec i� � ���n���e
C � i � ���n���e

R tels que eC � eR � alors�
�n� �� eC� n� �� eR est de forme 	���

	 i� � i et �eL� eC avec ���n���e
L � i � ���n���e

C � i� tels que eL � eC � alors�
�eL� n� �� eC � n� � est de forme ���	

Par cons�equent� les sites i et i � � sont toujours actifs � il n�y a aucun �el�ement eC entre
n � � et n � � pouvant �etre associ�e au � des sous�s�equences interdites�

Etudions maintenant les di��erentes permutations �n�� possibles� et ce pour chaque
�etat�

	 La structure d�etaill�ee de � d��etiquette �A� c� t est �
c��  � ���c�� � c��n

avec


���
��� � c� �
����� ���� � � � � ��c� � � Sc������� ���
�c � j � n� ��j � j

et


���
n � �
� � c � n

t � n� �

Tous les sites sont actifs puisque � ne contient ni ���� ni ����

Insertion de n� � en site i dans � formant �n�� �

��



� i � n � �

�n�� est de structure A� ajoute un nouveau site actif� et n� � vient participer
�a la sous�s�equence croissante d�ebutant avec c�

L��etiquette de �n�� est donc �A� c� t� ��

� i � �

�n�� est de structure A� une fois e�ectu�e le miroir de la permutation ainsi
obtenue� et ajoute un nouveau site actif� Par contre� la sous�s�equence croissante
d�ebute maintenant avec n� � � �n���n� � puisque �n���� � n�

L��etiquette de �n�� est alors �A� t� t� ��

� i � �c�n�
La sous�s�equence croissante de c �a n est rompue et �n�� a pour structure B �
toutefois� la valeur de c reste inchang�ee� Par contre� si les sites � �a i� � restent
actifs �eC � i � eR� les sites i� � �a n� � deviennent inactifs �eL � �� eC � i�

L��etiquette de �n�� est donc �B� c� i� ��

Les �etiquettes des �n�� sont alors �B� c� c� �� �B� c� c� �� � � � � �B� c� t�

� i � ��� c� ��
� i � �����
Soit x � �n���i� � et y le plus petit des �el�ements sup�erieurs �a x d�indice
sup�erieur �a ���n���� �avec x � y � c� Il s�agit de la structure E avec
les sites � �a i � � inactifs �eC � x� eR � �� les sites i � � �a ���n���y
actifs �eC � x � eL � c � �� et les sites ���n���y � � �a n � � inactifs
�eL � x� eC � y�

� i � �����
Soit x � �n���i� � et y le plus petit des �el�ements sup�erieurs �a x d�indice
inf�erieur �a ���n���� �avec x � y � c��� Il s�agit toujours de la structure E
avec les sites � �a ���n���y inactifs �e

C � y� eR � x� les sites ���n���y � � �a
i�� actifs �eC � x � eR� et les sites i�� �a n�� inactifs �eL � �� eC � x�

L��etiquette de �n�� est dans les deux cas �E� x��� En e�et� le nombre de sites
actifs est �� j i� ���n���y j � et les �el�ements de �n�� encadr�es par n � � et y�
exactement de structure Sx������� ���� sont f�� �� � � � � x� �g�
Les �etiquettes des �n�� sont alors �E� �� �E� 	� � � � � �E� c�

	 La structure d�etaill�ee de � d��etiquette �B� c� t est �
c��  � ���c�� � c��t�� n f����g t����n��

avec


�����������

��� � c� �
����� ���� � � � � ��c� � � Sc������� ���
�c � j � t� �� ��j � j
��t� � � n

���t� ��t� �� � � � � ��n � ft� �� t� � � � � n� �g

et

�
n � �
� � c � t � n

��



Les �el�ements d�indice sup�erieur ou �egal �a t forment deux sous�s�equences croissante
et d�ecroissante quelconques entrem�el�ees�

La sous�s�equence ��� n� ��t est de forme ����

Les sites actifs sont les sites � �a t�

Insertion de n� � en site i dans � formant �n�� �

� i � ��� c� ��
Cette situation est exactement celle vue pour i � ��� c� �� de �A� c� t de sorte
que l��etiquette de �n�� est �E� x� ��

Les �etiquettes des �n�� sont alors �E� �� �E� 	� � � � � �E� c�

� i � �c� t� ��
La structure B est ici obtenue o�u c reste inchang�e� Par contre� si les sites � �a
i � � sont actifs �eC � i � eR� les sites de i � � �a t � � deviennent inactifs
�eL � �� eC � i�

L��etiquette de �n�� est donc �B� c� i� ��

Les �etiquettes des �n�� sont alors �B� c� c� �� �B� c� c� �� � � � � �B� c� t�

� i � t

Les sites � �a i� � deviennent inactifs �eC � n� eR � n � ��
L��etiquette de �n�� est �F �

� i � �

La structure C est ainsi g�en�er�ee avec tous les sites inchang�es puisqu�il n�y a
aucun �el�ement pour remplir le r�ole de eL� et m � minft� �� t� � � � � n� �g�
L��etiquette de �n�� est donc �C� t� �� t� ��

	 La structure d�etaill�ee de � d��etiquette �C�m� t est �

 l����m  � ���m�� l f����g m��l��

avec


�������
�� � j � n� l� ��j � n � �� j

���n� l � �� ��n� l� �� � � � � ��n� l �m� � � Sm������� ���
��t� � � l

���t� ��t� �� � � � � ��n � fm�m� �� � � � � l� �g

et


���
n � 	
� � m � l � n

t � n� l�m� �

Les �el�ements d�indice sup�erieur ou �egal �a t forment deux sous�s�equences croissante
et d�ecroissante quelconques entrem�el�ees�

La sous�s�equence ��� l� ��t est de forme ����

Le passage de B �a C s�est e�ectu�e en ins�erant l��el�ement l � � dans la permutation
sur �l��

Les sites actifs sont les sites � �a t�

Insertion de n� � en site i dans � formant �n�� �

��



� i � �

La structure C ainsi obtenue laisse m inchang�e et ajoute un site actif�

L��etiquette de �n�� est �C�m� t� ��

� i � n � l �m� �

Les sites � �a i� � deviennent inactifs �eC � l� eR � l � ��
L��etiquette de �n�� est �F �

� i � �n� l� ��n� l�m� ��
La situation est tr�es proche de celle vue pour i � ��� c � �� de �A� c� t� mais
cette fois�ci sur les �el�ements � �a m� ��
L��etiquette de �n�� est �E� x� �� pour x prenant les valeurs � �a m� ��
Les �etiquettes des �n�� sont �E� �� �E� 	� � � � � �E�m�

� i � n � l �m

Les sites � �a n� l deviennent inactifs �eC � l� �� eR � l ainsi que le site t� �
�eL � �� eC � l� tandis que les sites n � l � � �a n � l �m � � restent actifs
�eC � m � eR � l�

L��etiquette de �n�� est donc �E�m� ��

� i � ���n� l� ��

La structure D est ainsi g�en�er�ee� avec m inchang�e� et avec les sites � �a i � �
inactifs �eC � �n���i� � � n � �� i� eR � � tandis que les autres sites sont
inchang�es �eC � n � i � eL�

L��etiquette de �n�� est donc �D�m� t� i� ��

Les �etiquettes des �n�� sont �D�m�m��� �D�m�m��� � � � � �D�m� t puisque
t � i� � varie de t �a t � n � l � ��

	 La structure d�etaill�ee de � d��etiquette �D�m� t est �

f����g k��n�� n  l����k��  � ���m�� l f����g m��l��

avec


���������������

����� ���� � � � � ��n� k � fk� k� �� � � � � n� �g
��n� k � � � n

�n� k � � � j � n� l� ��j � n� �� j
���n� l � �� ��n� l� �� � � � � ��n� l �m� � � Sm������� ���
��n� l�m � l
���n� l �m� �� ��n� l �m� �� � � � � ��n � fm�m� �� � � � � l� �g

et


���
n � 

� � m � l � k � n
t � k � l �m � �

Les �el�ements d�indice sup�erieur ou �egal �a n� l�m� � forment deux sous�s�equences
croissante et d�ecroissante quelconques entrem�el�ees� Il en va de m�eme pour les �el�e�
ments d�indice inf�erieur ou �egal �a n � k�

Les sous�s�equences ��� l� ��n� l�m� � et ���n� k� n� � sont respectivement de
formes ��� et ����

��



Les sites actifs sont les sites n � k � � �a n� l�m� ��

Insertion de n� � en site i dans � formant �n�� �

� i � n � k � �

Les sites sup�erieurs �a n� k � � deviennent inactifs �eL � n � �� eC � n�

L��etiquette de �n�� est �F �

� i � n � l �m� �

Les sites inf�erieurs ou �egal �a n� l�m deviennent inactifs �eC � l� eR � l� ��
L��etiquette de �n�� est �F �

� i � �n� l� ��n� l�m� �� � fn� l �mg
La situation est exactement celle d�ecrite pour les m�emes valeurs i de �C�m� t�

Les �etiquettes des �n�� sont �E� �� �E� 	� � � � � �E�m et �E�m� ��

� i � �n� k � ��n� l � ��

La structure D ainsi g�en�er�ee� avec m inchang�e� laisse les sites sup�erieurs �a i��
inchang�es tandis que les sites inf�erieurs �a i deviennent inactifs �l � � � eC �
�n���i� � � n� eR � ��

L��etiquette de �n�� est donc �D�m�m� n� l� �� i�

Les �etiquettes des �n�� sont �D�m�m��� �D�m�m��� � � � � �D�m� t puisque
m� n� l � �� i varie de m� k � l � � � t �a m� ��

	 La structure de � d��etiquette �E� t est �
� � � X n  � ���x�� Y � � � ou son miroir�
avec �������n � �� ������n � �� � � � � ������n � x� � � Sx������� ���

et


���
n � 	
t � x� �
� � x � X � Y � n

Les sous�s�equences �X� n� Y  et �X� n� � sont respectivement de formes ��� et ����

Les sites actifs sont les sites ����n �a ����Y �

Insertion de n� � en site i dans � formant �n�� �

� i � ����n
Les sites sup�erieurs �a i� � deviennent inactifs �eL � X� eC � n�

L��etiquette de �n�� est �F �

� i � �����n � �� ����Y � ��
La situation est tr�es proche de celle vue pour i � ��� c � �� de �A� c� t� mais
cette fois�ci sur les �el�ements � �a t � ��
L��etiquette de �n�� est �E� x� �� pour x prenant les valeurs � �a t � ��
Les �etiquettes des �n�� sont �E� �� �E� 	� � � � � �E� t� ��

��



� i � ����Y 
La structure est de nouveau E� avec le site ���n���n inactif �e

C � n� eR � Y  et
tous les autres inchang�es �eC � x � eR�

L��etiquette de �n�� est �E� t�

� i � ����n � �
La structure est encore E� avec le site ���n���n inactif �e

C � n� eR � Y  et tous
les autres inchang�es �eC � x � eL�

L��etiquette de �n�� est �E� t�

	 La structure de � d��etiquette �F  est telle que �

� les deux seuls sites actifs �t � � sont ����n et ����n � �

� n � 	
� �e�� e� avec ����e� � ����n � ����e� tels que �e�� n� ������n � � et
�������n� �� n� e� sont des sous�s�equences respectivement de formes ��� et
����

Insertion de n� � en site i dans � formant �n�� �

� i � ����n
Le site i� � devient inactif �eL � �n���i� �� eC � n�

L��etiquette de �n�� est �F �

� i � ����n � �
Le site i� � devient inactif �eC � n� eR � �n���i� ��

L��etiquette de �n�� est �F �

A�n de valider �par r�ecurrence le lemme 
��� il faut et il su t de constater que chaque
transition entre deux �etats di��erents de � �a �n�� lui donne e�ectivement la structure sti�
pul�ee� et qu�il en va de m�eme lorsque l�on passe d�un �etat vers lui�m�eme� �

Le jeu de r�egles se d�eduit imm�ediatement de la d�emonstration du lemme 
�� en repre�
nant chaque transition�
Toutefois� il faut renommer les param�etres c etm en p� et remplacer �F  par �D� �� �� Cette
derni�ere op�eration consiste �a satisfaire l�ensemble d��equations ft � � � p�� � t � � � p��g
pour pouvoir e�ectuer le remplacement dans �D� p� t� �

��� Calcul de jS�

n
������ j

Th�eoreme ��� �n � ��
jS�n����	j � � � �

��n
� � ��n� � 
�n� �����n��� ��� � �p

�

n�� � ��� �p

�

n��
��n�

�
�

�	



Les r�ecurrences se d�eduisent du th�eor�eme 
��� en consid�erant les membres gauches
comme l��etape n � � et les membres droits comme l��etape n�

Toutefois� il faut remarquer que la premi�ere r�egle �A� p� t satisfait la relation t � n���
De plus� le cas �D� �� � est ici assimil�e �a une nouvelle r�egle�
On note les r�ecurrences an�p� bn�t�p� cn�t�p� dn�t�p� en�t� et fn respectivement pour �A� p� t�
�B� p� t� �C� p� t� �D� p� t � �� �E� t� et �D� �� �� Les conditions initiales �n � � sont
a��� � � pour �A� �� �� toutes les autres valeurs �etant nulles�
On obtient �
���������������������������������������������������������

a��� � �
a��� � �
an�p � an���p n � �� � � p � n � �
an�n �

Pn��
p�� an���p

� an�� n � �
bn�t�p � an���p �

Pn��
��t bn�����p n � �� � � p � t � n

cn�p���p �
Pp

��� bn���p���� n � 	� � � p � n � �
cn�t�p � cn���t���p n � 
� 
 � p� � � t � n

dn�t�p �
Pn��

��t cn�����p �
Pn��

��t dn�����p n � 
� 	 � p� � � t � n� �
en�t �

Pn��
��t an����

�
Pn��

��t

Pn��
����� bn������

�
Pn��

��t��
Pn��

����� cn������
�
Pn��

��t��
Pn��

����� dn������
�en���t �

Pn��
��t en���� n � 	� � � t � n� �

fn � bn�� � cn�� � �dn�� � en�� � �fn�� n � 	
� � �en ayant pos�e �
�����������

an �
Pn

p�� an�p
bn �

Pn��
p��

Pn
t�p�� bn�t�p

cn �
Pn��

p��

Pn
t�p�� cn�t�p

dn �
Pn��

p��

Pn��
t�p�� dn�t�p

en �
Pn��

t�� en�t
Alors� sn �jS�n����	j � an � bn � cn � dn � en � fn�

En r�esolvant successivement chacune des r�ecurrences� on trouve �

�





���������������������������������������������������������������������

a��� � �
an�� � � n � �
an�p � �p�� n � �� � � p � n
an � �n�� n � �
bn�t�� � �n�t�� n � �� � � t � n
bn�t�p � �n�t�p�� n � 	� � � p � t � n
bn � �n� ���n�� n � �
cn�t�p � �n�t�p�� n � 	� 	 � p� � � t � n
cn � �n� 	��n�� � � n � �
dn�t�p � �n� t��n�t�p�� n � 
� 	 � p� � � t � n� �
dn � �n� � �n� ����n�� � � n � �
en�t � ��� � �p

�

n�t��

� ��� �p
�

n�t��

��t � �� n���n�� n � 	� � � t � n � �
en � ��

p
���� � �p

�

n � ��� �p

�

n


��n� � n� ����n�� n � �
fn � � � ��� � �p

�

n
� ��� �p

�

n
���n��

��
��n

� � ��n� � ��n� �����n�� n � �
�

Corollaire ��� jSn����� 	���j � � � �n� ���n��

Gr�ace �a la proposition ���� et comme jSn����� ���j � an� on a �
bn � cn � �� jSn����� 	��������j � ���jSn����� 	���j �an �

En fait� il �etait possible de calculer an� bn� cn� dn directement �a partir des structures
des permutations donn�ees dans la section 
���� ��BBB�

an � jS�n j �jSn����� ���j � �n��
bn � ��

Pn��
c�� jSc������� ���j ��n�c�����

cn � ��
Pn��

m�� jSm������� ���j Pn��
l�m�� �

�l�m���

dn � ��
Pn��

m�� jSm������� ���j Pn��
l�m�� �

�l�m���Pn��
k�l�� �

�n�k���

��



Chapitre �

Sp�eculations

Ce chapitre expose� sans les r�esoudre� plusieurs probl�emes�

Proposition 	��

Sn�
k �
S
��j�k Sn�
j�
j���� o�u 
n � ��� �� � � � � n est la permutation croissante sur n�

D�apr�es les propositions ��� et ���� Sn�
k � Sn�
k�� � Sn�
k�
k����
Il su t alors d�appliquer successivement ce processus� �

A� Regev a donn�e �Regev ��� un �equivalent asymptotique �

jSn�
k j � �k �
�k����n

n�k
�
��k���

o�u �k est une constante�

Cette d�ecomposition de Sn�
k permet peut��etre d�aborder ce probl�eme selon une nou�
velle approche�

Remarque � jSn������j � � et jSn��������j � cn � ��

Conjecture 	�� T ����	 �� T ��	���

Il est ais�e de v�eri�er que T ����	 ��� T ����	 ��� T ���	� ��� T ��	�� ��� T ��	�� ���
T ����	 ��� T ����	 en construisant leurs arbres en limitant la hauteur jusqu��a rencontrer
une di��erence entre chacun�

J� West a prouv�e� �West ��� et �Babson�West ���� que T ����	 �� T ���	� ��
T ���	� �� T ����	�

Z� Stankova a d�emontr�e �Stankova ��� que T ����	 �� T ��	���
Si on exclu les isomorphismes r�esultant de la proposition ���� il reste uniquement �a

montrer cette conjecture pour terminer toutes les bijections entre les arbres T ��� o�u
�� � S��
Une m�ethode consisterait �a v�eri�er que T ����	 suit le m�eme jeu de r�egles donn�e par
Z� Stankova pour T ��	���

Conjecture 	��

T ��	��� 	��
� �� T ��	��� 	
���
������ T ��	��� ���
	 �� T ��	��� 
���	

������ � � �

��



� � �T ��	��� 	���
 �� T ����	� 	�
��
��j�� T ��	��� �
�	� �� T ����	� �	��
�

De plus� T ���	�� ��
	� �� T ��	��� �
�	� �
En	n� jSn���	�� ���
	j et jSn���	�� 	�
�� j ont la m�eme distribution�

Le cardinal commun �a tous ces ensembles est ����n�
�n�����n��� qui compte les permutations

triables par deux piles� conjecture 	����� de �West ��� d�emontr�ee par �Zeilberger ����
et les permutations sym�etriques de �Dulucq�Gire�West ���� en bijection avec les cartes
non s�eparables�
Une fa!con naturelle d�approcher cette conjecture consiste �a d�eterminer les jeux de r�egles

communs aux arbres isomorphes� Par contre� la relation avec les deux derniers ensembles
doit faire intervenir une autre explication�

Question 	�� Actuellement� les principales techniques �a notre disposition pour com�
prendre les permutations sans sous�s�equence interdite sont les trois bijections standards
et l�isomorphisme entre les arbres�

Existe�t�il d�autres bijections aussi g�en�erales �

Un exemple montrant l�insu sance de nos techniques actuelles est la conjecture ����
M�eme si le cardinal est identique pour toutes ces permutations sans sous�s�equence inter�
dite� le graphe des bijections � obtenu par les op�erations miroir� compl�ement� inverse et
par l��equivalence entre jeux de r�egles � n�est pas connexe�

Question 	�� Existe�t�il une m�ethode permettant de savoir �a priori si un ensemble donn�e
de permutations sans sous�s�equence interdite admet un nombre 	ni d��etiquettes �

Par exemple� Sn����� �	��� ���	 fait partie de ceux�ci� contrairement �a S�n����	 qui
d�epend de p et t�

��



Conclusion

Les ensembles de permutations sans sous�s�equence interdite ont �et�e �etudi�es par R� Si�
mion et F� Schmidt �Simion�Schmidt �
� pour toutes les combinaisons de permutations
interdites de taille �� Le travail sur les restrictions simples et multiples de taille 	 a �et�e
commenc�e par J� West �West ��� et continu�e par Z� Stankova �Stankova ���� Les
deux r�esultats pr�esent�es dans les chapitres 	 et 
 contribuent �a ces recherches � ils permet�
tent de clore le probl�eme des classes des sym�etries compl�etes des sous�s�equences interdites
sur �	��

L�outil forbid a �et�e d�une aide pr�ecieuse� notamment pour la conjecture sur laquelle
S� Dulucq� S� Gire et moi�m�eme travaillons actuellement� Il s�agit de mettre en bijection
les permutations triables par deux piles de �West ��� et �Zeilberger ���� et les permu�
tations sym�etriques de �Dulucq�Gire�West ����

Les ensembles de permutations sans sous�s�equence interdite constituent un domaine �a
part enti�ere� qu�il s�agisse de d�eterminer leur cardinal ou les bijections les reliant deux �a
deux� En outre� la conjecture pr�ec�edente met en relief l�existence de bijections entre un tel
ensemble et un autre objet combinatoire�

��



Partie III

Annexes
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Annexe A

Guide d�utilisation de forbid

A�� Pr�esentation g�en�erale

	 Objectif � fournir des informations sur TN��� � � �
	 Construction de l�arbre �ou de la for�et de permutations �

� sans sous�s�equence interdite � avec aucune� une ou plusieurs permutations in�
terdites� barr�ees ou non

� de hauteur limit�ee

� �a partir d�une ou plusieurs permutations racines

	 Production de deux familles de sorties �
� des ventilations de jSn��� � � � j selon un crit�ere � le nombre de �ls� de saillants�
de descentes ou de mont�ees� d�exc�edences� l�indice du plus grand �el�ement

� des repr�esentations de l�arbre de permutations � arbre ASCII� export vers
CABRI� mot parenth�es�e � ou des sommets � r�egles et table des �ls �

A�� Syntaxe

La description de la syntaxe s�appuie sur la notation BNF dont voici un extrait �
�type � d�esigne une cha��ne de caract�eres du type indiqu�e
�type � � d�esigne une suite de �type � de longueur quelconque
�type �� d�esigne une suite de �type � de longueur � minimum
��� indique que les expressions gauche et droite sont �equivalentes
Mot repr�esente la cha��ne de caract�eres Mot
�� signale que ce qui est entre crochets est optionnel
fg exprime un choix unique entre ce qui est situ�e entre accolades�

s�epar�e par des virgules
j exprime un choix binaire entre ce qui est situ�e �a gauche et �a droite

de la barre verticale
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La syntaxe est alors �
�commande � ���

forbid � sorties � ���� nmax� � p interdite � � �� r���� p racine � ��
�� f��fichier ���

forbid � nom du programme ex�ecutable�

�sorties � ��� fa� c� d�e�f� i� m� p�r�s�S�tg� o�u chaque caract�ere d�esigne une sortie di��e�
rente�
Un caract�ere incorrect est ignor�e�
Chaque caract�ere r�ep�et�e n�est pris qu�une fois en compte�

���� nmax � � limite la hauteur de l�arbre de permutations�
Soit � sur �p� une des �p racine ��
L�arbre �ou la for�et de toutes les permutations � contenant la sous�s�equence � et

appartenant �a Sn��� � � � est g�en�er�e �

	 pour �nmax � ��nmax� entier naturel positif� �n � �p��nmax��

	 pour ��nmax� ��nmax � entier naturel� �n � �p� p��nmax ��

�p interdite � ��� �perm � j� perm barree � � sous�s�equence interdite�
Cette permutation doit �etre de taille � minimum�

� r��� � pr�ec�ede la liste des �p racine ��
Par d�efaut� seule la permutation � sur ��� est consid�er�ee�
Le su xe � demande� quand plusieurs permutations racines ont �et�e demand�ees ou

g�en�er�ees� �a cumuler les tables �uniquement pour les sorties d�e�i�m�s�S�t� Par d�efaut�
� r� si au moins une des �p interdite � est une permutation barr�ee� � r sinon�

�p racine � ��� �perm � � permutation racine demand�ee de l�arbre�
Cette permutation doit appartenir �a S��� � � ��

�� f��fichier ��� � sp�eci�e le �chier devant recevoir les sorties�
Par d�efaut� chaque sortie est dirig�ee vers un �chier pr�ed�e�ni su x�e par �res�
� f � les sorties se font �a l��ecran�
� f� fichier � � toutes les sorties sont cumul�ees dans ce m�eme �chier�

�fichier � � nom de �chier quelconque autoris�e par le syst�eme d�exploitation�

�perm� ��� f�� �� � � � � �� a� b� � � � � zg� � une permutation�

�perm barree � � permutation barr�ee�
Reprend la d�e�nition de �perm � en pr�e�xant chaque �el�ement distingu�e par ��
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Exemple � forbid ta �� ���� ������ �r � ��� �� �f resultat

A�� Sorties

a � cr�e�e l�arbre de permutations dans un �chier texte ASCII�
Soit � sur �p� la racine de l�arbre de permutations � les permutations de Sn��� � � �
sont repr�esent�ees dans la �n��� p�eme colonne� et le p�ere d�une permutation est la
premi�ere permutation rencontr�ee en remontant la colonne imm�ediatement �a gauche�

Chaque permutation de l�arbre est donn�ee avec ses sites actifs �	 et inactifs ���
suivi de son nombre de �ls �entre parenth�eses�

Exemple � arbre ASCII de Sn�����

Commande 
 forbid a � ��� �r � �f exemple

Nombre total de permutations � ��

	�	�� 	�	�	�� 	�	�	�	�� 	�	�	�	�	��

	�	��������

	�	�	������

	�	�	�	����

	�	������ 	�	�	������

	�	��������

	�	�	���� 	�	�	�	����

	�	��������

	�	�	������

	�	���� 	�	�	���� 	�	�	�	����

	�	��������

	�	�	������

	�	������ 	�	�	������

	�	��������

c � arbre de permutations interfac�e avec CABRI�

Un �chier texte� d�ecrivant l�arbre de permutations� est g�en�er�e� Le logiciel CABRI
reconnait alors ce dernier� �a condition de l�ouvrir en format texte�

Chaque permutation est donn�ee avec ses sites actifs �	 et inactifs �� dans l�infor�
mation label� et le nombre de �ls renseigne l�information valuation�

Exemple � �chier �a destination de CABRI pour Sn�����

La commande �etait forbid c � ��� �r � �f exemple

CABRI Version ���� june ����

alpha	num grid 
 ���

selection
 �

�vertices
 � �edges
 �
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� degree
 � � �

coord�
 �� �� val�
 � shape
 round size
 � offsets
 � �

label
 	�	 font
 �Times size
 �� face
 �normal

� degree
 � � � � �

coord�
 ��� �� val�
 � shape
 round size
 � offsets
 � �

label
 	�	�	 font
 �Times size
 �� face
 �normal

� degree
 � �

coord�
 ��� �� val�
 � shape
 round size
 � offsets
 � �

label
 	�	�	�	 font
 �Times size
 �� face
 �normal

� degree
 � �

coord�
 ��� �� val�
 � shape
 round size
 � offsets
 � �

label
 	�	���� font
 �Times size
 �� face
 �normal

� degree
 � �

coord�
 ��� �� val�
 � shape
 round size
 � offsets
 � �

label
 	�	�	�� font
 �Times size
 �� face
 �normal

� degree
 � � � �

coord�
 ��� ��� val�
 � shape
 round size
 � offsets
 � �

label
 	�	�� font
 �Times size
 �� face
 �normal

� degree
 � �

coord�
 ��� ��� val�
 � shape
 round size
 � offsets
 � �

label
 	�	�	�� font
 �Times size
 �� face
 �normal

� degree
 � �

coord�
 ��� ��� val�
 � shape
 round size
 � offsets
 � �

label
 	�	���� font
 �Times size
 �� face
 �normal

p � cr�e�e un mot parenth�es�e �a partir de l�arbre de permutations�

Le mot parenth�es�e se d�e�nit r�ecursivement� en parcourant l�arbre de permutations �

	 si le sommet est une feuille� retourner le nombre de sites actifs �entre � et z
	 si le sommet est un noeud interne� retourner le mot concat�enant une parenth�ese
ouvrante� les mots tri�es � l�ordre croissant des priorit�es est ������ � ��z�� � de
chaque �ls� et une parenth�ese fermante

Exemple � mot parenth�es�e de Sn�����

Commande 
 forbid p � ��� �r � �f exemple

Nombre total de permutations � ��

����������������������

Remarque � Une transformation simple op�erant sur le mot d�une feuille permet
d�obtenir un mot de Dyck � il su t de remplacer t le nombre de sites actifs par �xt
o�u x est le mot ��
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r � �edite toutes les r�egles valu�ees distinctes deux �a deux�

L�arbre de permutations est parcouru en regardant localement le nombre de �ls t d�un
sommet et pour chacun de ses �ls� leur nombre de �ls� respectivement t�� t�� � � � � tt�

On obtient alors la r�egle t ��� t�� t�� � � � � tt �avec �i � ��� t� ��� ti � ti���

Toutes les r�egles di��erentes rencontr�ees sont �edit�ees� tri�ees par ordre croissant sur t
et sur les ti�

Exemple � r�egles de Sn�����

Commande 
 forbid r � ��� �r � �f exemple

Nombre total de permutations � ���

�fils ��� �fils de tous les successeurs

� ��� � �

� ��� � � �

� ��� � � � �

� ��� � � � � �

� ��� � � � � � �

� ��� � � � � � � �

�regles differentes comptees � �

f � compte le nombre d�occurences du nombre de �ls pour un arc de l�arbre de permuta�
tions�

Soit �t� t� le couple associ�e �a un arc de l�arbre de permutations reliant � �a �� ayant
respectivement t et t� comme nombre de �ls�

Cette sortie g�en�ere un tableau ainsi constitu�e �

	 t en ordonn�ee� � � t � N

	 t� en abscisse� � � t� � t� �

	 une cellule� intersection de la ligne t et de la colonne t�� compte le nombre
d�occurences du couple �t� t� rencontr�ees dans l�arbre de permutations

Exemple � table des nombres de �ls de Sn�����

Commande 
 forbid f � ��� �r � �f exemple

Nombre total de permutations � ���

�� 
 � � � � � � � � �

�� 
 � � � � � � � � �

�� 
 � � �� �� �� �� �� � �

�� 
 � � �� �� �� �� � � �

�� 
 � � �� �� �� � � � �

�� 
 � � �� �� � � � � �

�� 
 � � � � � � � � �

�� �� �� �� �� �� �� �� ��
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t � ventile jSn��� � � � j selon le nombre de sites actifs �i�e� le nombre de �ls�
Cette ventilation est donn�ee sous une forme tabulaire avec �

	 en abscisse� le nombre d��el�ements n des permutations pour n � ���N �
	 en ordonn�ee� le nombre de sites actifs s des permutations pour s � ���n� ��
	 une cellule� intersection de la ligne s et de la colonne n� compte le nombre de
permutations � � Sn��� � � � ayant exactement s sites actifs

Une ligne suppl�ementaire fournit jSn��� � � � j en totalisant la colonne n�
Une table est g�en�er�ee pour chaque racine� toutefois� il est possible de cumuler toutes
les tables en une seule�

Exemple � ventilation de jSn����j selon le nombre de sites actifs�

Commande 
 forbid t �� ��� �r � �f exemple

Nombre total de permutations � �����

�fils sur les ordonnees

Sn� �� �� �� ��� ��� ���� ���� ����� ����� ������

��
 � � � � � � � � � �

��
 � � � � � � � � � �

�
 � � � � � � � � � ��

�
 � � � � � � � � �� ���

�
 � � � � � � � �� ��� ���

�
 � � � � � � �� �� ��� ����

�
 � � � � � �� �� ��� ��� ����

�
 � � � � � �� �� ��� ���� ����

�
 � � � � �� �� ��� ��� ���� ����

�
 � � � � �� �� ��� ��� ���� ����

�
 � � � � � � � � � �

�
 � � � � � � � � � �

�
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 ��
 �n�

sSdmei � ventilent j Sn��� � � � j respectivement selon le nombre de saillants droits et
gauches� de descentes et mont�ees� d�exc�edences� et l�indice du plus grand �el�ement�

Ces notions sont ainsi d�e�nies pour � � Sn��� � � � �

	 nombre de saillants droits �
jf��i� �i � ���n� tel que ��i � ��j� �j � �i� ��n�gj

	 nombre de saillants gauches �
jf��i� �i � ���n� tel que ��i � ��j� �j � ��� i� ��gj

	 nombre de descentes � jf��i � ��i� �� �i � ���n� ��gj
	 nombre de mont�ees � jf��i � ��i� �� �i � ���n� ��gj
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	 nombre de d�exc�edences � jf��i � i� �i � ���n�gj
	 indice du plus grand �el�ement � ����n

Les sorties sont en tout point identiques �a celles de la table t� avec en ordonn�ee le
crit�ere demand�e �en remplacement du nombre de sites actifs�

Exemple � ventilation de jSn����j selon le nombre de saillants gauches�

Commande 
 forbid S �� ��� �r � �f exemple

Nombre total de permutations � �����

�saillants gauches sur les ordonnees

Sn� �� �� �� ��� ��� ���� ���� ����� ����� ������

��
 � � � � � � � � � �

��
 � � � � � � � � � �

�
 � � � � � � � � � �

�
 � � � � � � � � � �

�
 � � � � � � � � � �

�
 � � � � � � � � � �

�
 � � � � � � � � � �

�
 � � � � � � � � � �

�
 � � � � � � � � � �

�
 � � � � �� �� ��� ���� ���� �����

�
 � � � � �� �� ��� ��� ���� ����

�
 � � � � � � � � � �

�
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 ��
 �n�

Deux scripts UNIX utilisant la commande awk o�rent deux nouvelles sorties �

	 SN ��� � � �� obtenu �a partir du format ASCII

	 un mot de Dyck� obtenu �a partir du mot parenth�es�e
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Annexe B

Un catalogue des r�esultats

Ce chapitre propose un catalogue � inspir�e de �West ��a� � des r�esultats actuellement
connus sur les permutations sans sous�s�equence interdite�

Remarque � La section B�� fournit dans chaque cas la liste exhaustive des jeux de
r�egles� donn�es pour le premier repr�esentant dans l�ordre lexicographique�

B�� Sous�s�equences interdites de taille quelconque

Sn � n��
��
�t � �t � �t

Sn��� �
� � �� �n � l�m� � avec � � ��� �� � � � � l� � et � � � �m� �� � � � � �� �

�Erd�os�Szekeres ���

T ��� �� � � � � r� ar��� ar��� � � � � ak �� T �r� � � � � �� �� ar��� ar��� � � � � ak
�West ��� pour r � ��
�Babson�West ��� pour r � �

B�� Sous�s�equences interdites de taille �

jSn���j �jSn���j � ��
��
�� � ��

B�� Sous�s�equences interdites de taille �

B���� Avec une restriction

jSn��� j � �
n��

��n
n

�
� cn � les nombres de Catalan� ��� � S�

de fonction g�en�eratrice ��p���x
�x
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�Knuth ����
��
�t � ��� ��� � � � � �t� �

�West ���

B���� Avec deux restrictions

jSn����� ���j �jSn����� ���j �jSn����� ���j �jSn����� ���j � �n��
�Rotem ��� pour Sn����� ����
�Simion�Schmidt �
� pour les autres
Les jeux de r�egles de T ����� ���� T ����� ��� et T ����� ��� sont respectivement ��
��
�t � ��t��� �t� ��
��
�� � ��� ��
���
�A� �
�A� t � �B� �� �B� �� � � � � �B� t� �� �A� t� �
�B� t � �B� �� �B� �� � � � � �B� t

jSn����� ���j � � �
�
n
�

�
�Simion�Schmidt �
�
Les jeux de r�egles de T ����� ��� et T ����� ��� sont respectivement �
�������
�A� �
�� � ��
�A� � � �A� �� �B� �
�B� � � ��� �B� �
���
��
�� � ��
�t � � � ��t��� �t� �

jSn����� ���j � �� �n � 

�Erd�os�Szekeres ��� �cf� section B��
�������
�A� �
�A� � � �B� �� �B� �
�B� � � ��� �C� �
�C� � � ��� ��

B���� Avec trois restrictions

jSn����� ���� ���j � fn�� � les nombres de Fibonacci
f� � � � f� � � � �n � �� fn � fn�� � fn��
�Simion�Schmidt �
�
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���
��
�� � ��
�� � ��� ��

jSn����� ���� ���j �jSn����� ���� ���j �jSn����� ���� ���j � jSn����� ���� ���j � n

�Simion�Schmidt �
�
Les jeux de r�egles de T ����� ���� ��� et T ����� ���� ��� sont respectivement �
���
��
�� � ��
�� � ��� ���
��
�t � ��t��� �t� �

jSn����� ���� �� j � �� �n � 
� ��� � S�
�Erd�os�Szekeres ��� �cf� section B��

B���� Avec quatre restrictions

jSn����� ���� ��� � �� j � �� �n � 
� ���� � �� � S�
�Erd�os�Szekeres ��� �cf� section B��

jSn�R j � �� �n � �� �R �� f���� ���g sous�ensemble de quatre �el�ements distincts de S�
�Simion�Schmidt �
�
Les jeux de r�egles de T ����� ���� ���� ��� et T ����� ���� ���� ��� sont respectivement �
���
��
�� � ��
�� � ��� ���
��
�� � ��� ��

B���� Avec cinq restrictions

jSn�S� � f���g j �jSn�S� � f���gj � �� �n � �
�Simion�Schmidt �
�
���
��
�� � ��
�� � ��� ��

B�� Sous�s�equences interdites de taille �

B���� Avec une restriction

T ����	 �� T ���	� �� T ���	�
qui comptent les permutations vexilliaires�
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�
��� �
�x� y � ��� y � �� ��� y� �� � � � � �x� �� y � �� �x� x� �� �x� x� �� � � � � �x� y

�West ���

T ����	 �� T ����	
�Babson�West ��� �cf� section B��

T ���	� �� T �	���
���������������������

��� �
�i�� i�� � � � � ik � ��� �� � � � � �� 	z �

is

� ls� ls��� � � � � lk �s � �� �� � � � � k

�j � s� s� �� � � � � k�

lj �


���
ij si ij � j � s

ij � � si j � s � ij � is � j � s
is � � � j � s si is � j � s � ij

�Stankova ���

B���� Les sept classes des sym�etries compl	etes

jS�n����	j � �� �n � ��
�Erd�os�Szekeres ��� �cf� section B��

jS�n���	�j � �	n� �n � �
�Stankova ���
���������������������������������������

�A� �
�A� � � �A� �� �A� �
�B� � � ��� �B� �
�C� � � ��� ��
�A� � � �B� �� �C� �� �A� 	
�B� � � �B� �� �B� �� �D� �
�C� � � �B� �� �C� �� �E� �
�D� � � ��� ��� �D� �
�E� � � ��� �B� �� �D� �
�A� 	 � �C� �� �C� �� �B� 	� �B� 	
�B� 	 � �C� �� �C� �� �C� �� �B� 	

jS�n����	j � �� �
��

n���n� � ��n� � 
�n� ��� � �n� �
� ��� � �p

�

n�� � ��� �p

�

n��
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���������������������������������

�A� �� �
�A� p� t � �A� p� t� �� �A� t� t� �� �B� p� p� �� �B� p� p� �� � � � � �B� p� t�

�E� �� �E� 	� � � � � �E� p
�B� p� t � �B� p� p� �� �B� p� p� �� � � � � �B� p� t� �C� t� �� t� �� �D� �� ��

�E� �� �E� 	� � � � � �E� p
�C� p� t � �C� p� t� �� �D� p� p� �� �D� p� p� �� � � � � �D� p� t� �D� �� ��

�E� �� �E� 	� � � � � �E� p� �
�D� p� t � �D� p� p� �� �D� p� p� �� � � � � �D� p� t� �D� �� �� �D� �� ��

�E� �� �E� 	� � � � � �E� p� �
�E� t � �D� �� �� �E� �� �E� 	� � � � � �E� t� �E� t

pr�esent�e dans le chapitre 


jS�n���	�j � �n � �� �n � 

�Stankova ���
���������������

�A� �
�A� � � �A� �� �A� �
�B� � � �B� �� �B� �
�A� � � �B� �� �B� �� �C� �
�B� � � ��� �B� �� �B� �
�C� � � �B� �� �B� �� �C� �

jS�n��	��j � � jSn����� �	��� ���	j � �n � �
pr�esent�e dans le chapitre 	

S�n���	� est un m�elange de deux sous�s�equences croissante et d�ecroissante
�Stankova ���

jS�n��	��j � rn�� � les nombres de Schr�oder
avec rn �

Pn
i��

�
n�i
n�i
�
ci

de fonction g�en�eratrice ��x�p��	x�x�
�x

de r�ecurrence r� � � et rn�� � rn �
Pn

i�� ri�rn�i�
��
�t � ��� �	� � � � � �t� �� �t� �

�West ���

B���� Restrictions multiples

jSn���	�� ��	�j � rn��
�Dulucq�Gire ���

jSn��	��� 	���j et jSn����	� 	���j
sont compt�es par la fonction g�en�eratrice ���x��x���x�C�x�

��	x��x���x� � x

�� �x
��C�x�

o�u C�x est la fonction g�en�eratrice des nombres de Catalan
�Haiman ��� pour Sn��	��� 	����
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�Stankova ��� pour Sn����	� 	���

B�� Autres r�esultats

B���� Sn���� ��� avec �� � S� et �� � S�

T ����� ���	�� T ����� ���	�� T ����� ��	��� T ����� ��	�
T ����� ��	��� T ����� �	���� T ����� ���	�� T ����� ��	�
T ����� �	��
de cardinal f�n��
de fonction g�en�eratrice x���x�

���x�x�
�West ��b�
en bijection avec les animaux dirig�es verticalement convexes
�Delest�Dulucq ���

jSn����� �	��j � ���n�� �
�
n��
�

�� �
�West ��b�

jSn����� ��	�j � �n�� �
�n��

�

�� �n� �
�Billey�Jockusch�Stanley ���

jSn����� 	���j �
�
n
�

�
� �

�
n
�

�
� n

�West ��b�

jSn����� 	���j �
�
n
�

�
� �

�
n
�

�
�
�
n
�

�
�
�
n
�

�
� �

�West ��b�

jSn����� 	���j � �� �n � �
�Erd�os�Szekeres ��� �cf� section B��

jSn����� ���	j de fonction g�en�eratrice ���x��
���x��x���x�

�West ��b�

jSn����� 	���j �jSn����� 	���j � � � �n� ��n��
jSn����� 	���j donn�e dans le chapitre 
�
�West ��b� pour Sn����� 	���

jSn����� 	���j �
�
n
�

�
�
�
n��
�

�
�
�
n
�

�
� �

�West ��b�

B���� R�esultats divers

jSn���	�� �
�	� j �jSn��	��� 	��
� j � ����n�
�n�����n���

comptent les permutations triables par deux piles et les permutations sym�etriques�
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Cf� �Sloane ��� r�ef�erence �
�
�Zeilberger ��� pour Sn���	�� �
�	��
�Dulucq�Gire�West ��� pour Sn��	��� 	��
�

Sn�	��
�� �
��	 comptent les permutations de Baxter
Cf� �Sloane ��� r�ef�erence �
�

jSn����� �	�� j � mn � les nombres de Motzkin

avec mn �
Pbn

� c
i��

�
n
�i

�
ci�

��
�t � ��� ��� � � � � �t� �� �t� �

�Dulucq�Gire ���

jSn����� �	��� ���	j de fonction g�en�eratrice ��x
���x�x��x��x�
���������������������

�A� �
�A� � � �A� �
�A� � � �B� �� �A� �
�B� � � �A� �� �B� �
�A� � � �B� �� �A� �� �C� �
�B� � � �B� �� �B� �� �A� �
�C� � � �A� �� �A� �� �B� �

pr�esent�e dans le chapitre 	
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Annexe C

Quelques valeurs pour les trois

bijections standards

C�� Table des miroir	 compl�ement	 inverse sur ��� et ���

Cette section donne les permutations miroir� compl�ement et inverse de toutes les permu�
tations de S� et S��

� � S� �j �� ���

��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ���
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� � S� �j �� ���

���	 	��� 	��� ���	
��	� �	�� 	��� ��	�
���	 	��� 	��� ���	
��	� �	�� 	��� �	��
�	�� ��	� 	��� ��	�
�	�� ��	� 	��� �	��
���	 	��� �	�� ���	
��	� �	�� �	�� ��	�
���	 	��� ��	� ���	
��	� �	�� ���	 	���
�	�� ��	� ��	� ��	�
�	�� ��	� ���	 	���
���	 	��� �	�� ���	
��	� �	�� �	�� �	��
���	 	��� ��	� ���	
��	� �	�� ���	 	���
�	�� ��	� ��	� �	��
�	�� ��	� ���	 	���
	��� ���	 �	�� ��	�
	��� ���	 �	�� �	��
	��� ���	 ��	� ��	�
	��� ���	 ���	 	���
	��� ���	 ��	� �	��
	��� ���	 ���	 	���

C�� Table des classes des sym�etries compl�etes sur ���	 ���
et ���

Cette section donne les classes des sym�etries compl�etes� avec le repr�esentant dans la colonne
de gauche� pour S�� S� et S��
Les permutations sont donn�ees dans l�ordre lexicographique �en colonne et en ligne�

� � S�
��� ���
��� ��� ��� ���
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� � S�
���	 	���
��	� ���	 �	�� 	���
���	 	���
��	� �	�� ���	 �	�� ���	 ��	� 	��� 	���
�	�� ��	� ���	 	���
��	� �	��
�	�� ��	�

� � S�
���	
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