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Introduction

L’objet de la combinatoire énumérative peut étre résumé ainsi: déterminer, de maniére
exacte ou approchée, le nombre d’objets vérifiant des propriétés données. Le plus souvent,
on s’intéresse & une classe infinie A d’objets (figures planes, mots d’un langage, cartes,
arbres...), sur lesquels on définit un certain nombre de paramétres: nombre de sommets,
hauteur, largeur, nombre de sous-arbres vérifiant telle ou telle propriété ... Les problémes
peuvent provenir de U'informatique théorique (analyse en moyenne ou dans le cas le pire
d’algorithmes et de structures de données), des mathématiques (repésentations du groupe
symétrique, bases de fonctions symétriques ... ), ou de la physique statistique (modéles
discrets de percolation, fonctions de partitions ... ). Bien que d’origines et souvent de
natures trés différentes, ces problémes ont souvent la caractéristique commune de pouvoir
étre modélisés par des objets relativement simples, qui se prétent bien & I’énumération par
des techniques combinatoires.

Lorsqu’un paramétre p est suffisamment discriminant pour que, pour chaque valeur
possible n de ce paramétre, ’ensemble A,, des objets de A pour lesquels le paramétre
prend cette valeur soit fini, on peut alors se poser la question de savoir combien il y a de
tels objets. Cette énumération peut étre soit exacte, soit approchée. Dans ce dernier cas,

on donne un développement asymptotique ou un simple équivalent de la suite (|.A;|)n>0-

L’outil le plus fréquemment utilisé dans les problémes d’énumération est la série gé-
nératrice: a chaque objet w d’une classe A, on associe un poids, ou valuation, v(w), pris
dans un anneau de polynomes Klxq,... ,zy]; la série génératrice de la classe A suivant la
valuation v est alors, sous réserve de convergence, la somme formelle des poids des objets

Az, ... ,z1) = Z v(w).

weA

Généralement, on associe & chacune des variables x;, un paramétre p;, défini sur A et
ne prenant que des valeurs positives ou nulles. La valuation v est alors définie par

v(w) = H xfi(w),

1<i<k
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et la série génératrice qui en résulte est appelée série génératrice ordinaire’ de A suivant
les parametres p1,... ,pg.

Savoir ce qui constitue une solution d’un probléme d’énumération n’est pas forcément
évident. La réponse dépend fortement de la complexité du probléme d’énumération. Ce
peut étre une formule donnant la série génératrice, ou une autre donnant les coefficients
de Taylor de cette série; ou méme une simple équation portant sur la série génératrice, ou
une relation de récurrence vérifiée par ses coefficients de Taylor. De maniére approchée,
on pourra se concentrer sur un équivalent asymptotique de la série ou de ses coefficients.
Les travaux d’Odlyzko [64], Flajolet et Odlyzko [41], et Flajolet et Sedgewick [45, 46],
montrent en quoi le comportement asymptotique des coefficients de Taylor d’une série est
lié & son comportement au voisinage de ses singularités dominantes. Pour les problémes
d’origine physique, ot les objets combinatoires sont souvent des approximations discrétes
de modéles continus, le comportement asymptotique est généralement plus significatif que
I’énumération exacte.

Lorsque les séries génératrices sont données par des équations, il est usuel de classifier
les problémes suivant le type de ces équations: algébriques, différentielles, fonctionnelles
... Un phénomeéne fréquemment rencontré pour les séries génératrices a plusieurs variables
est qu'une des variables ¢ apparaisse de telle sorte qu’a la limite ¢ — 1, I’équation se

transforme en une équation beaucoup plus simple; ces équations sont appelées g-équations.

Le travail présenté dans cette thése se situe dans le cadre de la combinatoire énumé-
rative. Nous formalisons la notion de ()-grammaires, et montrons en quoi elles constituent

un moyen d’approche de certains problémes d’énumération suivant plusieurs parameétres.

Différentes méthodes d’énumeération

Une premiére méthode d’approche possible consiste a calculer par des méthodes ap-
propriées les premiéres termes de la série génératrice (Redelmeier [72]). Souvent, les objets
de “petite taille” sont peu nombreux, et il est ainsi possible d’obtenir plusieurs termes de
la suite des coefficients de Taylor. Dans certains cas, une simple comparaison avec un en-
semble de suites connues [75, 76] permet d’identifier la suite. Des techniques plus évoluées
d’approximation [17]| recherchent, & partir des premiers termes, une équation algébrique ou
différentielle susceptible d’étre satisfaite par la série génératrice. Ces calculs sont automa-

tisés par la bibliothéque Maple gfun [43].

1. Une autre forme fréquemment employée de série génératrice est la série génératrice exponentielle,
dans laquelle la valuation d’un objet de “taille” n est divisée par n!.
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Pour certains problémes, il est plus facile de chercher & obtenir directement une équa-
tion fonctionnelle satisfaite par la série génératrice. Le principe de la combinatoire bijective
est d’exhiber entre deux classes d’objets combinatoires une bijection qui conserve la va-
luation; on en déduit alors 1’égalité des séries génératrices. Le plus souvent, on s’attache a
“décomposer” les objets étudiés de maniére & établir une bijection avec une classe d’objets
dont I'énumération directe est possible. Lorsqu’une telle bijection est établie entre deux
classes d’objets dont les séries génératrices sont déja connues, elle fournit alors une preuve
bijective de 'identité des séries, que cette identité ait été ou non préalablement démontrée
par le calcul. L’intérét d'une telle preuve bijective réside généralement dans le fait qu’elle
permet en quelque sorte d™“expliquer” certaines propriétés des objets étudiés, en les reliant

& des propriétés connues d’autres objets.

Les polyominos verticalement convexes peuvent naturellement se découper en “tran-
ches” successives. En tenant compte de différents paramétres (aire, largeur, périmétre, et
hauteur de la derniére tranche), il est possible de dire comment évoluent ces parameétres
lorsqu’une nouvelle colonne est ajoutée. On en déduit une équation fonctionnelle vérifiée
par la série génératrice ou, de maniére équivalente, des relations de récurrence portant sur
les coefficients. Cette méthode “a la Temperley” [77, 14| permet ainsi d’étudier différentes
classes de polyominos verticalement convexes. La méthode ECO, qui combine ces idées avec
I'utilisation d’arbres de génération, a également été appliquée & I’énumération de diverses
classes de chemins colorés [6] et d’arbres planaires [7]

Dans la méthodologie DSV, développée initialement par Schiitzenberger dans |73, 74],
on relie 'algébricité de certaines séries génératrices & la théorie des langages algébriques
non ambigus [1, 5]. Le principe est d’établir une bijection (ou codage) entre les objets &
étudier et les mots d’un langage algébrique, de telle sorte que le paramétre taille des objets
corresponde & la longueur des mots; éventuellement, les différentes lettres de ’alphabet
peuvent correspondre & différents paramétres intéressants. Une grammaire non ambigué
engendrant le langage, fournit alors, d’aprés un théoréme de Chomsky et Schiitzenber-
ger [18], un systéme d’équations algébriques dont la série génératrice cherchée est une des
composantes d’une solution. Ce systéme peut alors étre résolu explicitement, ou, s’il est
trop complexe, des informations précises sur les coefficients de la série génératrice peuvent
en étre extraites. Dans les cas simples, la formule d’inversion de Lagrange [81] ou ['une de
ses variantes |53, 50|, permet d’obtenir des expressions exactes pour les coefficients; dans
d’autres, ou aucune formule acceptable n’est accessible, 'analyse des singularités peut
donner des renseignements précis sur I’asymptotique des coefficients.

Enfin, les coefficients de Taylor de séries algébriques vérifiant des relations de récurrence
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polynomiales (Comtet [21]), il est possible de calculer explicitement un grand nombre de
coefficients.

L’énumération des polyominos convexes suivant le périmétre, par Delest et Viennot [31],
constitue un exemple de résultat nouveau obtenu par I'application de cette méthode. On

trouvera d’autres exemples dans [30, 25].

Les grammaires a opérateurs (Cori et Richard [24], Cori [23], Chottin [19]) constituent
une variante de la méthodologie DSV, et permettent de traiter certains cas o I’on code les
objets par les mots d’un langage qui n’est pas forcément algébrique, mais qui est solution
d’un systéme d’équations avec opérateurs en variables non commutatives. Si les opérateurs
employés ont une image en variables commutatives, cette équation se traduit directement
sur la série génératrice. Cette méthode a notamment permis & Cori et Richard de retrouver
certains résultats d’énumération de cartes planaires das a Tutte [78].

Il est possible de s’affranchir du passage par les mots en remarquant qu’a certaines
opérations sur les objets, correspondent des opérations sur les séries génératrices. Ainsi,
I'union disjointe de deux classes d’objets correspond & la somme des séries génératrices,
et le produit cartésien, au produit des séries. Ces idées sont utilisées dans la théorie des
structures décomposables [42, 43, 44, 47], ou, de maniére plus visuelle, dans les grammaires
d’objets [36].

Une méme classe d’objets, énumérée suivant des parameétres différents, admet généra-
lement des séries génératrices qui n’ont aucune ressemblance entre elles. Obtenir la série
génératrice suivant plusieurs parameétres est souvent beaucoup plus compliqué; dés lors que
la série génératrice suivant I'un de ces paramétres n’est pas algébrique, la série multiva-
riée n’est pas algébrique, et la méthodologie DSV ne peut s’appliquer directement. Par
ailleurs, il arrive que les différentes séries & une variable soient algébriques sans que la série
multivariée le soit. Ainsi, les polyominos verticalement converes ont une série génératrice
suivant ’aire qui est rationnelle (Temperley [77], Klarner [58, 59]), et une série génératrice
suivant le périmeétre algébrique (Delest [25], Fereti¢ [38, 39]), mais la série génératrice bi-
variée suivant ces deux paramétres est beaucoup plus compliquée, et n’est pas algébrique
(Bousquet-Mélou [14]).

La notion de g-grammaire, introduite par Delest et Fédou dans [28], repose sur 'idée que
le codage par les mots d’un langage algébrique fournit en fait une structure sur les objets
codés. En adaptant la notion de grammaire d’attributs (Knuth [61]) utilisée en compilation,
il est parfois possible d’écrire des équations non algébriques vérifiées par la série génératrice

suivant un parameétre supplémentaire, compté par une nouvelle variable q. Ces équations
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sont alors des g-analogues des équations algébriques de départ: une variable = est parfois
remplacée par xq dans certaines séries inconnues. En posant ¢ = 1 (ce qui revient a “oublier”
le paramétre compté par ¢), on retrouve les équations algébriques. Les séries génératrices
solutions de telles équations se présentent donc sous la forme de g-séries [4].

Un exemple d’utilisation de g¢-grammaires pour I'énumération des polyominos paral-
lélogrammes (suivant ’aire et le périmeétre) est donné par Delest et Fédou dans [29]. On
trouvera d’autres exemples dans les travaux de Denise et Simion [32] (hauteurs de pyra-
mides et paires extérieures dans les chemins de Dyck), et dans ceux de Delest, Dubernard
et Dutour [27] (énumération des polyominos parallélogrammes suivant 'aire, la largeur et
le nombre de coins).

La résolution de g-équations dans le cas général est un probléme complétement ouvert.
Il existe plusieurs g-analogues de la formule d’inversion de Lagrange, dus & Andrews [3],
Gessel [49], Garsia [48], Gessel et Stanton [51] ou Krattenthaler [62]. Prellberg et Brak [69]
et Bousquet-Mélou [14] ont décrit des méthodes permettant de résoudre des cas particuliers
de g-équations. La résolution d’équations ¢-différentielles a également permis & Bousquet-
Mélou et Fédou [16] d’obtenir une expression relativement simple pour la série génératrice

des polyominos convexes suivant 1’aire et le périmétre.

Notre principal objet d’étude, les QQ-grammaires, constitue une généralisation de la
notion de g-grammaire. Nous nous intéressons & tous les paramétres qu’il est possible
d“attraper” en s’autorisant a multiplier certaines variables d’énumération par d’autres.

Ces paramétres, qui dépendent de la grammaire, sont appelés Q-comptables.

Polyominos

Nous donnons ici une bréve définition des polyominos, car ceux-ci constituent le support
de plusieurs exemples étudiés dans ce mémoire.

Les polyominos sont un sujet d’étude fréquent en combinatoire. Les premiéres recher-
ches ont concerné le pavage de régions du plan au moyen de polyominos donnés (le terme
de polyomino est généralement attribué a Golomb [52]). Les problémes d’énumération
ont rapidement été abordés (Temperley [77]; Read [71]; Klarner [58, 59]; Polya [67]). Des
résultats asymptotiques assez précis ont été obtenus pour des sous-classes de polyominos
(Bender [9]; Klarner et Rivest [60]).

Une cellule est un carré unitaire du plan R?, dont les sommets ont des coordonnées

entiéres. Un polyomino est une union finie de cellules, dont I'intérieur est connexe — voir
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figure 1.

Un polyomino Deux polyominos avec
un point de contact

Fi1G. 1: Exemples de polyominos

Nous considérerons toujours les polyominos a translation prés: deux polyominos qui
sont images I'un de l'autre par une translation sont pour nous identiques. En revanche,
deux polyominos distincts peuvent étre images 'un de 'autre par une symétrie ou une
rotation.

En physique statistique, ou ils sont utilisés comme modéles discrets, les polyominos
portent généralement le nom d’animauz, et les cellules sont souvent remplacées par leurs

centres.

L’énumération des polyominos dans le cas général est un probléme extrémement difficile
et complétement ouvert. Le nombre a,, de polyominos d’aire n n’est connu que jusqu’a
n = 24 (Redelmeier [72]). Le comportement asymptotique de la suite (a,) n’est connu que
de maniére partielle: lim(a, )/ = p, avec 3.72 < p < 4.64.

Une maniére de rendre abordables les problémes d’énumération de polyominos est de
se restreindre & des sous-classes définies par des propriétés particuliéres. Les propriétés
qui, jusqu’a présent, se sont révélées les plus fécondes (tout au moins du point de vue des
résultats d’énumération) sont la converité suivant une direction, et le fait d’étre dirigés
suivant une direction donnée. On trouvera des survols dans [55, 26, 79], et un autre plus
récent dans [15], qui contient également une bibliographie détaillée sur le sujet.

Si D est une direction de droites dans le plan, un polyomino P est convere suivant
la direction D si son intersection avec toute droite de D qui passe par le centre d’une

cellule est un segment. Le plus souvent, la direction D est soit verticale, soit horizontale?;

2. Bien évidemment, une symeétrie transforme bijectivement les polyominos verticalement convexes en
polyominos horizontalement convexes.
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les polyominos diagonalement convexes ont également été abordés. Un polyomino & la fois
horizontalement et verticalement convexe est dit tout simplement conveze.

Un polyomino P est dirigé suivant la direction Sud-Ouest/Nord-Est s’il existe une
cellule ¢ C P, appelé cellule source, telle que chaque cellule de P peut étre atteinte a partir
de ¢ en n’effectuant que des pas élémentaires Nord ou Est, sans passer par une cellule
extérieure & P. Si 'on autorise également les pas Sud, le polyomino est dit semi-dirigé

suivant la direction Ouest-Est.

verticalement convexe dirigé Sud-Ouest/Nord-Est

FiG. 2: Ezemples de polyominos avec contraintes

En combinant les conditions de convexité et de directions privilégiées, il est possible
de définir la plupart des familles de polyominos étudiées dans la littérature. Ainsi, les po-
lyominos parallélogrammes sont exactement ceux qui sont verticalement et diagonalement
convexes, et dirigés suivant les directions Sud-Ouest/Nord-Est et Nord-Ouest/Sud-Est;
les polyominos murs, qui correspondent aux compositions d’entiers, sont exactement les
polyominos verticalement convexes qui sont dirigés a la fois vers le Nord-Est et vers le
Nord-Ouest.

Plan de la thése

Le chapitre 1 introduit la plupart des définitions et notations classiques utilisées.
La seule notion qui différe sensiblement de sa définition usuelle est celle des arbres de
dérivation d'une grammaire, qui seront pour nous étiquetés par les régles de réécriture.

Le chapitre 2 introduit les notions de Q-grammaire et de parameétre QQ-comptable.
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Le résultat principal est le théoréme 2.36, qui établit I’équivalence entre @Q-grammaires
et certaines formes d’équations vérifiées par les séries génératrices. Les parameétres (-
comptables sont également interprétés en termes d’arbres de dérivation, et leurs ordres de
grandeur maximaux sont déterminés.

Le chapitre 3 étudie dans quelles circonstances il est possible de remplacer une gram-
maire par une autre engendrant le méme langage, sans perdre de paramétres (Q-comptables.
Au moyen de différents lemmes, nous montrons en particulier qu’il est possible de donner
des formes normales aux (J-grammaires.

Le chapitre 4 est consacré aux calculs de statistiques sur les paramétres (Q-compta-
bles. Par différentiation, les séries de moments sont décrites (théoréme 4.14). Les problémes
d’asymptotiques sont également abordés.

Le chapitre 5 donne, a titre d’exemples d’applications, des @)-grammaires pour dif-
férentes familles de polyominos verticalement convexes. Dans chaque cas, nous étudions
un certain nombre de paramétres et déterminons ceux qui sont (Q-comptables pour les

grammaires données.



Chapitre 1

Définitions

Dans ce chapitre, nous nous contentons de définir les objets de base utilisés dans ce
travail : langages, arbres, séries génératrices, grammaires, et chemins du plan discret. Seuls

les arbres de dérivation différent légérement de leur définition la plus classique.

1.1 Mots et langages

Définition 1.1. Pour tout ensemble X, X* désigne ’ensemble des suites finies (éventuel-
lement vides) d’éléments de X. Une telle suite w est également appelée un mot de X*, et

sa longueur sera notée |w|. Chaque terme de la suite est appelé une [ettre.

L’opération de concaténation fait de X* un monoide (monoide libre engendré par X).

La suite (unique) de longueur nulle, aussi appelée mot vide, sera notée e.

Définition 1.2. On appelle langage sur X une partie L de X*; X est alors appelé I’ alphabet
de L.

Nous ne nous intéresserons qu’a des langages sur des alphabets finis. Il existe une
classification extrémement détaillée pour ces langages; voir & ce sujet [11]. Dans ce travail,
nous nous intéresserons plus particuliérement aux langages algébriques, définis & la section
1.4.

Définition 1.3. Un mot w’ est un facteur d’'un mot w, s’il existe des mots wy et wo tels
que w = wiw'ws.
Le mot w' est un facteur gauche si wy = €, et un facteur droit si we = €. Un facteur de

w qui n’est ni w, ni le mot vide, est appelé facteur propre.
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De maniére plus générale, on peut parler de factorisation:

Définition 1.4. Une factorisation d’'un mot w est une suite finie de mots (wy, ... ,wy),
telle que w = wiws ... wy. L'entier k est la longueur de la factorisation.

Lorsqu’aucun des mots w; n’est vide, la factorisation est dite propre.

Ainsi, un facteur propre de w est un facteur qui peut apparaitre dans une factorisation

propre non triviale (dont la longueur n’est pas 1).

Définition 1.5. Un sous-mot d'un mot w = 1 ...z, (z; € X) est une sous-suite w' =

xil...mik,aveci1<i2<...<z'k.

Il est clair qu'un facteur d’'un mot w, n’est rien d’autre qu'un sous-mot pour lesquels

les indices 41, ... ,i; sont consécutifs.

Définition 1.6. — Le nombre d’occurrences d'un facteur w' de w, est le nombre de

factorisations distinctes F' = (wy, w', ws) de w.

— Le nombre d’occurrences d'un sous-mot w' de w = z1z2...x,, est le nombre de

sous-suites i1 < ... <i de 1,... ,n, telles que v’ = z;, ... z;,.

Exemple 1.7. Dans le mot w = aababbab, il y a 3 occurrences du facteur ab, mais 12

occurrences du sous-mot ab.

Un exemple classique de nombre d’occurrences de sous-mots est celui du nombre d’in-

versions:

Définition 1.8. Supposons l'alphabet X totalement ordonné. Une inversion d’un mot
W= x1...Ty, est un couple (i, j) tel que i < j et z; > x;.

Le nombre d’inversions d'un mot w est noté inv(w).

Le nombre d’inversions d'un mot est la somme des nombres d’occurrences de tous les
sous-mots possibles de longueur 2 dont les lettres sont décroissantes. Ainsi, dans le cas
d’un alphabet & deux lettres {a,b} (avec a < b), il s’agit tout simplement du nombre

d’occurrences du sous-mot ba.

Notation 1.9. Soient w € X*, x € X, et A C X. Le nombre d’occurrences de = dans w est
noté |w|,, et également appelé longueur de w en x.
De méme, le nombre de lettres de w qui appartiennent & A est appelé longueur de w

en A, et noté |w|4.
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1.2 Arbres

Il existe différentes catégories d’arbres en informatique; dans cette thése, le terme

d’arbre désigne exclusivement un arbre planaire, généralement étiqueté.

1.2.1 Arbres planaires

Définition 1.10. Soit S un ensemble fini non vide. Un arbre d’ensemble de sommets S

est défini de la maniére suivante:

~ Si S est un singleton, A = (s) est le seul arbre d’ensemble de sommets S.

— Sinon, A = (s, A,... ,Ag), ou s € S, et pour chaque i < k, A; est un arbre
d’ensemble de sommets S;, avec la condition que {Si,...,S;} forme une partition
de S\{s}.

Dans les deux cas, s est appelé la racine de A.

Avec les notations de la définition 1.10, les éléments de S sont appelés sommets ou
neuds de A. La taille de A est son nombre de sommets.

Lorsque A = (s, Ay,...,.Ay) est un arbre, les racines respectives sy, ... , s des arbres
A1, ..., A sont appelés fils de s, et s est leur pére commun. A; est appelé le i-éme sous-
arbre de A, ou encore le sous-arbre issu de s;; de maniére générale, un sous-arbre de A est
le sous-arbre issu d’'un sommet quelconque de A.

Traditionnellement, les arbres sont représentés par des graphes, chaque sommet étant
relié & ses fils ordonnés de gauche & droite et placés en dessous de lui, de sorte que la racine

est placée en haut de la figure (voir figure 1.1).

Un sommet d’'un arbre qui n’a aucun fils est appelé une feuille. Les sommets qui ne
sont pas des feuilles sont parfois appelés sommets ou nceuds internes.

Une branche d’un arbre est une suite (s, ... , s;) de sommets telle que, pour 1 < i < k,
Si+1 soit un fils de s;, s1 étant la racine de I'arbre. L’entier k est la longueur de la branche.
Pour chacun des sommets s d’un arbre, il existe une unique branche qui se termine en s.
La hauteur de I'arbre A est la plus grande longueur de ses branches.

Si (s1,...,8k) est une branche d'un arbre, k est la profondeur du sommet sj dans cet
arbre.

Une branche est mazimale (pour 'inclusion) si son dernier sommet est une feuille de

Parbre.
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Les descendants d'un sommet s sont tous les sommets du sous-arbre issu de s; les
ancétres de s sont tous les sommets qui composent la branche dont il est le dernier sommet.

En ce sens, un sommet est son propre ancétre et son propre descendant.

Si A et B sont deux arbres, et si s est un sommet de A, on notera A(s, B) ’arbre obtenu

en remplacant, dans A, le sous-arbre de racine s par B (voir figure 1.1).

A B

A(s, B)

Fi1G. 1.1: Substitution d’arbres

Dans le cadre de cette thése, les arbres manipulés sont exclusivement des arbres de
dérivation dans une grammaire; voir section 1.4.

1.3 Séries formelles et séries génératrices

Soient X = {x1,...,x} un alphabet fini, et A un anneau unitaire; A <<X>> désigne

Ialgébre des séries formelles & variables non commutatives dans X et a coefficients dans
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A. L’algébre des séries formelles a variables commutatives dans X et & coefficients dans A
sera notée A[[X]]. Dans la pratique, A sera Z, Q, ou C.

Pour chaque k-uplet n = (ny,... ,n;) € N¥, nous notons x® le monéme zit Lk

A toute série formelle & variables non commutatives correspond naturellement une série
& variables commutatives, obtenue par le morphisme yg qui “fait commuter” les lettres.

Un langage L peut étre identifié a la série formelle en variables non commutatives
Y wer w (les coefficients sont 1 pour les mots de L et 0 pour les autres). La série xo(L)
est alors appelée série génératrice du langage L; le coefficient de x™ est le nombre de mots
de L qui ont, pour 1 < i < k, exactement n; occurrences de la lettre z;. Nous utiliserons
fréquemment la méme lettre pour désigner un langage et sa série génératrice.

De maniére plus générale, soit L un ensemble dénombrable d“objets” combinatoires, et
soient p1, ... ,pr des paramétres positifs ou nuls définis sur L (chaque p; est une application
de L dans IN). La série génératrice de L suivant les parametres (p;)1<i<y sera alors la série

formelle & variables commutatives

L(l’l, . ,xk) = Z xllh(w) L. ka(w)
weL

Pour qu’une telle série soit définie, il faut que, pour chaque k-uplet (v1,... ,v;), I'en-

semble des objets pour lesquels chaque paramétre p; vaut v; soit un ensemble fini.

Définition 1.11. Un paramétre A, défini sur un ensemble d’objets A, est une taille si,

pour chaque valeur de n, 'ensemble
Ap ={a € A \a) =n}

est fini.

L’existence d’'une taille parmi les paramétres pi,... ,px, est une condition suffisante
pour que la série génératrice suivant ces paramétres soit définie. Le paramétre “longueur
totale” est toujours une taille pour les mots d’un langage, les alphabets étant toujours finis.

La série génératrice d’'un langage suivant les paramétres “nombres d’occurrences des
différentes lettres” est la série xo(L), que nous avons appelée plus haut sa série génératrice.
Il est possible qu’aucun paramétre “nombre d’occurrences de la lettre x;” ne soit une taille:
il peut parfaitement y avoir, dans le langage considéré, une infinité de mots ne comportant
pas la lettre x;, et ce, pour chaque x;. Cependant, la série génératrice est toujours bien

définie, le nombre de mots du langage ayant une composition fixée étant fini.
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Il arrivera fréquemment, dans le cours de cette thése, que nous manipulions des com-
binaisons linéaires formelles de mots. Nous travaillons alors implicitement dans 1’algébre
Q < X > des polynoémes & variables non commutatives dans X et & coefficients dans Q. Le
plus souvent, une application ¢ : X — Q <Y > sera définie, et implicitement étendue a
Q < X > comme morphisme d’algébres: d’abord & X™ par concaténation, puis a Q < X >

par combinaisons linéaires.

Exemple 1.12. Soient X = {a,b} et Y = {a,d’,b}. Si ¢ est définie par
ola) = a+a
o(b) = e+b

alors on a, par exemple,

p(aba +aa) = @(aba) + p(aa)
= pla)p(b)pla) + pla)p(a)
= (a+d)(e+b)(at+d)+ (a+d)(a+d)
= 2aa+ 2ad’ +2d'a + 2d'a’ + aba + aba' + a'ba + a'ba’.

1.4 Grammaires

Définition 1.13. Une grammaire hors-contexte (context-free) est un quadruplet G =
(X,N,R,S), ou:

— X est un ensemble fini appelé alphabet. Les éléments de X, que dans la mesure du
possible nous noterons par des minuscules, sont appelés lettres (ou symboles termi-

naur).

— N est un ensemble fini disjoint de X, appelé alphabet des symboles; les éléments de
N (normalement notés par des majuscules) sont appelés symboles non terminauz, ou

non terminaux, ou symboles.

— R est une partie finie de N x (X U N)*, dont chaque élément est appelé régle de
dérivation ou transition. Pour plus de clarté, les régles de dérivation seront présentées

sous la forme U — W, avec U € N et W € (X UN)*.

— S est un symbole non terminal appelé aziome.

Il pourra arriver que nous définissions une grammaire sans préciser son axiome, ou que

nous changions cet axiome.
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Pour chaque régle de dérivation R = (U — W), U est appelé membre gauche de R, et
noté g(R). Le membre droit de R, noté d(R), est W. Le nombre de symboles non terminaux
de W est appelé arité de la régle, et noté a(R). Une régle d’arité 0 est dite terminale.
Enfin, d(R, i) désigne le i-éme symbole du membre droit de R.

Nous écrirons fréquemment nos régles sous la forme R : U — woUiwy ... Upwy; une
telle notation suppose implicitement w; € X* et U; € N, de telle sorte que d(R,i) = U;.
Les symboles du membre droit seront systématiquement numérotés de gauche a droite.

Pour chaque symbole U, les régles de dérivation ayant U comme membre gauche sont

appelées U-dérivations. L’ensemble des U-dérivations est noté Ry.

Dans une grammaire, chaque régle de dérivation R = (U — V') définit sur (X U N)*
une relation binaire = de la maniére suivante: pour tous mots Wy et Wa de (X U N)¥,
WiUW, S W1V Ws; en d’autres termes, W E W' sivon peut obtenir W' en remplacant,
dans W, une occurrence de U (le “membre gauche” de la régle de dérivation) par V (le
“membre droit”). On dit alors que R rééerit ou dérive W en W'.

La réunion de toutes les relations 2 pour R € R est notée g, et la cloture transitive
de & est notée 5. On a W 3 W' si et seulement si il existe une régle R qui réécrit W
en W', et W = W’ si et seulement si il existe une suite finie de régles qui, appliquées

successivement, réécrivent W en W',

Définition 1.14. Soit G = (X, N, R, Sy) une grammaire.

Le langage engendré par G pour le symbole S est 'ensemble Lg(S) des mots w € X*
tels que S = w.

Le langage non terminal engendré par G pour le symbole S est ’ensemble .Z/(;(S) des

mots w € (X UV)* tels que S = w.

Lorsque le symbole n’est pas précisé, le langage engendré par une grammaire est celui

qui est engendré pour ’axiome de la grammaire.

La notion de grammaire non ambigué, ou grammaire algébrique, est fondamentale lors-
qu’il s’agit d’obtenir des résultats d’énumération. Intuitivement, une grammaire est non
ambigué si elle n’engendre chaque mot que d’une seule maniére, & certaines permutations

inévitables prés.

Définition 1.15. Une grammaire G = (X, N, R, S) est dite non ambigué si, pour chaque
symbole U € N et chaque mot w tel que U 4 w, il existe une unique suite finie (W;)g;c),
de mots de (X U N)* telle que U = Wy, W,, = w, et, pour chaque i <n —1, W; £ Wit1,
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avec la condition que Wjy; est obtenu en réécrivant dans W; le premier symbole non

terminal.

La non-ambiguité d’une grammaire s’exprime beaucoup plus simplement par le fait que
chaque mot d’un langage engendré par une grammaire non ambigué posséde un unique
arbre de dérivation; cette propriété est valable aussi bien avec la définition “classique” des
arbres de dérivation qu’avec la convention que nous adoptons dans cette thése (voir le
paragraphe 1.4.1 plus loin). Cette unicité doit étre comprise dans le sens suivant: si un
méme mot appartient a plus d’'un langage engendré par la grammaire, il posséde un unique

arbre de dérivation pour chaque langage auquel il appartient.

Définition 1.16. Un langage L est algébrique s’il existe une grammaire non ambigué G

qui engendre L.

Il existe des langages engendrés par des grammaires hors-contexte, mais qui ne peuvent
l’étre par une grammaire non ambigué (Parikh [66]). De tels langages sont dits ambi-
gus. L’ambiguité d’un langage hors-contexte est un probléme indécidable; on trouvera un
éventail de méthodes permettant dans certains cas de démontrer cette ambiguité dans
Flajolet [40].

Définition 1.17. Soit G une grammaire, et soient S7 et So deux symboles non terminaux
de G. On dira que S est accessible a partir de Sy s'il existe deux mots Wy, Wy € (X U N)*
tels que S =5 W1SoWs, avec WiWs £ €.

On dira que S7 et S sont simultanément accessibles & partir de S s’il existe trois mots
Wi, Wa, W3 € (X UN)" tels que S 5 W1 S1 WS Wy ou S = Wy S2WaS1Ws. Dans le cas

ou S; = Sy, il est indispensable que le symbole S7 apparaisse deux fois.

La relation “accessible & partir de” est transitive. Les grammaires que nous manipule-
rons seront propres, ce qui signifie que tout symbole autre que ’axiome doit étre accessible
a partir de celui-ci (voir [1]). En effet, on ne change pas le langage engendré par une gram-
maire en éliminant les symboles non accessibles & partir de 'axiome, ainsi que toutes les
régles de dérivation dont le membre gauche ou droit comporte I'un des symboles éliminés.

Etant donnée une grammaire, si 'on change 'axiome pour le remplacer par un autre
des symboles non terminaux, on change généralement le langage engendré. Les langages

Lg(U), ou U est un symbole autre que 1'axiome, sont appelés langages auziliaires.

Exemple 1.18 (Langage de Dyck). Un exemple fondamental de langage algébrique est

le langage de Dyck, qui reviendra fréquemment dans nos exemples. Le langage de Dyck est
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celui des systémes correctement formés de parenthéses (Comtet [22]). En remplacant par
la lettre a la parenthése ouvrante, et par b la parenthése fermante, un mot w € {a,b}* est

un mot de Dyck s’il vérifie les conditions suivantes :
= |wla = |wlp;
— pour tout facteur gauche w' de w, |w'|, > |W'[p.

Le langage de Dyck est engendré par la grammaire G = ({a,b},{D},R,D), ou R

contient les deux régles de dérivation

Ri: D — ¢
Ry: D — aDbD.

Le nombre de mots de Dyck de longueur 2n est le n-iéme nombre de Catalan C,, =
7#1 (27:”) Ce résultat bien connu peut étre montré de multiple facons: grace a la formule
d’inversion de Lagrange |81, 54| en utilisant ’équation sur la série génératrice D(z) fournie
par la grammaire (D(z) = 1+ 2D(z)?); en extrayant directement les coefficients de Tay-
lor de la série génératrice obtenue explicitement en résolvant cette équation. Il en existe
également de nombreuses preuves combinatoires; voir André [2], Bertrand [12] pour les
plus anciennes. Parmi les méthodes permettant d’obtenir de telles preuves, le principe de
réflexion d’André et le principe de Raney (Raney [70]), basé sur la conjugaison de mots,

sont les plus universels.

1.4.1 Arbres de dérivation

Nous utiliserons fréquemment la notion d’arbre de dérivation d'un mot dans une gram-
maire. L’arbre de dérivation d’un mot est la représentation arborescente de la suite de
transitions qui permettent de passer d’un symbole non terminal & un mot du langage
engendré par ce symbole.

Dans le sens usuel, ’arbre de dérivation d’un mot comporte un nceud interne par
transition. Les nceuds internes sont alors étiquetés par des symboles non terminaux, et les
feuilles par des mots (éventuellement vides) formés de lettres terminales. Le mot représenté
par un arbre de dérivation donné est alors obtenu en lisant les étiquettes des feuilles dans
l'ordre symétrique.

Dans notre travail, nous avons besoin de repérer quelle régle de dérivation a été utilisée
a chaque étape de la formation du mot. C’est pourquoi les noeuds de nos arbres de déri-
vation sont étiquetés par les “noms” des régles de dérivation utilisées (plutot que par les

symboles non terminaux qui en forment les membres gauches). La connaissance des régles
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de dérivation rendant alors superflues les feuilles et leurs étiquettes, nous les omettons
systématiquement. La taille d'un arbre de dérivation est alors exactement la longueur de
la suite de transitions qui fait passer du symbole non terminal au mot produit.

La figure 1.2 montre les deux formes possibles d’arbres de dérivation pour le mot

w = aababb dans la grammaire classique engendrant le langage de Dyck:

R1: D — ¢
Ry: D — aDbD.

(a) Arbre de dérivation classique (b) Arbre de dérivation condensé

Fi1G. 1.2: Exemples d’arbres de dérivation
Formellement, nos arbres de dérivation sont donc définis récursivement de la maniére
suivante :

Définition 1.19. Soit U un symbole d’une grammaire G, et w € Lg(U) un mot. Les

arbres de dérivation de w dans le langage L (U) sont définis ainsi:

— Si R: U — w est une des régles de dérivation de la grammaire, ’arbre réduit & une

racine étiquetée R est un arbre de dérivation de w;

- si R: U — upUiuy ... Uguy est une des régles de dérivation de la grammaire, si

W = upwily - . . Wik, avec pour 1 < i < k, w; € Lg(U;), et si pour 1 <i <k, T; est
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un arbre de dérivation de w; dans le langage L (U;), alors 'arbre T' = (R; 11, . .. , T})

est un arbre de dérivation de w dans le langage Lg(U).

La définition donnée plus haut d’une grammaire non ambigué est équivalente & la

suivante :

Définition 1.20. Une grammaire G est non ambigué si et seulement si, pour chaque
symbole U et chaque mot w € Lg(U), w a un unique arbre de dérivation dans le langage
Lg(U).

En termes d’arbres de dérivation, un symbole Uy est accessible & partir d’un symbole
U, ¢’il existe une arbre de dérivation de la grammaire, dont la racine est étiquetée par une
Up-dérivation, et qui contient un sommet étiqueté par une U;-dérivation (avec la condition
supplémentaire que ce sommet doit étre distinct de la racine, si Uy = U;p). De méme,
Uy et U sont simultanément accessibles & partir de U, s’il existe un arbre de dérivation
dont la racine est étiquetée par une U-dérivation, et qui contient deux sommets, étiquetés
respectivement par une Uj-dérivation et une Us-dérivation, qui ne sont pas sur la méme

branche (I'un ne doit pas étre un descendant de l'autre).

Lorsque A; et A sont deux arbres de dérivation d’une méme grammaire, et que s est
un sommet de A;, arbre A; (s, A2) est un arbre de dérivation a condition que les étiquettes
de s et de la racine de A aient le méme membre gauche; nous nous interdirons d’effectuer

des substitutions dans les arbres de dérivation lorsque cette condition ne sera pas remplie.

1.4.2 Grammaires attribuées

Les grammaires attribuées sont classiquement utilisées pour la construction de compila-
teurs. Nous ne nous intéressons ici qu’a leur utilisation dans le domaine de la combinatoire,
et nous nous limitons & des attributs synthétisés tels qu’ils sont définis dans D'article de
Knuth [61].

Définition 1.21. Soit G = (X, N, R, S) une grammaire. Une famille d’attributs définie
sur G est la donnée, pour chaque symbole U € N, d’un ensemble fini Ty d’attributs ayant

les caractéristiques suivantes:

— chaque attribut 7 € Ty posséde un domaine de valeurs D;, qui est un ensemble (fini

ou non); le produit cartésien HTETU D, est noté Dy;
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— pour chaque attribut 7 € Ty et chaque U-dérivation R : U — woUj ... Upw;, on
donne une regle de calcul fr g, qui est une fonction définie sur Dy, X ... x Dy, et a

valeurs dans D.. Si la régle R est d’arité 0, f; r est simplement un élément de D.

Le couple (G, (TU)UeN) est alors appelé grammaire attribuée.

Une grammaire attribuée permet de calculer récursivement, pour chaque mot w de
chaque langage Lg(U) engendré par G, une valeur 7(w) € D, et ce, pour chaque attribut
défini sur U. Ce calcul est plus simple & lire sur un arbre de dérivation A : & chaque sommet
s de larbre, étiqueté par une U-dérivation, on donne une étiquette supplémentaire 7(s)
pour chaque 7 € Ty, cette étiquette étant calculée en fonction des différentes étiquettes
des fils de s: si le sommet s est étiqueté par la régle R, 7(s) est calculé en appliquant la
“régle de calcul” f g & I’ensemble des valeurs calculées pour les fils du sommet s. De proche
en proche, on obtient ainsi les attributs de la racine (7(sp))rery, , qui sont les valeurs des

attributs pour le mot w dont A est ’arbre de dérivation.

Exemple 1.22. Considérons la grammaire G = ({a,b},{D},R,D), dont les régles de

dérivation sont :

R: D — ¢
R': D — aDbD.

Les arbres de dérivation de G sont exactement les arbres binaires complets (les sommets
internes, étiquetés R, ont 2 fils, et les feuilles sont étiquetées R).
Le nombre de Strahler St(A) d'un arbre binaire complet A est défini récursivement de

la maniére suivante :
— St(A) =0 si A se réduit a sa racine;

— si A a pour sous-arbres gauche et droit A, et A, respectivement, St(A) est le maxi-
mum de St(Ay) et St(Ag), auquel on ajoute 1 si St(Ay) = St(Ag).

Le nombre de Strahler peut par conséquent étre défini par un attribut St, avec les

régles de calcul :

fstg = 0
{n—l—lsin:m

fstr(n,m) =
’ max(n,m) si n #m

Le calcul du nombre de Strahler est illustré figure 1.3.
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FiG. 1.3: Ezemple de calcul du nombre de Strahler

Les g-grammaires, introduites par Fédou [37], sont un cas particulier de grammaires
attribuées, ot un attribut unique est défini sur chaque symbole, les régles de calcul étant
astreintes & avoir une forme particuliére. Nous en proposons une version plus générale,
appelée QQ-grammaires, au chapitre 2, et qui constituent ’objet principal d’étude de ce

travail.

1.5 Chemins discrets

Dans notre travail, un chemin est une suite (sg,...,s,) de points du plan discret
7 x 7.. Nous ne considérons les chemins qu’a translation prés, aussi supposerons-nous le
plus souvent que le premier sommet sq est l'origine (0, 0).

Un pas d’un chemin est le vecteur reliant deux sommets consécutifs, de coordonnées
(Tit1 — x5, Yir1 — ;). 1L est fréquent d’utiliser les points cardinaux pour désigner certains
types de pas: un pas (0,1) est ainsi un pas Nord, un pas (1,—1) est un pas Sud-Est, etc.

Il est commode de représenter certains mots par des chemins, le plus simple étant alors
d’associer & chaque lettre de 'alphabet un type de pas, ceux-ci se succédant dans le méme
ordre que dans le mot.

Les représentations les plus courantes des mots de Dyck sont celles que nous appellerons
représentations diagonale et horizontale.

La représentation diagonale consiste a traduire la lettre a par un pas Est et la lettre b
par un pas Nord. Le chemin se termine alors sur la droite d’équation y = z, sans avoir de

sommet au-dessus de cette droite. Dans la représentation horizontale, la lettre a se traduit
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Représentation horizontale Représentation diagonale

F1G. 1.4: Chemins de Dyck associés o w = aabaabbabbab

par un pas Nord-Est, et la lettre b se traduit par un pas Sud-Est. Le chemin se termine
alors sur la droite d’équation y = 0, sans avoir de sommet en-dessous de cette droite.
Dans les deux cas, le chemin obtenu est appelé chemin de Dyck. Ces deux représenta-
tions sont illustrées figure 1.4.
Le passage de l'une & l'autre de ces représentations se fait trés simplement par un

changement d’échelle suivi d’une symétrie.

1.6 Deux exemples classiques

Deux exemples classiques de grammaires et de paramétres reviendront fréquemment
au cours de cette thése, tous deux basés sur le langage des mots de Dyck. La terminologie
d’origine géométrique que nous emploierons, est basée sur la représentation horizontale des
mots de Dyck par des chemins discrets allant du point (0,0) a un point (2n,0), ou 2n est

la longueur du mot.

1.6.1 Aire des chemins de Dyck

Par définition, 1’aire d’un chemin de Dyck est I’aire comprise entre ce chemin et 1'axe
d’équation y = 0. Par extension, nous parlerons également de l’aire d’'un mot de Dyck.
En découpant cette surface en tranches verticales délimitées par les pas du chemin, cette
aire apparalt comme la somme d’aires de trapézes: chaque pas AB du chemin, contribue
a aire pour (y4 + yB)/2.

Lorsque le pas AB est un pas Nord-Est, yp = y4 + 1, et par conséquent, si h = yp
est 'ordonnée du point B (également appelée hauteur finale du pas AB), la contribution
a aire du pas AB est h — 1/2.
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Inversement, si le pas AB est un pas Sud-Est, yp = y4 + 1, et la contribution du pas
AB est h +1/2.

Lors de la sommation, les termes +1/2 et —1/2 associés aux pas Nord-Est et Sud-Est
se compensent, puisqu’un chemin de Dyck comporte autant de pas des deux types; par
conséquent [’aire d’un chemin de Dyck est aussi égale & la somme des hauteurs finales des

pas qui le constituent.

A
B
D C
1/24+3/2+3/2+3/2+3/2+1/2+1/2+1/2 = 8

I
o

1+24+14+2+1+0+1+0

2( 1 + 1 + 0 + 0 )+4=38

Fi1G. 1.5: Différents modes de calcul de l’aire d’un chemin de Dyck

Par ailleurs, les pas Nord-Est et Sud-Est peuvent étre naturellement appariés de ma-
niére & ce qu’a chaque pas Nord-Est de hauteur finale h, corresponde un pas Sud-Est de
hauteur finale h — 1 (ce qui, en interprétant le mot de Dyck comme un mot de parenthéses
ouvrantes et fermantes, correspond aux paires de parenthéses). Par conséquent, l’aire d’un
chemin de Dyck est également obtenue en faisant la somme de sa demi-longueur et de deux

fois la somme des hauteurs finales de ses pas Sud-FEst.
Tous ces moyens de calcul de ’aire d’'un chemin de Dyck sont illustrés figure 1.5.

Tous ces paramétres se “lisent” parfaitement sur les mots de Dyck correspondant aux
chemins. En effet, si w = wiws est un mot de Dyck, la hauteur finale du chemin corres-
pondant au facteur gauche w; est h = |wq|, — |w1|p; il est donc simple de transformer les
relations donnant ’aire d’un chemin de Dyck, en expressions portant sur les mots de Dyck

associés.

Le paramétre aire des mots de Dyck est lié & un autre paramétre classique: le nombre
d’inversions [32]. Nous considérerons 1'ordre a < b, et par conséquent une inversion dans

un mot de Dyck sera une occurrence du sous-mot ba. Le nombre d’inversions d’un tel mot
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w peut donc étre décrit de plusieurs fagons:

— la somme, pour chaque occurrence de a dans w, du nombre d’occurrences de b qui se

trouvent avant elle dans w;

— la somme, pour chaque occurrence de b dans w, du nombre d’occurrences de a qui se

trouvent aprés elle dans w.

S ’
\ s
\ s
S ’
N
X
/N
s \
7 N
’ \
/\ \
ya \
/ N
y; N . y=2n—x
/ \ N
/ N \
A i N
7 N
7 \ N
7 //\ //¥ N
j— 7 N A
y—l‘ Vi 7 AS N N
7 4 N N
s 4 N N
7 4 N N
7 4 N N
4 N
4 S
/ S
N
AN
N
N
S
b a

Fi1G. 1.6: Interprétation géométrique du nombre d’inversions

La figure 1.6 montre comment le nombre d’inversions d’'un mot de Dyck peut étre
interprété géométriquement comme la moitié de l'aire comprise au-dessus du chemin de
Dyck correspondant, et en-dessous des droites diagonales d’équations y =x et y =2n —
(ou 2n est la longueur du mot): & chaque inversion du mot, correspond exactement un

carré d’aire 2 situé dans cette zone.

N

Une autre définition, trés proche, de laire associée & un mot de Dyck, est celle qui
correspond aux g-analogues des nombres de Catalan étudiés par Carlitz. Dans ce cas, on
considére des chemins de Dyck sous-diagonaux, et ’aire d’un mot est celle de la zone
située entre le chemin sous-diagonal et la diagonale d’équation y = x. Cette aire n’étant
pas entiére pour les chemins de longueur 2n lorsque n est impair, on ne considére que la
différence avec l'aire associée au mot (ab)”, soit n/2.

Le passage d’une représentation géométrique a l'autre se fait par une symeétrie suivie

d’une homothétie de rapport /2, par conséquent, si I’aire d’un mot de Dyck w de longueur
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2n est notée A(w), et l'aire de Carlitz, A.(w), on a

L’aire de Carlitz est plus directement liée au nombre d’inversions; on a, pour un mot

de longueur 2n,

A, (w) + inv(w) = (Z)

Les deux définitions de l'aire sont illustrées figure 1.7.

|lw| =16 inv(w) =15

FiG. 1.7: Les deux définitions de l’aire pour w = aaaabababbbabbab

Les g-analogues des nombres de Catalan définis par Carlitz énumérent les mots de Dyck

suivant le nombre d’inversions ou l'aire de Carlitz:

Cn(Q) _ Z qinV(w)7

wWED,

Cala) = 30 g

wED,

Ces polynomes vérifient les récurrences suivantes, qui sont deux g-analogues de la ré-

currence classique des nombres de Catalan :

Co = 1,
Cop1 = Y, ¢"CrCry;
0<k<n
Cy = 1,
Cpnt1 = z: g IR CL O, .

0<k<n
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Nous mentionnons pour mémoire deux résutats d’énumération concernant 'aire des

chemins de Dyck:

— Soit, pour chaque mot de Dyck de longueur 2n, A'(w) = A(w) + 2n + 1; A'(w)
s’interpréte comme le nombre de points du plan discrets situés (au sens large) entre

le chemin de Dyck et I’axe horizontal. Alors
> Al(w) =47,

ou la sommation porte sur tous les mots de Dyck de longueur 2n. On trouvera une

preuve bijective de cette formule dans [20].

— La somme des aires de Carlitz des chemins de Dyck de longueur 2n,
1 n
> Ac(w) = 5 (4" = Bn+1)Ch),
w

est également le nombre de cartes planaires pointées sans isthmes & 2 sommets et n
arétes (alors que le nombre de cartes planaires pointées & 1 sommet et n arétes est
le nombre de Catalan C),). La suite de nombres (1,7,37,176...) apparait dans [80];

un codage de ces cartes par des mots de Dyck marqués est donné dans [63].

1.6.2 Somme des hauteurs de pics de chemins de Dyck

Dans un chemin de Dyck, un pic est un sommet immédiatement précédé d’un pas
Nord-Est, et immédiatement suivi d’un pas Sud-Est.

Inversement, un creuxr d’un chemin de Dyck est un sommet immédiatement précédé
d’un pas Sud-Est, et immédiatement suivi d’'un pas Nord-Est.

Dans le mot de Dyck correspondant, un pic correspond & un facteur ab, et un creux, a
un facteur ba. La hauteur d’un pic ou d’un creux est I’ordonnée du sommet correspondant.
Comme pour le calcul de l'aire, la hauteur d’un pic se calcule simplement sur le mot de Dyck
correspondant. La hauteur du pic situé entre les facteurs wia et bwe dans w = wyabws,
est h =14 |wil, — |wip.

Un mot de Dyck peut parfaitement étre défini par la suite de ses hauteurs de pics
et de creux; cette remarque est a la base d’'un codage des polyominos parallélogrammes
par les mots de Dyck [25], dans lequel la hauteur de chaque pic devient la hauteur d’une
colonne du polyomino, et, par conséquent, la somme des hauteurs de pics devient 'aire du
polyomino codé. La longueur du mot de Dyck devient, & un décalage preés, le périmétre du

polyomino codé.
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Fédou a montré dans [37], que la somme des hauteurs des pics de mots de Dyck a
la méme distribution que le paramétre somme des nombres de feuilles des sous-arbres
gauches défini sur les arbres binaires complets; nous verrons au chapitre 2 que ce genre

d’interprétation peut étre automatisé.

Périmeétre 18
w = aabaaabbababbbab

5 colonnes
Longueur 16

de hauteurs 2, 4, 3, 3, 1.
5 pics de hauteurs 2, 4, 3, 3, 1

/\
A 1 NN

Fi1G. 1.8: Somme des hauteurs de pics et polyominos parallélogrammes

La figure (1.8) montre un exemple de mot de Dyck de somme des hauteurs de pics 13,

et le polyomino parallélogramme correspondant.
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Chapitre 2
()-grammaires

Dans ce chapitre, nous définissons les objets principalement étudiés dans cette thése:
les ()-grammaires, qui sont des grammaires attribuées dont les attributs ont une forme

particuliére.

2.1 Notations

Dans ce chapitre, chaque fois qu'une grammaire G = (X, N, R, S) aura été définie et
qu’il n’y aura pas d’ambiguité possible, nous identifierons un symbole et le langage qu'’il
engendre, c¢’est-a-dire que nous écrirons U pour Lg(U).

Une régle de dérivation générique d’une grammaire sera notée sous la forme
R:U— w0U1w1 - ’U)n_lUn’U)n,

avec w; € X* et U; € N.

Dans cette notation, R est le nom de la régle de dérivation, utilisé pour étiqueter les
arbres de dérivation; n est ’arité de la régle R.

Un mot u € Lg(U) est obtenu par I'utilisation de la régle R lorsque la racine de son
arbre de dérivation est étiquetée par R. Cela revient & dire qu’il existe des mots u; € U;

pour 1 <17 < n, tels que
U = WoU1Wy ... WH_1UpWp.

Les grammaires considérées étant non ambigués, pour chaque symbole U et chaque
mot u € U, il n’y a qu’'une seule régle dont est issu w; nous noterons alors sans plus de
précision u; le :-éme mot apparaissant dans la décomposition ci-dessus. Ce mot u; est celui

qu’engendre le i-éme sous-arbre de 'arbre de dérivation de u.
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2.2 Paramétres (Q-comptables

2.2.1 Termes de croissance d’un paramétre

Soit G = (X, N,R,S) une grammaire non ambigué engendrant un langage L, et soit
p un paramétre défini sur la réunion disjointe! des langages engendrés par G (méme si p
n’est défini a priori que sur le langage L, nous supposerons qu’'un prolongement & cette

réunion disjointe a été choisi).

Définition 2.1. Soit u un mot d’un langage engendré par G.
Avec les notations définies précédemment, on appelle terme de croissance de p pour u,

la quantité
Op(u) = p(u) = > pluy).
i=1

Lorsque le mot u se trouve étre le membre droit d’une U-dérivation d’arité 0, le terme

de croissance de p pour u (dans le langage U) est simplement 6,(u) = p(u).

En termes d’arbres de dérivation, et si 'on considére p comme un attribut, 6,(u) est la
différence entre 'attribut calculé sur I’arbre tout entier, et la somme des valeurs attribuées
aux sous-arbres issus des fils de la racine; c’est pourquoi nous 'appelons terme de croissance.
Il est parfaitement possible, pour un attribut quelconque, qu’il n’y ait aucun lien entre p(u)

et la somme des p(u;). Dans ce cas, le terme de croissance n’a aucun sens particulier.

Exemple 2.2. Considérons le langage des mots de Dyck, engendré par la grammaire clas-

sique G'; correspondant aux deux régles de dérivation

R1: D — ¢
Ry: D — aDbD.

Notons, pour tout mot w € {a,b}*, h(w) = |w|, — |wlp, et soit

p(w) = max h(wy).

w=wiw2

Le paramétre p représente l'ordonnée maximale atteinte par le chemin de Dyck associé

au mot w; il est aussi appelé hauteur maximale de w. Il est clair que le paramétre p peut

1. Dans le cas ot un méme mot appartient & plus d’'un des langages engendrés par une grammaire,
nous considérerons qu’'un méme parameétre peut prendre, pour ce mot, une valeur différente dans chaque
langage.
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étre calculé comme attribut synthétisé sur la grammaire G : p(e) = 0, et, si w = awibws

est obtenu par la régle Ro, on a

L+p(wr)  sip(wr) > p(ws),
p(w) = .
p(w2) si p(wa) > p(w1).
Dans ce cas, la somme p(w;) 4+ p(wz) n’apparait pas dans le calcul de p(w): le terme

de croissance n’a donc ici pas de sens naturel.

Un exemple similaire est celui du nombre de Strahler vu au chapitre 1. De maniére
générale, on peut s’attendre & ce que le terme de croissance d’un paramétre défini comme

un mazimum n’ait pas de sens “naturel”.

Notre travail a pour cadre le cas inverse, ou chaque paramétre étudié peut étre “sim-

plement” défini au moyen de ses termes de croissance.

Exemple 2.3. Considérons de nouveau le langage de Dyck, engendré par les deux gram-
maires Gy (voir exemple 2.2) et Gy = ({a,b},{D, E},{R}, R, R, R}, R, R;}, D) :

;

Ri: D — ¢
R,: D — E
R;: E — ab

" E — abE
R.: E — aEb
R;: E — aEbE.

L

Il est facile de voir que, dans la grammaire G, seules les régles Rf et R} font apparaitre
des facteurs ab (les pics des chemins de Dyck correspondants); par conséquent, dans Go,
le terme de croissance du parameétre “nombre de pics” p’ est 1 pour les régles RS et R}, et
0 pour les autres régles.

En revanche, dans (G1, la situation n’est pas aussi simple. Le terme de croissance du
méme paramétre p’ pour la régle Ry est toujours positif ou nul; si le mot wy € D a ky
facteurs ab et le mot ws € D en a ko, le mot aw1bws € D en a au moins kq + ko. En fait, on
a p'(awrbwy) = p'(wy) +p'(w2) si wy # €, et p'(awrbws) = p'(w1) +p'(w2) +1 = p'(wa) + 1

si wy = €.

Nous parlerons également de terme de croissance d’un paramétre pour un arbre de
dérivation, ou pour un nceud d’un arbre de dérivation.
Ainsi, pour un arbre de dérivation A, le terme de croissance du paramétre p pour A

sera par définition 6,(A) = 0,(u), ot u est le mot dont A est I’arbre de dérivation.
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De méme, si s est un nceud d’un arbre de dérivation A, le terme de croissance de p

pour s est 6,(s) = 0,(B), o B est le sous-arbre de A dont la racine est s.

2.2.2 Parameétres ()-comptables et ()-grammaires

Le principe de la formation d’une @Q-grammaire consiste & définir tous les paramétres
auxquels I'on s’intéresse par le moyen de leurs termes de croissance. Chaque terme de
croissance ne doit dépendre que de la régle de dérivation utilisée et d’autres paramétres
préalablement définis. Chaque paramétre est ainsi défini par un ensemble de “régles de
calcul”, une régle étant associée & chaque régle de dérivation de la grammaire. Les “bons”
paramétres, que nous nommerons (Q-comptables, sont ceux dont les termes de croissance

sont eux-mémes définis par d’autres paramétres (J-comptables:

Définition 2.4 (paramétre ()-comptable). Un paramétre p est dit:

— @-comptable de rang 1, si, pour chaque régle de dérivation R de G, il existe une
constante entiére cp > 0 telle que, pour tout mot w obtenu par ’application de la

régle R, 0,(u) = cg;

— @-comptable de rang k + 1, si, pour chaque régle de dérivation R de G, il existe
des paramétres (Q-comptables pi,...py,, de rangs inférieurs ou égaux a k, et une
constante cg > 0, tels que, pour tout mot v obtenu par 'application de la régle R,

on ait Oy(u) = cr + p1(ur) + -+ + pn(un).

Afin que notre définition soit consistante, nous exigeons que, pour un paramétre de
rang 1, I'une au moins des constantes cr soit non nulle, et que, pour un paramétre de rang
k + 1, 'un au moins des paramétres utilisés soit exactement de rang k.

Un “parameétre” constamment égal & un nombre entier positif est considéré comme

Q-comptable de rang 0.

Un paramétre QQ-comptable est donc un attribut synthétisé sur la grammaire G, avec des
restrictions sur la forme des régles de calcul de cet attribut, qui doivent ne faire intervenir
que des combinaisons affines d’autres paramétres ()-comptables.

Par la suite, nous ne nous intéresserons qu’aux paramétres (Q-comptables d’une gram-
maire.

La définition ci-dessous généralise celle des g-grammaires définie dans [37, 28]:

Définition 2.5. On appelle Q-grammaire, une grammaire attribuée (G;py,... ,p,), ou les
attributs pi,... ,pn sont des parameétres ()-comptables sur G et tels que, pour 1 < ¢ < n,

les termes de croissance de p; ne fassent intervenir que les paramétres p1,... ,p;—1.



2.2. PARAMETRES Q-COMPTABLES 33

La notion de paramétre (Q-comptable est liée & la grammaire G plus qu’au langage
qu’elle engendre (dans l’exemple 2.3, le paramétre “nombre de pics” est clairement Q-
comptable dans la grammaire G5, alors que nous verrons qu’il ne I'est pas dans la grammaire
G'1). Certains parameétres sont (Q-comptables pour toutes les grammaires.

Lorsqu’il y aura risque d’ambiguité sur la grammaire, on précisera celle-ci en disant

qu'un parameétre est G-Q)-comptable.

Exemple 2.6. Dans toute grammaire, le paramétre “longueur” |w| et, plus généralement,
tout parameétre “longueur en X'” ou X' C X, est Q-comptable de rang 1; en effet, le
terme de croissance de chaque régle R : U — woUyw; ... Uyw, est la constante 0, = cg =

lwowy ... wy|x7.

Exemple 2.7. Reprenons la grammaire G; de I'exemple 2.2 (grammaire classique engen-
drant le langage de Dyck).

Notons A(w) l'aire d’'un mot de Dyck quelconque w. Comme nous I'avons vu précé-
demment, A(w) est aussi la somme des hauteurs de tous les sommets du chemin de Dyck
correspondant & w.

L’aire des chemins de Dyck est ()-comptable de rang 2 pour cette grammaire, avec les

termes de croissance ainsi définis:
— Pour larégle D — €: A(e) = 0 (l'aire du chemin vide est nulle);

— Pour la régle D — aDbD: A(adibds) = A(dy) + A(dz) + 1 + |dy]|, donc le terme de

croissance est 1 + |di]|. La figure 2.1 illustre cette régle de calcul.

Puisque la longueur est elleeméme Q-comptable de rang 1, I'aire est alors Q-comptable de
rang 2.

De méme, laire de Carlitz est également (Q-comptable de rang 2 dans la grammaire
G1. En effet, A.(adibdy) = Ac(d1) + Ac(dz) + |di]/2, donc le terme de croissance est
04,(ad1bds) = |d1]/2 = |d1|, qui est lui aussi un parameétre Q-comptable de rang 1.

Enfin, nous pouvons aller un cran plus loin et définir pour un mot de Dyck son moment
d’inertie de la maniére suivante: M (w) est la somme des ordonnées des points a coordon-
nées entiéres positives situés (au sens large) sous le chemin codé par w. Ainsi, la contribu-
tion & M (w) des points situés sous un sommet de hauteur h, est 1 +---+h = h(h +1)/2.

Le moment d’inertie M est un parameétre (Q-comptable de rang 3, et sa régle de calcul
pour la régle D — aDbD peut étre obtenue en examinant de nouveau la figure 2.1. Dans le

chemin codé par d = adybds, chacun des points & coordonnées entiéres situés sous le chemin
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d— adlbdg
a dl b d2
N -
| ‘ = A(dy)
A o

||

FiG. 2.1: Reégle de calcul de 'aire d’un chemin de Dyck

codé par dy voit son ordonnée augmentée de 1; ces points sont au nombre de A(dy)+|dy|+1.

Par conséquent, le moment d’inertie M (d) est donné par
M(d) = (M(dy) + A(dy) + du| + 1) + M (ds).
Les régles de calcul du paramétre M sont donc:
— Pour larégle D — e: M(e) = 0;

— Pour larégle D — aDbD : M(adibds) = M (dy)+ M(dz) + A(dy) + |d1| + 1; le terme
de croissance est A(dy) + |di| + 1: Paire étant un parameétre de rang 2 et la longueur

de rang 1, le moment d’inertie est bien de rang 3.
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2.2.3 Paramétres élémentaires

Certaines propriétés des paramétres ()-comptables découlent immeédiatement de leur

définition par régles de croissance:

Proposition 2.8. Toute combinaison linéaire o coefficients entiers positifs de parameétres
Q-comptables, est un paramétre (Q-comptable dont le rang est le rang mazimum des para-

metres concernés.

Preuve. Soient py, ... ,p,, n paramétres QQ-comptables, et soit p = A\ip1 + -+ -+ A\,py, (avec
A; € IN) une combinaison linéaire de ces paramétres. Notons, pour chaque paramétre p; et
pour chaque régle de dérivation R, 0r; le terme de croissance de p; pour cette régle: il est
clair que le terme de croissance de p pour R est \ifr1 + --- + A\,0R; par conséquent, si
chaque p; est Q-comptable et si le maximum des rangs est k, p est bien @Q-comptable de

rang k. O

Dés lors, il est naturel de rechercher une description atomique des paramétres Q-

comptables.

Définition 2.9. Si p est un paramétre ()-comptable de rang 1, p est élémentaire s’il existe
une régle Ry € R, telle que le terme de croissance de p soit 0 pour toute autre régle que
Ry, et 1 pour Ry.

Récursivement, si un paramétre p est Q-comptable de rang k + 1, p est élémentaire s'il
existe une régle Ry € R, un entier i < a(Rp), et un paramétre p’, élémentaire de rang k,
tels que le terme de croissance de p soit 0 pour toute autre régle que Ry, et p'(u;) pour la

régle Ry.

Exemple 2.10. Reprenons 'exemple de 'aire de Carlitz telle que nous 'avons définie
comme paramétre (Q-comptable de rang 2 dans la grammaire Gy. Soit pi(w) = |wl,, et
pa(w) = Aq(w). Les termes de croissance des paramétres py et ps pour les régles de déri-

vation Ry et Rs sont, d’aprés les exemples 2.6 et 2.7:

Ry : 6, (€) = 0; Op,(€) = 0;
R2 : 9p1 (adlbdz) = 1; 9p2 (adlbdg) :pl(dl).

Par conséquent, p; est un paramétre élémentaire de rang 1, et po, un paramétre élé-

mentaire de rang 2.
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Afin de décrire tous les paramétres élémentaires existant dans une grammaire donnée,
il convient de considérer 'ensemble R des régles de dérivation comme un nouvel alphabet,

et de définir 'alphabet R, des “dérivations pointées” :

Définition 2.11. Une dérivation pointée est une régle de dérivation R dont on a distingué
I'un des symboles non terminaux du membre droit. Si 'on a distingué le k-éme symbole,

on la notera R*).

Exemple 2.12. Dans la grammaire G de 'exemple 2.2, la régle R; (régle terminale) ne

donne aucune dérivation pointée, et la régle Ry (d’arité 2) en donne deux. On a donc

R, = { R, B,

Les alphabets R et R, nous permettent de décrire tous les parametres élémentaires
en leur donnant des “noms”. Les noms de parametres élémentaires sont des mots de RyR,
c’est-a-dire des suites de noms de régles de dérivation, dont toutes sauf la derniére sont des
dérivations pointées.

Soit en effet p un paramétre élémentaire. Le nom de p est défini récursivement de la

maniére suivante :

— Si p est de rang 1, le nom de p est R, o R est 'unique régle de dérivation telle que

cr =1,

— sipest derang k+1, il existe un paramétre élémentaire p', de rang k, une régle R € R,
et un entier i < a(R), tel que 'unique terme de croissance non identiquement nul
de p soit, pour la régle R, p'(u;). Alors, si le nom de p' est W', le nom de p est
W = ROW'.

Notons que la longueur du nom d’un paramétre élémentaire, est également le rang de

ce paramétre.

Notation 2.13. Pour tout mot W € RR, le parametre élémentaire dont le nom est W est
noté pyy.
Par extension, si W = AWy 4+ - -+ + A\ W}, est une combinaison linéaire a coefficients

entiers positifs de mots de RyR, on notera pyy le parametre Q-comptable

k

pw =Y Aipw;-
i—1

De telles combinaison linéaires de noms de paramétres élémentaires, seront appelées noms

de parameétres Q-comptables.
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Exemple 2.14. Dans la grammaire G de 'exemple 2.2, 'aire de Carlitz est le paramétre
A, = PRp,: L’aire géométrique est A = 2A.+ppr, = 2pRgl)R2 +pRr,. Le moment d’inertie

(voir exemple 2.7) est M = ZpRgl)Rél)Rz + SpRél)Rz + PR,-

La proposition suivante montre clairement que les parameétres élémentaires suffisent a

décrire tous les paramétres (Q-comptables:

Proposition 2.15. Tout paramétre Q-comptable de rang k peut s’écrire comme combinai-
son linéaire a coefficients entiers positifs de paramétres élémentaires de rangs inférieurs ou

égauz a k, l'un au moins étant de rang exactement k.

Preuve. La preuve, par récurrence sur k, est sans difficulté. Si & = 1, le paramétre p
est entiérement défini par les constantes (cr)rer. Il est alors immédiat que l'on a la

décomposition

b= Z CRPR-

ReR

Supposons maintenant la propriété vraie pour k, et soit p un parameétre (J-comptable
de rang k + 1. Pour chaque régle R € R, le terme de croissance de p est de la forme
o(R)
Op(wour . . . Ua(R)Wa(r)) = CR + Z PR.i(ui),
i=1
ou chaque pg; est un parameétre Q-comptable de rang au plus k (éventuellement, identi-
quement nul).
D’apres 'hypothése de récurrence, chaque parameétre pg; peut s’écrire pr; = pw, ;, olt
chaque Wg; est une combinaison linéaire de mots de RyR. Il est alors immédiat que l'on

peut décomposer p de la maniére suivante :

a(R)
p= Z CRPR + Z PrROWE;
RER i=1
Ceci termine la récurrence, et la preuve de la proposition. [l

Nous verrons plus tard que cette association entre parameétres et noms de paramétres
n’est pas forcément bijective: deux paramétres py et py (avec W # W') peuvent étre
identiques sur tous les mots engendrés par la grammaire; toutefois, lorsqu’un paramétre
est donné par des régles de croissance, ces régles ne I’associent qu’a une seule combinaison

de mots de R;R.
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2.2.4 Interprétation des parameétres ()-comptables

Les paramétres naturellement étudiés sur les mots sont fréquemment décrits comme
le “nombre d’occurrences de tel ou tel événement” : nombre d’inversions, nombre d’occur-
rences d’une lettre, d’un facteur ... Nous allons donner une interprétation formelle de tout
paramétre élémentaire et donc, par suite, de tout paramétre ()-comptable.

Il est relativement aisé d’interpréter un paramétre élémentaire de rang 1: puisque le
terme de croissance vaut 1 & chaque utilisation d’une régle de dérivation particuliére, la
valeur du paramétre sur un mot donné sera le nombre d’utilisations de cette régle de
dérivation qui sont nécessaires pour obtenir ce mot a partir de I’axiome. En d’autres termes,
un parameétre élémentaire de rang 1 “compte” une certaine régle, ou, ce qui est équivalent,
les nceuds de 'arbre de dérivation qui sont étiquetés par cette régle.

Nous avons vu précédemment qu’un paramétre “nombre d’occurrences de la lettre x” est
toujours ()-comptable de rang 1. Réciproquement, pour tout paramétre p, ()-comptable de
rang 1, il est possible d’ajouter au langage une lettre qui sert de “marqueur” du paramétre
p, de telle sorte que le nombre d’occurrences de cette nouvelle lettre soit toujours la valeur

du paramétre:

Proposition 2.16. Soit L' un langage algébrique engendré par une grammaire G' = (X, N,R', S),
et soit p un paramétre QQ-comptable de rang 1 sur G'. Soit également m une lettre n’appar-
tenant pas a l’alphabet X.

Il eziste un langage L, engendré par une grammaire G = (X U {m}, N, R, S), tel que

— la projection ¢ : (X U{m})* — X* établit une bijection de L sur L';
— pour tout mot w € L, |wl|,, = p(p(w));

— pour tout mot w € L, les arbres de dérivation de w (dans G) et de o(w) (dans G')

ont méme forme.

Preuve. L’ensemble des régles de dérivation R se forme trés simplement & partir de R':
pour chaque régle R € R/, si R apparait cg fois dans la décomposition en parameétres
élémentaires de p, la régle correspondante de R s’obtient en ajoutant cg occurrences de
m dans le membre droit de R. Ces occurrences de m peuvent étre ajoutées en n’importe
quelles positions; le simple fait que la grammaire G’ soit non ambigué suffit & assurer que
G le sera. O

Pour interpréter les parameétres de rang supérieur & 1, nous avons besoin de la notion
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de chaine dans un arbre:

Définition 2.17. Soit A un arbre de dérivation de la grammaire G. Une chaine de lon-
gueur k de A est un k-uplet (s1,...,s;) de nceuds de A tel que, pour tout i < k, s;j+1
soit un descendant de s;, distinct de s;. Le type d’'une chaine de longueur £ est le mot
Rgdl) . ..R,(ccikl’l)Rk S R'g_lR, ol R; est l'étiquette de s; et ou s;41 appartient a 'arbre

dont la racine est le d;-éme fils de s;.

Remarque. Les différents nceuds qui composent une chaine doivent se trouver sur une méme

branche, mais peuvent parfaitement ne pas étre consécutifs sur cette branche.

F1G. 2.2: Une chaine de type Rél)Rz

Exemple 2.18. Nous avons vu précédemment que, dans la grammaire G engendrant
les mots de Dyck, le paramétre “aire de Carlitz” est le paramétre élémentaire pRgl) Ry’
Autrement dit, son terme de croissance, pour chaque sommet s étiqueté Ry d'un arbre de
dérivation, est égal au nombre de sommets étiquetés Rs dans le sous-arbre gauche de s.
Ceci revient & dire que le paramétre p RV R, compte le nombre de chaines de type Rél)Rz
dans les arbres de dérivation.

Ainsi, I'arbre de la figure 2.2 posséde 3 chaines de type Rél)Rz (chacune ayant la racine
comme premier sommet, et I'un des 3 sommets internes du sous-arbre gauche, A, B, et

C', comme second sommet). Cet arbre est, dans la grammaire Gy, ’arbre de dérivation du
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mot w = aabababbabab. Le chemin de Dyck correspondant, représenté figure 2.3, a bien

pour aire de Carlitz 3.

A (aabababbabab) = 3

Fi1G. 2.3: Chemin de Dyck associé a 'arbre de la figure 2.2

Nous allons voir que ce type d’interprétation est généralisable & tous les paramétres

élémentaires, quel que soit leur rang.

Lemme 2.19. Soit w un mot engendré par la grammaire G, et p un paramétre Q-comp-
table.

Soit A Uarbre de dérivation de w. Pour chaque neud s de A, soit p'(s) le terme de

croissance de p correspondant au neud S.

Alors

(1) plw) =Y p'(s)

sEA

Preuve. Ce lemme se prouve par récurrence sur la taille des arbres de dérivation. Il est
en effet évident pour un arbre n’ayant qu’un seul nceud; supposons-le vrai pour les arbres

ayant au plus n noeuds, et soit w un mot dont ’arbre de dérivation comporte n + 1 nceuds.

Soit r la racine de cet arbre, s1,... , s ses fils, et wy, ... , wy les mots dont les arbres de
dérivation sont les sous-arbres Aj,... , A de A de racines respectives s1,... , sp. Chacun
des sous-arbres de racine s; a au plus n nceuds, donc le lemme s’applique & chaque w;. Or,

la différence entre p(w) et la somme Zle p(w;) est, par définition, le terme de croissance
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p'(r). On a donc
k
pw) = p'(r)+Y_ p(w)
i=1

k
= P +Y D )

i=1 s€A;

= > V(s

sEA

ce qui prouve le lemme pour n + 1 et permet de conclure par récurrence. [l

Ce lemme exprime simplement le fait qu'un parameétre est la somme de tous ses termes
de croissance; il nous permet de donner rapidement une interprétation des parameétres

élémentaires.

Proposition 2.20. Soit w un mot engendré par la grammaire G, et soit py un parameétre
élémentaire (W € RyR). Alors pw(w) est le nombre de chaines de type W de l'arbre de

dérivation de w.

Preuve. Dans le cas ou le paramétre est de rang 1 (en ce cas, W = R € R), il s’agit d’une
application immédiate du lemme 2.19. En effet, dans ’arbre de dérivation, le terme de
croissance d’un paramétre élémentaire de rang 1 vaut 1 pour un noeud étiqueté par la régle
R, et 0 dans les autres cas. Par conséquent, la somme de ces contributions sera le nombre
de nceuds étiquetés R, qui forment les “chaines de type R”.

Supposons maintenant que py soit de rang k > 1; W est alors de longueur k, et
W = ROW' ot R € R et |[W'| = k — 1. Toute chaine de type W est composée d’un
premier noeud s, étiqueté R, et d’une chaine de type W' du sous-arbre dont la racine
est le i-éme fils de s1. Le nombre de chaines de type W dont le premier noeud est sq, est
donc le terme de croissance p'(s1). Le lemme 2.19 permet alors d’affirmer que py (w) est

le nombre de chaines de type W de 'arbre de dérivation de w. O

La proposition 2.20 permet, connaissant une décomposition d’un parameétre (Q-compta-
ble comme combinaison linéaire de paramétres élémentaires, d’en donner une interprétation
comme comptant certains types de chaines dans les arbres de dérivations. Ce comptage
doit étre pondéré par les coefficients de la décomposition. Par exemple, si un paramétre élé-
mentaire est présent avec un coefficient 2, chaque chaine correspondante doit étre comptée
2 fois.
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Dans [37], Fédou considére sur les arbres binaires complets une valuation qui fait inter-
venir un paramétre “somme des nombres de feuilles des sous-arbres gauches”, noté G(A).
Les arbres binaires complets sont équivalents aux arbres de dérivation de la grammaire
classique engendrant le langage de Dyck (grammaire G; de 'exemple 2.3), puisque dans
ces arbres de dérivation les feuilles sont toujours étiquetées Ry, et les noeuds internes, Ro.
Dans ces conditions, compter la somme des nombres de feuilles des sous-arbres gauches
revient exactement a compter les chaines de type Rél)Rl.

Notons & ce propos le lien que I’on peut établir entre ce paramétre G et ’aire de Carlitz :
tout arbre binaire complet ayant une feuille de plus qu’il n’a de sommets internes, un arbre
de dérivation a toujours autant de chaines de type Rgl)Rl que de chaines de type Rél)Rz
ou Rs. En d’autres termes, p RV R, = PR +p R Ry ce qui signifie que le paramétre G est

identique au paramétre “aire de Carlitz plus demi-longueur”.

2.2.5 Ordre de grandeur maximal de paramétres

La proposition 2.20 permet également de donner a priori une borne maximale & la
valeur d’'un paramétre ()-comptable sur un mot dont 1’arbre de dérivation est de taille
fixée ou, ce qui revient & peu prés au méme, sur un mot de longueur fixée.

En effet, si un arbre comporte n nceuds, il est évident qu’il ne peut avoir plus de n*
chaines — tous types confondus — de longueur k. Par conséquent, un paramétre élémentaire

k sur un mot dont 'arbre de dérivation

de rang k est forcément inférieur ou égal & n
comporte n nceuds.
Dans une grammaire non ambigué, il y a une relation linéaire entre la longueur d’un

mot et la taille de son arbre de dérivation:

Proposition 2.21. Soit G une grammaire non ambigué, engendrant un langage L. Pour
chaque mot non vide w € L, notons ||w|| la taille de larbre de dérivation de w.
Alors il existe deuzr constantes strictement positives Cy et Cy telles que, pour tout mot

non vide w € L,
(2) Ciflwl]] < |w] < Calfw]].

Preuve. La majoration de |w| est facile, et ne dépend pas de la non-ambiguité de la gram-
maire : on peut prendre pour Cs, le nombre maximum de lettres (avec multiplicités) écrites
par une régle de dérivation, ce qui assurera |w| < Cs|lw|| pour tout w engendré par la
grammaire.

Pour la minoration, il est nécessaire que la grammaire soit non ambigué.
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Soit, pour chaque U € N, Ay un arbre de dérivation dont ’étiquette de la racine soit
une U-dérivation, et qui représente un mot dont la longueur soit minimale parmi les mots
du langage Lg(U). Soit C' = maxyen ||Avll-

Soit maintenant £ un entier tel que tout arbre de dérivation de profondeur k, vérifie
[|A]l > C' (k = C"+1 convient parfaitement), et soit C' la plus grande taille d’'un arbre de
dérivation de profondeur inférieure ou égale & k.

Nous allons montrer par récurrence sur n que, pour tout arbre de dérivation A, si
|A| < n, alors ||A]| < Cn+C'.

La propriété est clairement vraie pour n = 0, par définition de C’. Supposons-la vraie
pour n, et soit A un arbre de dérivation tel que |A| =n + 1.

Si A est de profondeur inférieure a £, alors nécessairement ||A|| < C < C(n+1) + C".
Supposons donc que A soit de profondeur supérieure ou égale a k, et choisissons dans A
un sommet s tel que le sous-arbre issu de s soit, lui, de profondeur k; soit U le membre
gauche de I'étiquette de s, et soit B = A(s, Ay).

Nous avons

(3) 1Bl = [Al =s| + |Aul,
(4) 18I = [[All = lIs]| + [ vl

Nous avons forcément |s| > C' > |Ayl, donc |[B] < n et 'hypothése de récurrence

s’applique & B: ||B|| < Cn + C'. En reprenant (4), nous obtenons alors

LAl =118 + Is]] = [lAu]]
< 1Bl +1lsll
< Cn+C'+C,
qui prouve bien que la propriété est vraie pour n + 1. [l

L’intérét de cette proposition est essentiellement de nous garantir que, pour des mots
trés longs, la taille d'un arbre de dérivation ou la longueur du mot correspondant ont
toujours le méme ordre de grandeur. Par conséquent, évaluer un ordre de grandeur en
fonction de la taille des mots, ou en fonction de la taille des arbres de dérivation, est
équivalent.

Nous commencons par donner une majoration élémentaire de 'ordre de grandeur d’un

paramétre (Q-comptable de rang connu.
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Proposition 2.22. Soit p un paramétre Q-comptable de rang k. Il existe une constante K

telle que, pour tout mot non vide engendré par la grammaire,
(5) p(w) < Klwl*.

Preuve. Dans le cas d'un paramétre élémentaire de rang k, cela découle immédiatement
du fait que le nombre de chaines est forcément inférieur au nombre de k-uplets de sommets
de l’arbre; la décomposition en combinaison linéaire de parameétres élémentaires permet

d’étendre la proposition & tout paramétre (Q-comptable. [l

Essentiellement, nous venons de montrer que 1’ordre de grandeur maximal d’un para-
métre (Q-comptable par rapport a la taille des mots sur lesquels on le calcule, est limité
par son rang. Nous allons maintenant donner une minoration de cet ordre de grandeur

maximal qui permettra, dans certains cas, d’affirmer que cette limite est bien atteinte.

Définition 2.23. On appelle rang minimal d’'un paramétre QQ-comptable, la plus petite
constante positive k telle qu’il existe une constante K vérifiant, pour tout mot w non vide

engendré par la grammaire,
(6) p(w) < Klwl*.

Il est clair, d’aprés la proposition 2.22, que le rang minimal d’un paramétre (Q-comp-
table existe? et est inférieur ou égal & son rang. Notons ici que ce rang minimal ne dépend
pas de la grammaire, mais seulement des valeurs du parameétre, contrairement au rang. Il
est moins évident que, comme nous allons le montrer, il s’agit toujours d’un entier.

Le cas des paramétres de rang 1 est un peu & part, et nous le traitons en premier.

Proposition 2.24. Soit G = (X, N, R, Sy) une grammaire non ambigué.
Soit p = pr un paramétre élémentaire de rang 1, et soit S le symbole du membre gauche

de R. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. p est de rang minimal 1.
2. p n’est pas borné sur Lg(Sp).
3. il existe un symbole S' tel que p ne soit pas borné sur Lg(S").

4. S est accessible & partir d’un symbole figurant dans le membre droit de R, ou il existe

un symbole S’ tel que S et S" soient simultanément accessibles a partir de S’.

2. Tel qu’il est défini ci-dessus, le rang minimal n’est qu’une borne inférieure et non un minimum;
toutefois, dans toutes les démonstrations qui suivent pour les parameétres (J-comptables, il est aisé de
vérifier qu’il s’agit effectivement d’un minimum.
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La condition (1) est celle qui nous intéresse; les conditions (2) et (3) sont en apparence
plus faibles, et la condition (4) est celle qui, techniquement, est la plus simple & tester
sur une grammaire donnée lorsque le paramétre est seulement connu par les chaines qu’il
énumere.

En particulier, les conditions (1) et (2) impliquent qu’un paramétre élémentaire de rang
1, est forcément de rang minimal 0 ou 1; il n’est pas possible qu'un tel paramétre ait un

ordre de grandeur maximal qui suive une loi de puissance non entiére, ou logarithmique.

Preuve. (1) = (2) = (3) est évident. (3) = (4) est plus simple & prouver par ’absurde:
montrons donc que, si la condition (4) n’est pas vérifiée, le paramétre p est borné sur chaque
langage L (S’), ce qui revient & dire qu'un arbre de dérivation de G ne peut contenir qu’un
nombre borné de sommets étiquetés R.

Tout d’abord, dire que S n’est pas accessible & partir des symboles du membre droit de
S, revient & dire qu’aucune branche d’un arbre de dérivation de G' ne peut contenir plus
d’un sommet étiqueté R. De plus, si une branche d’un tel arbre de dérivation contient deux
sommets s; et so ayant la méme étiquette, aucun sommet compris entre s; et ss sur cette
branche ne peut avoir R pour étiquette.

Supposons de plus que, pour tout symbole S’, S et S’ ne sont pas simultanément
accessibles a partir de S’. Alors, si deux sommets s; et so d'un arbre de dérivation ont
meéme étiquette et sont sur une méme branche (s; étant un ancétre de s2), tout sommet
étiqueté R dans le sous-arbre issu de s1, doit en fait se trouver dans le sous-arbre issu de
so. Par conséquent, on peut, dans ’arbre de dérivation, remplacer le sous-arbre issu de s;
par celui issu de s, sans changer le nombre de sommets étiquetés R. En procédant ainsi
tant qu’il reste dans 'arbre des branches contenant des sommets de méme étiquette, on
se raméne & un arbre de profondeur bornée (par le nombre de régles de dérivation), sans
modifier la valeur de p. Par conséquent, p, qui prend toutes ses valeurs sur un ensemble
fini d’arbres de dérivation, est borné.

Supposons maintenant (4) vraie, et prouvons (1). Nous avons deux cas possibles: soit
S est accessible & partir des symboles du membre droit de R, soit il existe un symbole S’
tel que S et S’ soient simultanément accessibles & partir de S’. Nous exhibons, dans chaque
cas, une famille d’arbres de dérivation (Ay),>1, tels que |A| < Kn et p(A,) > n.

Considérons d’abord le cas ot S est accessible & partir d'un symbole du membre droit
de R: cela revient a dire que, dans un arbre de dérivation dont la racine est étiquetée R, il
peut y avoir un autre sommet étiqueté R. Soit A un tel arbre, et soit s un sommet étiqueté

R de A. Soit alors (A, )n>1 la suite d’arbres définie récursivement par:

- A = A



46 CHAPITRE 2. QQ-GRAMMAIRES

A Al

R )

F1G. 2.4: Construction des arbres Ay, et Aj,

= A1 = Als, Ag).

Un exemple de construction des arbres A, est présenté figure 2.4.

Il est clair que |A,| < n|A| et que p(A,) >n + 1.

Lorsque S et S’ sont simultanément accessibles & partir de S’, il suffit de prendre comme
arbre A’ un arbre dont la racine est étiquetée par une S’-dérivation, et comportant des
sommets s et s’ respectivement étiquetés par cette méme S’-dérivation et par R, sans que
ces deux sommets soient sur la méme branche. La famille (A},),>1 est alors définie de la
méme maniére: on a encore |A!| < n|A'| et p(A)) >n+ 1.

La construction des arbres Aj, est également présentée figure 2.4. O

Exemple 2.25. Reprenons la grammaire G5 de 'exemple 2.3, qui engendre le langage de
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Dyck. Les regles de cette grammaire d’axiome D sont :

Ri: D — ¢

Ryo: D — FE
R3: E — ab
Ry: E — abE
Rs: E — aFEb
Rs: E — aFEbE.

Dans cette grammaire, D n’est accessible a partir d’aucun symbole (il n’apparait dans
le membre droit d’aucune régle), tandis que E est accessible & partir de D comme de E.
Pour finir, F et E sont simultanément accessibles & partir de D ou de E (régle Rg).

Les régles Ry et Ry étant des D-dérivations, les paramétres pr, et pr, sont de rang
minimal 0: ils sont tous deux bornés. Plus précisément, pr, vaut 1 pour le mot vide et 0
pour tout autre mot de Dyck, et pr, vaut 0 pour le mot vide et 1 pour tout autre mot de
Dyck.

En revanche, les régles Rs & Rg étant des E-dérivations, les paramétres pr,, Pr,, PRrs €t
DR, sont de rang minimal 1. Le parameétre ppr, représente, sur tous les arbres de dérivation
de mots de Dyck non vides, le nombre de feuilles (la régle R3 est la seule régle terminale
apparaissant dans leurs arbres de dérivation); pgr, compte, pour sa part, les sommets in-
ternes de degré 2 (Rg est la seule régle d’arité 2), et pg, et pr, comptent chacun un type
différent de sommets de degré 1.

A titre d’exemples de suites de mots illustrant le fait que ces paramétres sont bien de

rang minimal 1, citons:
— pour pg, : wy, = (ab)" vérifie pg, (w,) =n —1, et |w,| = 2n;
— pour pgr,: w, = a"b" vérifie pr,(wy) =n —1, et |wy| = 2n;

— pour pgr, et pry: w, = (aabb)™ab vérifie pr,(w,) = n + 1 et pr,(wy) = n, et
|wy,| = 4n + 2.

Le rang minimal d’'un paramétre ()-comptable quelconque peut étre déterminé assez

aisément par la proposition suivante:

Proposition 2.26. Soit p = pyw un paramétre élémentaire de rang k, non identiquement
nul, avec W = Rgdl) . R,(Cd_'“l_l)Rk. Notons, pour chaque i < k, S; le symbole non terminal
du membre gauche de R;, et, pour i <k, S} le dj-éme symbole du membre droit de R;. Sy

désigne ’axiome de la grammaire.
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Le rang minimal de p est obtenu en comptant, parmai les indices 1 < k, ceux pour lesquels
Si est accessible depuis S}; a ce total, il convient d’ajouter 1 si et seulement si pg, est de

rang minimal 1.

Preuve. Tout d’abord, remarquons que py n’est pas identiquement nul, si et seulement si,
pour chaque i < k, S;y1 est accessible & partir de S, ou égal & S; (il faut que le symbole
Sit+1 apparaisse dans au moins un arbre de dérivation dont la racine est une S;-dérivation).

Notons %' le rang minimal donné par I’énoncé. Nous commengons par prouver que le
paramétre p est au moins de rang minimal %', en exhibant une famille (A, ),>o d’arbres
de dérivation tels que |A,| < Kn et p(A,) > n.

Pour chaque ¢ < k, soit B; un arbre de dérivation vérifiant les conditions suivantes :
— la racine de B; est étiquetée par R;;
— le d;-éme sous-arbre de B; comporte un sommet s;1, étiqueté par R;y1;

— si S; est accessible & partir de S; (c’est-a-dire, si l'indice ¢ fait partie de ceux qui
contribuent au rang minimal annoncé), le d;-éme sous-arbre de B; comporte un som-

met s} étiqueté R;.

Pour chaque indice i tel que S; soit accessible & partir de S}, soit (Bj,)n>1 la suite

d’arbres de dérivation définie par:
- Bi1 =By
= Big1 = Bi(s}, Big).

Cette définition assure que, dans chaque arbre B; ,, il existe une branche contenant n

sommets étiquetés R;, chacun étant un descendant du d;-éme fils du précédent. Autrement
A\ n—1

dit, 'arbre B; ,, posséde au moins une chaine de type <R§d1)> R;. La taille de cet arbre

vérifie également |B; | < n|B;).

Posons maintenant

B { Bi, siS;est accessible a partir de S},

B; sinon.

Pour Bj,, nous prenons I'arbre A,, construit dans la preuve de la proposition 2.24 si pg,
est de rang minimal 1 (c’est-a-dire si k& contribue au rang minimal), et B}, sinon.

Soit maintenant A, = Bj(s2, B5(s3,... B}, _1(sk, By)---)). Il est clair que la taille de
Ay est |Ap| <n(|Bi| + -+ + | B
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/ . .
¥ ce qui permet d’affirmer que p est au moins

Par ailleurs, arbre A,, vérifie p(A,) > n
de rang minimal %'

Montrons maintenant, par récurrence sur k, que k' est bien le rang minimal de p; pour
cela, nous devons montrer que tout arbre A tel que p(A) > Kn* vérifie |A| > K'n. La
propriété est vraie pour k = 1 (c’est la proposition 2.24), supposons donc qu’elle I’est pour
k et choisissons un parameétre élémentaire p = py de rang k + 1. Posons W = Rgdl)W’.

Deux cas se présentent : ou bien S; est accessible & partir de S7, auquel cas py est de
rang minimal £’ — 1; ou bien il ne I’est pas, auquel cas py est de rang minimal &’.

Le premier cas (py est de rang minimal &’ — 1) est facile: en effet, un arbre de taille n
a au plus Kn¥'~! chaines de type W', et au plus n sommets étiquetés Ry; par conséquent,
il ne peut avoir plus de n.K. n* 1 = Kn* chaines de type W.

Le deuxiéme cas (py est déja de rang minimal %) est légérement plus complexe.
Chaque chaine de type W' ne peut étre complétée en chaine de type W qu’au plus une
fois, puisque la branche reliant la racine de ’arbre au sommet s; ne peut comporter qu’au
plus une dérivation pointée de type R'fl. Par conséquent pyy(A) < pyr(A) < Kn*'.

Dans tous les cas, le paramétre py est bien de rang minimal £’. O

Un cas particulier intéressant est le suivant :

Corollaire 2.27. Si chaque symbole de la grammaire est accessible a partir de chaque

symbole, tout parameétre Q-comptable a un rang minimal égal G son rang.

Remarque. Sila grammaire ne comporte quun seul symbole, et engendre un langage infini,
I'unique symbole est forcément accessible & partir de lui-méme, et par conséquent chaque

paramétre a un rang minimal égal & son rang.

Il est intéressant de noter que, dans le cas général, calculer le rang minimal d’un para-
meétre est assez simple, puisque tout se raméne a déterminer quels symboles sont accessibles
& partir desquels, et quels couples de symboles sont accessibles & partir desquels. Dutour
donne dans [36] un algorithme permettant de décider si un symbole est ou non accessible
& partir d’'un autre; quant a I'accessibilité simultanée, elle peut étre calculée en adaptant

aux couples de symboles I’algorithme donné dans [36].

La proposition 2.26 peut étre utile dans la pratique lorsqu’il s’agit de déterminer si un
paramétre donné p, défini indépendamment de toute grammaire, est QQ-comptable dans une
grammaire donnée. Si le rang minimal de p est connu, les paramétres élémentaires pouvant

intervenir dans une décomposition de p sont en nombre fini. En calculant, pour un assez
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grand nombre de mots, les valeurs de chacun de ces paramétres élémentaires p1,... ,pn, il
est possible, soit de montrer que p ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire de tels
parameétres (parce que, par exemple, pour M mots wy, ... ,waz, le vecteur (p(wj))1<j<n ne
peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs (p;(w;))1<j<nr, pour 1 <i < N), soit
de restreindre les choix possibles de telles combinaisons linéaires jusqu’a ce qu’une preuve
directe de la Q-comptabilité de p soit envisageable. Le principal obstacle a ’automatisation
de ce genre de calculs réside dans le choix judicieux des mots pour lesquels effectuer les
calculs; le nombre de mots d’un langage croit fréquemment de maniére exponentielle avec
leur longueur. Dans les cas simples, toutefois, il est fréquent que 'examen de quelques mots
courts du langage engendré soit suffisant pour montrer qu'un paramétre donné n’est pas

Q-comptable; la quasi-totalité de nos preuves de non-Q-comptabilité seront de ce type.

2.3 Séries génératrices

Nous nous intéressons maintenant aux liens entre Q-grammaires et séries génératrices,
qui nous fournissent en fait la principale motivation pour I’é¢tude des Q-grammaires et des

paramétres (Q-comptables.

2.3.1 Substitutions de variable

Nous considérons ici un ensemble ordonné (x1,...,x,) de variables formelles, et des
séries formelles F'(x1,... ,2,), & coefficients entiers (le plus souvent positifs ou nuls).

Dans de nombreux problémes d’énumération suivant plus d’un paramétre, on rencontre
des équations portant sur des séries formelles et qui font intervenir, au lieu de la série &
une variable F'(z), une série bivariée F'(z,q) et la série F'(zq,q), ou la variable = a été
multipliée par ¢; voir par exemple [37, 13, 28]. Nous allons considérer une généralisation

de ce genre de transformation, au cas ou les variables formelles sont plus nombreuses.

Qg

. o . . . Qa1 N .
Définition 2.28. Soit, pour tout ¢ < n, A; = xlml_f_{* ...2p"" un monoéme ne faisant

intervenir que les variables formelles x; telles que i < j (et dans lequel x; n’apparait qu’au

degré 1).

Nous noterons o, ,) 'opérateur linéaire défini sur ’algebre de séries formelles Q[[z1, . . .
par
(7) O-(xl(—Al)F(xla 7xn) :F(A17 7An)

Nous appellerons une telle transformation une substitution des variables x1,... ,x,.

7‘73711]
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Notons que si 'on pose a;; = 1 et a;; = 0 lorsque 7 > j, une substitution de
variables o est entiérement définie par la matrice & coefficients entiers positifs ou nuls
M, = (aivj)lgi,jgn' Nous appellerons cette matrice M, la matrice de la substitution. Les
matrices de substitutions de variables sont exactement les matrices triangulaires supé-
rieures & coefficients dans IN et dont les coefficients diagonaux sont tous égaux a 1.

Le rapport entre une substitution de variables et sa matrice est donné par le lemme

suivant :

Lemme 2.29. Soient o et o' deuzw substitutions de variables de matrices respectives M, =

.. _ !
(@ig)icsjan € Mot = (az‘,j

matrice est My M, .

) . Alors o' o o est une substitution de variables, dont la
1<4,5<n

: . Oé:li Oé;ln . .
Preuve. Soit, pour 1 < ¢ < n, B; = AiAi_l_’l“...An’ . En composant o et o, il vient

naturellement
o ooF(x1,...,m,) = o F(A1,...,Ap)
= F(By,...,By).
Ceci montre que o’ o o est une substitution de variables, pourvu que chaque B; soit bien

de la forme requise.

Or, nous avons

! !
Qi1 ®in
B, = A;A AR

i+1
’ ! !
- Qi+l Qi n Qjt1,i+2 Qi 1,n QG 4 Qn—1,n\ n_1 , Yin
= (:L'i:L'i+1 O e )(xi+1xi+2 . T ) bit ...(xn_lxn ) =l
Bi,i+1 Bin
= TiTiyy - Tn

ou chaque coefficient §; ; (pour i < j < n) est donné par
n
(8) Bij = Zak,ja;,k'
k=1

On reconnait dans f3; ; le coefficient de My M,, ce qui prouve bien que o’ o o est la

substitution de variables dont la matrice est M, M,. [l

Dans la pratique, il arrivera fréquemment que des substitutions de variables ne modi-

fient qu’une partie des variables formelles :

Notation 2.30. Lorsque certains des mondmes A; ne sont pas définis, A; = x; est implici-

L _ ,
tement supposé; ainsi, dans Q[[7,y, 2]], Ope 22 = Ty 22 ey e €6 on a

U$%$Z2F(l‘,y,z) = F(mz2,y,z).
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Il est clair que 03, 2,4 €t 0p;«p;B commutent, et que l'on a 0y« p;4 © Op;e2,B =
Ou;«x;AB; cette propriété ne s’étend pas aux substitutions dans deux variables différentes.

Exemple 2.31. Considérons des séries formelles & trois variables z,y, z, et posons o1 =

Opiazy €t 02 = 0yey.. Alors

oroo9F(x,y,2) = o1F(x,yz,2)
= F(ry,yz 2),
or001F(2,y,2) = 02F(xy,y,z)
= Fl(xyz,yz,z).

Ou, en termes de matrices:

11 100
M, =10 0|, Mspy={(0111],
00 1 00 1
111 1 10
Myjogy = Mgy My, =1 0 1 1 |, Mypoo,=My, .My, =] 0 1 1
00 1 00 1

Ce genre de substitutions de variables apparait fréquemment dans les travaux sur les
g-grammaires, ot 'on ne rencontre généralement qu'une substitution o,. ,,. Ainsi que
nous allons le voir, notre définition des parameétres (Q-comptables correspond en fait a la
généralisation & d’autres substitutions.

L’exemple (2.31) montre que, lorsque les substitutions portent sur des variables dif-
férentes, 'ordre dans lequel on les compose est important. Or, si I’on pense & o7 comme
“multiplier x par y” et & o2 comme “multiplier y par z”, le résultat attendu de la com-
position est oy o o9 plutdt que o9 o o;. En d’autres termes, il convient de composer de
telles substitutions dans 1’ordre décroissant des variables substituées; ainsi, en utilisant la

notation définie précédemment,

(9) O(z;A;) = Ow1+-A1 © "0 0z, 1A, ;-

Définition 2.32. Soient z1,...,z, n variables formelles, et soit 0 = 0(;;. 4,) une sub-
stitution des variables x1,... ,xz,, dont la matrice est M,. Nous appellerons restriction de
oA xy,...,x; (k < n), la substitution de x1,...,z; dont la matrice est formée des k

premiéres lignes et colonnes de M,;.
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En termes de variables et de séries formelles, restreindre une substitution de variables

aux k premiéres variables revient & fixer toutes les autres variables formelles & la valeur 1.

2.3.2 ()-analogue d’un systéme d’équations

Dans la méthodologie “classique” de Schiitzenberger, une grammaire algébrique se tra-
duit, en termes de séries génératrices, par un systéme d’équations algébriques dont les
inconnues sont les séries génératrices des langages engendrés par la grammaire. Ces séries
sont des séries formelles en des variables x4, ... , z, correspondant aux lettres de ’alphabet,
et les coefficients du systéme sont des polyndmes en ces mémes variables.

La fagon la plus simple d’obtenir un tel systéme algébrique & partir de la grammaire
est tout bonnement d’écrire la grammaire comme un systéme d’équations (en variables non
commutatives) sur les langages, et de faire commuter lettres et langages, ces derniers étant
remplacés par leurs séries génératrices qui font figure de séries formelles inconnues. La non

ambiguité des grammaires est ici cruciale.

De maniére générale, on peut écrire le systéme d’équations sous la forme

(10) U= > R J] dRj) (UeN)

RER(U) 1<j<a(R)

ot R(U) désigne ’ensemble des U-dérivations, v(R) le produit commutatif des lettres
produites par la régle R, et d(R,j), le j-éme symbole (pris ici comme série inconnue) du

membre droit de R.

La notion usuelle de g-analogue d’un tel systéme correspond a ajouter aux séries for-
melles une variable ¢, et & modifier le systéme de telle sorte que, lorsque ¢ = 1, on retrouve

le systéme d’origine; généralement, ces g-systémes font intervenir des substitutions oy, z4-

Exemple 2.33. La grammaire G2 de 'exemple 2.3 se traduit automatiquement par le

systéme d’équations

D(a,b) = 1+ E(a,b)
E(a,b) = ab+ 2abE(a,b) + abE(a,b)?.

D(a,b;q) = 1+ E(a,b;q),
abq + abqE(a, b; q) + abgE(aq, bq; q) + abgE(a,b; q) E(aq, bg; q).

&
—~
8
<
)
~

I
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En posant = ab (les variables a et b apparaissent toujours avec le méme degré), nous

obtenons deux autres systémes. Le second est toujours un g-analogue du premier :

{D(x) = 1+ E(x),
E(z) = z+2zE(7)+2E(z)%

{D(l‘;q) = 1+ E(z;q),
E(z;q) = xq+xqE(z;q) + 2qE(x¢% q) + vqE(z; ) E(z¢?; q).

Définition 2.34. Soit (S) un systéme de m équations algébriques, ou chaque équation est

de la forme
(11) Ul:B(wl, ,xn,Ul,... ,Um)

avec P; un polynome & coefficients dans N.
Soit @ = (q1,-.- ,qx) un ensemble ordonné de k nouvelles variables formelles. Un Q-
analogue de (S) est un systéme (S’) de m équations, dont les inconnues sont des séries

formelles des variables x1,... ,Z,,q1,... ,qx, €t qui s’écrit sous la forme

(12) Uz = -Pz (xlu cee s Iy dly - - 5 GE, (UZ)ISZSma (U](UZ)> 1§j§s,1§i§m>

ou chaque P; est un polynome & coefficients dans N et o (pour 1 < j < s) une substitution

des variables x1,... ,Zn,q1,... ,qk, avec les conditions suivantes:
— la restriction de o; aux variables x1,... ,z, est I'identité;

— si, dans P, chaque variable o (1 < £ < k) est remplacée par 1 et chaque O’j(ﬁi) est

remplacé par U;, on retrouve le polyndéme P;.

La fagon la plus simple de comprendre comment former un (J-analogue d’'un systéme
d’équations est de considérer chaque polynéme P; comme une somme de mondémes unitaires,
et de remplacer certains facteurs U; dans ces monomes par o;(U;). De plus, chaque terme

du polynoéme est multiplié par un mon6éme unitaire ne faisant intervenir que les variables

ais ..., qk-

Examinons sur un exemple le lien entre Q-grammaires et (Q-analogue d’un systéme

d’équations.
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Exemple 2.35. Reprenons la grammaire G’ de I'exemple (2.33):

Ry D — ¢ Ry : D —- FE
R3: E — ab Ry : E — aFEb
Rs5: E — abD R : E — aEbE

Le systéme d’équations algébriques correspondant est le suivant :

{D(x) = 14 E(z),
E(x) = z+2zFE(x)+ x2E(x)%.

En le comparant a la grammaire Go, il apparait que le paramétre p, compté par z, est
égal & pr. + pr, + PR, + PRy
En utilisant la substitution de variables o = 0,. ;.2 ,. .5, nOus pouvons former le

(q,r, s)-analogue suivant :

D(x7 q? r’ S) = 1 +E(x7 q? r? 8)7
E(x7 q7 r? 8)

xqrs + xqrsE(xz,q,r, s) + l‘qE(Lqu, q,78,38)
+2qE(xq*,q,rs,8)E(x,q,7,5).

Chacune des variables compte un paramétre ayant un sens géométrique sur les chemins
de Dyck: ¢ compte [’aire, r compte les pics, et s compte la somme des hauteurs des pics.
La restriction aux variables x et ¢ redonne le g-analogue présenté dans I'exemple (2.33).

La croissance du paramétre compté par ¢ se fait de plusieurs maniéres:

— lors de l'utilisation des régles R%, R}, RL et Rg, il y a croissance de 1 (mondmes zqrs

et 2q);

— lors de I'utilisation des régles Rf et Ry, il y a croissance d’un terme égal au double

du degré de = dans une série E(z,q,r,s) (substitution o).
Par conséquent, ¢ compte le paramétre Q-comptable de rang 2
Py = PRy+ R+ R+ Ry T 2P (g0 gy (o1 4 Ry )

De méme, r croit de 1 & chaque utilisation des régles R5 et R}, donc p, = p R,+R,> €t,

en analysant la croissance de pg, on obtient

Ainsi, nous avons décomposé en somme de paramétres élémentaires chacun des quatre

parameétres.
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Le théoréme suivant indique dans toute sa généralité le lien entre (Q-grammaires et

QR-analogues de systémes d’équations:

Théoréme 2.36. Soit G une grammaire engendrant k langages Ly, ... , Ly, et soit (S) le

systeme d’équations algébriques correspondant & G.

— Les solutions de tout QQ-analogue du systéme S, sont les séries génératrices d’une

Q-grammaire basée sur la grammaire G;

— réciproquement, les séries génératrices de toute Q-grammaire basée sur G sont les

solutions d’un Q-analogue de (S).

Preuve. Commencons par montrer de quelle maniére, & partir d’'une Q-grammaire, on peut

former un systéme d’équations qui est un Q-analogue du systéme algébrique (5).

Notons q1,...,qn les lettres de la grammaire G, et qny1,... ,qn+a les M lettres
supplémentaires. Soient p1,... ,pyyar les paramétres suivant lesquels s’effectue ’énuméra-
tion (les N premiers étant de rang 1), et notons, pour chaque régle R et chaque paramétre

Pm, les régles de calcul

a(R)
R: pn(w) =Y pm(w) +Crm+ D, Crum,ijpj(w).
i=1 1<j<m

1<i<a(R)

Les N premiers parameétres étant de rang 1, pour m < N les coefficients Cg p, ; ;j sont

tous nuls, et Cr, = lvovy ... Ua(R)|qm-

Notons encore, pour w € Lg(U),

ow) = T e

1<m<N+M

la valuation donnée au mot w par ces parameétres. Si w appartient & plusieurs langages

L (U) différents, on distinguera le langage, en notant v(w, U) et py,(w,U).

Les régles de calcul sommatoire pour les paramétres se transforment en produits; ainsi,

si w = vowy ... wEvE pour une certaine régle R : U — voUy ... Ugvy, avec w; € Lg(U;), on



2.3. SERIES GENERATRICES 57

N+M

v(w,U) = H pm (w,U)

N+M (Zf:l Pm (Wi ,Ui)+CRm+221<j<m CRmuisj -pj(wszi)>

. H q =ik
= m
m=1

k N+M N+M
(13) = (H qpm w;,U; ) ( H qT(T’;R,m> H qglR,m,i,j.pj(wi,Ui)

i=1 m=1 m=1 1<j<m<N+M
1<i<k
¢ £ Cm i 02|
R, R,m,i,j -V \Wi,Ui)|q;
(14) = T e ) [ I[vwst) I am !
1<m<N+M i=1 1<j<m<N+M
Posons, pour chaque i (1 <i < k),
(15) ORi =0 Chomi
45 %45 Hm —j+19m

Les conditions sur les coefficients Cg,,;,; qui définissent les termes de croissance des
parameétres, sont exactement celles qui font de chaque og; une substitution de variables.

L’équation (14) devient

N+M c k
(16) ’U(U),U) = ( H qu,m> HUR,i(v(wivUi))'
i=1

m=1
Pour obtenir la série génératrice U(q,... ,qn+a) d'un langage Lg(U), il suffit alors

de sommer suivant toutes les U-dérivations:

U(q17 s 7qN—|—M)

= Z v(w,U)

weLg(U)
N+M c
-y (qu&m> S T enstetmairin.
ReR(U) \ m=1 w;€Lg(d(R,1)) =1

Nous avons donc,

N+M a(R)
(17) Ulgrs--antm) = Y < 11 ch’"> I1 oz (@R, i)
i=1

RER(U)

Le systéme formé des équations (17) (pour U € N), est un @Q-analogue du systéme

donné par (10).
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Inversement, étant donné un @Q-analogue du systéme algébrique (10), il est toujours
possible de I’écrire sous la forme (17). Notons & ce propos que, a chaque fois qu’une régle
R présente dans son membre droit deux symboles identiques (c’est-a-dire d(R, i) = d(R, j)
avec i # j), les substitutions (0r;)rer 1<i<a(r) D€ sont pas forcément déterminées de
maniere unique. Les substitutions or; et or; peuvent étre échangées sans modifier le
systéme d’équations; bien siir, ceci peut avoir des conséquences sur l'interprétation qui
sera donnée des parameétres d’énumération.

Une fois déterminées les substitutions og;, les coefficients Cg ;. ; sont obtenus en
utilisant la formule (15). Ceci permet de reconstituer les régles de calcul des parameétres
DN+1,--- ,PN+M, €t donc la Q-grammaire dont les séries génératrices vérifient le systéme

d’équations donné. O

Remarque. Le théoréme 2.36 donne en quelque sorte une justification a posteriori de la
définition que nous avons adoptée des paramétres (Q-comptables: il s’agit des paramétres
qui peuvent étre parameétres d’énumération d'un systéme qui soit un (J-analogue du systéme
algébrique fourni par la grammaire elle-méme. Ainsi, il aurait été possible de définir les
paramétres (Q-comptables en autorisant les combinaisons linéaires & coefficients entiers
(et non seulement positifs), mais les équations obtenues auraient impliqué des exposants

négatifs, et donc, parfois, la perte des séries génératrices comme séries formelles.

2.4 Grammaires linéaires et croissance polyndmiale

2.4.1 Grammaires et langages linéaires

Un cas trés particulier de grammaires algébriques est celui des grammaires linéaires.
Une grammaire est dite linéaire, si le second membre de chaque régle de dérivation fait
apparaitre au plus un symbole non terminal.

Les langages engendrés par des grammaires linéaires sont appelés langages linéaires.

Un exemple est L = {a"b",n > 0}, engendré par la grammaire

L — ¢
L — alLb.

Les langages linéaires, bien que ne se limitant pas aux langages rationnels comme le

montre I’exemple ci-dessus, ont des séries génératrices rationnelles.
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2.4.2 Paramétres a croissance polyn6émiale

Reprenons la définition d’un terme de croissance de paramétre telle qu’elle est donnée
en 2.2.1. Pour définir les paramétres (J-comptables, nous avons exigé que tous les termes

de croissance s’expriment de maniére linéaire en fonction d’autres parameétres.

Définition 2.37. Soit G une grammaire d’alphabet X = {x1,... ,zx}.

Un paramétre p, défini sur G, est dit a croissance polyndémiale, si, pour chaque régle de
dérivation R € R, de la forme R : U — wyU'wo, il existe un polynome P de k variables, a
coefficients entiers positifs, tel que le terme de croissance de p pour le mot w = wyw'wo,

soit

0,(w) =P (|w’|x1, e |w'|xk) )

En d’autres termes, un paramétre & croissance polyndmiale est un paramétre dont le
terme de croissance, au lieu d’étre défini par une combinaison linéaire de paramétres -
comptables, est défini par un polynéme des nombres d’occurrences des différentes lettres.
Les polynomes doivent avoir des coefficients positifs afin que les termes de croissance soient
assurés d’étre positifs. Cette condition, un peu restrictive, est également une condition
suffisante pour que la preuve du lemme suivant ne fasse pas intervenir de coefficients

négatifs.

Lemme 2.38. Soit G une grammaire linéaire d’alphabet X = {x1,... ,z1}, et soit, pour
chaque © < k, pr le parameétre “nombre d’occurrences de la lettre xyp”. Soit également p =
pit. ..ok un monéme en les variables py,. .. ,pg, de degré total oy + ... + ay,.

Alors, p est un paramétre a croissance polynomiale, et les polynémes qui définissent ses

termes de croissance sont tous de degré total strictement inférieur ¢ ay + ... + ay.

Preuve. Lors de I'application de la régle R : U — w1U'ws, la croissance de chaque para-
metre p; est une constante: p;(w) — p;(w') = |wiwsls, = a;. Le terme de croissance de p

pour R est donc
0 = plw)—p(w)
= (p(w) +a)™ ... (pr(w') — ag)™ — (pr(w')™ ... (pr(w'))™*
En développant cette derniére expression, on trouve bien un polynéme des variables

pr(w), ..., pr(w'), & coefficients entiers positifs; le seul terme de degré total ag + ...+ ay

ayant été annulé, ce polyndme est de degré total strictement inférieur. O
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Une conséquence de ce lemme est la proposition suivante:

Proposition 2.39. Tout paramétre a croissance polynomiale dans une grammaire linéai-
re, est un parameétre Q-comptable de cette grammaire; le rang de ce paramétre QQ-comptable
est au plus supérieur de 1 au degré total maximal des polyndmes qui définissent ses termes

de croissance.

Preuve. Nous procédons par récurrence sur le degré total maximal des polyndémes P qui
définissent les termes de croissance.

Si tous ces polynomes sont de degré total au plus 1, alors le paramétre p est déja défini
comme un paramétre Q-comptable de rang 2 (& moins que tous les polyndmes ne soient
constants, auquel cas p est de rang 1).

Supposons maintenant que la propriété soit vraie lorsque tous les polyndmes qui défi-
nissent les termes de croissance sont de degré total inférieur ou égal & n. Alors, d’aprés le
lemme précédent, tous les polyndmes qui définissent les termes de croissance du paramétre
p, peuvent eux-mémes se définir par des termes de croissance qui sont des polyndmes de
degré total strictement inférieur a n. D’aprés ’hypothése de récurrence, chacun des mo-
nomes de degré inférieur & n peut s’écrire comme parameétre ()-comptable de rang au plus
n dans G; par conséquent, le terme de croissance de p s’écrit bien comme combinaison
linéaire de parameétres (-comptables de rang au plus n, et p est lui-méme @Q-comptable de

rang au plus n + 1. O

La proposition 2.39 n’a pas d’équivalent pour les grammaires non linéaires. Pour s’en

convaincre, il suffit d’examiner ’exemple suivant :

Exemple 2.40. Reprenons la grammaire classique des mots de Dyck:
R : D —
R: D — aDbD.

Les arbres de dérivation de cette grammaire sont équivalents aux arbres binaires com-
plets non étiquetés (toutes les feuilles sont étiquetées R, et tous les nceuds internes sont
étiquetés R); comme, dans tout arbre binaire complet, le nombre de feuilles est supérieur

de 1 au nombre de noeuds internes, on a pour tout mot de Dyck w,

pr(w) =1+ pp(w).

Par conséquent, tout parameétre (Q-comptable dans G peut s’exprimer en n’utilisant

que les parametres élémentaires ne faisant intervenir que la régle R: ainsi, ppoypo) g =

PrR@ R T PR R-
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Notons [(w) = pr(w) (le paramétre [ est la demi-longueur du mot w), et soit p le

paramétre défini par les régles de croissances polynodmiales suivantes :

ple) = 0

plawibws) = p(wr) + plws) + l(wy).l(ws)

Le paramétre p est la somme, sur tous les noeuds internes de 1’arbre de dérivation,
du produit des tailles (nombres de noeuds internes) des sous-arbres gauche et droit. Afin
de prouver qu’un tel paramétre n’est pas (Q-comptable, nous nous contentons d’établir un

tableau des premiéres valeurs des différents paramétres:

w R|RYR|RPR | RORMR | RORPR | RARVR | RARPIR | p(w)
ab 1 0 0 0 0 0 0 0
aabb || 2 1 0 0 0 0 0 0
abab 2 0 1 0 0 0 0 0
aaabbdb || 3 3 0 1 0 0 0 0
aababb || 3 2 1 0 1 0 0 0
abaabb || 3 1 2 0 0 1 0 0
ababab || 3 0 3 0 0 0 1 0
aabbab || 3 1 1 0 0 0 0 1

Il apparait, au vu de ce tableau, que la derniére colonne ne saurait étre combinaison
linéaire des précédentes. Ajouter d’autres colonnes, correspondant a des paramétres (J-
comptables de rangs plus élevés, n’y changerait rien : les lignes correspondant aux mots déja
inscrits seraient toutes nulles, puisque des parameétres de rangs supérieurs & 3 compteraient
des chaines de longueur supérieure & 3 (et 'arbre de dérivation de aabbab n’est que de
profondeur 3). Tout simplement, le paramétre p n’est pas Q-comptable dans la grammaire

G.

2.5 Résolution de ()-équations

Il n’existe aucune méthode générale pour résoudre les équations données par une Q-
grammaire dans le cas général. Des méthodes ad hoc pour résoudre une équation faisant
intervenir la substitution o, ., existent cependant dans la littérature; nous en donnons

ici un exemple, que nous adaptons a des substitutions légérement plus générales.
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2.5.1 La méthode de Prellberg et Brak

Dans [69], Prellberg et Brak donnent une méthode pour résoudre, sous certaines condi-

tions, une équation de la forme

(18) F.o(F)+4aF +bo(F)+c=0,

ou a, b et ¢ appartiennent a K[[z, ¢]]. En posant G = F' + b, (18) devient

(19) G.o(G)+dG+ =0,

avec a' = a—o(b) et ¢ = ¢—a.b. L’équation (19) peut a son tour étre linéarisée en posant
(20) G=a——

a (qui ne dépend plus de x) devant étre choisi de maniére & assurer la compatibilité pour
=0 et ¢ =0, c’est-a-dire, a doit étre solution de o + a.a’(0,0) +¢'(0,0) = 0. L’équation

(19) devient alors,
(21) o?0%(H) 4+ ad'o(H) +H = 0.

Lorsque la substitution o est o z¢, Prellberg et Brak obtiennent un développement
de H suivant les puissances de 2 dans le cas ou ¢’ ne dépend pas de z, et ot a’ est de degré
1 en 2. Dutour [36] donne une version plus générale, ou ¢’ peut également étre de degré 1
en x.

L’idée est de réécrire (21) sous la forme plus générale

N
(22) > (o +z.0) 0" (H) =0,
k=0

ou les coefficients oy, et B ne dépendent plus de z.
En développant la série inconnue H comme série en z: H(xz) = > x"h,(q), et en
extrayant le coefficient de ™ dans I’équation (22), nous obtenons alors la récurrence sui-

vante :

N N
(23) hoo Y g™ + b1y Brg " =0
k=0 k=0
Une fois posé

{Aaos) = Yo ath,
As(t) = S0 Bt
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I’équation (23) a pour solution (en prenant hy = 1)

H?:_[)l Aﬂ(qi)

! I A

Notons ici que la condition de compatibilité sur « se traduit par A, (1) = 0, condition
retrouvée en extrayant le terme constant (en x) de (22).

Par ailleurs, notons qu’il existe un résultat plus général permettant de résoudre des
équations linéarisées similaires & (21), mais faisant également intervenir 'image de la série

inconnue H par la spécialisation = = 1; voir a ce sujet [14] et une variante dans [7].

2.5.2 Une extension de la méthode

11 serait agréable de pouvoir étendre la méthode ci-dessus & des équations sur des séries
& plus de deux variables et faisant intervenir des substitutions de variables quelconques,
voire plusieurs substitutions différentes.

Attaquer le probléme des substitutions quelconques semble largement hors de portée;
toutefois, il est possible d’étendre la résolution de ’équation (22) au cas ou la série H est
une série a plusieurs variables H € K[[z1,...Zg;q1, - .. ¢/], & condition que la substitution

o ne corresponde qu’au calcul de paramétres de rang 2, c’est-a-dire qu’elle soit de la forme

O =0

a; 1 a;p..
(mi%xiqll ...q/ )

Cette substitution est entiérement déterminée par la matrice A = (a;;)1<i<k,1<j<¢ (qui
n’est qu’une sous-matrice particuliére de la matrice M, définie au paragraphe 2.3.1).

Nous traitons complétement le cas k = £ = 2; le cas le plus général n’est pas plus
difficile, mais demande des notations plus lourdes.

L’équation & résoudre se présente alors sous la forme

N
(25) > (i + @11 + w2Boy)o’ (H) = 0.
i=0
Nous notons x le vecteur-ligne (z1, z2), et, par convention, x® = z}"'z5?. Lorsque x est
un tel vecteur-ligne, x’ désigne le vecteur-colonne transposeé.

En posant

H(x,q) = anv”?ZO x"hn(q),
Aa(t) = Dp<icn it
Aﬂj (t) = EOS@'SN Bj.it",
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nous avons
(26) o'(H)= Y x"q*"hn(q).
n1,n2>0
Ainsi, en extrayant le coefficient de x™ de (25), nous obtenons la relation de récurrence

N

CUREEDD (O‘iqm'n,hn + Brig A By )+ B2,iin'(n_(0’1)),hn—(O,l)) = 0.
=0

Dans la relation ci-dessus, nous avons par convention Ay, _1 = h_1,, = 0.

Nous pouvons donc écrire hy,, ,, en fonction de by, 1.4, et de hy,, ,,—1:

Aﬁl <qA.(n1—17n2)'> hnlfl,nz + Aﬁ2 (qA.(nl,n2—1)’> hnl,nzfl

2 hn ng — 7
(8) 1,12 Aa (qA'n)hn

Nous pouvons ainsi interpréter les coefficients h,, en termes de chemins dirigés:

Définition 2.41. Soient A et B deux points du plan discret N x N. Un chemin dirigé de
A a B est un chemin discret S = (s;)o<j<n du plan N2, avec sg = A, s, = B, et ne faisant
que des pas Nord (s;11 — s; = (0,1)) et Est (s;41 — s; = (1,0)).

Nous notons P4 g I'ensemble des chemins dirigés de A a B.

Pour chaque chemin dirigé, nous définissons une valuation en utilisant les notations

introduites précédemment :

Définition 2.42. Soit S = (sg,...,S,) un chemin dirigé de A = sy & B = s,,. Notons,
pour 0 < i < n, (n;,m;) les coordonnées de s;.
La valuation du pas s;s;4+1 est la série
Ag, <qA~<ni,mi>')
J
(29) v(siy si1) = = :

a(qA-(”i+1smi+1),>

ol j =1 si le pas s;5;41 est un pas Est, et j = 2 si s;5;41 est un pas Nord.

La valuation du chemin S est

[ay

n—

(30) v(S) = H v(si, Sit1)-

=0

La récurrence (28) se traduit alors immédiatement de la maniére suivante :

Proposition 2.43. Le coefficient hy, n, de la série H est

(31) hovms = > ().

S€PO (ny,ny)
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Remarque. En définissant une seconde valuation v'(S) = v(S)x™, ol ny et ny sont les
coordonnées du dernier point de S, c’est la série H toute entiére qui s’exprime comme

somme de valuations de chemins:

(32) H(x,q) = Y v'(S),

SEPO

ou Pp désigne ’ensemble de tous les chemins dirigés d’origine O.

Il semble difficile d’étendre ce genre de méthodes & des équations faisant intervenir des
paramétres de rang supérieur & 2. Ainsi, dans le cas des chemins de Dyck énumérés suivant
les paramétres longueur (comptée par z), aire géométrique (comptée par ¢) et moment

d’inertie (compté par r; voir exemple 2.7), ’équation obtenue est :
La linéarisation de I’équation est toujours possible en posant
D(:B, q7 r) = F(‘/'Eq,r‘7 q,r‘7 r)/F(:'E7 q7 r)?
et ’équation obtenue est alors:
2 2.3 2 _
xqrF(xq°r’, qre,r) — F(xqr,qr,r) + F(z,q,r) = 0.

Toutefois, bien que I’équation soit en quelque sorte linéaire, développer F' suivant les
puissances de x ne fait pas disparaitre complétement les substitutions de variables. Si nous

posons
o0

F(z,q,r) =Y 2™ fulg,7),
n=0

I’équation se traduit, pour n > 1, par une relation de récurrence faisant intervenir la

substitution de variables o4 ¢ :
¢ fu i (g, r) = ¢ fa(ar,r) + falg,r) = 0.

La condition initiale fo(q,r) = 1 permet de résoudre pour n = 1, et I'on obtient alors
o0
2
filgr) == gt
k=0

toutefois, pousser le calcul ne serait-ce qu'un cran plus loin améne & développer suivant
les puissances de ¢, et la récurrence double obtenue ne semble pas pouvoir se résoudre de

maniére générale.
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Chapitre 3
Changements de grammaires

Dans ce chapitre, nous étudions dans quelle mesure les paramétres ()-comptables as-
sociés a un langage dépendent de la grammaire utilisée pour ’engendrer. Nous montrons
également qu’il est possible de faire subir un certain nombre de transformations classiques
4 une grammaire, sans perte de paramétres ()-comptables.

Nous avons vu que certains parameétres, comme la longueur des mots et ses variantes
(nombre d’occurrences d’une lettre donnée ou de certaines des lettres de I’alphabet) sont
toujours des parameétres (J-comptables, indépendamment de la grammaire.

Nous montrons ici que cette situation n’est pas générale. Ainsi, un paramétre peut étre
@Q-comptable dans une grammaire, mais pas dans une autre qui engendre le méme langage.
Nous commencons par un exemple de deux parameétres qui sont (Q-comptables dans deux
grammaires différentes, sans qu’il existe de grammaire dans laquelle ils soient tous deux

Q-comptables.

3.1 Un exemple: nombre de passages au niveau final ou initial

Considérons le langage {a,b}*, formé de tous les mots sur les deux lettres a et b.

Définition 3.1. Un mot w € {a,b}* est dit équilibré si |w|, = |w]p.

Les mots équilibrés sont aussi appelés mots de Dyck bilatéres. Soient p et p’ les para-
métres définis sur {a,b}* par: p(w) est le nombre de facteurs gauches équilibrés de w, et
p'(w) est le nombre de ses facteurs droits équilibrés.

Par symétrie, il est clair que p et p’ ont la méme distribution; par ailleurs, si p est

QQ-comptable dans une grammaire G, p’ est forcément Q-comptable dans la grammaire G’
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obtenue en remplagant par leur image miroir tous les membres droits de toutes les régles
de G.

A chaque mot, associons un chemin du plan discret en transformant chaque a en un
pas Nord-Est et chaque b en un pas Sud-Est (représentation horizontale classique d’'un
mot de Dyck par un chemin de Dyck). Le paramétre p devient le nombre de sommets du
chemin dont 'ordonnée est nulle (passages au niveau initial), et p’, le nombre de sommets
dont l'ordonnée est celle du dernier sommet (passages au niveau final) — voir figure 3.1.
Il apparait intuitivement qu’il est possible de “marquer” les passages au niveau initial en
lisant le mot “de gauche & droite”, ou les passages au niveau final en le lisant “de droite &
gauche”; nous allons montrer de maniére précise qu’il est impossible de marquer les deux

types de passages.

w = aabaabbbbaabbbaaaa
p(w) =5
p(w) =4

Fi1G. 3.1: Passages aux niveauz initial et final

Nous allons montrer que p peut étre Q-comptable, mais que p et p’ ne peuvent pas
étre Q-comptables dans la méme grammaire. Puisque la somme de deux paramétres -
comptable est Q-comptable, il nous suffit de montrer que p + p' n’est Q-comptable dans
aucune grammaire.

Soit G = ({a,b},{T,P,N,F,G},R,T) la grammaire définie par ses régles de dériva-

tion:

T — €4+aPbT+bNaT +F+G
P — €+ aPbP
N — e€+bNaN
F — aP+aPF
G — bN+bNG

Cette grammaire engendre le langage {a,b}”, et le paramétre p compte les T-dériva-

tions; il est donc @-comptable de rang 1 dans cette grammaire.
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Supposons que, dans une grammaire G’, le paramétre p+p’ soit Q-comptable. Il est alors
de rang minimal 1. Nous montrerons plus tard, et nous I’admettrons pour le moment, que
lorsqu’un parameétre est de rang minimal k, il existe toujours une grammaire engendrant le
méme langage et dans laquelle le méme paramétre est de rang k. Dans le cas du paramétre
p + p', la proposition 2.16 implique alors que le paramétre p + p’ peut étre représenté par
une lettre ¢ supplémentaire. Afin de montrer que p + p' ne peut étre Q-comptable, il nous

suffit donc de montrer le lemme suivant :

Lemme 3.2. [l n'existe pas de langage algébrique non ambigu L C {a,b,c}* tel que
— la projection ¢ de {a,b,c}* sur {a,b}* établit une bijection de L sur {a,b}*;
~ pour tout mot w € L, |w|. = (p+ ') (¢(w)).

Preuve. Supposons qu’un tel langage algébrique L existe. Pour chaque mot w € L, nous
noterons w’ = p(w) le mot obtenu en effacant les ¢ de w. Lorsque w' est défini, w désigne
alors son antécédent par ¢ dans L.

Nous utilisons le lemme d’Ogden sur les langages algébriques (voir [65, 56, 1, 11]).
Soit donc w] = a®?VbVa?V | avec N assez grand pour appliquer le lemme au mot w; cor-
respondant. Nous avons alors une factorisation w; = aufvy telle que v’ (ou @', ce qui
est équivalent par image miroir) soit de la forme u' = b¥, et tel que, pour tout n > 0,
wy, = au By € L.

Il est facile de voir que (p + p')(w}) = 2; par conséquent, |wy|. = 2 + n|uv|.. Sachant

que |uv|, vaut 0, 1 ou 2, la suite (Jwy|c)n>0, Soit est constante, soit tend vers +o0o. Nous

!

allons montrer que (p + p')(w),

) ne peut avoir ce comportement.
Les différents cas possibles pour o', u’, ', v' et +/, également représentés figure 3.2,

sont les suivants:

a. o =a?NoF =Pz, B = bk o = bk o) = bFsa®N avec ky ko + k3 kgt ks =N
et ka2 + kg > 0. Dans ce cas, w], = a2NpN+n(katka) 2N ot donc, pour n assez grand,
(p+p)(wy,) =4

b. o = a®NVF1, W = b2, B = bRake, o = aFs, 4 = aFe avec ki 4+ ko + k3 = N,
kg + ks + kg = 2N, et ko > 0. Dans ce cas, w!, = a?VpN+F2¢2N+1ks Pour n assez

grand, (p + p')(w],) vaut 4 (ou 6 si ko = ks).

c. of = a®Nokr W =2, B = bk 0" = bFaks, 4 = aFe avec ky 4 ko + ks + kg = N,
ks + ke = 2N, et ko + kg > 0. Dans ce cas, w!, = a?VpN+t1hz(ghspka)n—=142N Gj
ks > k4, (p+ p')(w),) = 4 lorsque n est assez grand; si ks > ks, (p + p')(w),) est

ultimement constante avec une valeur plus grande que 4 (voir figure 3.2).
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a... ...alb... ...bja... -
Cas (a):
« 7 mEam v
Cas (b): a... ...a|b... ...b|a... -
v 7 Wl 7 T v T
Cas (c): a... ...a|b... ...b|a... -
“ " WTr T o T

FiG. 3.2: Différents cas

/

1) est différent de celui de |wy|., ce

Dans tous les cas, le comportement de (p + p')(w

qui donne une contradiction et termine donc la preuve du lemme. [l

Une conséquence de ce lemme (et de la propriété 2.16) est qu’il n’existe pas de gram-
maire non ambigué engendrant {a,b}* dans laquelle p+ p’ soit un paramétre Q-comptable.
Par conséquent, puisque la somme de deux paramétres ()-comptables dans la méme gram-
maire est (Q-comptable dans cette grammaire, les parameétres p et p' ne peuvent étre Q-

comptables dans la méme grammaire.

3.2 Grammaire plus fine qu’une autre

Comme le prouve 'exemple précédent, un paramétre peut étre (Q-comptable dans une

grammaire, mais pas dans une autre qui engendre le méme langage.

Définition 3.3. Soient G' et G’ deux grammaires engendrant le méme langage L. G’ est
plus fine que G si, pour tout parameétre p, QQ-comptable dans G, il existe un paramétre p’,

Q-comptable dans G’, tel que, pour tout mot w € L, p(w) = p'(w).

Définition 3.4. Deux grammaires G et G’ sont Q-équivalentes si G est plus fine que G’

et réciproquement.

Remarque. Dire quune grammaire est plus fine qu'une autre revient a dire que tout pa-
ramétre ()-comptable de la seconde coincide, sur le langage engendré, avec un paramétre
Q-comptable de la premiére. Dire que tout paramétre (Q-comptable de 'une est QQ-comp-
table dans ’autre serait un abus de langage, les paramétres étant a priori définis sur tous

les langages auxiliaires. Une telle définition serait trop restrictive et perdrait son intérét
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pratique, car cela exigerait que les langages auxiliaires des deux grammaires soient les

meémes.

Remarque. Dans le cadre des grammaires d’objets, Dutour [36] donne une définition de
I'isomorphisme de grammaires d’objets qui est basée sur I’identité de systémes caractéristi-
ques de polynomes. Notre définition de la QQ-équivalence de grammaires est plus restrictive,
et les résultats sur les grammaires d’objets ne semblent pas pouvoir se transposer dans
notre cadre. En effet, notre définition de la ()-équivalence de grammaires impose que les
paramétres soient conservés pour chaque mot, et non pas pour le langage engendré pris
dans son ensemble. Nous verrons sur un exemple (voir section 3.3) que la @Q-équivalence

de deux grammaires ne se réduit pas & l'isomorphisme de deux grammaires d’objets.

Il est clair qu'une condition nécessaire et suffisante pour que G’ soit plus fine que G
est que tout parameétre élémentaire de GG, lorsqu’on ne le considére que sur les mots du
langage engendré par G et G, soit Q-comptable dans G'.

L’exemple précédent nous montre qu’il est possible d’avoir deux grammaires engendrant
le méme langage, sans qu’il existe une grammaire plus fine que chacune d’elles.

Nous donnons maintenant quelques lemmes qui permettent, étant donnée une gram-
maire, d’en construire d’autres plus fines.

Etant donnée une grammaire G, nous allons montrer qu'’il est possible de construire :

une grammaire plus fine, de forme 1-2;
— une grammaire plus fine, ot 'on a itéré 'une des régles de dérivation;

— une grammaire plus fine, ot chaque sommet des arbres de dérivation est également
marqué suivant la présence ou non, dans la branche qui le relie & la racine, de certaines

étiquettes (marquage supérieur);

— une grammaire plus fine, ou chaque sommet est marqué suivant ’existence, dans 'un

de ses sous-arbres, de certaines étiquettes (marquage inférieur);
— une grammaire plus fine, ot le rang formel d’'un ou de chaque paramétre de G est

égal & son rang minimal.

3.2.1 Passage en forme 1-2

Une grammaire est dite de forme 1-2 si toutes ses régles de dérivation sont d’arité 0, 1

ou 2. Le fait que tout langage algébrique non ambigu peut étre engendré par une grammaire
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de forme 1-2 est bien connu. Nous montrons essentiellement que le passage en forme 1-2
se fait en transformant la grammaire en une grammaire ()-équivalente.
L’outil de base est la transformation décrite dans la proposition suivante, qui diminue

strictement le nombre de régles de dérivation d’arité supérieure & 2.

Proposition 3.5. Soit G une grammaire engendrant un langage L, et soit R : U —
upUruy - . . Ugug une regle de dérivation de G, d’arité k > 3.
Soit G' la grammaire obtenue en ajoutant k—2 symboles V1, ... ,Vi_a, et en remplagant

la régle R par

(Rp) : U — uUuVi,
(R}) Vi = UpruipiVigr (1<i<k—2),
(R, _5): Viea — Up—1up—1Uguy.

La grammaire G' engendre également L, et G et G' sont Q-équivalentes.

Preuve. Le passage de G & G’ est une opération classique utilisée pour donner une gram-
maire en forme 1-2. Tout arbre de dérivation de G peut facilement étre transformé en
Parbre de dérivation correspondant de G’ en remplagant les sommets étiquetés R par des
sous-arbres étiquetés R', tout en rattachant les sous-arbres issus de ces sommets (voir figure

3.3).

Al ./42 ./43 -/44

Fi1G. 3.3: Passage en forme 1-2

Cette transformation n’a aucune influence sur les sommets qui ne sont pas étiquetés
R, donc les paramétres élémentaires de G' qui ne font pas intervenir la régle R ne sont pas

modifiés.
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Afin de montrer que les grammaires G et G’ sont bien QQ-équivalentes, nous indiquons
comment “traduire” dans G’ le nom d’'un parameétre élémentaire de G, et, inversement,
comment “traduire” dans G le nom d’un paramétre élémentaire de G'.

Le passage de G a G' est extrémement simple, puisqu’il suffit d’appliquer sur un nom

de parameétre un morphisme alphabétique:

o(R) = Ry,
o(RD) = RY  (1<i<k),
o(RK) R

)
o(r) = r (pour tout autre r € R, UR).

Quel que soit le mot W € R;R, et quel que soit I'arbre de dérivation A de G, les
chaines de type W de A sont en bijection avec les chaines de type (W) de l'arbre de
dérivation de G’ correspondant & A. Par conséquent, G’ est plus fine que G.

Inversement, la transformation est légérement plus compliquée, car un parameétre élé-
mentaire de G’ peut avoir dans G un équivalent qui n’est pas un paramétre élémentaire.

Nous noterons Ry = ¢ (R, UR), et Ry = (R, UR') — Rj. L’ensemble R} est composé
des dérivations pointées R;(z), pour 0 < i < k—1, et des dérivations R}, pour 1 <i < k—2.

Soit W' un nom de parameétre élémentaire dans G’. Si W' ne fait intervenir aucune
des lettres de R}, W' fait déja partie des noms de paramétres qui correspondent a des
parameétres élémentaires de G. Supposons donc que W' contient de telles lettres.

Afin de “traduire” un nom de paramétre élémentaire de G’ vers G, nous définissons

de la maniére suivante:

~ B(r) =@ (r) sir € Ry;

~ 3Ry = RE+D 4 ... 4+ R (pour 0 <i < k —2).

Soit, dans un arbre de dérivation A’ de G, une chaine S’ de sommets, de type W'.
Dans 'arbre de dérivation A de G qui correspond a A’, cette chaine devient une chaine S,
qui peut étre plus courte que S’, car plusieurs sommets de S’ peuvent correspondre & un
seul et méme sommet de S — dans le second arbre de la figure 3.3, les sommets étiquetés

o, R} et RS proviennent du méme sommet étiqueté R, et donc, si plusieurs d’entre eux
font partie d’'une chaine de sommets de A’, la chaine de sommets correspondante dans A
sera plus courte. Toutefois, si S est de méme longueur que S’, le type de S est I'un des
mots de p(W’).
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Afin de rendre compte de tous les cas possibles, nous dirons qu’une lettre de W’ est non
mazximale si elle est de la forme R;(z) et est suivie, dans W', par une lettre de la forme R;-(l),
R;-(z) ou R;-, avec 1 < j. Ainsi, une lettre d’un nom de paramétre W' est non maximale s’il
est possible que, dans une chaine de type W', les sommets correspondant & cette lettre et
a la suivante proviennent d’un méme sommet de ’arbre A.

La figure 3.4 montre un exemple avec k = 3. L’arbre A’ (représenté en haut) posséde
7 chaines de type W' = R:)(Z)Rll(l)r, dont 3 seulement sont représentées. Dans le nom W/,

la lettre R:)(z) est non maximale: cela se traduit par le fait que, dans 'arbre A, les deux

premiers sommets d’une chaine de type W' peuvent n’en former qu’un. Dans ce cas, le

type de la chaine de A est R®®)r. Sinon, le type est soit R R r, soit RG) Ry,

r r r r r r r r r r r r
R R R
R R T R R T R R
r
[ ]
rTrrnTrroTr rrrnTrr.or rrnTrrr.orTr
R®@)y RO R(2), R® R(2)y

Fi1G. 3.4: Transformation de chaines de type Rg(z) ’1(1)7"
Au total, pour obtenir le nom du paramétre ()-comptable correspondant, dans G, au
paramétre py de G, il faut donc traduire chaque lettre maximale r de W' par g(r), et

chaque lettre non maximale r par € + 3(r).
O

La traduction d’un nom de paramétre de G’ en nom de paramétre de G peut également
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étre définie de la maniére suivante: un ordre partiel est défini sur R;, UR' par

/(2) . .
R <R, < i<y
R® <R = i<jel<k<2
Notons que, dans un nom de paramétre W' de G', une lettre est non maximale au sens
de la preuve précédente lorsqu’elle est inférieure (strictement) & celle qui la suit dans W.
La fonction 7 qui & tout nom de paramétre W' de G’ associe le nom 7(W') de ce méme

paramétre dans GG, peut alors étre définie récursivement ainsi :

(r'y = B(r') sir' e R,
(I WIW') = (@(r') + 1r,<W{) r(WiW')  sir e R, W] €R,UTR.

3.2.2 Itération d’une régle

Une autre opération permettant de changer de grammaire sans changer le langage
engendré, est 'itération qui consiste & remplacer, dans le membre droit d'une régle, 'un

des symboles par tous les membres droits des régles qui réécrivent ce symbole.

Proposition 3.6. Soit G une grammaire, R une de ses régles d’arité n > 1, et k < n. Soit
G’ la grammaire engendrant le méme langage, obtenue en retirant la régle R et en ajoutant,
pour chaque d(R,k)-dérivation R', la régle obtenue en remplagant, dans le membre droit
de R, le k-éme symbole par le membre droit de R'.

Dans ces conditions, la grammaire G' est plus fine que G; plus précisément, tout para-

metre Q-comptable dans G est également Q-comptable dans G'.

Remarque. Une preuve simple de la proposition 3.6 consiste & remarquer que n’importe
quel @Q-analogue du systéme d’équations de la grammaire G peut étre réécrit sous forme
de Q-analogue du systéme d’équations de la grammaire G’, sans évidemment changer les
solutions. Le théoréme 2.36 permet alors de conclure. Toutefois, la preuve que nous donnons
ci-dessous présente ’avantage de fournir explicitement le “dictionnaire” qui traduit les noms

de paramétres de G vers G'.

Preuve. Soit R : U — wugUy...Uypu, la régle a itérer, et soient Ri,..., R, les Uj-

dérivations. Les m régles qui, dans G’, remplacent la régle R, sont
R :U — woUy ... up—1.d(R;) ugsr ... Upuy, (1 <4 < m).

Nous commencons par le cas le plus simple: celui ou le k-éme symbole du membre droit

de R est distinct de U, ce qui revient a dire que chaque R; est distinct de R.
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Dans ce cas, le passage d’un arbre de dérivation A de G a 'arbre de dérivation cor-
respondant A" de G’ est simple: chaque sommet étiqueté R et son k-éme fils, étiqueté R;,
sont remplacés par un seul sommet étiqueté R}, les autres fils de ces deux sommets étant

attachés dans 'ordre préfixe comme indiqué figure 3.5.

Ar As B B Bs Ay

FiG. 3.5: Itération de la régle R

Si S est une chaine de type W de I'arbre A, elle devient dans A" une chaine S’. Chaque
sommet s d’étiquette R; devient un sommet d’étiquette R, et chaque sommet s d’étiquette
R devient un sommet d’étiquette R! (l'indice ¢ dépendant de 'étiquette du k-éme fils de
s).

Chaque fois que deux lettres consécutives de W sont R*) et Rl(-j ) (ou R™) et R;, en fin
du mot W), il est possible que les deux sommets correspondants dans S deviennent, dans
S’, un seul et méme sommet; dans ce cas, la chaine S’ est plus courte que S.

Comme dans la preuve de la proposition 3.5, nous dirons donc qu’une lettre de W est
()

non mazimale si cette lettre est R(*) et si la lettre suivante est une lettre R; ou R;.

La traduction d’'un nom de paramétre élémentaire de G' en son nom dans G’ est alors
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essentiellement assurée par ¢, définie ainsi:

p(R) = Ry+---+Ry;
o(R) = R (1 <i<m);
@(R(k)) = Z?ill%i) R;(kflﬂ');
o(RY)) = RE-1+D) 1<i<m1<j<aR))
o(r) = r (pour tout autre r € R, UR).

Pour obtenir le nom, dans G’, du parameétre py, il suffit de traduire chaque lettre
maximale 7 de W par o(r), et chaque lettre non maximale R*) par € + o(R")).

La situation est plus complexe & décrire lorsque R = R;,, car il est possible d’avoir,
dans une méme branche d’un arbre de dérivation 4, une succession de sommets étiquetés
R, chacun étant le k-éme fils du précédent. Dans P’arbre de dérivation A’, les premier et
deuxiéme sommets se contractent en un seul, ainsi que le troisiéme et le quatriéme, etc.
Autrement dit, en conservant la méme définition d’une lettre non maximale du mot W,
dans tout facteur de W formé de lettres non maximales suivies d’une lettre maximale (de
la forme R*) . R(k)Rl(j )), chaque lettre peut étre effacée & condition que la suivante ne le
soit pas, et soit remplacée par son image par ¢. Notons qu’il convient de revoir la définition

donnée de p(R) (qui cumule les définitions précedentes de ¢(R) et de p(R;,)) et @(RF)
(k)

(qui cumule les définitions précédentes de ¢(R*)) et ¢(R;)")), ce qui donne:

e(R) = R, + ¥R |
p(RW) = R+ o o R

0

Similairement au passage en forme 1-2, nous pouvons définir un ordre partiel sur R, UR,

correspondant & la définition d’une lettre non maximale, par

Rk < R; (1<i<m)
Tl RY (<i<m1<j<a(R)

La fonction de traduction 7 se définit alors récursivement :

T(T’) = (p(r) sireR,
(W) = o(r)r(W) sire Ry #RW),
T(RWrW) = oRO)T(rW) + Lpw o,p(r)T(W)  sir € R,UR,W € RiR.

Contrairement & ce qui se passe avec le passage d’une grammaire en forme 1-2, I'itéra-

tion d’une régle ne donne pas une grammaire équivalente, mais une grammaire plus fine,
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au moins dans le cas ol le symbole itéré est le méme que celui du membre gauche de la

régle itérée. Nous allons le vérifier sur un exemple.

Exemple 3.7. Reprenons la grammaire G; engendrant les mots de Dyck. L’alphabet des
dérivations pointées comportant deux lettres, il y a deux fagons possibles d’itérer une régle
(1)

dans cette grammaire. En choisissant d’itérer Ry, on obtient la grammaire G définie par

ses régles de dérivation :
Ri: D — ¢
Ri: D — abD
R,: D — aaDbDbD

La fonction ¢ est alors définie par:

¢(R1) = Ri+Ry
©(R2) R +2.R}
o) = 20+
oY) = B4R

En appliquant les régles de calcul de 7 données dans la preuve de la proposition 3.6,

nous obtenons pour le parameétre p ROROR,
r(BY RV R) = (B RY Ry + (R Ry) + (RS Ry
= (2R + B (2.8 + BYY) (Ry + RY)
+ (2R + B (Ry + 2.RY)

Le paramétre PR pW R, est compté par la variable s dans la solution du @-systéme
2 2

suivant, basé sur la grammaire G':
(1) D(q,r,s) = q+ D(qr,rs,s)D(q,r,s).

Dans ce systéme, ¢ compte le parameétre pg,, et r, le paramétre p RDR," Nous utilisons
2

I’équation 1 pour exprimer D(gr,rs,s):
(2) D(qr,rs,s) = qr + D(qr*s,rs*,s)D(qr,rs, s).
En reportant (2) dans (1), il vient alors:
D(q,r,s) = q+ qrD(q,r,s) + D(qr?s,rs? s)D(qr,rs,s)D(q,r, s).

Cette équation est une (Q-équation basée sur la grammaire itérée G', et il est simple

d’interpréter les parameétres comptés par ¢, r, et s:

— La variable ¢ compte py,, avec W1 = Ry + RY;
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— la variable r compte pw,, avec Wo = R + (2.Rl2(1) + Rl2(2))W1;
— la variable s compte pyy,, avec W3 = (2.R'2(1) + RIQ(Z))WQ.

On retrouve ainsi le résultat donné en appliquant 7.
Afin de vérifier que la grammaire G’ n’est pas Q-équivalente & G, il nous suffit d’ob-
server la table donnant, pour les mots de longueurs 0, 2 et 4, les valeurs des paramétres

élémentaires de rang 1 dans les deux grammaires.

Ry | Ry || R | R | R}
€ 110 11010
ab 2 11 11110
aabb || 3 | 2 31011
abab || 3 | 2 11210

Chacune des deux grammaires n’ayant qu’un seul symbole, chaque paramétre a un rang
égal a son rang minimal. Par conséquent, si le parameétre pg, de G’ était Q-comptable dans
G, il devrait étre combinaison linéaire (& coefficients entiers positifs) des paramétres pg,
et pr, de G, ce qui n’est clairement pas le cas. Par conséquent, G n’est pas plus fine que
G

Une autre fagon de prouver cette propriété consiste a dire que les paramétres de rang
1 de G’ sont capables de distinguer les mots aabb et abab, alors que les paramétres de rang
1 de G ne le peuvent pas; par conséquent, il est impossible d’exprimer les paramétres de
rang 1 de G’ comme combinaisons linéaires de ceux de G.

Ce type d’arguments est naturel lorsqu’il s’agit de montrer qu'un paramétre n’est pas
Q-comptable dans une grammaire donnée: il suffit généralement d’examiner les valeurs de
ce paramétre pour les premiers mots engendrés par la grammaire, et de les comparer aux
valeurs prises par les paramétres élémentaires dont le rang minimal ne dépasse pas celui

du paramétre étudié.

Il existe une situation classique ol I'itération d’une régle est une opération parfaitement
naturelle, et que I’on risque d’effectuer sans méme y penser. Si un symbole U ne peut étre
réécrit que d’une seule fagon (lorsqu’il n’y a qu’une seule U-dérivation), il est naturel
de faire disparaitre ce symbole de la grammaire en remplacant chaque apparition de U
dans un membre droit de régle de dérivation, par le membre droit de la U-dérivation.
Cela correspond en fait & itérer chacune des régles pointées qui font apparaitre U. Cette
opération est alors essentiellement I'inverse de celle décrite pour le passage en forme 1-2,

et fournit une grammaire Q-équivalente.
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3.2.3 Lemmes de marquage

Les lemmes suivants, que nous appelons lemmes de marquage, nous permettent de ne
compter dans un paramétre que les chaines vérifiant certaines conditions. Ils sont essentiels

a la preuve du théoréme de réduction du rang au rang minimal.

Lemme 3.8 (marquage supérieur). Soient G = (N, X, R,S) une grammaire, et R,
une partie de l’ensemble de ses régles de dérivation pointées R.

Pour chaque arbre de dérivation A de G, chaque régle de dérivation pointée R € R,
et chaque nom de parametre élémentaire W € RyR, soit p{fV(A) le nombre de chaines de
A, de type W, qui sont des sous-chaines droites d’au moins une chaine de type RW .

Il existe une grammaire G' = (N', X, R',S), plus fine que G, qui vérifie les conditions

sutvantes :

1. chaque paramétre G-Q-comptable élémentaire de rang k a, en tant que paramétre

G'-Q-comptable, un rang au plus égal a k;
2. chaque parameétre p{}, est G'-Q-comptable, de rang au plus |W|.

Avant de donner la preuve de ce lemme, examinons un exemple.

Exemple 3.9. Considérons la grammaire G = ({D}, {a,b}, R, D), dont les régles de dé-

rivation sont :

Ri: D — ab Rs: D — abD
Ry: D — aDb Ry: D — aDbD

Cette grammaire, qui provient de la grammaire G2 de ’exemple 2.3, engendre les mots
de Dyck non vides.

Cette grammaire n’ayant qu'un seul symbole, tous les paramétres ont un rang minimal
égal a leur rang. En particulier, le paramétre pr, + g, compte les “pics” (facteurs ab) des
mots de Dyck engendrés. Mais que se passe-t-il si nous désirons compter les pics dont la
hauteur n’est pas 17

Un pic est représenté dans l'arbre de dérivation par un sommet s, étiqueté R; ou
Rs3. Sa hauteur est égale & 1, plus le nombre de dérivations pointées Rgl) ou Rfll) qui se
trouvent sur la branche reliant ce sommet & la racine de ’arbre. Par conséquent, avec
les notations du lemme, le nombre de pics de hauteur différente de 1 est le paramétre
pg%w + pgéw + pg‘?) + pgg) : celui-ci compte en effet les sommets Ry qui font partie d’une
(ou plus) chaine Rgl)Rl ou Rfll)Rl, et les sommets R3 qui font partie d’au moins une chaine
RYR; ou R\ Rs.
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Rien ne permet de penser a priori que ce paramétre est G-()-comptable, les sommets
étiquetés Ry ou Rg pouvant se trouver ou non “sous” les sommets Ry ou Ry.

Nous voulons pouvoir, en comptant simplement les occurrences de certaines étiquettes
dans l’arbre de dérivation d'un mot, dénombrer les sommets étiquetés R; ou R3 qui font
partie de chaines convenables. Il faudrait pour cela que les étiquettes de ces sommets
portent une information (une “marque”) sur la présence ou ’absence, dans la branche qui
les relie & la racine, de sommets étiquetés Ry ou Ry (avec, dans le cas de Ry, la bonne
direction, ce qui revient & dire que la branche contient une dérivation pointée Rél) ou Rfll)).
La solution est de réétiqueter les sommets pour inclure cette information : tout sommet,
étiqueté R;, qui se trouve dans un sous-arbre d’un sommet étiqueté Rs, ou dans un sous-

arbre gauche d’un sommet étiqueté Ry, est réétiqueté R..

AI

(1) (1)

F1G. 3.6: Marquage supérieur des regles Ry et R,

A

La figure 3.6 montre 'arbre de dérivation du mot w = aabaabbbaaabbbaabbab, ainsi que
la version réétiquetée. Le paramétre “nombre de pics de hauteur au moins 2”7 est égal au
nombre de sommets étiquetés R} ou Rj dans ce nouvel arbre. Par différence, le nombre
de pics de hauteur 1 est le nombre de sommets étiquetés R; ou Rs dans ce méme arbre.
Comme on peut le voir, le mot w posséde 1 pic de hauteur 1, et 4 autres pics de hauteurs
respectives 2, 3, 3, et 2.

Dans cet exemple, il n’a pas été nécessaire de marquer différemment les deux régles

pointées R;l) et Rfll), comme c’est le cas en général dans le lemme.

Preuve. Nous donnons tout de suite la grammaire G'. Les symboles de N’ sont de la forme

Ug, ot U est I'un des symboles de N et E est une partie de 'ensemble R, . Les régles de
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dérivation de G’ sont formées & partir de celles de G de la maniére suivante :

— pour chaque régle R € R et chaque ensemble £ C R, on forme une régle Rg qui
est identique & R, & ceci prés que chaque symbole U (du membre gauche comme du

membre droit) est remplacé par Ug;

— pour chaque régle pointée spéciale R ¢ Rp+, et pour chaque ensemble £ C R,

le d-éme symbole du membre droit de Rg, Ug, est remplacé par Ug, (R@)-

Les indices ajoutés aux symboles ne modifient en rien les mots engendrés, en ce sens
que, pour tout symbole U € N et tout £ C R,y, Lg(U) = L (Ug). En revanche, la
fagon dont sont formées les régles de dérivation de G’ assure que, dans chaque arbre de
dérivation de G’, chaque sommet a une étiquette qui nous renseigne sur la branche reliant
ce sommet & la racine de ’arbre.

Soit A l'arbre de dérivation, dans GG, d’'un mot w. Pour chaque sommet s de A, notons

(s1,...,8) la chaine de sommets de A formée de tous les sommets ancétres de s, et E(s)
I’ensemble de toutes les régles pointées qui apparaissent & la fois dans le type de (sq,... ,s)
et dans R.

Soit A’ l’arbre de dérivation du mot w dans la grammaire G'. Alors, A’ est obtenu &
partir de A en remplacant chaque étiquette R de chaque sommet s, par Rp(s)- En effet,
la définition que nous avons donnée des membres droits des régles Rg, assure que les
ensembles indices F(s) se propagent correctement.

La grammaire G’ remplit les conditions indiquées. En effet, notons ¢ 1’application “effa-
cement des indices”, définie sur N’ par o(Ug) = U et sur R’ par ¢(Rg) = R. L’application
© est étendue naturellement aux dérivations pointées et, par morphisme, aux noms de pa-
rameétres de G'. Alors, il est clair que, dans un arbre de dérivation A de G, toute chaine de
type W devient, dans ’arbre A’ correspondant de G’, une chaine dont le type appartient
4 =1 (W). Réciproquement, lors du passage de A’ a A, une chaine de type W' devient
une chaine de type p(W'). Par conséquent, les paramétres py (dans G) et p,-1(yyy (dans
G') coincident. Ainsi, G’ est bien plus fine que G, et le rang des paramétres est conservé
(condition 1).

Enfin, les chaines comptées dans un arbre A par le parameétre pgv(d) sont exactement
celles qui sont de type W et dont le premier sommet s; vérifie R4 € E(s1). Or E(sy) est,
par construction, 'indice de I'étiquette de s; dans 'arbre A’. 11 suffit donc de choisir pour
W', les noms de ¢ (W) dont la premiére lettre est de la forme R%l), avec R4 € E, pour
assurer que p{,{V(d) (dans G) coincide avec py (dans G'). De plus, le rang de py est bien

la longueur du plus long mot de W', qui est |W|. O
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Exemple 3.10. Dans ’exemple 3.9, les régles pointées dont nous voulions repérer la pré-
sence étaient Rgl) et Rfll), qui forment donc I’ensemble R ;.. Toutefois, il n’était nécessaire
que de repérer la présence d’au moins 'une de ces deux régles, sans faire de distinction
entre elles. Nous avons donc utilisé, comme étiquettes, R; pour R;j et R} pour R; g avec
0 CECTRy.

La grammaire G’ obtenue est donc:

Ri: D — ab Ri: D' — ab

Ry: D — aD'b R,: D' — aD'b
Rs: D — abD R;: D' — abD'
Ry: D — aD'bD R,: D' — aD'bD'

L’arbre A’ de la figure 3.6 est un arbre de dérivation de G’. Dans cette grammaire, le
symbole D' n’est accessible a partir de D qu’au travers des dérivations pointées Rél) et
Rfll), et par conséquent, les pics de hauteur A > 1 sont ceux introduits par les dérivations

R! et RY, tandis que les pics de hauteurs 1 sont introduits par les dérivations Ry et Rs.

Lemme de marquage inférieur

Le lemme de marquage supérieur nous permet de propager & chaque sommet d’un
arbre de dérivation une information sur ce qui se trouve au-dessus de lui, c’est-a-dire dans
la branche qui le relie & la racine. Le lemme ci-dessous permet un marquage similaire, mais

. s 1
portant sur ce qui se trouve en dessous de chaque sommet, c’est-a-dire dans les sous-arbres

issus de ses fils.

Lemme 3.11 (marquage inférieur). Soient G = (N, X, R, S) une grammaire, R4 C R
une partie de ses régles de dérivation, et un entier m > 0.
Pour chaque arbre de dérivation A de G, chaque nom de paramétre élémentaire W €

R+

»» chaque R € Ry, et chaque entier n < m, notons p‘lfV,n(A) le nombre de chatnes de A,

de type W, qui sont des sous-chaines gauches d’exzactement n (ou d’au moins m, sin =m)
chaines de type W R.
Il existe une grammaire G' = (N', X, R', S"), plus fine que G, et qui vérifie les conditions

sutvantes :

1. chaque parametre G-Q-comptable de rang k a, en tant que parameétre G'-Q-comptable,

un rang au plus égal a k;

2. chaque parameétre p{,%v’n est G'-Q-comptable de rang au plus |W|.
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La principale différence de forme entre les deux lemmes de marquage réside dans le
fait que le lemme de marquage inférieur, tel qu’il est énoncé ci-dessus, utilise un entier
m supplémentaire 14 ou le lemme de marquage supérieur se contentait, en fait, de 0 ou
1 (le lemme de marquage supérieur permet de compter les chaines qui sont sous-chaines
droites d’au moins une chaine d’un type donné, tandis que le lemme de marquage inférieur
permet de distinguer celles qui sont sous-chaines gauches d’exactement 0,1, ... ,m—1 telles
chaines). Il est possible d’énoncer le lemme de marquage supérieur de fagon similaire, mais
un tel raffinement complique les notations, et la version que nous avons démontrée est

suffisante pour démontrer le théoréme de réduction du rang.

Preuve. Soit A un arbre de dérivation de G, et s un sommet de A. Pour chaque R €
R, notons R(s) le nombre de sommets étiquetés R dans le sous-arbre issu de s, avec la
convention que, si ce nombre est supérieur & m, R(s) = m. Si s’ est le i-éme fils de s,
notons R(s,i) = R(s').

Comme dans le cas du lemme de marquage supérieur, le passage & la grammaire G’
consiste essentiellement & d’ajouter a I’étiquette de chaque sommet d’arité k, la liste des
valeurs de R(s) et R(s,i), pour R€ Ry et 1 <i<k.

La grammaire G’ est définie comme suit. Chaque symbole est formé d’un symbole de

G et d'un entier n(R) pour chaque régle R € Ry :
N = {(U (n(R))R€R+> U € N,0<n(R) < m} .
Chaque entier n(R) indique la valeur du paramétre pgr sur les mots engendrés par le
symbole (U, (n(R))R€R+) :
4) Lo (U.0(R) per, ) = {w € La(U) : VR € Ry n(R) = min(m, pr(w))}

Pour chaque régle Ry : U — woUywy ... Upwy, € R, la grammaire G’ comprendra
(m —+ 1)FIR+]

de toutes les maniéres possibles, chaque symbole U; par un (Ui, (ni(R)) R€R+). Le membre

régles, dont les membres droits sont obtenus en remplagant successivement,

gauche de chaque régle est alors (U, (n(R)) R€R+) avec

k
n(R) = min (m,éRRO + an(R)> ,
i=1
ol dr g, vaut 1 si R = Ry, 0 sinon. Par une récurrence évidente sur la taille des arbres de
dérivation, ces régles de dérivation engendrent le langage prévu pour chaque symbole.
Il convient de donner un axiome a G'; soit donc Sy un nouveau symbole, et pour chaque

symbole (S, (n(R))R€R+>, ajoutons une régle Sy — (S, (n(R))R€R+> : cela assurera que
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La(Sp) = Lg(S). Le symbole Sy n’étant accessible & partir d’aucun autre, ses dérivations
n’apparaitront qu’a la racine des arbres de dérivation.

Notons ¢ lapplication qui envoie chaque régle de R’ ainsi définie (autre qu'une Sp-
dérivation) sur la régle R € R dont elle est issue, et étendons ¢ naturellement aux régles
pointées de R;,, puis, par morphisme, aux noms de paramétres dans G'. Le passage de
G a G’ s’effectue simplement en réétiquetant les sommets de I’arbre de dérivation, et en
ajoutant une nouvelle racine. Donc, pour tout mot w € L¢ (U, (n(R)) R€R+> et tout nom
de parameétre W dans G, pw(w) = p,-1w)(w). Ainsi, G’ est bien plus fine que G, et le
rang des parameétres G-Q-comptables n’augmente pas lors du passage a G'.

Quant au paramétre pf,%v’n, si la derniére lettre de W est Rgd) € Ry, il compte dans les
arbres de dérivation de G’ les chaines de sommets dont le type est dans ¢ 1 (W), et dont
le d-éme symbole au membre droit de la derniére dérivation vérifie n(R) = n. Cela revient
A ne prendre, dans ¢ }(W), que les mots dont la derniére lettre appartient & une partie

convenable de ¢~1(Ry). Ceci assure que p{/zvvn est bien G’-Q-comptable de rang |W|.
U

Remarque. La grammaire G’ construite dans la preuve du lemme de marquage inférieure
peut parfaitement ne pas étre compléte; il est possible en effet que certains des langages

engendrés soient vides.

Exemple 3.12. Reprenons les grammaires G; et G2, qui engendrent tous deux le lan-
gage de Dyck. Nous allons voir que la grammaire G peut étre obtenue en appliquant la
construction du lemme de marquage inférieur & G;.

Dans la grammaire G1, la régle R; est la seule régle terminale; par conséquent pg, (w) >
1 pour tout mot de Dyck w, et pg, (w) = 1 seulement pour le mot vide. Prenons R = {R; },
et m=2.

La construction donnée de la grammaire G’ prévoit 4 symboles, Sy, (D,0), (D, 1) et

(D,2), et, pour chaque i =0,1,2,
Le(D,i) ={w € D,i = min(2,pr, (w))} .

En particulier, Lg(D,0) = 0, et Lg/(D,1) = {€}, donc L/ (D,2) est ’ensemble des

mots de Dyck non vides.
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Les régles de dérivation de la grammaire G’ sont :

So — (D,0) So — (D,1)

So — (D,2) (D,1) — €
(D,0) — a.(D,0).b.(D,0) (D,1) — a.(D,0).b.(D,1)
(D,1) — a.(D,1).b.(D,0) (D,2) — a.(D,0).b.(D,2)
(D,2) — a.(D,1).b.(D,1) (D,2) — a.(D,1).b.(D,2)
(D,2) — a.(D,2).b.(D,0) (D,2) — a.(D,2).b.(D,1)
(D,2) — a.(D,2).b.(D,2)

Il apparait immédiatement que le seul symbole accessible & partir de (D, 0) est (D,0),
tandis que la seule régle terminale a pour membre gauche (D, 1); par conséquent Lg/ (D, 0)
est vide, et toutes les régles de dérivation faisant intervenir (D,0) peuvent é&tre éliminées.
La grammaire alors obtenue, une fois les symboles Sy, (D, 1), (D,2) renommés en D, F, E

respectivement, est :

D — F D —- FE

F — ¢ E — aFbF
E — aFbE E — aFEbF
E — aFEbE

La seule F-dérivation de cette grammaire est F' — €; en itérant chacune des dérivations
pointées qui produisent le symbole F', on fait disparaitre ce symbole de tous les membres

droits, ce qui le rend inaccessible a partir de ’axiome D. La grammaire alors obtenue est

D — € D — F
EF — ab F — obE
E — aFb FEF — aFbE

qui est exactement la grammaire Go. Par conséquent, cette grammaire est plus fine que
Gi.

3.2.4 Réduction du rang

Les lemmes de marquage ont pour principal but de permettre la preuve du théoréme

suivant :

Théoréme 3.13. Soit G une grammaire. Il existe une grammaire G', plus fine que G,

dans laquelle tout parameétre G-Q-comptable non borné a un rang égal & son rang minimal.
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Preuve. Etant donnée la grammaire G, nous devons essentiellement trouver une grammaire
G, plus fine que G, dans laquelle tout parameétre élémentaire de G, non borné, a dans G’
un rang qui correspond & son rang minimal. Rappelons que, d’aprés la proposition (2.24), il
est équivalent, pour un parameétre ()-comptable, d’étre non borné et d’avoir rang minimal
au moins 1. Il est donc normal que les paramétres bornés soient exclus du cadre de ce

théoréme.

La proposition (2.26) décrit exactement d’oi peut provenir I’écart entre rang minimal
et rang formel pour un parameétre élémentaire: il peut s’agir de dérivations pointées ne
pouvant se retrouver a plus d'un exemplaire sur une méme branche (R(®, lorsque g(R) n’est
pas accessible & partir de d(R,i)), ou de la derniére dérivation R du nom du paramétre,
a condition que le parameétre (de rang formel 1) pg soit borné, au moins sur Lg(d(Ry,1)),

ol Rgi) est I'avant-derniére lettre du nom du paramétre.

Soit R4+ 'ensemble des régles pointées de la forme R®)_ telles que g(R) ne soit pas
accessibles & partir de d(R, k). Ces régles pointées sont exactement celles qui ne peuvent
pas “boucler”; en ce sens que le k-éme sous-arbre d’un sommet étiqueté R ne peut contenir
de sommet étiqueté R. Soit G la grammaire obtenue en appliquant le lemme de marquage
supérieur & cet ensemble de régles R,;. Nous allons montrer que, dans Gy, I'écart entre
rang formel et rang minimal pour les paramétres G-Q-comptables élémentaires est inférieur

ou égal & 1.

Soit en effet W € R;R un nom de parametre G-Q-comptable élémentaire de rang
minimal 1 ou plus. Posons W = WoR\™W W, ... Wy, 1RUWWLR', ot R € RY et W; €

i
(Rp — Rp+)*. Notons encore n; = |W;|: le rang minimal de py est donc, d’aprés la propo-
sition (2.26), 1 +ny + -+ + ng ou ny + - - - + ng, suivant que R’ participe ou non au rang

minimal.

Puisque pyy est supposé non borné, il n’est pas identiquement nul, et donc il existe un

arbre de dérivation de G' qui contient une chaine de type W. Par construction de Ry,

(di)

la régle R, ne peut apparaitre qu'une fois dans le type d’une chaine de sommets d’'un

arbre de dérivation, et par conséquent, si R(?) est une dérivation pointée qui apparait dans

W aprés Rl(di), aucune chaine de type R(YR; ne peut exister. De méme, si R(9) apparait

(di)

(3

dérivation A de G, les chaines (s1,... ,s,) de type W' = WoW7y ... Wi R' qui sont des sous-

dans W avant Rz(di), aucune chaine de type R; 'R ne peut exister. Donc, dans un arbre de
chaines d’une chaine de type W, sont exactement celles dont le dernier sommet s, se trouve
dans le d;-éme sous-arbre d’un sommet étiqueté R;, pour chaque i < k. Ces chaines sont
comptées, dans G'1, par un parameétre (Q-comptable de rang [W'| = 143", n;, ce qui assure

que, dans G, I'écart entre rang minimal et rang formel des paramétres G-Q-comptables
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non bornés est au plus de 1.
Appliquons maintenant & la grammaire G le lemme de marquage inférieur, en prenant

comme ensemble de regles R,
Ry ={ReR :3U € N',pg est borné sur Lg, (U)}
Nous prenons, comme entier m pour le lemme de marquage inférieur,
m =1+ max {pr(w) : w € Lg(U),pr est borné sur Lg(U)}.

Soit G' la grammaire ainsi obtenue.

Tout paramétre G1-@Q-comptable élémentaire de rang n dont la derniére dérivation ne
compte pas dans le rang minimal (d’aprés la proposition (2.26)), a, en tant que paramétre
G’-Q-comptable, un rang au plus n — 1. Etant donné que, pour chaque nom de paramétre
élémentaire de G’ qui intervient dans la décomposition d'un parameétre G-Q-comptable,
seule la derniére lettre peut étre source d’écart entre rang formel et rang minimal, il est
donc clair que tous ces paramétres ont, dans G', un rang formel égal & leur rang minimal.

La grammaire G’ remplit donc les conditions exigées. O

Ce théoréme permet de justifier la supposition faite dans I'exemple présenté section
3.1: si un paramétre est de rang minimal 1, il est possible de trouver une grammaire plus

fine dans laquelle il est de rang formel 1.

Remarque. Rien n’indique que tous les paramétres G'-Q-comptables aient un rang minimal
égal & leur rang formel; seuls ceux qui apparaissent dans la décomposition des paramétres
G-G-comptables sont tenus de vérifier une telle propriété.

Par ailleurs, remarquons que, pour chaque opération de changement de grammaire que
nous avons étudiée, il est possible de définir, le plus souvent sous forme récursive, la facon
dont un nom de paramétre de la grammaire de départ se transforme dans la nouvelle
grammaire.

Enfin, notons que les constructions décrites dans les deux lemmes de marquage ont
tendance & augmenter grandement la complexité des grammaires, le nombre de symboles

et de régles de dérivation pouvant exploser rapidement.

L’intérét du théoréme 3.13 est principalement théorique. Il serait tentant de 'utiliser
pour déterminer si un paramétre est (Q-comptable dans une grammaire donnée (voir les
commentaires sur la proposition 2.26), mais la taille des grammaires construites augmente

trop vite pour que l'idée soit applicable en pratique.
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Toutefois, ce théoréme nous permet d’affirmer que les paramétres dont le rang minimal
est strictement inférieur au rang n’ont pas un comportement fondamentalement différent
de ceux pour lesquels le rang minimal est égal au rang. Cette remarque peut étre précieuse

pour démontrer des résultats négatifs, comme celui de la section 3.1.

3.3 (-grammaires et grammaires d’objets

Dans [36], Dutour définit la notion de grammaires d’objets isomorphes. Une grammaire
algébrique peut étre considérée comme un cas particulier de grammaire d’objets, et il semble

naturel de comparer les deux notions.

Dans le cas d’une grammaire n’ayant qu’un seul symbole non terminal, deux grammaires
sont isomorphes si, pour chaque entier n, elles ont toutes deux le méme nombre de régles
d’arité n; il est alors possible de décrire, par un simple réétiquetage des arbres de dérivation,
des bijections entre les familles d’objets engendrés. De plus, dans le cas de grammaires
n’ayant qu’'un seul symbole non terminal, Dutour montre que deux grammaires ayant
chacune au moins une régle d’arité au moins égale a 2 ont des itérées isomorphes. La notion

d’itération employée n’est pas trés différente de celle que nous avons définie précédemment.

Dans le cas des Q-grammaires, toutefois, ces résultats n’ont pas d’équivalents simples.

Considérons les deux grammaires G et G', engendrant toutes deux le langage de Dyck:

Q. Ri: D — e Q. Ri: D — ¢
| R,: D — aDbD Ry: D — DaDb

Ces deux grammaires ont chacune une régle d’arité 0 et une régle d’arité 2, mais il
est facile de montrer qu’elles ne sont pas (Q-équivalentes. Le tableau ci-dessous indique,

pour les mots de Dyck de longueur inférieure ou égale & 6, les valeurs des paramétres Q-

comptables de rang au plus 2 dans chacune des deux grammaires. Les parameétres Réd)Rl et

/(d . , . L, . . .
2( ) '1, pour d = 1,2, ne sont pas mentionnés, car ils s’écrivent systématiquement comme

combinaisons linéaires des autres parameétres (ainsi, p VR, = PR R, + PR,)-
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G aQ'

w B[R [RVR [RPR, | B | B, | RIVRy | R,
€ 110 0 0 1 0 0 0
ab 2 |1 0 0 9 1 0 0
aabb 3 2 1 0 3 9 0 1
abab 3 2 0 1 3 9 1 0
aaabbb | 4 | 3 3 0 4 3 0 3
aababb | 4 | 3 2 1 4 3 1 9
aabbab || 4 | 3 1 1 4 3 9 1
abaabb || 4 | 3 1 2 4 3 1 1
ababab || 4 | 3 0 3 4 3 3 0

Dans ce tableau, il est impossible d’obtenir la colonne correspondant au paramétre
PRpy comme combinaison linéaire & coefficients entiers positifs des colonnes correspon-
dant aux paramétres de la grammaire G; par conséquent, pRI2(1) R, n’est pas (J-comptable
dans G (tous les paramétres élémentaires des deux grammaires ayant un rang minimal égal
a leur rang, il est inutile de faire entrer les paramétres élémentaires de rang supérieur en
ligne de compte).

Notons qu’il serait possible, en permutant les mots de méme longueur entre eux, de faire
coincider les paramétres élémentaires des deux grammaires. Cette permutation (aaabbb
devient ababab, aababb devient aabbab, aabbab devient abaabb, abaabb devient aababb, et
ababab devient aaabbb pour les mots de longueur 6) correspond exactement & interpréter
les arbres de dérivation de G comme arbres de dérivation de G’ (aprés réétiquetage): il
n’est pas surprenant que cette transformation ne laisse pas inchangés les paramétres Q-
comptables, qui sont définis mot par mot, et non pas globalement “4 une bijection prés”.

En fait, il semble raisonnable de conjecturer que deux grammaires n’ayant chacune
qu'un symbole non terminal, et ayant, pour chaque 7, le méme nombre de régles d’arité n,

ne sont Q-équivalentes que si elles sont identiques (& un renommage des régles prés).

3.4 Conclusion

Nous avons pu montrer dans ce chapitre que la plupart des transformations élémentai-
res sur les grammaires se comportent bien du point de vue des paramétres (Q-comptables.
Ainsi, une grammaire est (Q-équivalente a sa forme 1-2, et, au pire, l'itération ne fait

qu’ajouter des parameétres (Q-comptables. Il est donc possible d’effectuer des modifications
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mineures dans la forme d’une grammaire, sans perte de parameétres (Q-comptables. D’un
point de vue pratique, de telles propriétés de stabilité sont confortables, comme nous le

verrons au chapitre 5.

D’un point de vue plus théorique, le théoréme de réduction du rang peut s’avérer
précieux. Nous en avons vu un exemple lorsqu’il s’est agi de prouver qu'un paramétre
donné ne pouvait étre (Q-comptable, lorsque le simple examen du rang minimal ne permet-

tait pas de conclure.

Il pourrait étre intéressant de savoir si les transformations de grammaires que nous
avons définies, suffisent pour obtenir toutes les grammaires plus fines que la grammaire de
départ; il est probable que non.

Une autre direction possible de recherche serait de déterminer quels sont, pour un lan-
gage donné, les paramétres qui sont (Q-comptables dans toute grammaire. Nous savons
déja que tout paramétre qui s’exprime comme combinaison linéaires des nombres d’oc-
currences des lettres, est (Q-comptable dans toute grammaire. Dans le cas du langage de
Dyck, il semble vraisemblable que le paramétre “aire de Carlitz”, ou une de ses variantes,
soit (Q-comptable dans toute grammaire.

Dans le méme registre, il serait intéressant de savoir s’il peut exister entre deux para-
meétres p et p’ des relations du type “p’ est Q-comptable dans toute grammaire ou p est
Q-comptable”. Un exemple serait, pour le langage de Dyck, de prouver que le paramétre
“somme des hauteurs des pics” est ()-comptable dans toute grammaire ot le paramétre

“nombre de pics” 'est.

Enfin, il pourrait étre intéressant, étant données deux grammaires, de savoir déterminer
s’il existe une grammaire plus fine que chacune d’elles. Dans ce domaine, les techniques
qui s’appliquent aux grammaires d’objets ne semblent pas pouvoir étre transposées. Une
question proche serait: étant donnés deux paramétres qui sont (Q-comptables dans des
grammaires différentes, existe-t-il une grammaire dans laquelle ces deux parameétres soient
Q-comptables? Nous avons vu Section 3.1 que ce n’est pas vrai dans le cas général; toutefois,
il semble que ce le soit pour toutes les grammaires issues d’une méme grammaire initiale

par les transformations décrites dans ce chapitre.
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Chapitre 4

Statistiques et asymptotiques

Dans certains cas, bien qu’il soit possible d’obtenir des formules exactes d’énumération

suivant certains paramétres pour une famille donnée d’objets combinatoires, une expression
. . . .. , .

asymptotique apporte des informations beaucoup plus lisibles qu’'une expression compor-

tant des sommations multiples.

Nous nous concentrons dans ce chapitre sur le lien entre (Q-comptabilité et deux aspects
essentiels de la combinatoire énumérative: le calcul de valeurs moyennes de paramétres,
et 'obtention d’expressions asymptotiques dans les problémes d’énumération. En parti-
culier, nous montrons que les séries de moments suivant un paramétre (J-comptable sont

algébriques.

On trouvera une description généraliste de techniques d’énumération asymptotique
dans les articles de Bender [9, 8], ainsi qu’une version multivariée dans ’article de Bender
et Richmond [10]. L’étude asymptotique du nombre de mots de longueur donnée d’un lan-
gage algébrique peut étre menée au moyen des techniques décrites par Flajolet et Sedgewick
dans [45]. Drmota [34, 35] et Flajolet et Sedgewick [46] ont montré que, sous des hypothéses
raisonnables, le nombre d’occurrences d’une lettre dans les mots de longueur n d’un langage
algébrique admet une distribution limite gaussienne, d’espérance et de variance proportion-
nelles & n. De tels résultats s’appliquent directement aux parameétres (J-comptables de rang
1. La détermination de lois limites pour des paramétres (J-comptables de rang supérieur
est beaucoup plus difficile. Prellberg [68] a montré que ’aire (paramétre de rang 2) des
polyominos parallélogrammes de périmeétre 2n admet une loi limite qui suit la distribution

d’Airy.
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4.1 Introduction et notations

Les questions d’ordre statistique relatives aux paramétres définis sur une famille A
d’objets combinatoires, sont essentiellement : quelle est la valeur moyenne de tel paramétre
p(w), lorsque w est un objet pris au hasard dans A7 Comment se répartissent les valeurs
de p(w)? Y a-t-il une corrélation entre les valeurs de p1(w) et celles de po(w)?

Avant tout, pour pouvoir parler d’objet pris “au hasard” dans A, il est indispensable de
définir une loi de probabilité sur A. En général, les familles d’objets considérées sont infinies
et dénombrables (mots d’un langage algébrique, différentes classes de polyominos ... ); il
n’existe pas sur de tels ensembles de lois de probabilités privilégiées, et en particulier pas
de lois uniformes. Pour que chaque objet ait la méme probabilité, il convient alors de se
ramener a des ensembles finis. C’est ce que nous faisons en étudiant la distribution de

parameétres (Q-comptables pour les mots de taille donnée.

Dans ce chapitre, nous manipulerons des séries formelles & un grand nombre de va-
riables. Si F' = F(q1,...,qx) est une série formelle des variables ¢i,... , g, le coefficient

de ¢7* ... q.* dans la série F' est noté

[y ... qzk]F.

Une opération trés utile est la projection m de Q[[q1, ... ,qr]] vers Q[q1,- .. ,qx]], avec
k" > k. Elle correspond & donner la valeur 1 a chacune des variables g1, ... ,qp . La série
ainsi obtenue sera simplement notée F'(qq,...,qx) = 7F(q1,... ,qx)-

Formellement, on a
@ FF (k) = Z e Z [t a1 (qu, - qi)-
ng4+1>0 ngr >0

La projection d’une série n’est définie que si la somme ci-dessus est une somme finie;

cette propriété sera toujours vraie dans les cas que nous étudierons.

4.2 Généralités

4.2.1 Distributions de paramétres

En général, il existe pour chaque classe d’objets au moins un paramétre “naturel”,
qui posséde la propriété que, pour chaque valeur possible du paramétre, il n’existe qu’'un
nombre fini d’objets pour lesquels le paramétre prend cette valeur. Nous appelons un tel

paramétre une taille.
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La longueur des mots d’'un langage sur un alphabet fini, le périmétre ou laire des
polyominos, sont des exemples de tailles. Le fait que I'un des paramétres suivant lesquels
on établit une série génératrice soit une taille, est une condition suffisante pour que cette
série génératrice ait un sens en tant que série formelle.

Dans un langage, il existe une taille plus naturelle que les autres: il s’agit de la longueur
des mots. Toutefois, dans le cadre de la combinatoire énumérative, les mots sont souvent
un moyen de coder d’autres objets, et il peut exister différents parameétres pouvant faire
office de taille pour une méme classe d’objets combinatoires — les plus classiques, pour des

objets comme les polyominos, étant 1’aire et le périmetre.

Soit D un ensemble d’objets, et soit D(q,... ,qx) sa série génératrice suivant k para-
métres Aq,..., ;. Le premier paramétre A; est supposé étre une taille.

Sur chaque partie finie de D, comme par exemple chaque ensemble
Dy,—p ={w € D, \i(w) =n}

il existe une probabilité uniforme, et donc chaque paramétre ou famille de paramétres a
sur chaque D),—, une loi de distribution; par conséquent, parler de valeurs moyennes, de
variance, de corrélation entre deux paramétres a un sens, dés lors que 1'on s’est restreint a
une partie finie de D.

Nous nous bornerons donc, dans le cas général, a parler de valeur moyenne, ou de
“loi”, d'un paramétre, connaissant la valeur d’un autre parameétre faisant office de taille.
L’absence de loi de probabilité privilégiée sur D nous interdira toutefois de parler de
probabilités conditionnelles, bien que nous en utilisions & 'occasion les notations. Ainsi, la

notation
P(A|\ =n)

désigne la probabilité que I’événement A se produise lorsqu’un objet est pris aléatoirement
et de maniére uniforme parmi ceux qui vérifient A\ (w) = n.

De méme, nous utiliserons la notation
E(MA =n)

pour désigner 'espérance de \(w), lorsque 'objet w est pris aléatoirement et de maniére

uniforme parmi ceux qui vérifient A\; (w) = n.

Les coefficients de la série D et de ses projections obtenues en fixant une ou plusieurs

de ses variables & 1, contiennent toute l'information souhaitable sur ces lois conjointes.
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Plus précisément, la probabilité pour un objet w de D, de taille A\;(w) = n, d’avoir pour
ses parameétres (A;)2<i<y les valeurs (n;)a<;<g, est

nz‘

[a¥a5? - ;"] D(qy,--. ,ar)
[Q?]D((h)

De maniére plus générale, nous pouvons choisir une sous-famille ()\;);c; de parameétres

(1) P(/\2:n2,...,/\k:nk|/\1:n):

fixés (avec la condition que chaque partie Dy soit finie), et une sous-famille

ier=(ni)ier

(Aj)jes de parameétres “libres”. Les ensembles I et J doivent étre disjoints : si un paramétre

est fixé, il est inutile d’étudier sa répartition. Nous pouvons alors étudier la répartition des

paramétres (\;);cs. En posant (qi)gg})iel =TIlcr 4, on a:
[(Qj)g-ré’}jEJ(qi)EZ?)ie’} D (i, q5)
(2) P()\j:TLj,jEJP\i:ni,iEI): .

[(qz')z('giz)iel] D (q;)

Dans la plupart des cas, le calcul de coefficients de séries & un grand nombre de variables
est trop complexe pour étre mené a bien, et ne donne pas de résultats “lisibles”. On peut
alors se contenter d’obtenir, pour un parameétre donné, sa moyenne, voire sa variance, et
pour deux parameétres, leur covariance.

Les opérations essentielles pour le calcul de paramétres moyens sont 1’extraction de

coefficients d’une série génératrice, et la différentiation suivant une variable.

4.2.2 Différentiation

Soit F' = F(qu,...,qr) la série génératrice, suivant k parameétres Aj,... ,\;, d'un
ensemble d’objets noté également F'.
En dérivant formellement, par rapport & la variable g;, puis en multipliant par ¢;, la

définition de la série

Fla,....ae) = > "™ g+,

weF
on obtient
0
(3) Qia—ti((h,... 7Qk) = Z )\l(w)qi\l(w)qgk(w)
weF

Cette nouvelle série peut étre interprétée comme la série génératrice de F' avec comme
valuation, pour chaque objet w, v(w) = X\;j(w)vg(w), si vo(w) est la valuation initiale. C’est
également la série génératrice, suivant les mémes parameétres, d’un nouvel ensemble d’objets

F', obtenu en remplacant chaque objet w par \;(w) copies de lui-méme. Si le paramétre
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A\; compte des éléments distincts de w, cela correspond, pour obtenir F’, & distinguer de
toutes les fagons possibles I'un de ces éléments: ainsi, si par exemple F' est ’ensemble des
chemins de Dyck, et )\; le paramétre “nombre de pics”, F' est I’ensemble des chemins de

Dyck (non vides) dont un pic a été distingué.
Définition 4.1. Soient qi,... ,q, des variables formelles. L’opérateur A, est défini sur
lalgebre de séries formelles Q][q1, ... ,qn]] par

oF
(4) Ati(QIa--' aQn) = qla_(qla 7Qn)

)

Notation 4.2. Lorsqu’il sera nécessaire de composer les opérateurs A, nous noterons de

maniére générale,

A(Iu%k = A(hl ©---0 Aqlk *

Les opérateurs A, commutent entre eux, et sont des dérivations sur I’algébre de séries
formelles Q[[q1, ... ,qn]]. Leur interprétation sur les séries génératrices est donnée par la
proposition suivante :

Proposition 4.3. Lorsque F(q1,... ,qi) est la série génératrice de F suivant la valuation

(w) (w) .. Fest la série génératrice de F' avec valuation

A .
N , la série A‘Iil---%

A
vo(w) = Q11

v(w) = | [T X (w) | vo(w).
j=1

Preuve. La proposition est immeédiatement prouvée par récurrence sur m, chaque applica-

tion de A, multipliant la valuation de chaque objet w par \;j(w). [l

La proposition 4.3 permet de comprendre pourquoi il est avantageux de considérer
comme opérateurs, A, = Qia%, plutot que a%,: I'utilisation de ces derniers compliquerait
I'interprétation des composées de tels opérateurs. Avec deux variables ¢; et ¢o, comptant

respectivement des paramétres Ay et \s,

[0 a5 (Ag)* Flar.q2) = 0% [q" a5 F(q1, g2),
k
01 45°] <—a§2> Fla,@2) = (n2+1)...(n2+k) [Q?IQSM} F(q1,q2)-

Ainsi, la premiére forme, plus simple, est préférable.

Cette proposition se traduit, en termes de coefficients de séries, de la maniére suivante :



98 CHAPITRE 4. STATISTIQUES ET ASYMPTOTIQUES

Proposition 4.4. Soit F(q1,...,q,) la série génératrice de F suivant les parameétres

AL, .voy An. Alors, pour tout paramétre A = )\?11 e )\Zi’“, la moyenne de X sur Fy,—, est

L [@MAR AR F (g, 1)
(5) EA(w)[A1(w) =m) = (a1 :

Preuve. 11 est clair, d’aprés la proposition (4.3), que l'on a

(6) [aAS A F(qr, 1.1 = Y Aw).
weF)\1=m
Puisque le coefficient [¢]"]F(¢1,1,...,1) est exactement le cardinal de F),—,, nous

obtenons directement
VA A?:“F(ql, 1...,1)
[q7"|F(q1,1,...,1)

— Z AMw)P(w| A1 (w) =m),

weFA1=m

qui donne bien 'espérance du paramétre \. O

Dans la pratique, il est fréquent de fixer & 1 toutes les variables formelles d’énumération,
sauf la premiére, qui compte la taille des objets. Nous noterons 7 la projection de I'algébre
de séries formelles Q[[q1, ... , qx]] dans Q[[q1]]!; pour chaque opérateur A obtenu en com-
posant des opérateurs A,,;, nous noterons A’ = 7o A. Dans le cadre des )-grammaires, les
relations que nous obtiendrons en associant opérateurs A et substitutions de variables se

simplifieront nettement en remplacant 'opérateur A par A’

Définition 4.5. Lorsque U(qy, ... ,q,) est la série génératrice d’un langage L suivant des
parmeétres \q,. .. , A, la série AL(U) est appelée série de moments du langage L suivant le

parameétre \;.

4.2.3 Calculs asymptotiques

Il est particuliérement instructif de s’intéresser au comportement de la valeur moyenne
d’un paramétre pour les objets de taille n, lorsque n tend vers 4o00; c’est le principe de

I’analyse asymptotique de paramétres.

En général, on cherche pour les coefficients a,, d'une série génératrice, un développement

asymptotique dans I’échelle des fonctions

(7) Hﬂvo(n) = ,unn_e.

1. w n’est pas définie pour toutes les séries formelles, mais seulement sur une sous-algébre qui contient
les séries génératrices pour lesquelles g; compte une taille.
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Dans la pratique, on cherche un développement de la forme
(8) an = 1" P(1/n) + O(u"n "),

oit P(z) = Cha? 4+ -+ Cpa%, avec 6 < ... < 6 < 6 (P n’est pas forcément un polynome,

les exposants 0; n’étant généralement pas entiers).

La régle de Cauchy-Hadamard permet d’affirmer que, lorsqu’un tel développement
existe, 1/ est le rayon de convergence de la série génératrice. Cette série ayant des coeffi-
cients positifs, 1/ en est alors une singularité dominante. De plus, si la série est algébrique,
i est forcément un nombre algébrique, et les exposants #; sont rationnels |57, 40].

Une variante relativement fréquente de cette forme consiste & séparer les coefficients
suivant différentes progressions arithmétiques. Ainsi, lorsque la série f(x) peut s’écrire
f(x) = g(2?) pour une autre série g, seuls les coefficients d’indice pair de f peuvent vérifier
une relation de la forme (8); les coefficients d’indice impair sont évidemment nuls. Le plus
souvent, toutefois, de telles propriétés sont détectées & ’avance, et la série génératrice
considérée est g(x) plutot que f(x). Ainsi, la série génératrice habituellement considérée
pour les mots de Dyck est f(xz) = ) Cpa", ot le n-iéme nombre de Catalan C,, est le

nombre de mots de Dyck de longueur 2n.

En utilisant la proposition (4.3), le calcul asymptotique de la valeur moyenne d’un
paramétre sur les objets de taille n, lorsque n tend vers +oo, se raméne en fait au calcul
de développements asymptotiques pour les coefficients de deux séries: la série génératrice
D(q1) suivant la taille, et une série (A7, D)(q1). Le quotient de ces deux développements
asymptotiques, donnera le comportement de la valeur moyenne lorsque n tend vers +occ.

Un avantage de l’échelle de développements asymptotiques de la forme (8) est qu’un
quotient de deux telles expressions se présente sous une forme semblable. Dans le cas de
calcul de valeurs moyennes de paramétres, ceci permet d’obtenir des expressions asympto-
tiques simples pour ces valeurs moyennes.

Sous certaines conditions, le comportement asymptotique des coefficients d’une série &
une seule variable, peut étre décrit assez précisément en examinant les singularités de la
fonction analytique définie par cette série (voir par exemple [45]).

La recherche d’expressions asymptotiques pour les coefficients d’une série génératrice

peut généralement étre résumée ainsi:

— Déterminer les singularités dominantes (de plus petit module) de la série. Lorsque
les coefficients de la série sont positifs, I'une au moins de ces singularités est réelle

positive; trés souvent, on obtient une singularité dominante unique p.
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— Déterminer un développement asymptotique de la série au voisinage de la singularité
dominante; pour des séries algébriques, on obtient une expression de la forme F(z) =

Fo+C.(p—2)*+o0((p—x)*), ol a est un nombre rationnel.

— A partir d’une telle expression, il est généralement possible d’écrire automatiquement

le développement de a,.

Ce processus est automatisé dans le logiciel Ay (1uo) [42, 43], congu pour 'analyse
en moyenne de structures décomposables, dont les langages algébriques sont un cas parti-
culier. Ce logiciel permet donc, dans le cadre des paramétres (Q-comptables, de traiter les

paramétres de rang 1.

Recherche de singularités : développements de Puiseux

Nous donnons ici un apercu de la méthode du polygone de Newton utilisée pour obtenir
le développement de Puiseux d’une série algébrique d’une variable. On trouvera une des-

cription plus compléte dans I'ouvrage de Dieudonné [33].

Nous nous plagons dans le cas ot la série F'(x) dont nous recherchons les singularités est

algébrique, et ne dépend que d’une seule variable z. Elle est donc solution d’une équation
(9) P(z,F(z)) =0

ou P(x,y) est un polynome.

Le théoréme des fonctions implicites prévoit qu’au voisinage de tout point (z,yo) tel
que P(xg,yo) = 0, 'équation (9) admet une solution analytique dés que [%P({L'o, yo) # 0.
Par conséquent, pour que la série F' ait une singularité en xy, il faut que (xo,yo) soit

solution de

(10) {0 = P(z,y)
7y

0 = ey

Q

Pour rechercher la (ou les) singularités dominantes, il faut chercher, parmi les solutions
de (10), celles qui ont une coordonnée x de module minimal et qui correspondent & une
singularité d’une branche analytique & l'origine de la solution de (9). Cette partie du
probléme ne peut étre résolue de maniére automatique dans le cas général; toutefois, dans
le cas de séries génératrices (qui ne font intervenir que des coefficients positifs ou nuls),
I'une au moins des singularités dominantes est assurée d’étre un nombre réel positif, ce qui

peut aider a éliminer les “fausses” solutions.
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Par un changement de variables de la forme

x = m—h,

{F = w-f

on se raméne & chercher une solution au voisinage de (0,0) de 1’équation
(11) P(zo —h,yo — f) = 0.

Le fait que la solution recherchée soit une série génératrice permet de ne prendre en
compte que des solutions pour h > 0 et f > 0, car la fonction F'(x) est forcément croissante
sur [0, zg].

L’équation (11) se développe sous la forme

k
(12) 0= eh®fhi,
i=1

ot les coefficients ¢; sont non nuls, et les exposants «; et 3;, entiers positifs, ne peuvent étre
nuls simultanément. En factorisant cette équation par h® f%0 on peut également supposer
que 'un au moins des exposants «; est nul, ainsi que I'un des exposants [3;.

Plagons dans le plan les points (A4;)1<i<x de coordonnées respectives (c;, ;). Supposons
que les indices sont ordonnés de telle sorte que Ap est le point le plus bas sur 'axe a = 0
(g = 0 et By < f; pour tout 7 tel que o; = 0), A, est le point le plus & gauche sur
l'axe B =0 (8, = 0 et o, < ; pour tout i tel que §; = 0), et le parcours dans le sens
trigonométrique de I'enveloppe convexe du nuage de points (4;)1<j<y., entre A; et A,, passe
par les points Aj,... , A, 1. Cette ligne polygonale (Ai,... ,A,) est appelée polygone de
Newton de I’équation (11).

Pour chaque segment de ce polygone de Newton, on obtient, en ne conservant de (12)
que les termes qui correspondent a des points situés sur ce segment (le plus souvent, il n’y
a que 2 tels points pour chaque segment), une équation approchée dont la résolution donne
le premier terme d’un développement asymptotique d'une branche de la solution de (11),
a condition que ce développement soit compatible avec les hypothéses sur le signe de f et

h. La forme générale de ce développement asymptotique pour le segment [A;, A;], est
(13) f=Ch’ +o(h"),
ol p est le nombre rationnel solution de ’équation

@i + Pip = aj + fj.p.
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En théorie, le polygone de Newton peut donner un assez grand nombre de branches.
Dans la pratique, il est assez fréquent que ’équation (12) comporte un terme en k! f0 et un
terme en hYf2, auquel cas A; = (0,2), A2 = (1,0), et le polygone de Newton se réduit au

segment [A; A»]. On a alors une branche unique avec comportement f = C.h'/2 4 o(h'/?).

4.3 Un exemple de calcul de moyenne

Nous donnons ici un exemple de calcul de valeur moyenne de paramétre, en reprenant
I’étude de l'aire des chemins de Dyck. Bien que la série génératrice des chemins de Dyck
soit un exemple extrémement classique de série qu’il est possible de calculer explicitement
et dont les coefficients s’expriment simplement, tout le travail asymptotique peut étre fait
sans connaitre d’expressions exactes.

Les calculs qui suivent ne présentent aucune difficulté technique. Toutefois, la forme
des résultats peut étre généralisée a n’importe quel systéme de QQ-équations données par

une (Q-grammaire, comme nous le verrons par la suite.

La série génératrice des chemins de Dyck comptés suivant la demi-longueur (par z) et

Paire (par ¢q) vérifie 'équation :

(14) D(z,q) =1+ zqD(xq* q)D(z,q)

En remplagant ¢ par 1 dans cette équation, on retrouve I’équation algébrique satisfaite

par la série génératrice suivant la demie longueur seule:

(15) D(z) =1+ zD(x)>.

Les coeflicients de la série génératrice suivant la demi-longueur seule sont bien connus:
. _ 1 (2n
il s’agit des nombres de Catalan Cy, = =5 (n )

L’équation algébrique (15) s’écrit sous la forme implicite
P(z,D(x)) =0,

avec P(x,y) = 1 —y + xy>. Les singularités des fonctions solutions sont donc solutions du

systéme

oP

0= P(z,y) = (9_y(x7y)'
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Dans notre cas, ce systéme s’écrit
0=1—y+azy*=—1+2ay,

et a pour solution unique, (xg,y9) = (1/4,2). La branche de la solution de (15) qui nous in-
téresse doit étre analytique au voisinage de 0, et étre croissante sur [0, 1/4]; par conséquent,
nous pouvons écrire D(1/4 — h) = 2 —d(h), avec h > 0 et d(h) > 0: le développement
asymptotique de D(x) au voisinage de 1/4 nous sera donné par celui de d(h) au voisinage
de 0.

En écrivant P(1/4 — h,2 — d), nous obtenons & partir de (15),

1
(16) 0= Zdz’ — 4h + 4hd — hd®.

p ld]

A

2 ¢ d*/4 o —hd

FIG. 4.1: Polygone de Newton de I’équation d*/4 — 4h + 4hd — hd?

Le polygone de Newton de I'équation (16) se réduit au segment a+3/2 =1,a > 0,5 >
0 (voir figure 4.1), ce qui nous donne immédiatement le développement asymptotique de
d(h):

d=4n? 1o (hl/Z) .

Le développement asymptotique de la série D(z) au voisinage de sa singularité domi-

nante? est par conséquent,

D(x):2—4\/i—x+o<\/i—x> =2-2V1—4dz+o(V1—4x).

2. Bien entendu, un tel développement ett été plus simple & obtenir a partir de la formule close D(z) =

(1 — vI=1z) /22,
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De cette expression, on déduit immédiatement une forme asymptotique des coefficients

de la série génératrice D(z):

4nn73/2
NG

Pour obtenir I'aire moyenne des chemins de Dyck de longueur 2n, il nous faut reprendre

Cp ~

I'équation (14), et dériver par rapport & ¢. En notant D,(z) = 0D/0x(z,q) et Dy(z) =

0D /0q(x,q) (la deuxiéme variable ¢ est implicite), nous obtenons:
(17)  Dy(x) = aD(x¢*)D(x) + 2qD(x) (Dy(x¢?) + 20q Dy (2q%)) + 2¢D(2q%) Dy ().

Lorsque ¢ = 1, D,(x,q) devient la dérivée de la série génératrice & une seule variable
D(z) = D(x,1); en dérivant (15), il vient:

D'(z) = D*)+ 2xD(z)D'(z)
D?(z)
1—2zD(z)

Par conséquent, (17) devient pour g = 1,

2 T
Dt = 1) 20t (D) + 20y )

+2D(z,1)Dy(z, 1)

xD?(z,1) 22”D(z, 1)
1 —2zD(z,1) (1 —2zD(x,1))?
rD?(2,1)

(1 —2zD(x,1))*

Remarquons que Dy(z, 1), tout comme D,(z, 1), peut s’écrire comme une fraction ra-
tionnelle en = et D(x,1). Ce n’est pas le cas de la série & deux variables D,(x,q). En
connaissant le développement asymptotique de D(z,1) au voisinage de = 1/4, on en
déduit donc celui de Dy(z,1):

1
1—4x°

(18) DCI(xvl) ~

On en déduit immédiatement une expression asymptotique pour les coefficients de
D,(z,1) (a savoir, ["]Dy(z) ~ 4"), et surtout un équivalent de l’aire moyenne A,, des

chemins de Dyck de longueur 2n:

(19) A,y ~ 0
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Bien entendu, en acceptant d’utiliser la forme exacte de D(x, 1), et en posant J(x) =
1—-22D(z,1) = /1 — 4z, on peut aisément exprimer D, (x,1) et Dy(x,1) comme fractions

rationnelles en J :

(20 Dife) = FT
1) D)) = T

ce qui permet d’obtenir une expression exacte pour les coefficients de Dy(x,1):

Dy(z,1) =Y (4" — (2n+ 1)Cy) a".
n>0

On retrouve ici le résultat de Chottin et Cori [20] (ajouter (2n + 1)C), pour obtenir 4",
correspondrait & surélever de 1 chacun des 2n + 1 sommets des chemins, ce qui revient a

compter les ordonnées & partir de 1 et non 0).

Nous pouvons pousser plus loin les calculs portant sur laire, afin d’obtenir également la
variance de laire des chemins de Dyck de longueur 2n. En utilisant les opérateurs A et A/
définis en 4.2.2, le moment d’ordre 2 de I'aire est donné par les coefficients de (Aj, D)(x).

L’équation (17) peut se réécrire en:

(22)
(AgD)(z,q) = xq(q+ 1)D(z,q)D(zq*, q) + zqD(z, q) (AD)(2¢°, @) + (AxD)(z¢”, q))

Appliquer A, a cette equation fait apparaitre les séries Ay, D(), Age D(2q?), AyyD(2)
et AygD(z¢?). En fixant ¢ = 1, nous n’avons plus que A/, D(z) et Al D(x). Nous de-
vons donc également calculer ces séries, de la méme maniére que fait précédemment pour
ALD(z) = Dy().

Pour calculer A}, D(z) et Al D(x), il suffit en fait de travailler avec des séries a une
variable, en appliquant A, aux équations donnant A} D(z) et A} D(x), respectivement.
Pour obtenir A;qD(x), en revanche, il est indispensable de conserver la variable ¢ et de ne
la faire disparaitre qu’a la derniére étape du calcul.

Une fois de plus, la deuxiéme variable ¢ est implicite dans les expressions qui suivent.

F désigne F(z,q); F(xq) désigne F(zq,q), et F(xq?) représente F(xq?, q). Les équations
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obtenues sont :

AL,D(z) = zD*z)+4zD(z)ALD(x) + 2z (A, D(2))’ + 22D (z) A, D(x)
rD?(x) + 42D (z)A!,D(z)
1 —2xD(z) ’
AL D(z) = xD?*(x) 4+ 4xD(x)Al,D(z) + 20 D(x) AL D(z) + 204, D (x) Ay D(x)
+25DA}, D(x) 4 2z (A, D(x)) + 22D(z) A, D(x)
mD(gc) (D(x) 4 4A,D(x) 4 27!, D(x)) 4+ 24, D(z) (A, D(x) + Al D(x))
1 —2xD(x) ’
AyD = 2q(D.D(z¢?) + AyD.D(xq*) + D.A D(2¢*) + 2D.A,D(2¢?)
+A,D.D(x¢?) + AyyD.D(z¢*) + AyD.A,D(2q*) + 2A,D.A, D (xq?)
+D.A D (2¢?) + AyD.AyD(2¢%) + D.AyyD(2q*) + 2D.AyyD(2¢?)

+2D.A;D(2¢?%) + 20,D.AyD(2¢°) + 2D.AyyD(26%) + 4D. Ay D(2¢7)) -

La derniére équation se simplifie quelque peu lorsque 'on fixe ¢ = 1, et donne:

D. (D +4A,D +4A}D + 4A}, D +4A}, D) + 2A]D. (A} D + 2A!,D)
1—2xD '

! _
Aqu =z

Une fois de plus, en posant J(z) = 1 — 2zD(x), les trois séries que nous venons de

calculer s’expriment comme fractions rationnelles en J :

1-J)(142J—J?
(23) AL, D :%,

1-J)(14+J—J?
(24) A’qu :%’

1-J)(542J—5J2
(25) Ay D = U=,

L’équation (25) nous permettrait d’obtenir une expression exacte pour les coefficients
de Aﬁqu(x), et, partant, pour le moment d’ordre 2 de l’aire des chemins de Dyck de

longueur 2n. Nous nous contenterons d’une version asymptotique:

(26) AD() ~ S(1—42)7",
(27) (2" AyyD(z) ~ %4%3/2.

Par conséquent, 1’écart-type o, de l'aire des chemins de Dyck de longueur 2n, est

asymptotiquement,

(28) Op ~ 1N
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L’écart-type du paramétre aire est donc du méme ordre de grandeur que ’espérance
du paramétre lui-méme. En conséquence, ce paramétre ne peut avoir, aprés normalisation
(A* = (A — up)/on), une loi limite gaussienne, puisque le support de A* reste borné

inférieurement.

4.4 Opérateurs A et substitutions de variables

La série génératrice d'un langage algébrique suivant les différents paramétres ()-comp-
tables d’'une (J-grammaire, ne nous est a priori connue que par I'intermédiaire d’un systéme
de Q-équations faisant intervenir des substitutions de variables o.

Lors du calcul précédent, nous avons pu voir que tout se résume a appliquer des opé-
rateurs A ou A’ & des équations faisant intervenir des substitutions de variables (dans le
cas de I'aire des chemins de Dyck, la seule substitution est o, ,,2). L’ensemble des calculs

est simplifié lorsque 1'on remarque que, pour une série F'(z,q) quelconque,
(A:v °© Uw(—arq2) F = (O_$<—.rq2 ° Aw) F
(Aq o agg%xqz) F = (ax%xqz o Aq) F+2 (agg%xqz o AQC) F.
Il est donc naturel d’examiner en toute généralité quels sont les liens possibles entre

les opérateurs o et les opérateurs A, et les conséquences que nous pouvons en tirer sur les

statistiques de paramétres (Q-comptables.
Lemme 4.6. Soient qi, ... ,q, des variables formelles. Notons o;j = 04« q;q; (pour 1 <
i<j<mn). On a alors:

- sik#73, Ay eto;; commutent;

- Ajoij = 0ijAj +0ij Ay

Preuve. 11 est clair que, pour n’importe quelle série formelle U = U(qy, ... ,qy), lorsque k
est distinct de 7 et de j, Ay, 05 ;U = 0; ;A4 U. Il reste & examiner les cas k =i et k = j.

Lorsque k = 1, le calcul est trés simple:

0 0
a_qia'z’,jU = 8_qu(q1’ y4i—1,49i45,qi+1, - - - 7qn)
oU

= Qja_%(ql,---  Qim159idj> Git1s - -+ 5 dn)

0
AgoiU = Qia_qai,iU

oU
= Qina_q_(QIa--- s Qi-1,49iG5, Qi1 - - - > qn)
(3

= 0iilgU
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Dans le cas ot k = j, on obtient:

0 0 )
a—qjo'z',jU = % (g1, qi-1,4i9J, Gi+1s - - - 1 qn)
oUu oU
= %(qu yQi—15 995, Qi+1, - - - ,qn) +Qz%(qlv y 4i—1,49i45, di+1, - - - ,Qn)
j (2
ou ) ou
Agoi;U = Qja_q(QIa--- 2 Qi 1,190, Git1s - -+ »Gn) +quja_q(QIa--- 2 Qijs - -+ > qn)
] 1
= 0ijAuU +0i;A,U

0

Le résultat du lemme (4.6) peut également s’écrire sous forme matricielle, & condition
de définir quelques notations.
Notons A le vecteur-ligne d’opérateurs (A,,,...,A,,). Le produit d'un vecteur-ligne

avec une matrice de substitution de variables se fait de la maniére usuelle, de telle sorte

que
1 11
(Aq17 AQ27 AQ3) 0 1 2 = (Aq17 Ath + AQ27 AQ1 + 2AQ2 + Aq?))'
0 01
Enfin, si F' est une série formelle, o une substitution de variables, X = (A1,...,A,) un
vecteur-ligne d’opérateurs, et (Ut,...,U,) un vecteur-ligne de séries formelles, les calculs

suivants se distribuent composante par composante :

AU) = (AU),...,Ax(0));
o(Ui,...,Up) = (o(U1),...,0Uy)).

Alors, le lemme (4.6) peut s’exprimer de la maniére suivante:
— —
K (035(0)) = (050 K) (U).

Cette formulation est en fait valable quelle que soit la substitution de variables o. En
effet, toute matrice triangulaire supérieure, & coefficients entiers positifs, ne présentant que
des 1 sur sa diagonale, peut s’écrire comme produit de matrices de la forme M; ;; ou, ce
qui revient au méme, toute substitution de variables peut s’écrire comme composée de
substitutions de la forme o; ;. Le lemme (4.6) s’étend alors, par récurrence, a n’importe

quelle substitution de variables:

Proposition 4.7. Soit o une substitution de variables, représentée par la matrice M. Alors

(29) X.(oU) =0 ((K.M) (U))
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Il est peut-étre plus simple d’exprimer ce résultat en fonction des coefficients de la

matrice: si M = (aij);; j<,, V'équation (29) s’écrit

J
(30) Ay, (oU) =0 (Z am-Aqu> :

i=1

Pour obtenir des résultats statistiques, nous devons restreindre nos séries génératrices
& une seule variable, ce qui se fait par 'intermédiaire de 'opérateur de projection 7. Nous
devons donc donner de la proposition (4.7) une version ne concernant que les opérateurs

A

Remarquons que, pour toute substitution de variables o, on a moo = 7. Cette remarque

nous donne ’équivalent de la proposition (4.7) pour les opérateurs A’:

Proposition 4.8. Soit o une substitution de variables, représentée par la matrice M. No-

tons, pour une série formelle F = F(q1,... ,qn), y le vecteur-ligne (A, ... ,Ay). Alors
— —
(31) Al(o(F)) = (A’.M) (F)

Preuve. L’équation (31) s’obtient directement & partir de (29) en appliquant 7 de part et
d’autre. 0

Exemple 4.9. Considérons une série formelle F'(z,y,z), et la substitution de variables

O = Oy gyyy:?, T€présentée par la matrice

1 10

M={01 2

0 01

La proposition (4.8) implique:

(ALoo) (F) = AL(F)+2A!(F)
(ALoo) (F) = A(F)+AL(F)

(Aboo) (F) = AL(F)

d
= w2 (n(F))

Remarque. La relation mo o = 7, qui permet d’obtenir la proposition (4.8), est également

vraie si m n’est pas la projection dans Q[[¢q1]], mais dans Q[[g1,... ,qy]], & condition que
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les substitutions o considérées, lorsqu’elles sont réduites aux variables qi,... ,q,, soient
I'identité. Dans le cadre des substitutions apparaissant dans le systéme de ()-équations
d’'une Q-grammaire, c’est le cas lorsque les variables formelles ¢y, ... , gy comptent toutes
des paramétres de rang 1.

Chaque fois qu’une telle relation est vraie, la proposition (4.8) I'est aussi.

La proposition (4.8) exprime A} o comme combinaison linéaire des A (i < j), les
coefficients étant ceux de la j-éme colonne de la matrice M, . Ainsi, le coefficient de A’xj
est toujours 1.

Dans la pratique, la proposition (4.8), plus simple que (4.7), sera la plus utile; la
proposition (4.7) est toutefois indispensable lorsqu’il s’agit de différencier plus d’une fois

(pour un calcul de moment d’ordre 2 par exemple).

4.5 Moyennes de paramétres ()-comptables

Nous en venons maintenant & I’évaluation des valeurs moyennes de paramétres (Q-comp-

tables.

4.5.1 Cas général

Supposons donnée une @-grammaire G, d’axiome D1, & m symboles Dy, ... , Dy,. Cette
Q-grammaire nous fournit un systéme de m @-équations portant sur les séries génératrices
Di(q1,--. ,qn) des différents langages engendrés par la grammaire, suivant les n paramétres
Q-comptables A1,... , A\,.

Les n/ premiers paramétres Aq,..., A, sont supposés étre de rang 1, et m désignera
ici la projection de Q[[q1,... ,qy]] dans Q[[q1,... ,¢y]]. Ainsi, pour chaque symbole D;,
m(D;) est la série génératrice (algébrique) du langage Lg(D;) suivant les n' paramétres de
rang 1.

Pour chaque mot w € Dj, le n'-uplet (A1 (w), ... , Ay (w)) sera appelé composition de w;
cette composition nous servira de taille. Il est en effet fréquent que chacun des parameétres

de rang 1 compte une lettre de I'alphabet.

Pour obtenir la valeur moyenne du paramétre \; sur les mots de composition L =
(I1,... ,Inr), il nous faut comparer les coefficients de qil . qi{ﬁ' dans les séries m(D7) et
Af,(D1). Nous allons donc nous intéresser de prés a Ay (D).

Les m Q-équations peuvent, d’aprés le théoréme (2.36), étre présentées sous la forme

(32) 0= P ((gj)1<j<ns (Dj)1<j<ms (0%(Dj)1<k<pi<iom) -
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Rappelons que, si chaque oy (D;) est remplacé par Dj, et si chaque variable qui n’est
pas une des lettres de ’alphabet prend la valeur 1, ’équation redonne I'équation algébrique

fournie par la grammaire, que nous écrivons sous la forme
(33) 0= P ((¢j)1<j<n+ (Dj)1<j<m) -

En appliquant Ay, = qia%_ a l'équation (32), il vient

m

op P Ko opP
(34) O—Qia—qivLj;Aqi(D +ZZA% W

j=1k=1
En appliquant maintenant la projection m, cette équation devient
, & oP
(35) 0_w< .>+2Al < >+]ZlkZIA W<780k(Dj)>'

Ici, 7(P) doit étre interprété de la maniére suivante: chaque variable g; avec j > n’
est remplacée par 1, et chaque variable o,(D;) est remplacée par D; — ce qui correspond
bien a I'idée que chaque variable g; (pour i > n') vaut 1. Cette projection transforme les

polynoémes P; du Q-systéme, en les polyndmes P; du systéme algébrique de départ. On a

donc
OP & oP oP
36 T =]+ i =
ou P(q1,.-- ,qun,D1,...,Dyp,) est le polyndome du systéme algébrique de départ, dont est

issu (lors du passage aux Q-équations) le polynome P.

Or, la proposition (4.8) exprime chaque terme Aj (04 (D;)) de (35) comme combinaison
linéaire, a coefficients entiers positifs, de termes A’q[ (Dj), avec £ < i, le coefficient de
Af,(Dj) étant 1. Par conséquent, on peut réécrire (35) en regroupant d’une part les termes

faisant intervenir Aj , et d’autre part ceux faisant intervenir A} = avec i’ < i:
3

m  i—1

(37) 0—7T< >+Z +ZZB]Z qi, - "7qn’7D17"'7Dm)AIqi/(Dj)

j=li¢=1

Chaque Bj; est un polynome de ses n’ + m variables, & coefficients entiers, obtenu en

sommant tous les termes faisant intervenir A (D;).
1

Exemple 4.10. Reprenons I’'équation

(38) D(z,q) =1+ 2D(x,q)D(xq,q)
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correspondant & I’énumération des mots de Dyck suivant la demi-longueur (z) et laire de

Carlitz (g). La seule substitution de variables présente est o = 0, 4, et 'équation s’écrit

P(z,D,0(D)) =0,
avec P(x,q,y,y') =1 —y + zyy'. En appliquant Ay, I'équation (38) devient
0=—-A,D+zA,D.D+xD.(A,D+ A, D),
si bien que nous avons, pour cette équation,
By i(xz,D) = x.D.

La série A (D) peut alors étre calculée de la méme maniére que pour 'aire au para-

graphe 4.3.

Plus précisément, ’examen des équations (37) permet de montrer la proposition sui-

vante :

Proposition 4.11. Soit, pour 1 < j < m, D; = Dj(q1,... ,qn) la série génératrice

du langage Dj suivant les seuls paramétres de rang 1 (précédemment notée w(D;)). Notons

également P; = Pj(qu, ... ,qn, D1,... , D) le polynome correspondant a la j-éme équation

du systeme algébrique donné par la grammaire sur laquelle est basée la Q-grammaire G.
Soit également

op;
oD,

(39) J = det ( >
1<i<m,1<j<m
le jacobien du systéme algébrique.
Alors, si q = q;, est une variable formelle qui compte un paramétre de rang k, la série
formelle Al (D;) est de la forme

Nio,j(qla"' 7qn’7D17"' 7Dm)

(40) Al(D;) = b

ot Nj, ; est un polynome qui dépend de la Q-grammaire.

Preuve. Pour chaque entier £, 1 < £ < m, la Q-grammaire nous donne une équation,
caractérisée par un polyndme 154.

Les m équations (37) forment un systéme d’équations affines portant sur les séries
Ay, (Dj), dont les coefficients sont des polynomes en les variables ¢; (pour 1 < j < n’),

m(D;) (pour 1 < j < m). Le second membre de ces équations affines regroupe alors tous
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les termes faisant apparaitre A;i, (Dj) (pour 1 < j < m, et gy comptant un paramétre \;
dont le rang est strictement inférieur a celui de \;).

Il est alors remarquable que le coefficient de Ay, (D;) dans chaque équation, 0P;/0Dj,
ne dépende ni de 7, ni du systéme de ()-équations ou des substitutions oy, mais seulement
de j et du polynéme Py, qui est donné par la grammaire algébrique sous-jacente a la Q-
grammaire G. En d’autres termes, lorsque ¢ varie, seul le second membre du systéme affine
change, mais pas son déterminant.

Lorsque ¢ = ¢;, compte un paramétre de rang 1 (c’est-a-dire, lorsque i < n'), les
équations (37) s’écrivent :
op;
dq

(41) > oD, Ay(Dj) = —q
j=1

Le déterminant de ce systéme étant J, les formules de Cramer donnent directement la
forme (40).

Procédons par récurrence sur le rang du paramétre compté par ¢: supposons (40)
vraie pour tout paramétre de rang strictement inférieur & £, et soit ¢ = g;, une variable
comptant un parameétre de rang k. Les m équations (37) forment encore un systéme dont
le déterminant est J. Le second membre de ce systéme, fait intervenir des séries Ay, (D),
ol ¢ compte un paramétre de rang au plus & — 1, et par conséquent, par hypothése de
récurrence, ce second membre peut se mettre sous la forme d’une fraction rationnelle des
variables ¢1,... ,qy et D1,..., Dy, avec dénominateur J*~1. Dés lors, il est clair que les

formules de Cramer donnent (40). O

La proposition (4.11) a des conséquences importantes pour le calcul des singularités
des séries génératrices et, partant, des valeurs moyennes de paramétres (J-comptables. Le
comportement d’une série A;(Dj) au voisinage de ses singularités dominantes nous est en
effet donné par la comparaison des termes dominants de J* et de Niyj(D1,...,Dp).

Le numérateur dépend fortement du systéme de (Q-équations considérées. Il est dé-
terminé par les substitutions de variables employées dans le systéme, autant que par les
polynomes P, eux-mémes. En revanche, le dénominateur J* ne dépend que trés peu du
paramétre ()-comptable considéré : J est entiérement déterminé par le systéme d’équations
algébriques fournies par la grammaire sous-jacente & la (Q-grammaire, et k est le rang du
parameétre.

Par ailleurs, le jacobien J s’annule en chaque singularité des séries algébriques, et
son développement asymptotique au voisinage de ces singularités (ou tout au moins le

terme dominant) découle naturellement du développement de Puiseux cherché pour chaque
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série au voisinage de la singularité dominante — pour peu que les contributions liées aux
différents termes dominants ne se compensent pas, auquel cas il sera nécessaire d’obtenir

un développement asymptotique plus fin des différentes séries génératrices.

Dans le cas le plus fréquent, le corollaire suivant donne le comportement asymptotique

de paramétres (Q-comptables:

Corollaire 4.12. Supposons que la singularité dominante unique du systéme soit xy, et
que 'on ait pour J un équivalent de la forme J ~ K(xy — x)“.

Alors, si le numérateur N; j(D1,... ,Dy,) a une valeur finie non nulle en xq, la forme
asymptotique des coefficients de Ay, (Dj) est:

(42) [z"]A! (D;) ~ K'zy"n®* 1.

Preuve. Sous les hypothéses indiquées, la série A} (D;) a un équivalent de la forme K. (20—

z)7F et

-n, -1
Ty N

2" (xg — 2) % ~

Dans le cas le plus fréquent, o = 1/2, et les séries génératrices Dj(x) ont également
un développement asymptotique de la forme D;(x) = Dj o+ Kj(zo — z)*/2 + o(zq — z)1/2.

Nous avons alors le corollaire suivant :

Corollaire 4.13. Sous les hypothéses du corollaire précédent, et si de plus
Dj(x) = Djo + Kj(wo — 2)'/? + o(zo — 2)'/?,
alors la valeur moyenne A, d’un parameétre de rang k, parmi les mots de taille n, vérifie

A, ~ K’In(k+1)/2.

Ceci donne aux paramétres de rang 1 un comportement moyen linéaire, chaque rang au-
dessus de 1 multipliant I'ordre de grandeur de la valeur moyenne par y/n. Ce comportement
moyen est & comparer a 'ordre de grandeur maximal, qui est donné par le rang minimal
du paramétre : ainsi, il semblerait qu’'un paramétre (Q-comptable dont I'ordre de grandeur
mazimal est n® pour les mots de longueur n, ait tendance a avoir un ordre de grandeur

moyen de n(F+1)/2,
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4.5.2 Décomposition en paramétres élémentaires

Le calcul de statistiques sur les paramétres (Q-comptables est compatible avec leur
décomposition en combinaison linéaire de paramétres élémentaires. En effet, soit A un
paramétre, compté par une variable ¢, et qui s’écrit comme combinaison linéaire d’autres

paramétres :
AMw) = g A (w) + -+ + oAk (w), Yw € Dy U...U Dy,

Si chaque paramétre \; est compté par la variable ¢;, on a la méme relation entre les

séries :
(43) Ay (Dj) = a1y, (D) + - - - + arAy, (Dy)

Par conséquent, pour obtenir les séries Ag(Dj), nous pouvons nous contenter de les
calculer pour des variables qui comptent des paramétres élémentaires. Ainsi, on pourra
limiter le calcul des numérateurs N;, ; de la proposition 4.11 au cas ot la variable g;,

compte un paramétre élémentaire.

4.5.3 Série de moments suivant un parameétre élémentaire

Soit G une grammaire algébrique, et soit p = P pap) plag—1) o U paramétre élémen-
k k—1 it

taire®. Soit, pour £ =1,... ,k,

Pt="Ppan g,

(les parameétres p; sont tous les paramétres élémentaires qu'il est indispensable d’incorporer
4 une (Q-grammaire pour pouvoir obtenir p = pg).

Soient x1, ... ,x, des variables comptant des paramétres de rang 1, et ¢y, ... , q; des va-
riables supplémentaires, g, comptant le paramétre p, (techniquement, ¢; compte également
un paramétre de rang 1).

La projection 7 est ici la projection de Q|[x1,... ,Zn,q1,--. ,qx]] dans Q[[z1,... ,z,]],
et les opérateurs A’ sont définis en conséquence.

Nous nous intéressons au calcul de A} (Dj), pour chaque série génératrice D; d'un
langage engendré par la grammaire G.

Afin de pouvoir exprimer facilement cette série, nous avons besoin de quelques nota-

tions:

— 1 désigne 'indice du symbole gauche de la régle Ry;

3. Pour des raisons de notations, l'ordre des indices est ici inversé par rapport & notre habitude.
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— pour £ > 1, j; désigne 'indice du ag-éme symbole droit de la régle R, (j; n’est pas
défini);

— pour chaque régle R € R, Tg désigne le terme (monome) introduit dans I'une des
équations de la grammaire G, par la régle R (il s’agit du produit commutatif des

symboles et lettres présents au second membre de R);

— pour chaque régle pointée R ¢ Ry, si D est le i-éme symbole du membre droit de
R, T}I%J- = TR/D;

— M est la matrice jacobienne (OP;/0D;) du systéme d’équations de la grammaire;
— M; ; est la matrice M, privée de sa i-éme ligne et de sa j-éme colonne;
— J=det M, J;; = (—1)""J det M; ;.

Notons que J et les mineurs J; ; ne dépendent pas de la (-grammaire, mais seulement
Zv] Y
de la grammaire algébrique sous-jacente, de méme que les monomes Ty et T ;. Toutes
k)
ces expressions s’expriment comme polynomes en les variables x1,... ,x, et en les séries

génératrices algébriques D1, ... , Dp,.

Théoréme 4.14. La série Ay, (D;) est donnée par :
/ (_l)k / /
(44) B4 (Dj) = = Tr TRy 0y - - Thy o Sir o iz g - - - Jinvin i

Preuve. La preuve est par récurrence sur k.
Lorsque k = 1, la variable g1 n’apparait dans le systéme d’équations de la QQ-grammaire

que dans le monome Ty, , avec degré 1; par conséquent, le systéme d’équations (37) s’écrit :

0 = YPLBEAL(D)  (#0)
oP;
—Tg, = Z;nzl BD;-AIW(DJ')'

La résolution de ce systéme donne immédiatement

—Tr J; i
, I ? 7]
Ay, (Dy) = —Ratind,

Supposons maintenant la formule vraie pour k, et montrons qu’elle est également vraie
pour k+1. La variable g1 n’apparait dans le systéme d’équations de la Q-grammaire que

grace a la substitution de variables o¢, . ¢, 4., ,, €t ce, dans un seul terme (qui donne Tg, 1
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dans le systéme algébrique sous-jacent). Comme précédemment, le systéme (37) s’écrit

oP; .
0 = aDZ dk+1 (D]) (Z ?é Zk+1)
j—l J
" 0P,
] ' Tl Al
_TRk+1aak+1AQk(Djk+1) = aDJr Aqu( ])'
Jj=1

En résolvant, nous obtenons en utilisant I’hypothése de récurrence

— , I .
N (D) _ TRk+lvak+1AQk (DJ) T _
qk+1 J - J k4157
( k+1 k+1
= Jk+1 H TRl,al t—1,J1 'Jik+17j
qui termine la récurrence. [l

Remarque sur la forme de I’équation (44): La forme donnée précédemment pour
I’équation (44) montre que toutes les séries de moments suivant des parameétres (Q-comp-
tables s’expriment au moyen de m? mineurs et des termes Tx et T}Iz,a' En revanche, elle
n’est pas trés “parlante” lorsqu’il s’agit de I’appliquer & une série et un parameétre donnés.

Nous pouvons la réécrire en utilisant comme indices les symboles non terminaux :

— i la i-éme ligne de la matrice M correspond a I’équation définissant la série U, et
si la j-eéme colonne correspond & la différentiation suivant la série V', le mineur J; ;

peut étre noté Jyy;

— si U est le i-éme symbole du membre droit de la régle R, le terme TII%,i peut étre noté
!
R/U"
Avec ces notations, et en prenant comme paramétre élémentaire 4 P =DPpu_ gU-ip
1 k-1
notons V; le symbole du membre gauche de la régle R; (pour 1 < i < k), et U; le a;-éme
symbole du membre droit de R; (pour 1 <i < k —1). Le théoréme (4.14) s’exprime alors

sous la forme suivante:

]i:[l TR /U J‘/ian—l TRk JVk,Uk,1
J J '

AL (Uo) = (-1)F (

=1

Le théoréme (4.14) répond de maniére raisonnablement satisfaisante au probléme de

I’énumeération suivant la somme des valeurs d’un paramétre (Q-comptable: connaissant la,

4. L’ordre des indices est ici conforme & notre notation usuelle.



118 CHAPITRE 4. STATISTIQUES ET ASYMPTOTIQUES

décomposition de ce paramétre en combinaison linéaire de paramétres élémentaires, il est
relativement simple d’exprimer la série génératrice comme fraction rationnelle des séries
génératrices initiales, la fraction rationnelle faisant intervenir le jacobien J et des mineurs
de la matrice jacobienne du systéme.

Une autre conséquence intéressante de ce théoréme se situe au niveau des asympto-
tiques. Chaque paramétre élémentaire ne prenant que des valeurs positives, et les para-
meétres ()-comptables étant formés par combinaisons linéaires & coefficients positifs de ces
paramétres élémentaires, il n’y a pas a craindre que des contributions provenant de parame-
tres élémentaires se compensent. Dés lors, pour estimer la valeur moyenne d’un paramétre
Q-comptable, il nous suffit de faire le méme travail pour chaque paramétre élémentaire
apparaissant dans sa décomposition.

Dans la pratique, il devient possible de calculer le développement asymptotique de
n’importe quelle série AIQi (Dj), quel que soit le rang du paramétre compté par la variable
2

¢i, une fois calculés ceux des m séries algébriques D;, celui du jacobien J, et ceux des m

mineurs J; ;.

Exemple 4.15 (somme des hauteurs de pics des chemins de Dyck). Nous reprenons
la grammaire G2 de I’exemple (2.3). Dans cette grammaire, considérons les trois paramétres
@Q-comptables p1, ps et ps, comptant respectivement la demi-longueur des chemins, leur
nombre de pics, et la somme des hauteurs de pics. Leurs décompositions en paramétres

élémentaires sont :

Paramétre Nom
p1 (demi-longueur) Rs+ Ry + Rs + Rg
p2 (nombre de pics) R3 + Ry
p3 (somme des hauteurs de pics) | (e + Rél) + Rél))(Rg + Ry)

Le paramétre p3 est donc une somme de 6 paramétres élémentaires, dont 2 sont de
rang 1 et 4 de rang 2. Grace au théoréme (4.14), lorsque la variable g compte 'un des ces
parameétres élémentaires, la série AQ(D) peut étre obtenue sans écrire une seule (Q-équation.

En effet, du systéme algébrique

D = 1+F
{ E = z+2zE+ 2E?

nous tirons la matrice jacobienne M :

-1 1
M = .
0 —-1+4+2x+2zF
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Nous avons donc J = 1 — 2z(1 + E); nous retrouvons le méme jacobien que lors de
I’énumération suvant ’aire. Les mineurs, quant a eux, sont (en indigant lignes et colonnes

par les symboles D et E plutdt que par 1 et 2):

Jpp = —J, Jpe = 0,

Jep = —1, Jeg = —1L

Tous les paramétres élémentaires apparaissant dans la décomposition des paramétres
qui nous intéressent, n’utilisent que des E-dérivations, et donc seuls les mineurs Jg p et
Jg g (tous deux égaux & —1) apparaitront dans les calculs.

Commencons par appliquer le théoréme au calcul de Al (D). La variable z compte la

demi-longueur, soit Pr,+R,+Rs+Re; DOUS avons donc

A (D) = _(TR3 +Tr, +Tr, + Try) JE,D
v J

x+2¢FE + 2 FE? _E
J A

De méme, si la variable g compte le nombre de pics, le théoréme donne pour Af (D) :

TryJe,p  TrJED
J J

z(E 4+ 1)

—

Si, maintenant, la variable r compte la somme des hauteurs de pics, il faut prendre

Ay (D)

en compte les contributions dues aux paramétres élémentaires p R Ry P RV R, p R Ry et

Prp,: Pour les deux régles R5 et Rg, le premier symbole du membre droit est toujours
6

E, donc, pour chacun de ces 4 paramétres élémentaires, jo = E ('indice j, indique, pour

chaque lettre Rgdl) du nom de paramétre, quel est le dy-éme symbole du membre droit de

Ry). Le théoréme donne donc:

Tp,1-JEE+ Tz’za,l-JE,E> (TryJE,D + TRy-JE,D)
J2

Al(D) = A;(D)Jr(

z(E+1) 2%(E+1)?
+ .
J J?

En récrivant les résultats comme fractions rationnellesen J (ona z(E+1) = (1—.J)/2

et E=(1-.J)/(1+J)), nous obtenons les expressions suivantes:

, 1=
(46) ND) = 17
(a7) ap) = =8

4.J2
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L’expression (45) est bien celle qui a été trouvée au paragraphe 4.3 : il s’agit de la méme
série.
Les coefficients des séries Af(D) et Aj(D) peuvent étre calculés explicitement. Pour

A (D), nous avons

1-J1+J
14+J 2J

1 1
= E|l-4+—
<2+2J>

= %(—1+D+A;(D)).

Ay(D)

Par conséquent, puisque D = ano Cpa™ et Al (D) = ano nCpz™, nous avons

n+1
AYD) =" Cra™,

2
n>0

et le nombre moyen de pics des chemins de Dyck de longueur 2n est exactement (n+1)/2.
En reprenant ’expression J = /1 —4x calculée au paragraphe 4.3, on trouve pour
Al (D) I'expression extrémement simple

(48) ALD) = 1=

On retrouve aisément un résultat bien connu: la somme des hauteurs de pics des che-
mins de Dyck de longueur 2n est 47 1.

Enfin, 'expression (47) peut étre comparée & (21), qui correspond a ’énumération
suivant l'aire. Le rapport entre les deux séries est de x, ce qui, pour une singularité en
x = 1/4, donne un rapport proche de 4 entre les moyennes des aires et de la somme des

hauteurs de pics.

L’utilité du théoréme (4.14) comme moyen pratique de calcul peut étre mesurée en
comparant les calculs effectués ci-dessus, a ceux effectués section 4.3. Il est a noter, toute-
fois, que nous n’avons pas de ce théoréme une version portant sur les séries non projetées.

Par conséquent, il ne nous permet pas de calculer les séries de moments d’ordre 2 ou plus.
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Chapitre 5

Application a I’énumération de

polyominos

Dans ce chapitre, nous mettons en ceuvre la théorie des ()-grammaires sur différentes
familles de polyominos codés par des langages algébriques. Dans la pratique, nous nous
concentrons sur différentes classes de polyominos verticalement convezes, dont la frontiére
forme un chemin qu’il est relativement aisé de coder par les mots d’un langage algébrique.

Pour chaque famille de polyominos, nous donnons un codage par les mots d’un langage
algébrique, et nous indiquons, parmi les paramétres classiques d’étude, lesquels sont Q-

comptables dans la grammaire donnée.

5.1 Paramétres étudiés

Soit P un polyomino. Nous notons @P sa frontiére, qui est formée d’un certain nombre
de segments reliant des points adjacents du plan Z?2; ces segments séparent chacun deux
cellules dont 1'une appartient & P et I’autre non.

Nous pouvons définir un certain nombre de paramétres:

— Le périmeétre de P est la longueur de OP. Ce périmétre peut étre décomposé en la
somme du périmétre vertical (le nombre de segments verticaux qui forment 0P) et du
périmeétre horizontal (le nombre de segments horizontaux qui forment dP). Chacun de
ces périmeétres étant pair, nous notons pe(P) (respectivement, ph(P), pv(P)) le demi-
périmétre (respectivement, le demi-périmétre horizontal, le demi-périmétre vertical)
de P.

— L’aire de P est le nombre de cellules qui le composent; nous la notons a(P).
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— La largeur (respectivement hauteur) de P est la largeur (respectivement hauteur)
du plus petit rectangle contenant P. Ces deux paramétres sont respectivement notés
¢(P) et h(P). Notons que les polyominos verticalement convexes sont caractérisés

par £(P) = ph(P), et les polyominos convexes, par h(P) = pv(P) et £(P) = ph(P).

— Le périmeétre de sites est le nombre total de cellules n’appartenant pas a P, mais qui
sont adjacentes (le long d’une aréte) & au moins une cellule de P. Ce périmétre de

sites, noté ps(P), est toujours inférieur ou égal au périmétre 2pe(P).

— Le nombre d’angles rentrants de P, est le nombre de sommets de 9P pour lesquels,
parmi les 4 cellules adjacentes qui partagent ce sommet, trois appartiennent & P et
une ne lui appartient pas. Il est possible de distinguer, parmi les angles rentrants, des
angles Nord-FEst, Sud-Est, Sud-Quest, et Nord-Quest, suivant la position de la cellule
extérieure par rapport aux trois autres. Pour les polyominos convexes, le nombre

d’angles rentrants est égal & la différence entre le périmétre et le périmeétre de sites.

<<----- - - - - === =
pu(P) =10
([ ([

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ph(P) =12

A [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ' 4 pe(P) = 22

: ([ ([ ([

| A4 A ps(P) =28

I ./_ [ ]

i ° Jo ° o\ ° =

| > N QD I ((P)=38

: [ ] [ ] ./_ [ ] h(P) 6

\I/ ([ ([ J. ([
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ar(P) =14

FiG. 5.1: Un exemple de polyomino

Pour chaque classe de polyominos, nous pouvons également définir un autre paramétre,
le périmeétre de croissance pc(P), qui est le nombre de cellules ¢ n’appartenant pas a P,
mais telles que P U{c} soit toujours un polyomino de la méme classe. Pour les polyominos
généraux, dont 1’étude sort du cadre de ce travail, ce périmeétre de croissance coincide avec

le périmétre de site, mais, en régle générale, pc(P) < ps(P).
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La figure 5.1 montre un exemple de polyomino général, et les valeurs de ces différents

parameétres.

5.2 Polyominos parallélogrammes

Les polyominos parallélogrammes étant convexes, leur demi-périmétre vertical est égal

a leur hauteur, et leur demi-périmétre horizontal, & leur largeur.

5.2.1 Codage

Le codage des polyominos parallélogrammes par des mots de Dyck est classique, et

n’est rappelé ici que pour mémoire.

Définition 5.1. Soit P un polyomino parallélogramme. Nous notons k& son nombre de
colonnes, a; (1 < i < k) la hauteur de sa i-éme colonne, et b; (1 < i < n —1) le nombre de
cellules suivant lesquelles les i-éme et (i + 1)-éme colonnes sont accolées.

Le mot de Dyck codant P est le mot de Dyck w = 11 (P), ayant k pics et k — 1 creux,

le i-éme pic étant de hauteur a; et le i-éme creux, de hauteur b; — 1.

Ce codage vérifie les propriétés suivantes:

Proposition 5.2. Le codage 11 établit une bijection entre l’ensemble P des polyominos

parallélogrammes et le langage D des mots de Dyck; de plus,
— le nombre de colonnes de P est le nombre de pics de ¢ (P);
~ si p(P) est le périmetre de P, et si P n’est pas le polyomino vide, p(P) = |11 (P)|+2;

- 51 A(P) est l'aire de P et S(w) la somme des hauteurs des pics de w, A(P) =
S@1(P)).

Dans ce qui suit, nous acceptons comme polyomino parallélogramme, le polyomino vide,
codé par le mot vide e. L’exclure reviendrait & coder les polyominos parallélogrammes par
les mots de Dyck non vides; dans les deux cas, la série génératrice suivant le demi-périmétre
n’est pas exactement celle des mots de Dyck suivant la longueur, en raison du décalage de

1 entre longueur des mots non vides et demi-périmétre.
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5.2.2 Grammaire

Pour que la grammaire puisse fournir d’autres types de paramétres que le simple péri-
meétre, il faut que le nombre de pics des mots de Dyck soit (Q-comptable. Nous avons vu

dans les chapitres précédents qu'une grammaire convenable est la grammaire G5, d’axiome

D:

Ri: D — ¢
Ry: D — FE
Ry3: E — ab
Ry: E — abE
Rs: E — aFEb
R¢: E — aEbLE

\
5.2.3 Paramétres (Q-comptables

Dans la grammaire Go, les paramétres suivants sont facilement décomposables en pa-

rameétres élémentaires :
— Hauteur: h = pgr, + PR, + PRs-
— Largeur: { = pr, + pR,-

— Aire: A :pRél)RS +pRé1)R4 +pRél)R3 +pRé1)R4-

I1 est facile de voir que les paramétres “nombre d’angles rentrants” et “nombre d’angles
Nord-Ouest rentrants” ne sont pas @Q-comptables dans la grammaire Go. En effet, étant
tous deux inférieurs au périmétre, ils devraient étre de rang 1 (dans la grammaire G5, tous
les paramétres (Q-comptables non identiquement nuls et dont le nom ne commence pas
par Rgl) ont un rang minimal égal & leur rang formel, et si leur nom commence par Rgl),
cette lettre peut étre retirée du nom sans changer la valeur du paramétre). Or, on vérifie
immédiatement, en examinant les deux polyominos de la figure 5.2, qu’aucun parameétre
de rang 1 ne convient : les arbres de dérivation correspondants utilisent les mémes régles,
mais les polyominos n’ont pas le méme nombre d’angles Nord-Ouest rentrants. Le méme

argument prouve que le périmétre de sites n’est pas non plus )-comptable, puisque, pour

chaque polyomino parallélogramme P, ps(P) = 2pe(P) — ar(P).

En revanche, le nombre d’angles rentrants Sud-Est est pg,. Les angles rentrants cor-
respondent, sur le mot de Dyck, aux creux qui sont précédés immeédiatement par au moins
deux occurrences de b; ces creux apparaissent lors de l'utilisation de la régle Rg, et jamais

autrement.
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w = abaabdb w' = aababdb

F1G. 5.2: Deuz polyominos parallélogrammes et leurs arbres de codage

Compte tenu de la simplicité de la grammaire, nous pouvons calculer aisément la série
génératrice suivant la hauteur (comptée par x), la largeur (comptée par p), et le nombre

d’angles rentrants Sud-Est (comptés par r):

D(x,p,r) = 1+zE(z,p,7)
E(z,p,r) = p+pE(z,p,r)+zE(x,p,r)+arE(z,p,r)?

qui donne, aprés résolution d’une équation du second degré,

l—p—x+2r—+/(1—p—x)2—4dxpr

D(x7p7 r) = 27‘

Dans cette situation, le jacobien (en ne gardant que les variables x et r) vaut J =
l-p—x—-2cEF=3—-—p—x—2D.

En prenant comme taille le couple formé de la hauteur et de la largeur (puisque aucun
de ces deux paramétres ne constitue & lui seul une taille), le calcul de la série de moments

est également trés simple: 'application du théoréme 4.14 donne

Je,pT)
Al(D) = —ImolRs

22E?
1-p—x—2zF

(D-1)?
3—p—x—2D"

Le nombre d’angles rentrants Sud-Est a la méme distribution (par rapport a la hau-
teur et a la largeur) que le nombre d’angles rentrants Nord-Ouest: une rotation d’angle
m échange ces deux paramétres sans modifier les différents périmétres ni 'aire. Par consé-
quent, la série génératrice et la série de moments correspondant & ce paramétre sont les

mémes que pour le nombre d’angles rentrants Sud-Est. Si la variable s compte le nombre
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total d’angles rentrants (qui n’est pas non plus Q-comptable), la série de moments A’ (D)
est le double de Al (D):

/ _ i _ 2(D_1)2
ALD) =28(D) = 5= o,

Toutefois, le nombre d’angles rentrants n’étant pas ()-comptable, nous ne pouvons
donner aussi simplement la série génératrice bivariée suivant le périmeétre et le nombre

d’angles rentrants.

De méme que le nombre d’angles rentrants, la hauteur de la premiére ou de la derniére
colonne du polyomino ne forment pas des paramétres (J-comptables. L’examen des mémes
polyominos permet de s’en convaincre rapidement, tout comme le simple fait que, lors de
I'application de la régle Ry, la hauteur de la premiére colonne peut décroitre: la premiére
colonne du polyomino codé par w = abw’ est de hauteur 1, alors méme que le mot w’ peut
coder un polyomino dont la premiére colonne est plus haute.

Toutefois, nous pouvons utiliser le lemme de marquage supérieur sur la régle pointée

Rél) afin d’obtenir la grammaire G’, plus fine que Gs:

r

Ri: D — ¢ Ry: D — FE
Ry: E — ab Ry: F — ab
Ry: E — abE R,: F — abF
Rs: E — aEb R,: F — aFb

| Re: E — aFbE Ry: F — aFbF

Dans cette nouvelle grammaire, le paramétre “hauteur du dernier pic” est (Q-comptable,
et vaut pr, + pr,. Si la variable ¢ compte ce paramétre, et toujours en utilisant comme

taille le couple formé de la largeur et de la hauteur, le théoréme 4.14 donne, aprés calculs,

/ _ zB(z, p)
MDD = T T B )

Pour obtenir la hauteur du premier pic comme paramétre (J-comptable, il faut appli-
quer le lemme de marquage supérieur aux régles Rfll) et RéZ); on obtient alors une autre
expression pour la série de moments (qui est la méme série, puisque le premier pic de-
vient, par image miroir, le dernier; cela correspond, sur les polyominos parallélogrammes,

a effectuer une symétrie centrale) :

/ B xp+$2E(xvp)
AMDNeP) = T T )
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Dans les deux cas, en fixant p = = (énumération suivant le périmétre seul), on obtient
en développant en série entiére:
ALD)(z,z) = (Cp = Cny) 2™
n>1
Ainsi, la hauteur moyenne de la premiére colonne des polyominos parallélogrammes de

périmeétre 2n, est exactement C),/C),—1 — 1, qui tend vers 3 lorsque n tend vers +oo.

5.3 Polyominos verticalement convexes

Dans [25], Delest décrit un codage des polyominos verticalement convexes par des mots
de Dyck colorés formant un langage algébrique, et donne une grammaire engendrant leur
langage, ainsi qu’une expression pour la série génératrice. Ce codage est inspiré de celui
des polyominos parallélogrammes, et la série génératrice obtenue énumére les polyominos
verticalement convexes suivant le parameétre périmétre.

Dans [14], Bousquet-Mélou obtient, par une méthode ne faisant pas appel au codage par
des mots, une expression pour la série génératrice de ces polyominos suivant les paramétres
largeur, périmétre vertical, aire, et hauteurs des premiére et derniére colonnes. Les calculs
font intervenir des g-équations d’une forme proche de celles des équations fournies par les
(Q-grammaires, mais oil interviennent directement des projections de séries.

Plus récemment, Fereti¢ [38, 39] a donné, pour la série génératrice des polyominos ver-
ticalement convexes suivant la largeur et le périmétre vertical, une expression nettement
plus simple que celle donnée dans [25], et dont la preuve ne fait intervenir que des équations
du second degré. La méthode passe par ’énumération d’objets formés a partir des poly-
ominos verticalement convexes, et par une bijection avec les polyominos murs, qui codent

les compositions d’un entier — nous les étudierons au paragraphe 5.4.

5.3.1 Codage

Nous reprenons, en le modifiant trés légérement, le codage des polyominos verticalement
convexes par des mots de Dyck colorés tel qu'il est décrit dans [25].

Nous codons la frontiére des polyominos verticalement convexes par des mots utilisant
les lettres a, b, a/, b’ et p. La premieére condition que doivent remplir nos mots est qu’en

leur appliquant le morphisme ¢ défini par
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on doit obtenir des mots de Dyck non vides. De plus, ces mots ne doivent contenir au-
cun facteur ab, a'b, ab/ ou 'V’ : tous les pics du mot de Dyck ¢(w) doivent provenir des
occurrences de la lettre! p.

Enfin, les mots de L doivent étre de la forme forme

W = Wopwip . .. Wr—1PpWk
oul les mots w; vérifient les conditions suivantes :
- wy € a’;
— wp € b*
—pour 1 <i<k—1, w; €b*a* Ub*a™* Ub*d™* Ua*a*.

Le langage L peut également étre décrit comme le langage des mots de Dyck, ou tous
les pics sont remplacés par la lettre p, et ol les facteurs ba? (les “vallées”) qui séparent deux

pics consécutifs sont colorés de différentes maniéres suivant les lettres qu’ils contiennent :

—sii>0etj >0 (la vallée contient au moins un pas descendant et au moins un pas

montant), toutes les lettres sont de la méme “couleur” : b'a’/ ou b''a’;

— si 4 = 0 (la vallée ne contient en fait que des pas montants), les lettres o’ précédent

les lettres a: a'’ta®?;

— si 7 = 0 (la vallée ne contient que des pas descendants), les lettres b’ sont placées

aprés les lettres b: bi1d'2,

Par analogie avec les mots et chemins de Dyck, nous appelons pic d’'un mot de L,
chaque occurrence de la lettre p dans ce mot. Si w = wipws, la hauteur de ce pic est

|wi|a,ar — |wilpy + 1.

Soit P un polyomino verticalement convexe. Nous appelons coin Sud-Ouest de P, le coin
inférieur gauche A de la plus basse cellule de la premiére colonne de P, et coin Nord-Est de
P, le coin supérieur droit C' de la plus haute cellule de la derniére colonne de P. Soit B le
point situé immeédiatement au-dessus de A, et D le point situé immédiatement au-dessous
de C (voir figure 5.3). Le polyomino P est parfaitement décrit par un chemin allant de A
a D (chemin inférieur) et un chemin allant de B a C' (chemin supérieur). Ces chemins sont

semi-dirigés (ils ne font que des pas Nord, Sud et Est), et ne se rencontrent pas; le chemin

1. Dans [25], le codage est fait avec 4 lettres z, y, T, ¥, les pics étant laissés sous forme z7; il semble
toutefois plus naturel de les distinguer comme nous le faisons ici.
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AD commence forcément par un pas Est, et le chemin BC' se termine forcément par un
pas Est.

Le codage de P par un mot de L se fait de la maniére suivante: chaque colonne est
codée par un pic (lettre p) de hauteur égale & celle de la colonne. Entre deux pics successifs,
on code les pas des chemins inférieur et supérieur qui se situent & la jonction entre les deux

colonnes codées, dans 'ordre suivant :

les éventuels pas Nord du chemin inférieur, par autant de b;

les éventuels pas Sud du chemin supérieur, par autant de b';
— les éventuels pas Sud du chemin inférieur, par autant de a’;
— les éventuels pas Nord du chemin supérieur, par autant de a.

Ainsi, les lettres a’' et b’ codent des pas qui ne peuvent apparaitre dans un polyomino
parallélogramme: si P est un polyomino parallélogramme, le mot 15 (P) ne différe du mot
1 (P) que par le fait que les facteurs ab ont été remplacés par p. En ce sens, le codage
1o peut étre considéré comme une extension aux polyominos verticalement convexes du

codage 11 des polyominos parallélogrammes. Comme pour le codage des polyominos pa-

C
—

e D

F1G. 5.3: Le polyomino codé par w = apaaa'a’pb'b'b'b' bpaaapbbapa’ aapbbbapbbb
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rallélogrammes, remplacer le mot w par son image miroir (lue de droite & gauche, en
remplagant a par b, b par a, o' par V', et b’ par a’) donne un mot w' qui code un nouveau
polyomino verticalement convexe; ces deux polyominos verticalement convexes sont images

I'un de 'autre par une symeétrie centrale.

D’apreés la définition que nous avons donnée de 1o (P), il est clair qu'un polyomino de
largeur k et de demi-périmétre vertical n, est codé par un mot o (P) vérifiant |12 (P)|, =k
et [tpo(P)|a,ar = |¥2(P)|py = n — 1. Enfin, I'aire de P devient, dans ¢»(P), la somme des

hauteurs des pics.

5.3.2 Grammaire

Une grammaire algébrique non ambigué qui engendre L, est donnée, de maniére incom-

pléte, dans [25]; une fois écrite in extenso, nous obtenons les équations (non commutatives) :

00 = p+pGO +a00b(e + O0) + aODV'p(e + GO) + a(e + OD)pt' GO
+aODV GO

OD = p+pGD +aOO0b(e + OD) + aODV + aODVp(e + GD)
+a(e + OD)pt'GD + aODV'GD

OD = pGD + aO0bOD + a(e + OD)pb' + aODV + aODbVpGD
+a(e + OD)pY'GD + aODVYGD

GO = d'pb(e + O0) + a'pGOb(e + O0) + a'GOb(e + O0) + o' GDY'pGO
+a'p(e + GD)b'pGO + d' (p + pp + pGD + GDp + pGDp + GD)b' GO

GD = d'p(e+GO)b(e + OD)+ d'GOb(e + OD) + a'p(e + GD)V + d'GDVY
+a'p(e + GD)b'p(e + GD) + a'GDV'p(e + GD)
+a'(p +pp + pGD + GDp + pGDp + GD)V¥GD

GD = a'ple + GO)bOD + a'GObOD
+a'(p + pp + pGD + GDp + pGDp + GD)b (e + GD)
+a'p(e + GD)b'pGD + o'GDVpGD

GO = 00 +dGOb(e + 00) + a'GDU'p(e + GO) + d (e + GD)pb'GO
+d'GDY' GO

GD = OD +dGOb(e+ OD) + da’GDV + a'GDbp(e + GD) + d' (e + GD)pb'GD
+a'GDV'GD

GD = OD +dGObOD + d' (e + GD)pb' + a’GDV + o'GDVpGD
+a'(e + GD)pb'GD + o/ GDV'GD

L’axiome de la grammaire est le symbole OO; dans chaque symbole, la premiére lettre

(O, G ou G) indique quelles lettres précédent la premiére occurrence de p, et la deuxiéme
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lettre (O, D ou D) indique ce qui suit la derniére occurrence de p:

— la lettre O indique une montée (ou descente) composée uniquement de a (ou de b),

éventuellement vide;

— la lettre G (respectivement D) indique une montée (éventuellement vide) composée

de @', puis de a (respectivement, de b, puis de b');

— la lettre G (respectivement D) indique une montée (respectivement descente) non

vide, composée uniquement de o’ (respectivement ).

Dans le codage, la largeur (nombre de colonnes) des polyominos verticalement convexes
devient le nombre d’occurrences de p, et le demi-périmétre vertical devient le nombre total
d’occurrences de a et ' (auquel il faut ajouter 1). Par conséquent, les parameétres largeur,
périmétre vertical, et périmétre total, sont tous @Q-comptables de rang 1. Par ailleurs,
I'aire du polyomino correspond & la somme des hauteurs des pics du mot. C’est donc un
paramétre (Q-comptable de rang 2, pour lequel la seule substitution de variables utilisée sera
Opepq- Le systéme de g-équations est obtenu en remplacant, dans le systéme algébrique,
chaque symbole U (respectivement, chaque p) apparaissant entre deux lettres a (ou a') et
b (ou b'), par o pg(U) (respectivement, par pq).

Cette grammaire comporte 9 symboles et 108 régles de dérivation, et n’est pas une
grammaire propre; itérer les régles qui n’écrivent aucune lettre pour la rendre propre ferait
encore augmenter le nombre de nombre de régles. Tel quel, le jacobien du systéme algébrique
est trop gros pour étre calculé par Maple. Il est donc hors de question, pour des raisons
pratiques, d’exploiter directement ce systéme.

Toutefois, le calcul sur les séries génératrices (& variables commutatives) permet de
ramener ce systéme & des proportions plus raisonnables. La premiére simplification consiste
4 remarquer que les langages GO et OD (respectivement, GO et OD; GD et GD) sont

images miroir I'un de 'autre. Nous en déduisons 'identité suivante:
OD(a7 al? b? b,7p) = GO(b7 bl? a? al’p),

ainsi que des identités similaires pour les deux autres couples de langages. Si I’on renonce
a différencier les lettres a et o' d’une part, et b et b’ d’autre part (ce qui implique de ne
pas distinguer, dans le périmétre vertical, la contribution du chemin inférieur, codé par

les lettres o’ et b, de celle du chemin supérieur, codé par a et b'), on obtient, en posant
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OD(z,p) = GO(z,p)
OD(z,p) = GO(a,p)
GD(z,p) = GD(z,p)

qui permet d’éliminer 3 des 9 équations du systéme de départ.

La seconde étape de simplification revient a remarquer qu'’il existe une bijection natu-
relle entre OO et GO + p + p.GO, laquelle consiste & remplacer tous les ¢ initiaux d’un
mot w € OO, par des a/. La méme transformation établit également une bijection entre

OD et GD + p + p.GD. Les identités qui en découlent sur les séries génératrices sont :

{@O(m,p) = OO(x,p)—p—p.GO(x,p)
GD(z,p) = OD(z,p) —p—p.GD(xz,p).

Le systéme peut alors s’écrire en n’utilisant que les séries OO, OD et GD (la série G D,

n’apparaissant plus dans les 3 équations, est abandonnée) :

(1) 00 = p+pOD+ 200(1 + 00) + zpOD(1 + OD)

+xp(1 4+ OD)(O0 —p — pOD) + 2(00 — p — pOD)(O0 — p — pOD)
(2) OD = p+pGD+z00(1+ OD)+ 20D + 2pOD(1 + GD)

+zp(1 + OD)(OD —p — pGD) + (00 — p — pOD)(OD — p — pGD)
(3) GD = OD+z0D(1+OD)+zGD + 2pGD(1+ GD)

+zp(l + GD)(OD — p — pGD) + (0D — p — pGD)(OD — p — pGD)

Dans le systéme ci-dessus, les termes soulignés sont ceux qui, dans le ¢-systéme corres-

pondant & I’énumération suivant l'aire, doivent étre remplacés par leur image par oppq-

5.3.3 Paramétres ()-comptables

Nous avons déja vu que les paramétres largeur (ou demi-périmeétre horizontal) et demi-
périmétre vertical sont Q-comptables de rang 1 dans la grammaire présentée ci-dessus (il
s’agit respectivement, sur les mot, de |w|, et de |w|qq), et que le paramétre aire est Q-
comptable de rang 2.

Comme dans le cas des polyominos parallélogrammes, les paramétres nombre d’angles
rentrants, périmeétre de sites et hauteur de la premiére colonne ne sont pas (Q-comptables;
il suffit d’ailleurs, pour le prouver, d’écrire les arbres de dérivation des mots codants les

deux polyominos de la figure 5.2, qui utilisent toujours les mémes régles.
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Ici encore, il serait possible d’utiliser le lemme de marquage supérieur pour obtenir une
grammaire plus fine dans laquelle les hauteurs des premiére et derniére colonnes soient
Q-comptables; malheureusement, la taille de la grammaire initiale rendrait cette transfor-
mation totalement inexploitable. Toutefois, il est possible d’accéder aux séries de moments
de la hauteur de la derniére colonne, ou du produit des hauteurs des premiére et derniére
colonnes : il s’agit des séries génératrices des langages OD et GD.

En effet, si un mot w € OO s’écrit w = a’pw'pb’ (i > 0, j > 0), il code un polyomino
dont la premiére colonne est de hauteur ¢ + 1, et la derniére, de hauteur j + 1. Or, nous

pouvons associer & w, 7 + 1 mots de OD:
wy = a'pw'pt! I (0 < 5 < j)
et (i+1)(j + 1) mots de GD:

wél,j = a'i’aifi’pw'pbjfjlb'jl (0<4 <i,0<5 <j).

Tous les mots wjr et wy j vérifient
{ wply = lwigly = lwlp
|wj’|a,a’ = |wi’,j’|a,a’ = |w|a,a’

et apportent donc la méme contribution & leurs séries génératrices respectives. Par consé-
quent, la série OD(z,p) est la série de moments de la hauteur de la derniére colonne, et
GD(x,p), la série de moments du produit des hauteurs de la premiére et de la derniére

colonne.

5.3.4 Séries génératrices

Il est possible de résoudre explicitement le systéme d’équations (1) — (3) pour obtenir la
série génératrice, mais ’expression obtenue est plus complexe que celle, remarquablement

simple, obtenue par Fereti¢ dans [38, 39] (aprés les changements de variables appropriés) :

1—2z 4
1—
6 \/2(1 +p) 2, /(1 - )2 — 1652,

OO(x,p) =

X

Le systéme d’équations algébriques fourni par la grammaire ne permet pas d’obtenir
une expression aussi élégante, mais il rend possible la comparaison & la série OD(x, p). La
méthode n’est ici qu'une version & deux variables de celle utilisée dans [25]; les expressions

données par Maple sont également plus simples que celles fournies par Macsyma.
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Apres élimination de GD (qui n’apparait qu’au degré 1 dans I'équation 2), on obtient
un systéme algébrique portant sur OO et OD. Pour chaque inconnue, on se raméne alors
& une équation de degré 6, & chaque fois factorisable en un produit de deux équations de
degrés 2 et 4. Parmi les solutions explicitement fournies par Maple, une seule est alors
analytique & l'origine, et les premiers termes de son développement correspondent bien
& ceux obtenus en comptant directement les polyominos verticalement convexes de petit
périmeétre.

Les séries obtenues sont alors:

T +T5+Ts
OO(%P) = T 4zA
T + T8 + T}
()l)(xap) = _l__zgia___§a

avec

A = 18(1 —xz)* — p(2 — bz + 227)

B = 1—2x—2p—12:Jcp+x2+p2—2xp2—2x2p+x2p2
T = (1-a2){21(1 —2)* - p(5 — 14z + 52%)}
T = —(1—)*(17 + 38z) + p(1 — 22)(1 + 62 — 327%)

T, = —3(1—2)>VB
T, = —(1—2)(1-22)VB

Ty o= —(1-2)%/2 (P+Q\/E)

2
T = (1- g;)?’\/; (Pr+QVB)
P = (1—2)*(81(1 —x)® + p(46 — 232z + 262%) + p*(1 + 7)?)
Q = (1-2) (811 —2)* = p(l +2)?)
P = 144(1 — z)® — 3p(1 — 2)(5 — 14z)(1 + 10z)
—2p2(1 — 22)(1 — 3z + 142?) + p>(1 — x)(1 — 2z)?
Q = —144(1 —z)® + 3p(1 — 22)(11 — 14z) — p*(1 — 2x)?

5.4 Polyominos murs

Les polyominos murs ont été étudiés par Fereti¢ dans [38]; leur série génératrice suivant
les périmétres vertical et horizontal sert d’intermédiaire de calcul pour obtenir celle des

polyominos verticalement convexes. Prellberg et Brak [69] ont également étudié leur série
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génératrice suivant ’aire et les périmétres vertical et horizontal, au moyen de ¢g-équations
similaires a celles que nous donnons plus loin.

Les polyominos murs sont les polyominos verticalement convexes dont toutes les co-
lonnes ont leur plus basse cellule & la méme hauteur; ce sont également les polyominos
verticalement convexes qui sont & la fois dirigés suivant les directions Sud-Ouest/Nord-Est
et Sud-Est/Nord-Ouest. La figure 5.4 montre un exemple de polyomino mur.

De maniére classique, un polyomino mur d’aire n est codé par une composition de
n, c’est-a-dire une suite (ordonnée) d’entiers strictement positifs dont la somme est n.
La bijection est immédiate, chaque colonne du polyomino étant codée par sa hauteur.
Toutefois, afin d’avoir un codage par un langage, et de pouvoir étudier simultanément
I'aire et les périmétres, nous codons leur frontiére par des mots et obtenons 'aire comme

paramétre ()-comptable de rang 2.

Largeur: £(P) =8

Demi-périmétre vertical:

pu(P) =11
[ ]
Aire: A(P) =31
[ ] [ ]
Longueur de cheminées:
.
() & EC(P) =4
77
7 Aire solide: as(P) = 26

/ ® Longueur de puits: /p(P) =4

w = apaapb paaaapb' b’ pb’b'b paaapb’ b’ pb't

FiG. 5.4: Un polyomino mur

5.4.1 Codage et grammaire

Comme sous-classe de polyominos verticalement convexes, les polyominos murs peuvent
étre codés de la méme maniére que les polyominos verticalement convexes; un mot du
langage OO code un polyomino mur s’il ne comporte pas la lettre o’ (puisque cette lettre
code les pas verticaux descendants du chemin inférieur), ni la lettre b, sauf éventuellement
aprés la derniére occurrence de p (puisque la lettre b code les pas verticaux montants du

chemin inférieur).
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Le plus simple, pour coder un polyomino mur, est en fait d’utiliser un mot de OD
ne comportant ni a’ ni b, ce qui correspond a changer en V' tous les b finaux du mot de
OO correspondant. Le mot w codant un polyomino mur P correspond alors & une simple
lecture du chemin reliant le coin Nord-Ouest de P & son coin Nord-Est: chaque pas Nord
est codé par la lettre a, chaque pas Sud, par la lettre 0/, et chaque pas Est, par la lettre p.

Nous obtenons donc une grammaire engendrant un codage des polyominos murs, en
reprenant la grammaire pour les polyominos verticalement convexes, et en effacant toutes
les régles faisant apparaitre I'une des lettres a’ et b; 'axiome est, bien entendu, OD. La

grammaire obtenue est :

(00 = p+pGO + aODVp(e + GO) + a(e + OD)pH'GO

+aODV'GO

OD = p+pGD +aODbV +aODVp(e+ GD)
+a(e + OD)pb'GD + aODVYGD

OD = pGD +a(e+ OD)pb + aODbV + aODbVpGD
+a(e + OD)pb'GD + aODVYGD

GO = 0

GD = 0

GD 0

GO = 00

GD = 0D

GD = OD

\

En retirant les régles faisant apparaitre les symboles GO, GD et GD, et en remplacant
les symboles GO, GD et GD par, respectivement, OO, OD et OD, nous obtenons une
grammaire ol seul le symbole OD est accessible & partir de lui-méme. Par conséquent, le

langage codant les polyominos murs est engendré par la grammaire suivante:

r

Ri: OD — p
Ry: OD — pOD
R3: OD — aODV
Ry: OD — aODbp
| RBs: OD — aODb'pOD

Cette grammaire correspond exactement a la décomposition donnée dans [38|, ou elle

est présentée sous la forme d’une grammaire d’objets.
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5.4.2 Paramétres (Q-comptables

La grammaire utilisée pour coder les polyominos murs étant, en quelque sorte, une
restriction de celle utilisée pour les polyominos verticalement convexes, il est clair que la
largeur et le demi-périmeétre vertical sont toujours Q-comptables de rang 1, et que l'aire
est (Q-comptable de rang 2.

Les hauteurs des premiére et derniére colonnes ne sont pas (J-comptables, mais, comme
dans le cas des polyominos parallélogrammes, le lemme de marquage supérieur peut étre
utilisé pour obtenir une grammaire plus fine dans laquelle ils sont Q-comptables de rang
1.

Les angles rentrants Nord-Est du polyomino correspondent exactement, sur le mot qui
le code, aux facteurs b'p. Il est facile de voir que de tels facteurs sont engendrés par les
régles Ry et Rs, et par elles seules; le nombre d’angles rentrants Nord-Est est donc Q-
comptable. En revanche, le nombre d’angles rentrants Nord-Ouest n’est pas QQ-comptable.
Il est toutefois facile d’écrire une grammaire plus fine dans laquelle ce paramétre est Q-

comptable, tout en restant a un niveau de complexité raisonnable:

;

Ri: U — P R,: U — P
Ry: P — p R,: P — pA
R,: P — pP
Ry: A — aUV R.: A — aUblp
| Rg: A — aUbpA Ry: A — aUbpbP

Dans cette grammaire d’axiome U, le langage A contient tous les mots de U dont la
premiére lettre est a, et le langage P, ceux dont la premiére lettre est p. Ainsi, le nombre
d’angles rentrants Nord-Ouest (ou nombre d’occurrences du facteur pa) est p R, TPR,TPR,,
et le nombre d’angles rentrants Nord-Est (ou de facteurs b'p) est p R, T PR, T PR,

Dans le travail de Feretié, seuls les polyominos murs ayant un nombre impair de colonnes
sont réellement utilisés, et, pour une énumération suivant I’aire, seule la contribution & I’aire
des colonnes de rang impair doit étre considérée. Il n’est pas possible, dans les grammaires
présentées ci-dessus, de déterminer si une colonne donnée (codée par une occurrence de
p) est de rang pair ou impair. Il n’est donc pas étonnant que le paramétre somme des
hauteurs des colonnes de rang impair ne soit pas (J-comptable. Nous pouvons toutefois
modifier 1égérement le codage, de telle sorte que les colonnes de rang impair soient codées
par la lettre p, et celles de rang pair, par une nouvelle lettre p’. En distinguant quatre
langages auxiliaires suivant que les mots qui les composent ont un nombre pair (P et P')

ou impair (I et I') de lettres p ou p’, et suivant que la premiére de celles-ci est un p (I et P)
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ou un p’ (I' et P'), nous adaptons trés simplement la grammaire initiale pour en produire
une nouvelle, dans laquelle les paramétre somme des hauteurs des colonnes de rang impair

est Q-comptable? de rang 2:

I = p+pP +alb +aPVp+ alb'p'I + aPb'pP’

I' = p'+p'P+al't +aP'bp +al't'pl’' + aP't'p'P
P = pI' +aPV +alt'p' + alb'p' P + aPb'pI’
P = pI+aP'b +al't'p+al'pP + aP'tp'I

Un exemple de paramétre intéressant, mais qui semble difficile & obtenir comme paramé-
tre (Q-comptable, est le périmétre de sites. La différence entre le périmétre et le périmétre
de sites se compose de la somme de deux autres paramétres, dont I'un est le nombre
d’angles rentrants (que nous avons pu “attraper” au prix d’une modification raisonnable
de la grammaire la plus “simple”), et 'autre est ce que nous pouvons appeler la longueur
totale de puits: le nombre de cellules extérieures au polyomino, mais dont les deux cellules
situées immédiatement & droite et & gauche appartiennent au polyomino — voir figure 5.4.
Sur notre codage des polyominos murs, ce parameétre peut étre compté en sommant, pour
chaque facteur b''pa’ maximal, le plus petit parmi i et j. Lorsqu’un paramétre est défini
par un minimum (ou par un maximum), il y a peu d’espoir de le rendre Q-comptable; il
est donc probable que, s’il est possible de rendre ce paramétre (Q-comptable, ce sera au
moyen d’une grammaire, voire d'un codage, radicalement différents.

Un autre paramétre, en apparence proche de la longueur totale de puits, est la longueur
totale de cheminées: le nombre de cellules appartenant au polyomino, mais dont aucun des
voisins Est et Ouest n’appartient au polyomino. Un tel paramétre est, sur notre langage,
trés similaire au poids de pyramides étudié sur le langage de Dyck par Denise et Simion
[32]. Nous pouvons aisément raffiner notre grammaire pour en obtenir une dans laquelle la

longueur totale de cheminées est un paramétre Q-comptable de rang 1:

(Ry: M — P Ry: M — N
R3y: P — p Ry: P — aPV
Rs: N — pP R;: N — pN
R:: N — aPblp Rs: N — aNbp
Ry: N — aPlVpP Rig: N — aPVlpN

| Ru N - aNb'pP Ris: N — aNbpN

2. Cette nouvelle grammaire n’est pas a proprement parler plus fine que loriginale, car le langage
engendré n’est pas le méme; en remplacant p’ par p, on obtient une grammaire plus fine que I'originale.
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Dans cette nouvelle grammaire (P est le langage des mots n’ayant qu’une occurrence
de la lettre p, et N est celui des mots qui en ont au moins 2; cette grammaire est obtenue
en effectuant un marquage inférieur des régles qui écrivent la lettre p), la longueur totale
de cheminée correspond au paramétre pr, + pr, + Pr; + PRy + PR1o-

Dans cette méme grammaire, l'aire des polyominos peut, sans difficulté, s’exprimer

comme parameétre (J-comptable de rang 2, avec comme nom de paramétre Ry + af3, ou:

o = 1+RM +RY 4+ RY + RY + Ry + RY + R,
8 = Rs+ Ry+ Rs+ Rg+ R+ Rs + Ry + Rip + Ri1 + Rio.

Sous cette forme, il n’apparait pas immeédiatement que la différence entre 'aire du po-
lyomino et sa longueur totale de cheminées (qui est le nombre de cellules du polyomino
ayant au moins un voisin Est ou Ouest dans le polyomino), est également ()-comptable:
si I’on fait formellement la différence entre les deux noms de paramétres, nous obtenons
une décomposition faisant intervenir des coefficients négatifs. Toutefois, il convient de re-
marquer que le symbole N n’est pas accessible & partir de P dans cette grammaire. Par
conséquent, les paramétres pRl(l) R, pour ¢ = 4,7,9,10 et 5 < 7 < 12, sont identiquement
nuls, et p R, = pr, pour i =4,7,9,10. Nous obtenons alors une décomposition de l’aire
en somme de deux paramétres @Q-comptables, la longueur de cheminées fc et la partie

“solide” as (les cellules ayant au moins un voisin latéral dans le polyomino) :

aire = flc+as
le = PRy + PRy + PRy + PRy + PR
as =

p (Rgl) +R511) +R§12)) .(R3+Rs5+Re+R7+Rs+Rg+Ri0+Ri1+R12)
+PR3+Rs+Re+Ry+Rg+Ro+Rio+R11+Ri2

Les équations fournies par cette grammaire étant de faible degré, il n’est pas difficile

de les résoudre et d’obtenir les séries génératrices suivant largeur et périmeétre vertical.
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-grammaires: un outil pour ’énumération

Résumé: Cette thése se situe dans le domaine de la combinatoire énumérative. Les
(Q-grammaires constituent une extension de la méthode DSV: les objets & énumérer sont
codés par les mots d'un langage algébrique. Nous nous concentrons sur I’énumération sui-
vant plusieurs paramétres d’objets codés par des mots. Le formalisme introduit permet
d’écrire, pour les séries génératrices suivant plusieurs parameétres, des équations fonction-
nelles non nécessairement algébriques, et dont les solutions ne sont généralement pas des

séries algébriques.

Les paramétres d’énumération, appelés (Q-comptables, sont des paramétres cumula-
tifs définis au moyen d’attributs synthétisés, et peuvent étre interprétés comme comptant
certaines familles de sommets dans les arbres de dérivation. Essentiellement, chaque uti-
lisation d’une régle de dérivation fait croitre un paramétre @-comptable d’'une quantité
qui doit étre un parameétre ()-comptable de rang inférieur. Les paramétres ()-comptables
comprennent le nombre d’occurrences d’une lettre donnée, et, dans le cas de mots codant
des chemins discrets, peuvent inclure des statistiques telles que I'aire de la surface délimitée

par le chemin, ou son moment d’inertie.

Nous étudions dans quelles conditions la grammaire utilisée pour engendrer un langage
peut étre modifiée sans que certains paramétres ne perdent leur caractére ()-comptable.
Nous montrons qu’il est possible de mettre les grammaires sous des formes normales sans

perte de paramétres (Q-comptables.

Sont également abordés le calcul de séries de moments destinées & I’évaluation de valeurs
moyennes de paramétres (Q-comptables. En particulier, les séries de moments “projetées”
sont algébriques, et s’écrivent explicitement en fonction des séries génératrices algébriques

des langages engendrés par la grammaire.

Mots-clés : Combinatoire, langages algébriques, g-analogues, énumération, grammaires

attribuées, séries génératrices.



@-grammars: a tool for enumeration

Abstract : Our field of interest is that of enumerative combinatorics. We define Q-
grammars, which are an extension of the DSV methodology : the objects to be enumerated
are coded by the words in an unambiguous context-free language. Our main concern is with
enumeration according to several parameters. Our method allows us to write functional
equations for the generating functions which are not algebraic, but rather “multiple-¢”-
analogs of algebraic equations. The generating functions themselves are usually not alge-
braic.

Our enumeration parameters, called Q)-countable parameters, are cumulative parame-
ters which we define through synthesized attributes, and count certain families of nodes in
the corresponding derivation trees. Each occurrence of a given derivation rule “increases” a
(Q-countable parameter by an amount which must be a (Q-countable parameter of a lower
rank. @Q-countable parameters include the number of occurrencs of any given letter; when
the words code lattice paths, the area delimited by the path, as well as some moments of
inertia, can be other examples of ()-countable parameters.

We describe conditions under which the grammar generating a given language can be
changed with no loss of Q-countable parameters. Among other things, we prove that the
grammar can be written in a variety of normal forms without such loss.

The problem of computing moment series for ()-countable parameters, as a way of
obtaining mean values for these parameters, is also covered. We prove that “projected”
moment series are algebraic, and can be written as explicit functions of the algebraic

generating functions for the language generated by the context-free grammar.

Keywords : Combinatorics, algebraic languages, ¢g-analogs, enumeration, attribute gram-

mars, generating functions.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.5
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


