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INTRODUCTION �

Introduction

L�objet de la combinatoire 	num	rative peut �tre r	sum	 ainsi � d	terminer de mani�re

exacte ou approch	e le nombre d�objets v	ri�ant des propri	t	s donn	es� Le plus souvent

on s�int	resse � une classe in�nie A d�objets ��gures planes mots d�un langage cartes

arbres���� sur lesquels on d	�nit un certain nombre de param�tres � nombre de sommets

hauteur largeur nombre de sous�arbres v	ri�ant telle ou telle propri	t	 � � � Les probl�mes

peuvent provenir de l�informatique th	orique �analyse en moyenne ou dans le cas le pire

d�algorithmes et de structures de donn	es� des math	matiques �rep	sentations du groupe

sym	trique bases de fonctions sym	triques � � � � ou de la physique statistique �mod�les

discrets de percolation fonctions de partitions � � � �� Bien que d�origines et souvent de

natures tr�s di�	rentes ces probl�mes ont souvent la caract	ristique commune de pouvoir

�tre mod	lis	s par des objets relativement simples qui se pr�tent bien � l�	num	ration par

des techniques combinatoires�

Lorsqu�un param�tre p est su�samment discriminant pour que pour chaque valeur

possible n de ce param�tre l�ensemble An des objets de A pour lesquels le param�tre

prend cette valeur soit �ni on peut alors se poser la question de savoir combien il y a de

tels objets� Cette 	num	ration peut �tre soit exacte soit approch	e� Dans ce dernier cas

on donne un d	veloppement asymptotique ou un simple 	quivalent de la suite �jAnj�n���

L�outil le plus fr	quemment utilis	 dans les probl�mes d�	num	ration est la s�rie g��

n�ratrice � � chaque objet w d�une classe A on associe un poids ou valuation v�w� pris

dans un anneau de polyn�mes K �x� � � � � � xk�� la s	rie g	n	ratrice de la classe A suivant la

valuation v est alors sous r	serve de convergence la somme formelle des poids des objets

A�x�� � � � � xk� �
X
w�A

v�w��

G	n	ralement on associe � chacune des variables xi un param�tre pi d	�ni sur A et

ne prenant que des valeurs positives ou nulles� La valuation v est alors d	�nie par

v�w� �
Y

��i�k

x
pi�w�
i �
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et la s	rie g	n	ratrice qui en r	sulte est appel	e s�rie g�n�ratrice ordinaire � de A suivant

les param�tres p�� � � � � pk�

Savoir ce qui constitue une solution d�un probl�me d�	num	ration n�est pas forc	ment

	vident� La r	ponse d	pend fortement de la complexit	 du probl�me d�	num	ration� Ce

peut �tre une formule donnant la s	rie g	n	ratrice ou une autre donnant les coe�cients

de Taylor de cette s	rie� ou m�me une simple 	quation portant sur la s	rie g	n	ratrice ou

une relation de r	currence v	ri�	e par ses coe�cients de Taylor� De mani�re approch	e

on pourra se concentrer sur un 	quivalent asymptotique de la s	rie ou de ses coe�cients�

Les travaux d�Odlyzko ���� Flajolet et Odlyzko ���� et Flajolet et Sedgewick ��� ���

montrent en quoi le comportement asymptotique des coe�cients de Taylor d�une s	rie est

li	 � son comportement au voisinage de ses singularit	s dominantes� Pour les probl�mes

d�origine physique o� les objets combinatoires sont souvent des approximations discr�tes

de mod�les continus le comportement asymptotique est g	n	ralement plus signi�catif que

l�	num	ration exacte�

Lorsque les s	ries g	n	ratrices sont donn	es par des 	quations il est usuel de classi�er

les probl�mes suivant le type de ces 	quations � alg	briques di�	rentielles fonctionnelles

� � � Un ph	nom�ne fr	quemment rencontr	 pour les s	ries g	n	ratrices � plusieurs variables

est qu�une des variables q apparaisse de telle sorte qu�� la limite q � � l�	quation se

transforme en une 	quation beaucoup plus simple� ces 	quations sont appel	es q��quations�

Le travail pr	sent	 dans cette th�se se situe dans le cadre de la combinatoire 	num	�

rative� Nous formalisons la notion de Q�grammaires et montrons en quoi elles constituent

un moyen d�approche de certains probl�mes d�	num	ration suivant plusieurs param�tres�

Di��rentes m�thodes d��num�ration

Une premi�re m	thode d�approche possible consiste � calculer par des m	thodes ap�

propri	es les premi�res termes de la s	rie g	n	ratrice �Redelmeier ������ Souvent les objets

de  petite taille! sont peu nombreux et il est ainsi possible d�obtenir plusieurs termes de

la suite des coe�cients de Taylor� Dans certains cas une simple comparaison avec un en�

semble de suites connues ��� ��� permet d�identi�er la suite� Des techniques plus 	volu	es

d�approximation ���� recherchent � partir des premiers termes une 	quation alg	brique ou

di�	rentielle susceptible d��tre satisfaite par la s	rie g	n	ratrice� Ces calculs sont automa�

tis	s par la biblioth�que Maple gfun �����

�� Une autre forme fr�quemment employ�e de s�rie g�n�ratrice est la s�rie g�n�ratrice exponentielle�
dans laquelle la valuation d�un objet de �taille� n est divis�e par n��
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Pour certains probl�mes il est plus facile de chercher � obtenir directement une 	qua�

tion fonctionnelle satisfaite par la s	rie g	n	ratrice� Le principe de la combinatoire bijective

est d�exhiber entre deux classes d�objets combinatoires une bijection qui conserve la va�

luation� on en d	duit alors l�	galit	 des s	ries g	n	ratrices� Le plus souvent on s�attache �

 d	composer! les objets 	tudi	s de mani�re � 	tablir une bijection avec une classe d�objets

dont l�	num	ration directe est possible� Lorsqu�une telle bijection est 	tablie entre deux

classes d�objets dont les s	ries g	n	ratrices sont d	j� connues elle fournit alors une preuve

bijective de l�identit	 des s	ries que cette identit	 ait 	t	 ou non pr	alablement d	montr	e

par le calcul� L�int	r�t d�une telle preuve bijective r	side g	n	ralement dans le fait qu�elle

permet en quelque sorte d� expliquer! certaines propri	t	s des objets 	tudi	s en les reliant

� des propri	t	s connues d�autres objets�

Les polyominos verticalement convexes peuvent naturellement se d	couper en  tran�

ches! successives� En tenant compte de di�	rents param�tres �aire largeur p	rim�tre et

hauteur de la derni�re tranche� il est possible de dire comment 	voluent ces param�tres

lorsqu�une nouvelle colonne est ajout	e� On en d	duit une 	quation fonctionnelle v	ri�	e

par la s	rie g	n	ratrice ou de mani�re 	quivalente des relations de r	currence portant sur

les coe�cients� Cette m	thode  � la Temperley! ��� ��� permet ainsi d�	tudier di�	rentes

classes de polyominos verticalement convexes� La m	thode ECO qui combine ces id	es avec

l�utilisation d�arbres de g	n	ration a 	galement 	t	 appliqu	e � l�	num	ration de diverses

classes de chemins color	s ��� et d�arbres planaires ���

Dans la m	thodologie DSV d	velopp	e initialement par Sch"tzenberger dans ��� ���

on relie l�alg	bricit	 de certaines s	ries g	n	ratrices � la th	orie des langages alg�briques

non ambigus �� ��� Le principe est d�	tablir une bijection �ou codage� entre les objets �

	tudier et les mots d�un langage alg�brique de telle sorte que le param�tre taille des objets

corresponde � la longueur des mots� 	ventuellement les di�	rentes lettres de l�alphabet

peuvent correspondre � di�	rents param�tres int	ressants� Une grammaire non ambigu#

engendrant le langage fournit alors d�apr�s un th	or�me de Chomsky et Sch"tzenber�

ger ���� un syst�me d�	quations alg	briques dont la s	rie g	n	ratrice cherch	e est une des

composantes d�une solution� Ce syst�me peut alors �tre r	solu explicitement ou s�il est

trop complexe des informations pr	cises sur les coe�cients de la s	rie g	n	ratrice peuvent

en �tre extraites� Dans les cas simples la formule d�inversion de Lagrange ���� ou l�une de

ses variantes ��� ��� permet d�obtenir des expressions exactes pour les coe�cients� dans

d�autres o� aucune formule acceptable n�est accessible l�analyse des singularit	s peut

donner des renseignements pr	cis sur l�asymptotique des coe�cients�

En�n les coe�cients de Taylor de s	ries alg	briques v	ri�ant des relations de r	currence
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polynomiales �Comtet ����� il est possible de calculer explicitement un grand nombre de

coe�cients�

L�	num	ration des polyominos convexes suivant le p	rim�tre par Delest et Viennot ����

constitue un exemple de r	sultat nouveau obtenu par l�application de cette m	thode� On

trouvera d�autres exemples dans ��� ����

Les grammaires � op�rateurs �Cori et Richard ���� Cori ���� Chottin ����� constituent

une variante de la m	thodologie DSV et permettent de traiter certains cas o� l�on code les

objets par les mots d�un langage qui n�est pas forc	ment alg	brique mais qui est solution

d�un syst�me d�	quations avec op	rateurs en variables non commutatives� Si les op	rateurs

employ	s ont une image en variables commutatives cette 	quation se traduit directement

sur la s	rie g	n	ratrice� Cette m	thode a notamment permis � Cori et Richard de retrouver

certains r	sultats d�	num	ration de cartes planaires d$s � Tutte �����

Il est possible de s�a�ranchir du passage par les mots en remarquant qu�� certaines

op	rations sur les objets correspondent des op	rations sur les s	ries g	n	ratrices� Ainsi

l�union disjointe de deux classes d�objets correspond � la somme des s	ries g	n	ratrices

et le produit cart	sien au produit des s	ries� Ces id	es sont utilis	es dans la th	orie des

structures d�composables ��� �� �� ��� ou de mani�re plus visuelle dans les grammaires

d�objets �����

Une m�me classe d�objets 	num	r	e suivant des param�tres di�	rents admet g	n	ra�

lement des s	ries g	n	ratrices qui n�ont aucune ressemblance entre elles� Obtenir la s	rie

g	n	ratrice suivant plusieurs param�tres est souvent beaucoup plus compliqu	� d�s lors que

la s	rie g	n	ratrice suivant l�un de ces param�tres n�est pas alg	brique la s	rie multiva�

ri	e n�est pas alg	brique et la m	thodologie DSV ne peut s�appliquer directement� Par

ailleurs il arrive que les di�	rentes s	ries � une variable soient alg	briques sans que la s	rie

multivari	e le soit� Ainsi les polyominos verticalement convexes ont une s	rie g	n	ratrice

suivant l�aire qui est rationnelle �Temperley ���� Klarner ��� ���� et une s	rie g	n	ratrice

suivant le p	rim�tre alg�brique �Delest ���� Fereti
 ��� ���� mais la s	rie g	n	ratrice bi�

vari	e suivant ces deux param�tres est beaucoup plus compliqu	e et n�est pas alg	brique

�Bousquet�M	lou ������

La notion de q�grammaire introduite par Delest et F	dou dans ���� repose sur l�id	e que

le codage par les mots d�un langage alg	brique fournit en fait une structure sur les objets

cod	s� En adaptant la notion de grammaire d�attributs �Knuth ����� utilis	e en compilation

il est parfois possible d�	crire des 	quations non alg�briques v	ri�	es par la s	rie g	n	ratrice

suivant un param�tre suppl	mentaire compt	 par une nouvelle variable q� Ces 	quations
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sont alors des q�analogues des 	quations alg	briques de d	part � une variable x est parfois

remplac	e par xq dans certaines s	ries inconnues� En posant q � � �ce qui revient �  oublier!

le param�tre compt	 par q� on retrouve les 	quations alg	briques� Les s	ries g	n	ratrices

solutions de telles 	quations se pr	sentent donc sous la forme de q�s	ries ����

Un exemple d�utilisation de q�grammaires pour l�	num	ration des polyominos paral�

l	logrammes �suivant l�aire et le p	rim�tre� est donn	 par Delest et F	dou dans ����� On

trouvera d�autres exemples dans les travaux de Denise et Simion ���� �hauteurs de pyra�

mides et paires ext	rieures dans les chemins de Dyck� et dans ceux de Delest Dubernard

et Dutour ���� �	num	ration des polyominos parall	logrammes suivant l�aire la largeur et

le nombre de coins��

La r	solution de q�	quations dans le cas g	n	ral est un probl�me compl�tement ouvert�

Il existe plusieurs q�analogues de la formule d�inversion de Lagrange dus � Andrews ���

Gessel ���� Garsia ���� Gessel et Stanton ���� ou Krattenthaler ����� Prellberg et Brak ����

et Bousquet�M	lou ���� ont d	crit des m	thodes permettant de r	soudre des cas particuliers

de q�	quations� La r	solution d�	quations q�di�	rentielles a 	galement permis � Bousquet�

M	lou et F	dou ���� d�obtenir une expression relativement simple pour la s	rie g	n	ratrice

des polyominos convexes suivant l�aire et le p	rim�tre�

Notre principal objet d�	tude les Q�grammaires constitue une g	n	ralisation de la

notion de q�grammaire� Nous nous int	ressons � tous les param�tres qu�il est possible

d� attraper! en s�autorisant � multiplier certaines variables d�	num	ration par d�autres�

Ces param�tres qui d	pendent de la grammaire sont appel	s Q�comptables�

Polyominos

Nous donnons ici une br�ve d	�nition des polyominos car ceux�ci constituent le support

de plusieurs exemples 	tudi	s dans ce m	moire�

Les polyominos sont un sujet d�	tude fr	quent en combinatoire� Les premi�res recher�

ches ont concern	 le pavage de r	gions du plan au moyen de polyominos donn	s �le terme

de polyomino est g	n	ralement attribu	 � Golomb ������ Les probl�mes d�	num	ration

ont rapidement 	t	 abord	s �Temperley ����� Read ����� Klarner ��� ���� P%lya ������ Des

r	sultats asymptotiques assez pr	cis ont 	t	 obtenus pour des sous�classes de polyominos

�Bender ���� Klarner et Rivest ������

Une cellule est un carr	 unitaire du plan R�  dont les sommets ont des coordonn	es

enti�res� Un polyomino est une union �nie de cellules dont l�int	rieur est connexe & voir
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�gure ��

Un polyomino Deux polyominos avec
un point de contact

Fig� �� Exemples de polyominos

Nous consid	rerons toujours les polyominos � translation pr�s � deux polyominos qui

sont images l�un de l�autre par une translation sont pour nous identiques� En revanche

deux polyominos distincts peuvent �tre images l�un de l�autre par une sym	trie ou une

rotation�

En physique statistique o� ils sont utilis	s comme mod�les discrets les polyominos

portent g	n	ralement le nom d�animaux et les cellules sont souvent remplac	es par leurs

centres�

L�	num	ration des polyominos dans le cas g	n	ral est un probl�me extr�mement di�cile

et compl�tement ouvert� Le nombre an de polyominos d�aire n n�est connu que jusqu��

n � �� �Redelmeier ������ Le comportement asymptotique de la suite �an� n�est connu que

de mani�re partielle � lim�an�
��n � � avec 	�
� � � � �����

Une mani�re de rendre abordables les probl�mes d�	num	ration de polyominos est de

se restreindre � des sous�classes d	�nies par des propri	t	s particuli�res� Les propri	t	s

qui jusqu�� pr	sent se sont r	v	l	es les plus f	condes �tout au moins du point de vue des

r	sultats d�	num	ration� sont la convexit� suivant une direction et le fait d��tre dirig�s

suivant une direction donn	e� On trouvera des survols dans ��� �� ��� et un autre plus

r	cent dans ���� qui contient 	galement une bibliographie d	taill	e sur le sujet�

Si D est une direction de droites dans le plan un polyomino P est convexe suivant

la direction D si son intersection avec toute droite de D qui passe par le centre d�une

cellule est un segment� Le plus souvent la direction D est soit verticale soit horizontale ��

�� Bien �videmment� une sym�trie transforme bijectivement les polyominos verticalement convexes en
polyominos horizontalement convexes�
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les polyominos diagonalement convexes ont 	galement 	t	 abord	s� Un polyomino � la fois

horizontalement et verticalement convexe est dit tout simplement convexe�

Un polyomino P est dirig� suivant la direction Sud�Ouest'Nord�Est s�il existe une

cellule c � P  appel	 cellule source telle que chaque cellule de P peut �tre atteinte � partir

de c en n�e�ectuant que des pas 	l	mentaires Nord ou Est sans passer par une cellule

ext	rieure � P � Si l�on autorise 	galement les pas Sud le polyomino est dit semi�dirig�

suivant la direction Ouest�Est�

verticalement convexe dirig� Sud�Ouest�Nord�Est

Fig� �� Exemples de polyominos avec contraintes

En combinant les conditions de convexit	 et de directions privil	gi	es il est possible

de d	�nir la plupart des familles de polyominos 	tudi	es dans la litt	rature� Ainsi les po�

lyominos parall�logrammes sont exactement ceux qui sont verticalement et diagonalement

convexes et dirig	s suivant les directions Sud�Ouest'Nord�Est et Nord�Ouest'Sud�Est�

les polyominos murs qui correspondent aux compositions d�entiers sont exactement les

polyominos verticalement convexes qui sont dirig	s � la fois vers le Nord�Est et vers le

Nord�Ouest�

Plan de la th�se

Le chapitre � introduit la plupart des d	�nitions et notations classiques utilis	es�

La seule notion qui di��re sensiblement de sa d	�nition usuelle est celle des arbres de

d	rivation d�une grammaire qui seront pour nous 	tiquet	s par les r�gles de r		criture�

Le chapitre � introduit les notions de Q�grammaire et de param�tre Q�comptable�
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Le r	sultat principal est le th	or�me ���� qui 	tablit l�	quivalence entre Q�grammaires

et certaines formes d�	quations v	ri�	es par les s	ries g	n	ratrices� Les param�tres Q�

comptables sont 	galement interpr	t	s en termes d�arbres de d	rivation et leurs ordres de

grandeur maximaux sont d	termin	s�

Le chapitre � 	tudie dans quelles circonstances il est possible de remplacer une gram�

maire par une autre engendrant le m�me langage sans perdre de param�tres Q�comptables�

Au moyen de di�	rents lemmes nous montrons en particulier qu�il est possible de donner

des formes normales aux Q�grammaires�

Le chapitre 	 est consacr	 aux calculs de statistiques sur les param�tres Q�compta�

bles� Par di�	rentiation les s	ries de moments sont d	crites �th	or�me ������ Les probl�mes

d�asymptotiques sont 	galement abord	s�

Le chapitre 
 donne � titre d�exemples d�applications des Q�grammaires pour dif�

f	rentes familles de polyominos verticalement convexes� Dans chaque cas nous 	tudions

un certain nombre de param�tres et d	terminons ceux qui sont Q�comptables pour les

grammaires donn	es�
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D��nitions

Dans ce chapitre nous nous contentons de d	�nir les objets de base utilis	s dans ce

travail � langages arbres s	ries g	n	ratrices grammaires et chemins du plan discret� Seuls

les arbres de d	rivation di��rent l	g�rement de leur d	�nition la plus classique�

��� Mots et langages

D��nition �� Pour tout ensemble X X� d	signe l�ensemble des suites �nies �	ventuel�

lement vides� d�	l	ments de X� Une telle suite w est 	galement appel	e un mot de X� et

sa longueur sera not	e jwj� Chaque terme de la suite est appel	 une lettre�

L�op	ration de concat	nation fait de X� un mono(de �mono(de libre engendr	 par X��

La suite �unique� de longueur nulle aussi appel	e mot vide sera not	e ��

D��nition �� On appelle langage sur X une partie L de X�� X est alors appel	 l�alphabet

de L�

Nous ne nous int	resserons qu�� des langages sur des alphabets �nis� Il existe une

classi�cation extr�mement d	taill	e pour ces langages� voir � ce sujet ����� Dans ce travail

nous nous int	resserons plus particuli�rement aux langages alg�briques d	�nis � la section

����

D��nition �� Un mot w� est un facteur d�un mot w s�il existe des mots w� et w� tels

que w � w�w
�w��

Le mot w� est un facteur gauche si w� � � et un facteur droit si w� � �� Un facteur de

w qui n�est ni w ni le mot vide est appel	 facteur propre�
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De mani�re plus g	n	rale on peut parler de factorisation �

D��nition �	 Une factorisation d�un mot w est une suite �nie de mots �w�� � � � � wk�

telle que w � w�w� � � � wk� L�entier k est la longueur de la factorisation�

Lorsqu�aucun des mots wi n�est vide la factorisation est dite propre�

Ainsi un facteur propre de w est un facteur qui peut appara)tre dans une factorisation

propre non triviale �dont la longueur n�est pas ���

D��nition �
 Un sous�mot d�un mot w � x� � � � xn �xi � X� est une sous�suite w� �

xi� � � � xik  avec i� � i� � � � � � ik�

Il est clair qu�un facteur d�un mot w n�est rien d�autre qu�un sous�mot pour lesquels

les indices i�� � � � � ik sont cons	cutifs�

D��nition �� & Le nombre d�occurrences d�un facteur w� de w est le nombre de

factorisations distinctes F � �w�� w
�� w�� de w�

& Le nombre d�occurrences d�un sous�mot w� de w � x�x� � � � xn est le nombre de

sous�suites i� � � � � � ik de �� � � � � n telles que w� � xi� � � � xik �

Exemple �� Dans le mot w � aababbab il y a � occurrences du facteur ab mais ��

occurrences du sous�mot ab�

Un exemple classique de nombre d�occurrences de sous�mots est celui du nombre d�in�

versions �

D��nition �� Supposons l�alphabet X totalement ordonn	� Une inversion d�un mot

w � x� � � � xn est un couple �i� j� tel que i � j et xi � xj�

Le nombre d�inversions d�un mot w est not	 inv�w��

Le nombre d�inversions d�un mot est la somme des nombres d�occurrences de tous les

sous�mots possibles de longueur � dont les lettres sont d	croissantes� Ainsi dans le cas

d�un alphabet � deux lettres fa� bg �avec a � b� il s�agit tout simplement du nombre

d�occurrences du sous�mot ba�

Notation ���� Soient w � X� x � X et A � X� Le nombre d�occurrences de x dans w est

not	 jwjx et 	galement appel	 longueur de w en x�

De m�me le nombre de lettres de w qui appartiennent � A est appel	 longueur de w

en A et not	 jwjA�
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��� Arbres

Il existe di�	rentes cat	gories d�arbres en informatique� dans cette th�se le terme

d�arbre d	signe exclusivement un arbre planaire g	n	ralement 	tiquet	�

����� Arbres planaires

D��nition ��� Soit S un ensemble �ni non vide� Un arbre d�ensemble de sommets S

est d	�ni de la mani�re suivante �

& Si S est un singleton A � �s� est le seul arbre d�ensemble de sommets S�

& Sinon A � �s�A�� � � � �Ak� o� s � S et pour chaque i � k Ai est un arbre

d�ensemble de sommets Si avec la condition que fS�� � � � � Skg forme une partition

de Snfsg�

Dans les deux cas s est appel	 la racine de A�

Avec les notations de la d	�nition ���� les 	l	ments de S sont appel	s sommets ou

n	uds de A� La taille de A est son nombre de sommets�

Lorsque A � �s�A�� � � � �Ak� est un arbre les racines respectives s�� � � � � sk des arbres

A�� � � � �Ak sont appel	s �ls de s et s est leur p�re commun� Ai est appel	 le i��me sous�

arbre de A ou encore le sous�arbre issu de si� de mani�re g	n	rale un sous�arbre de A est

le sous�arbre issu d�un sommet quelconque de A�

Traditionnellement les arbres sont repr	sent	s par des graphes chaque sommet 	tant

reli	 � ses �ls ordonn	s de gauche � droite et plac	s en dessous de lui de sorte que la racine

est plac	e en haut de la �gure �voir �gure �����

Un sommet d�un arbre qui n�a aucun �ls est appel	 une feuille� Les sommets qui ne

sont pas des feuilles sont parfois appel	s sommets ou n*uds internes�

Une branche d�un arbre est une suite �s�� � � � � sk� de sommets telle que pour � � i � k

si�� soit un �ls de si s� 	tant la racine de l�arbre� L�entier k est la longueur de la branche�

Pour chacun des sommets s d�un arbre il existe une unique branche qui se termine en s�

La hauteur de l�arbre A est la plus grande longueur de ses branches�

Si �s�� � � � � sk� est une branche d�un arbre k est la profondeur du sommet sk dans cet

arbre�

Une branche est maximale �pour l�inclusion� si son dernier sommet est une feuille de

l�arbre�
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Les descendants d�un sommet s sont tous les sommets du sous�arbre issu de s� les

anc
tres de s sont tous les sommets qui composent la branche dont il est le dernier sommet�

En ce sens un sommet est son propre anc�tre et son propre descendant�

Si A et B sont deux arbres et si s est un sommet de A on notera A�s�B� l�arbre obtenu

en rempla+ant dans A le sous�arbre de racine s par B �voir �gure �����

A

s

B

A�s�B�

Fig� ���� Substitution d�arbres

Dans le cadre de cette th�se les arbres manipul	s sont exclusivement des arbres de

d�rivation dans une grammaire� voir section ����

��� S�ries formelles et s�ries g�n�ratrices

Soient X � fx�� � � � � xkg un alphabet �ni et A un anneau unitaire� A ��X�� d	signe

l�alg�bre des s�ries formelles � variables non commutatives dans X et � coe�cients dans
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A� L�alg�bre des s�ries formelles � variables commutatives dans X et � coe�cients dans A

sera not	e A��X��� Dans la pratique A sera Z Q  ou C �

Pour chaque k�uplet n � �n�� � � � � nk� � Nk  nous notons xn le mon�me xn�� � � � xnkk �

A toute s	rie formelle � variables non commutatives correspond naturellement une s	rie

� variables commutatives obtenue par le morphisme �� qui  fait commuter! les lettres�

Un langage L peut �tre identi�	 � la s	rie formelle en variables non commutativesP
w�Lw �les coe�cients sont � pour les mots de L et � pour les autres�� La s	rie ���L�

est alors appel	e s�rie g�n�ratrice du langage L� le coe�cient de xn est le nombre de mots

de L qui ont pour � � i � k exactement ni occurrences de la lettre xi� Nous utiliserons

fr	quemment la m�me lettre pour d	signer un langage et sa s	rie g	n	ratrice�

De mani�re plus g	n	rale soit L un ensemble d	nombrable d� objets! combinatoires et

soient p�� � � � � pk des param�tres positifs ou nuls d	�nis sur L �chaque pi est une application

de L dans IN�� La s�rie g�n�ratrice de L suivant les param�tres �pi���i�k sera alors la s	rie

formelle � variables commutatives

L�x�� � � � � xk� �
X
w�L

x
p��w�
� � � � xpk�w�k

Pour qu�une telle s	rie soit d	�nie il faut que pour chaque k�uplet �v�� � � � � vk� l�en�

semble des objets pour lesquels chaque param�tre pi vaut vi soit un ensemble �ni�

D��nition ��� Un param�tre � d	�ni sur un ensemble d�objets A est une taille si

pour chaque valeur de n l�ensemble

An � fa � A� ��a� � ng

est �ni�

L�existence d�une taille parmi les param�tres p�� � � � � pk est une condition su�sante

pour que la s	rie g	n	ratrice suivant ces param�tres soit d	�nie� Le param�tre  longueur

totale! est toujours une taille pour les mots d�un langage les alphabets 	tant toujours �nis�

La s	rie g	n	ratrice d�un langage suivant les param�tres  nombres d�occurrences des

di�	rentes lettres! est la s	rie ���L� que nous avons appel	e plus haut sa s	rie g	n	ratrice�

Il est possible qu�aucun param�tre  nombre d�occurrences de la lettre xi! ne soit une taille �

il peut parfaitement y avoir dans le langage consid	r	 une in�nit	 de mots ne comportant

pas la lettre xi et ce pour chaque xi� Cependant la s	rie g	n	ratrice est toujours bien

d	�nie le nombre de mots du langage ayant une composition �x	e 	tant �ni�
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Il arrivera fr	quemment dans le cours de cette th�se que nous manipulions des com�

binaisons lin	aires formelles de mots� Nous travaillons alors implicitement dans l�alg�bre

Q � X � des polyn�mes � variables non commutatives dans X et � coe�cients dans Q � Le

plus souvent une application �  X � Q � Y � sera d	�nie et implicitement 	tendue �

Q � X � comme morphisme d�alg�bres � d�abord � X� par concat	nation puis � Q � X �

par combinaisons lin	aires�

Exemple ��� Soient X � fa� bg et Y � fa� a�� bg� Si � est d	�nie par�
��a� � a� a�

��b� � �� b�

alors on a par exemple

��aba� aa� � ��aba� � ��aa�

� ��a���b���a� � ��a���a�

� �a� a����� b��a� a�� � �a� a���a� a��

� �aa� �aa� � �a�a� �a�a� � aba� aba� � a�ba� a�ba��

��� Grammaires

D��nition ��� Une grammaire hors�contexte �context�free est un quadruplet G �

�X�N�R� S� o� �

& X est un ensemble �ni appel	 alphabet� Les 	l	ments de X que dans la mesure du

possible nous noterons par des minuscules sont appel	s lettres �ou symboles termi�

naux��

& N est un ensemble �ni disjoint de X appel	 alphabet des symboles� les 	l	ments de

N �normalement not	s par des majuscules� sont appel	s symboles non terminaux ou

non terminaux ou symboles�

& R est une partie �nie de N � �X � N�� dont chaque 	l	ment est appel	 r�gle de

d�rivation ou transition� Pour plus de clart	 les r�gles de d	rivation seront pr	sent	es

sous la forme U �W  avec U � N et W � �X �N���

& S est un symbole non terminal appel	 axiome�

Il pourra arriver que nous d	�nissions une grammaire sans pr	ciser son axiome ou que

nous changions cet axiome�
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Pour chaque r�gle de d	rivation R � �U � W � U est appel	 membre gauche de R et

not	 g�R�� Le membre droit de R not	 d�R� est W � Le nombre de symboles non terminaux

de W est appel	 l�arit� de la r�gle et not	 	�R�� Une r�gle d�arit	 � est dite terminale�

En�n d�R� i� d	signe le i��me symbole du membre droit de R�

Nous 	crirons fr	quemment nos r�gles sous la forme R  U � w�U�w� � � � Ukwk� une

telle notation suppose implicitement wi � X� et Ui � N  de telle sorte que d�R� i� � Ui�

Les symboles du membre droit seront syst	matiquement num	rot	s de gauche � droite�

Pour chaque symbole U  les r�gles de d	rivation ayant U comme membre gauche sont

appel	es U �d�rivations� L�ensemble des U �d	rivations est not	 RU �

Dans une grammaire chaque r�gle de d	rivation R � �U � V � d	�nit sur �X � N��

une relation binaire
R� de la mani�re suivante � pour tous mots W� et W� de �X � N��

W�UW�
R�W�V W�� en d�autres termes W

R�W � si l�on peut obtenir W � en rempla+ant

dans W  une occurrence de U �le  membre gauche! de la r�gle de d	rivation� par V �le

 membre droit!�� On dit alors que R r��crit ou d�rive W en W ��

La r	union de toutes les relations
R� pour R � R est not	e

G� et la cl�ture transitive

de
G� est not	e

��� On a W
G� W � si et seulement si il existe une r�gle R qui r		crit W

en W � et W
�� W � si et seulement si il existe une suite �nie de r�gles qui appliqu	es

successivement r		crivent W en W ��

D��nition ��	 Soit G � �X�N�R� S�� une grammaire�

Le langage engendr� par G pour le symbole S est l�ensemble LG�S� des mots w � X�

tels que S
�� w�

Le langage non terminal engendr	 par G pour le symbole S est l�ensemble �LG�S� des

mots w � �X � V �� tels que S
�� w�

Lorsque le symbole n�est pas pr	cis	 le langage engendr	 par une grammaire est celui

qui est engendr	 pour l�axiome de la grammaire�

La notion de grammaire non ambigu# ou grammaire alg	brique est fondamentale lors�

qu�il s�agit d�obtenir des r	sultats d�	num	ration� Intuitivement une grammaire est non

ambigu# si elle n�engendre chaque mot que d�une seule mani�re � certaines permutations

in	vitables pr�s�

D��nition ��
 Une grammaire G � �X�N�R� S� est dite non ambigu� si pour chaque

symbole U � N et chaque mot w tel que U
G� w il existe une unique suite �nie �Wi���i�n

de mots de �X �N�� telle que U � W� Wn � w et pour chaque i � n� � Wi
G� Wi��
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avec la condition que Wi�� est obtenu en r		crivant dans Wi le premier symbole non

terminal�

La non�ambigu(t	 d�une grammaire s�exprime beaucoup plus simplement par le fait que

chaque mot d�un langage engendr	 par une grammaire non ambigu# poss�de un unique

arbre de d	rivation� cette propri	t	 est valable aussi bien avec la d	�nition  classique! des

arbres de d	rivation qu�avec la convention que nous adoptons dans cette th�se �voir le

paragraphe ����� plus loin�� Cette unicit	 doit �tre comprise dans le sens suivant � si un

m�me mot appartient � plus d�un langage engendr	 par la grammaire il poss�de un unique

arbre de d	rivation pour chaque langage auquel il appartient�

D��nition ��� Un langage L est alg�brique s�il existe une grammaire non ambigu# G

qui engendre L�

Il existe des langages engendr	s par des grammaires hors�contexte mais qui ne peuvent

l��tre par une grammaire non ambigu# �Parikh ������ De tels langages sont dits ambi�

gus� L�ambigu(t	 d�un langage hors�contexte est un probl�me ind	cidable� on trouvera un

	ventail de m	thodes permettant dans certains cas de d	montrer cette ambigu(t	 dans

Flajolet �����

D��nition ��� Soit G une grammaire et soient S� et S� deux symboles non terminaux

de G� On dira que S� est accessible � partir de S� s�il existe deux mots W��W� � �X �N��

tels que S�
��W�S�W� avec W�W� �� ��

On dira que S� et S� sont simultan�ment accessibles � partir de S s�il existe trois mots

W��W��W� � �X �N�� tels que S
�� W�S�W�S�W� ou S

�� W�S�W�S�W�� Dans le cas

o� S� � S� il est indispensable que le symbole S� apparaisse deux fois�

La relation  accessible � partir de! est transitive� Les grammaires que nous manipule�

rons seront propres ce qui signi�e que tout symbole autre que l�axiome doit �tre accessible

� partir de celui�ci �voir ����� En e�et on ne change pas le langage engendr	 par une gram�

maire en 	liminant les symboles non accessibles � partir de l�axiome ainsi que toutes les

r�gles de d	rivation dont le membre gauche ou droit comporte l�un des symboles 	limin	s�

Etant donn	e une grammaire si l�on change l�axiome pour le remplacer par un autre

des symboles non terminaux on change g	n	ralement le langage engendr	� Les langages

LG�U� o� U est un symbole autre que l�axiome sont appel	s langages auxiliaires�

Exemple ��� �Langage de Dyck� Un exemple fondamental de langage alg	brique est

le langage de Dyck qui reviendra fr	quemment dans nos exemples� Le langage de Dyck est
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celui des syst�mes correctement form	s de parenth�ses �Comtet ������ En rempla+ant par

la lettre a la parenth�se ouvrante et par b la parenth�se fermante un mot w � fa� bg� est

un mot de Dyck s�il v	ri�e les conditions suivantes �

& jwja � jwjb�

& pour tout facteur gauche w� de w jw�ja 	 jw�jb�

Le langage de Dyck est engendr	 par la grammaire G � �fa� bg� fDg�R�D� o� R
contient les deux r�gles de d	rivation�

R�  D � ��

R�  D � aDbD�

Le nombre de mots de Dyck de longueur �n est le n�i�me nombre de Catalan Cn �
�

n��

��n
n

�
� Ce r	sultat bien connu peut �tre montr	 de multiple fa+ons � gr,ce � la formule

d�inversion de Lagrange ��� ��� en utilisant l�	quation sur la s	rie g	n	ratrice D�x� fournie

par la grammaire �D�x� � � � xD�x���� en extrayant directement les coe�cients de Tay�

lor de la s	rie g	n	ratrice obtenue explicitement en r	solvant cette 	quation� Il en existe

	galement de nombreuses preuves combinatoires� voir Andr	 ��� Bertrand ���� pour les

plus anciennes� Parmi les m	thodes permettant d�obtenir de telles preuves le principe de

r��exion d�Andr	 et le principe de Raney �Raney ����� bas	 sur la conjugaison de mots

sont les plus universels�

����� Arbres de d�rivation

Nous utiliserons fr	quemment la notion d�arbre de d�rivation d�un mot dans une gram�

maire� L�arbre de d	rivation d�un mot est la repr	sentation arborescente de la suite de

transitions qui permettent de passer d�un symbole non terminal � un mot du langage

engendr	 par ce symbole�

Dans le sens usuel l�arbre de d	rivation d�un mot comporte un n*ud interne par

transition� Les n*uds internes sont alors 	tiquet	s par des symboles non terminaux et les

feuilles par des mots �	ventuellement vides� form	s de lettres terminales� Le mot repr	sent	

par un arbre de d	rivation donn	 est alors obtenu en lisant les 	tiquettes des feuilles dans

l�ordre sym	trique�

Dans notre travail nous avons besoin de rep	rer quelle r�gle de d	rivation a 	t	 utilis	e

� chaque 	tape de la formation du mot� C�est pourquoi les n*uds de nos arbres de d	ri�

vation sont 	tiquet	s par les  noms! des r�gles de d	rivation utilis	es �plut�t que par les

symboles non terminaux qui en forment les membres gauches�� La connaissance des r�gles
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de d	rivation rendant alors super-ues les feuilles et leurs 	tiquettes nous les omettons

syst	matiquement� La taille d�un arbre de d	rivation est alors exactement la longueur de

la suite de transitions qui fait passer du symbole non terminal au mot produit�

La �gure ��� montre les deux formes possibles d�arbres de d	rivation pour le mot

w � aababb dans la grammaire classique engendrant le langage de Dyck �

R�  D � �

R�  D � aDbD�

D


a� Arbre de d	rivation classique

bDa

a D b D �

� a D

��

bD

D


b� Arbre de d	rivation condens	

R� R�

R�R�

R� R�

R�

Fig� ���� Exemples d�arbres de d�rivation

Formellement nos arbres de d	rivation sont donc d	�nis r	cursivement de la mani�re

suivante �

D��nition ��� Soit U un symbole d�une grammaire G et w � LG�U� un mot� Les

arbres de d	rivation de w dans le langage LG�U� sont d	�nis ainsi �

& Si R  U � w est une des r�gles de d	rivation de la grammaire l�arbre r	duit � une

racine 	tiquet	e R est un arbre de d	rivation de w�

& si R  U � u�U�u� � � � Ukuk est une des r�gles de d	rivation de la grammaire si

w � u�w�u� � � � wkuk avec pour � � i � k wi � LG�Ui� et si pour � � i � k Ti est
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un arbre de d	rivation de wi dans le langage LG�Ui� alors l�arbre T � �R�T�� � � � � Tk�

est un arbre de d	rivation de w dans le langage LG�U��

La d	�nition donn	e plus haut d�une grammaire non ambigu# est 	quivalente � la

suivante �

D��nition ��� Une grammaire G est non ambigu# si et seulement si pour chaque

symbole U et chaque mot w � LG�U� w a un unique arbre de d	rivation dans le langage

LG�U��

En termes d�arbres de d	rivation un symbole U� est accessible � partir d�un symbole

U� s�il existe une arbre de d	rivation de la grammaire dont la racine est 	tiquet	e par une

U��d	rivation et qui contient un sommet 	tiquet	 par une U��d	rivation �avec la condition

suppl	mentaire que ce sommet doit �tre distinct de la racine si U� � U��� De m�me

U� et U� sont simultan	ment accessibles � partir de U  s�il existe un arbre de d	rivation

dont la racine est 	tiquet	e par une U �d	rivation et qui contient deux sommets 	tiquet	s

respectivement par une U��d	rivation et une U��d	rivation qui ne sont pas sur la m�me

branche �l�un ne doit pas �tre un descendant de l�autre��

Lorsque A� et A� sont deux arbres de d	rivation d�une m�me grammaire et que s est

un sommet de A� l�arbre A��s�A�� est un arbre de d	rivation � condition que les 	tiquettes

de s et de la racine de A� aient le m�me membre gauche� nous nous interdirons d�e�ectuer

des substitutions dans les arbres de d	rivation lorsque cette condition ne sera pas remplie�

����� Grammaires attribu�es

Les grammaires attribu	es sont classiquement utilis	es pour la construction de compila�

teurs� Nous ne nous int	ressons ici qu�� leur utilisation dans le domaine de la combinatoire

et nous nous limitons � des attributs synth�tis�s tels qu�ils sont d	�nis dans l�article de

Knuth �����

D��nition ��� Soit G � �X�N�R� S� une grammaire� Une famille d�attributs d	�nie

sur G est la donn	e pour chaque symbole U � N  d�un ensemble �ni TU d�attributs ayant

les caract	ristiques suivantes �

& chaque attribut 
 � TU poss�de un domaine de valeurs D�  qui est un ensemble ��ni

ou non�� le produit cart	sien
Q

��TU
D� est not	 DU �
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& pour chaque attribut 
 � TU et chaque U �d	rivation R  U � w�U� � � � Ukwk on

donne une r�gle de calcul f��R qui est une fonction d	�nie sur DU� � � � ��DUk et �

valeurs dans D� � Si la r�gle R est d�arit	 � f��R est simplement un 	l	ment de D� �

Le couple
�
G� �TU �U�N

�
est alors appel	 grammaire attribu�e�

Une grammaire attribu	e permet de calculer r	cursivement pour chaque mot w de

chaque langage LG�U� engendr	 par G une valeur 
�w� � D�  et ce pour chaque attribut

d	�ni sur U � Ce calcul est plus simple � lire sur un arbre de d	rivation A � � chaque sommet

s de l�arbre 	tiquet	 par une U �d	rivation on donne une 	tiquette suppl	mentaire 
�s�

pour chaque 
 � TU  cette 	tiquette 	tant calcul	e en fonction des di�	rentes 	tiquettes

des �ls de s � si le sommet s est 	tiquet	 par la r�gle R 
�s� est calcul	 en appliquant la

 r�gle de calcul! f��R � l�ensemble des valeurs calcul	es pour les �ls du sommet s� De proche

en proche on obtient ainsi les attributs de la racine �
�s�����TU  qui sont les valeurs des

attributs pour le mot w dont A est l�arbre de d	rivation�

Exemple ��� Consid	rons la grammaire G � �fa� bg� fDg�R�D� dont les r�gles de

d	rivation sont � �
R  D � ��

R�  D � aDbD�

Les arbres de d	rivation de G sont exactement les arbres binaires complets �les sommets

internes 	tiquet	s R� ont � �ls et les feuilles sont 	tiquet	es R��

Le nombre de Strahler St�A� d�un arbre binaire complet A est d	�ni r	cursivement de

la mani�re suivante �

& St�A� � � si A se r	duit � sa racine�

& si A a pour sous�arbres gauche et droit Ag et Ad respectivement St�A� est le maxi�

mum de St�Ag� et St�Ad� auquel on ajoute � si St�Ag� � St�Ad��

Le nombre de Strahler peut par cons	quent �tre d	�ni par un attribut St avec les

r�gles de calcul � ����
���

fSt�R � �

fSt�R��n�m� �

�
n� � si n � m

max�n�m� si n �� m

Le calcul du nombre de Strahler est illustr	 �gure ����
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�

��

�

��

�

�

�

Fig� ���� Exemple de calcul du nombre de Strahler

Les q�grammaires introduites par F	dou ���� sont un cas particulier de grammaires

attribu	es o� un attribut unique est d	�ni sur chaque symbole les r�gles de calcul 	tant

astreintes � avoir une forme particuli�re� Nous en proposons une version plus g	n	rale

appel	e Q�grammaires au chapitre � et qui constituent l�objet principal d�	tude de ce

travail�

��	 Chemins discrets

Dans notre travail un chemin est une suite �s�� � � � � sn� de points du plan discret

Z� Z� Nous ne consid	rons les chemins qu�� translation pr�s aussi supposerons�nous le

plus souvent que le premier sommet s� est l�origine ��� ���

Un pas d�un chemin est le vecteur reliant deux sommets cons	cutifs de coordonn	es

�xi�� � xi� yi�� � yi�� Il est fr	quent d�utiliser les points cardinaux pour d	signer certains

types de pas � un pas ��� �� est ainsi un pas Nord un pas ������ est un pas Sud�Est etc�

Il est commode de repr	senter certains mots par des chemins le plus simple 	tant alors

d�associer � chaque lettre de l�alphabet un type de pas ceux�ci se succ	dant dans le m�me

ordre que dans le mot�

Les repr	sentations les plus courantes des mots de Dyck sont celles que nous appellerons

repr	sentations diagonale et horizontale�

La repr	sentation diagonale consiste � traduire la lettre a par un pas Est et la lettre b

par un pas Nord� Le chemin se termine alors sur la droite d�	quation y � x sans avoir de

sommet au�dessus de cette droite� Dans la repr	sentation horizontale la lettre a se traduit
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Repr�sentation diagonaleRepr�sentation horizontale

Fig� ���� Chemins de Dyck associ�s � w � aabaabbabbab

par un pas Nord�Est et la lettre b se traduit par un pas Sud�Est� Le chemin se termine

alors sur la droite d�	quation y � � sans avoir de sommet en�dessous de cette droite�

Dans les deux cas le chemin obtenu est appel	 chemin de Dyck� Ces deux repr	senta�

tions sont illustr	es �gure ����

Le passage de l�une � l�autre de ces repr	sentations se fait tr�s simplement par un

changement d�	chelle suivi d�une sym	trie�

��
 Deux exemples classiques

Deux exemples classiques de grammaires et de param�tres reviendront fr	quemment

au cours de cette th�se tous deux bas	s sur le langage des mots de Dyck� La terminologie

d�origine g	om	trique que nous emploierons est bas	e sur la repr	sentation horizontale des

mots de Dyck par des chemins discrets allant du point ��� �� � un point ��n� �� o� �n est

la longueur du mot�

����� Aire des chemins de Dyck

Par d	�nition l�aire d�un chemin de Dyck est l�aire comprise entre ce chemin et l�axe

d�	quation y � �� Par extension nous parlerons 	galement de l�aire d�un mot de Dyck�

En d	coupant cette surface en tranches verticales d	limit	es par les pas du chemin cette

aire appara)t comme la somme d�aires de trap�zes � chaque pas AB du chemin contribue

� l�aire pour �yA � yB����

Lorsque le pas AB est un pas Nord�Est yB � yA � � et par cons	quent si h � yB

est l�ordonn	e du point B �	galement appel	e hauteur �nale du pas AB� la contribution

� l�aire du pas AB est h� ����
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Inversement si le pas AB est un pas Sud�Est yB � yA � � et la contribution du pas

AB est h� ����

Lors de la sommation les termes ���� et ���� associ	s aux pas Nord�Est et Sud�Est

se compensent puisqu�un chemin de Dyck comporte autant de pas des deux types� par

cons	quent l�aire d�un chemin de Dyck est aussi 	gale � la somme des hauteurs �nales des

pas qui le constituent�

��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��

A

B

D C

�� � � � � � � � �

�

��

����������������

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���

� � 	 �

Fig� ���� Di��rents modes de calcul de l�aire d�un chemin de Dyck

Par ailleurs les pas Nord�Est et Sud�Est peuvent �tre naturellement appari	s de ma�

ni�re � ce qu�� chaque pas Nord�Est de hauteur �nale h corresponde un pas Sud�Est de

hauteur �nale h� � �ce qui en interpr	tant le mot de Dyck comme un mot de parenth�ses

ouvrantes et fermantes correspond aux paires de parenth�ses�� Par cons	quent l�aire d�un

chemin de Dyck est 	galement obtenue en faisant la somme de sa demi�longueur et de deux

fois la somme des hauteurs �nales de ses pas Sud�Est�

Tous ces moyens de calcul de l�aire d�un chemin de Dyck sont illustr	s �gure ����

Tous ces param�tres se  lisent! parfaitement sur les mots de Dyck correspondant aux

chemins� En e�et si w � w�w� est un mot de Dyck la hauteur �nale du chemin corres�

pondant au facteur gauche w� est h � jw�ja � jw�jb� il est donc simple de transformer les

relations donnant l�aire d�un chemin de Dyck en expressions portant sur les mots de Dyck

associ	s�

Le param�tre aire des mots de Dyck est li	 � un autre param�tre classique � le nombre

d�inversions ����� Nous consid	rerons l�ordre a � b et par cons	quent une inversion dans

un mot de Dyck sera une occurrence du sous�mot ba� Le nombre d�inversions d�un tel mot
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w peut donc �tre d	crit de plusieurs fa+ons �

& la somme pour chaque occurrence de a dans w du nombre d�occurrences de b qui se

trouvent avant elle dans w�

& la somme pour chaque occurrence de b dans w du nombre d�occurrences de a qui se

trouvent apr�s elle dans w�

y � �n� x

y � x

b a

Fig� ���� Interpr�tation g�om�trique du nombre d�inversions

La �gure ��� montre comment le nombre d�inversions d�un mot de Dyck peut �tre

interpr	t	 g	om	triquement comme la moiti	 de l�aire comprise au�dessus du chemin de

Dyck correspondant et en�dessous des droites diagonales d�	quations y � x et y � �n� x

�o� �n est la longueur du mot� � � chaque inversion du mot correspond exactement un

carr	 d�aire � situ	 dans cette zone�

Une autre d	�nition tr�s proche de l�aire associ	e � un mot de Dyck est celle qui

correspond aux q�analogues des nombres de Catalan 	tudi	s par Carlitz� Dans ce cas on

consid�re des chemins de Dyck sous�diagonaux et l�aire d�un mot est celle de la zone

situ	e entre le chemin sous�diagonal et la diagonale d�	quation y � x� Cette aire n�	tant

pas enti�re pour les chemins de longueur �n lorsque n est impair on ne consid�re que la

di�	rence avec l�aire associ	e au mot �ab�n soit n���

Le passage d�une repr	sentation g	om	trique � l�autre se fait par une sym	trie suivie

d�une homoth	tie de rapport
p
� par cons	quent si l�aire d�un mot de Dyck w de longueur
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�n est not	e A�w� et l�aire de Carlitz Ac�w� on a

A�w� � �Ac�w� � n�

L�aire de Carlitz est plus directement li	e au nombre d�inversions� on a pour un mot

de longueur �n

Ac�w� � inv�w� �

�
n

�

�
�

Les deux d	�nitions de l�aire sont illustr	es �gure ����

���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������

���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�
�
�
�

��
��
��
��

A�w� � ��

jwj � �� inv�w� � �	

Ac�w� � ��

Fig� ���� Les deux d��nitions de l�aire pour w � aaaabababbbabbab

Les q�analogues des nombres de Catalan d	�nis par Carlitz 	num�rent les mots de Dyck

suivant le nombre d�inversions ou l�aire de Carlitz �

Cn�q� �
X
w�Dn

qinv�w��

�Cn�q� �
X
w�Dn

qAc�w��

Ces polyn�mes v	ri�ent les r	currences suivantes qui sont deux q�analogues de la r	�

currence classique des nombres de Catalan �

�C� � ��

�Cn�� �
X

��k�n

qk �Ck
�Cn�k�

C� � ��

Cn�� �
X

��k�n

q�k����n�k�CkCn�k�
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Nous mentionnons pour m	moire deux r	sutats d�	num	ration concernant l�aire des

chemins de Dyck �

& Soit pour chaque mot de Dyck de longueur �n A��w� � A�w� � �n � �� A��w�

s�interpr�te comme le nombre de points du plan discrets situ	s �au sens large� entre

le chemin de Dyck et l�axe horizontal� Alors

X
w

A��w� � �n�

o� la sommation porte sur tous les mots de Dyck de longueur �n� On trouvera une

preuve bijective de cette formule dans �����

& La somme des aires de Carlitz des chemins de Dyck de longueur �n

X
w

Ac�w� �
�

�
��n � �	n� ��Cn� �

est 	galement le nombre de cartes planaires point	es sans isthmes � � sommets et n

ar�tes �alors que le nombre de cartes planaires point	es � � sommet et n ar�tes est

le nombre de Catalan Cn�� La suite de nombres ��� 
� 	
� �
� � � � � appara)t dans �����

un codage de ces cartes par des mots de Dyck marqu	s est donn	 dans �����

����� Somme des hauteurs de pics de chemins de Dyck

Dans un chemin de Dyck un pic est un sommet imm	diatement pr	c	d	 d�un pas

Nord�Est et imm	diatement suivi d�un pas Sud�Est�

Inversement un creux d�un chemin de Dyck est un sommet imm	diatement pr	c	d	

d�un pas Sud�Est et imm	diatement suivi d�un pas Nord�Est�

Dans le mot de Dyck correspondant un pic correspond � un facteur ab et un creux �

un facteur ba� La hauteur d�un pic ou d�un creux est l�ordonn	e du sommet correspondant�

Comme pour le calcul de l�aire la hauteur d�un pic se calcule simplement sur le mot de Dyck

correspondant� La hauteur du pic situ	 entre les facteurs w�a et bw� dans w � w�abw�

est h � � � jw�ja � jw�jb�
Un mot de Dyck peut parfaitement �tre d	�ni par la suite de ses hauteurs de pics

et de creux� cette remarque est � la base d�un codage des polyominos parall	logrammes

par les mots de Dyck ���� dans lequel la hauteur de chaque pic devient la hauteur d�une

colonne du polyomino et par cons	quent la somme des hauteurs de pics devient l�aire du

polyomino cod	� La longueur du mot de Dyck devient � un d	calage pr�s le p	rim�tre du

polyomino cod	�
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F	dou a montr	 dans ���� que la somme des hauteurs des pics de mots de Dyck a

la m�me distribution que le param�tre somme des nombres de feuilles des sous�arbres

gauches d	�ni sur les arbres binaires complets� nous verrons au chapitre � que ce genre

d�interpr	tation peut �tre automatis	�

w � aabaaabbababbbab

Longueur ��

	 pics de hauteurs �� �� �� �� �

P	rimtre �


	 colonnes

de hauteurs �� �� �� �� ��

Fig� ���� Somme des hauteurs de pics et polyominos parall�logrammes

La �gure ����� montre un exemple de mot de Dyck de somme des hauteurs de pics ��

et le polyomino parall	logramme correspondant�
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��

Chapitre �

Q�grammaires

Dans ce chapitre nous d	�nissons les objets principalement 	tudi	s dans cette th�se �

les Q�grammaires qui sont des grammaires attribu	es dont les attributs ont une forme

particuli�re�

��� Notations

Dans ce chapitre chaque fois qu�une grammaire G � �X�N�R� S� aura 	t	 d	�nie et

qu�il n�y aura pas d�ambigu(t	 possible nous identi�erons un symbole et le langage qu�il

engendre c�est���dire que nous 	crirons U pour LG�U��

Une r�gle de d	rivation g	n	rique d�une grammaire sera not	e sous la forme

R  U � w�U�w� � � � wn��Unwn�

avec wi � X� et Ui � N �

Dans cette notation R est le nom de la r�gle de d	rivation utilis	 pour 	tiqueter les

arbres de d	rivation� n est l�arit	 de la r�gle R�

Un mot u � LG�U� est obtenu par l�utilisation de la r�gle R lorsque la racine de son

arbre de d	rivation est 	tiquet	e par R� Cela revient � dire qu�il existe des mots ui � Ui

pour � � i � n tels que

u � w�u�w� � � � wn��unwn�

Les grammaires consid	r	es 	tant non ambigu#s pour chaque symbole U et chaque

mot u � U  il n�y a qu�une seule r�gle dont est issu u� nous noterons alors sans plus de

pr	cision ui le i��me mot apparaissant dans la d	composition ci�dessus� Ce mot ui est celui

qu�engendre le i��me sous�arbre de l�arbre de d	rivation de u�
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��� Param�tres Q�comptables

����� Termes de croissance d�un param�tre

Soit G � �X�N�R� S� une grammaire non ambigu# engendrant un langage L et soit

p un param�tre d	�ni sur la r	union disjointe � des langages engendr	s par G �m�me si p

n�est d	�ni a priori que sur le langage L nous supposerons qu�un prolongement � cette

r	union disjointe a 	t	 choisi��

D��nition �� Soit u un mot d�un langage engendr	 par G�

Avec les notations d	�nies pr	c	demment on appelle terme de croissance de p pour u

la quantit	

�p�u� � p�u��
nX
i��

p�ui��

Lorsque le mot u se trouve �tre le membre droit d�une U �d	rivation d�arit	 � le terme

de croissance de p pour u �dans le langage U� est simplement �p�u� � p�u��

En termes d�arbres de d	rivation et si l�on consid�re p comme un attribut �p�u� est la

di�	rence entre l�attribut calcul	 sur l�arbre tout entier et la somme des valeurs attribu	es

aux sous�arbres issus des �ls de la racine� c�est pourquoi nous l�appelons terme de croissance�

Il est parfaitement possible pour un attribut quelconque qu�il n�y ait aucun lien entre p�u�

et la somme des p�ui�� Dans ce cas le terme de croissance n�a aucun sens particulier�

Exemple �� Consid	rons le langage des mots de Dyck engendr	 par la grammaire clas�

sique G� correspondant aux deux r�gles de d	rivation

�
R�  D � �

R�  D � aDbD�

Notons pour tout mot w � fa� bg� h�w� � jwja � jwjb et soit

p�w� � max
w�w�w�

h�w���

Le param�tre p repr	sente l�ordonn	e maximale atteinte par le chemin de Dyck associ	

au mot w� il est aussi appel	 hauteur maximale de w� Il est clair que le param�tre p peut

�� Dans le cas o� un m�me mot appartient � plus d�un des langages engendr�s par une grammaire�
nous consid�rerons qu�un m�me param	tre peut prendre� pour ce mot� une valeur di
�rente dans chaque
langage�
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�tre calcul	 comme attribut synth	tis	 sur la grammaire G� � p��� � � et si w � aw�bw�

est obtenu par la r�gle R� on a

p�w� �

�
� � p�w�� si p�w�� 	 p�w���

p�w�� si p�w�� � p�w���

Dans ce cas la somme p�w�� � p�w�� n�appara)t pas dans le calcul de p�w� � le terme

de croissance n�a donc ici pas de sens naturel�

Un exemple similaire est celui du nombre de Strahler vu au chapitre �� De mani�re

g	n	rale on peut s�attendre � ce que le terme de croissance d�un param�tre d	�ni comme

un maximum n�ait pas de sens  naturel!�

Notre travail a pour cadre le cas inverse o� chaque param�tre 	tudi	 peut �tre  sim�

plement! d	�ni au moyen de ses termes de croissance�

Exemple �� Consid	rons de nouveau le langage de Dyck engendr	 par les deux gram�

maires G� �voir exemple ���� et G� � �fa� bg� fD�Eg� fR�� � R��� R��� R��� R�	� R�
g� D� �������������
�����������

R��  D � �

R��  D � E

R��  E � ab

R��  E � abE

R�	  E � aEb

R�
  E � aEbE�

Il est facile de voir que dans la grammaire G� seules les r�gles R�� et R�� font appara)tre

des facteurs ab �les pics des chemins de Dyck correspondants�� par cons	quent dans G�

le terme de croissance du param�tre  nombre de pics! p� est � pour les r�gles R�� et R�� et

� pour les autres r�gles�

En revanche dans G� la situation n�est pas aussi simple� Le terme de croissance du

m�me param�tre p� pour la r�gle R� est toujours positif ou nul� si le mot w� � D a k�

facteurs ab et le mot w� � D en a k� le mot aw�bw� � D en a au moins k��k�� En fait on

a p��aw�bw�� � p��w��� p��w�� si w� �� � et p��aw�bw�� � p��w��� p��w���� � p��w����

si w� � ��

Nous parlerons 	galement de terme de croissance d�un param�tre pour un arbre de

d	rivation ou pour un n*ud d�un arbre de d	rivation�

Ainsi pour un arbre de d	rivation A le terme de croissance du param�tre p pour A
sera par d	�nition �p�A� � �p�u� o� u est le mot dont A est l�arbre de d	rivation�
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De m�me si s est un n*ud d�un arbre de d	rivation A le terme de croissance de p

pour s est �p�s� � �p�B� o� B est le sous�arbre de A dont la racine est s�

����� Param�tres Q	comptables et Q	grammaires

Le principe de la formation d�une Q�grammaire consiste � d	�nir tous les param�tres

auxquels l�on s�int	resse par le moyen de leurs termes de croissance� Chaque terme de

croissance ne doit d	pendre que de la r�gle de d	rivation utilis	e et d�autres param�tres

pr	alablement d	�nis� Chaque param�tre est ainsi d	�ni par un ensemble de  r�gles de

calcul! une r�gle 	tant associ	e � chaque r�gle de d	rivation de la grammaire� Les  bons!

param�tres que nous nommerons Q�comptables sont ceux dont les termes de croissance

sont eux�m�mes d	�nis par d�autres param�tres Q�comptables �

D��nition �	 �param�tre Q�comptable� Un param�tre p est dit �

& Q�comptable de rang � si pour chaque r�gle de d	rivation R de G il existe une

constante enti�re cR 	 � telle que pour tout mot u obtenu par l�application de la

r�gle R �p�u� � cR�

& Q�comptable de rang k � � si pour chaque r�gle de d	rivation R de G il existe

des param�tres Q�comptables p�� � � � pn de rangs inf	rieurs ou 	gaux � k et une

constante cR 	 � tels que pour tout mot u obtenu par l�application de la r�gle R

on ait �p�u� � cR � p��u�� � � � �� pn�un��

A�n que notre d	�nition soit consistante nous exigeons que pour un param�tre de

rang � l�une au moins des constantes cR soit non nulle et que pour un param�tre de rang

k � � l�un au moins des param�tres utilis	s soit exactement de rang k�

Un  param�tre! constamment 	gal � un nombre entier positif est consid	r	 comme

Q�comptable de rang ��

Un param�tre Q�comptable est donc un attribut synth	tis	 sur la grammaireG avec des

restrictions sur la forme des r�gles de calcul de cet attribut qui doivent ne faire intervenir

que des combinaisons a�nes d�autres param�tres Q�comptables�

Par la suite nous ne nous int	resserons qu�aux param�tres Q�comptables d�une gram�

maire�

La d	�nition ci�dessous g	n	ralise celle des q�grammaires d	�nie dans ��� ��� �

D��nition �
 On appelle Q�grammaire une grammaire attribu	e �G� p�� � � � � pn� o� les

attributs p�� � � � � pn sont des param�tres Q�comptables sur G et tels que pour � � i � n

les termes de croissance de pi ne fassent intervenir que les param�tres p�� � � � � pi���
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La notion de param�tre Q�comptable est li	e � la grammaire G plus qu�au langage

qu�elle engendre �dans l�exemple ��� le param�tre  nombre de pics! est clairement Q�

comptable dans la grammaireG� alors que nous verrons qu�il ne l�est pas dans la grammaire

G��� Certains param�tres sont Q�comptables pour toutes les grammaires�

Lorsqu�il y aura risque d�ambigu(t	 sur la grammaire on pr	cisera celle�ci en disant

qu�un param�tre est G�Q�comptable�

Exemple �� Dans toute grammaire le param�tre  longueur! jwj et plus g	n	ralement

tout param�tre  longueur en X �! o� X � � X est Q�comptable de rang �� en e�et le

terme de croissance de chaque r�gle R  U � w�U�w� � � � Unwn est la constante �p � cR �

jw�w� � � � wnjX� �

Exemple �� Reprenons la grammaire G� de l�exemple ��� �grammaire classique engen�

drant le langage de Dyck��

Notons A�w� l�aire d�un mot de Dyck quelconque w� Comme nous l�avons vu pr	c	�

demment A�w� est aussi la somme des hauteurs de tous les sommets du chemin de Dyck

correspondant � w�

L�aire des chemins de Dyck est Q�comptable de rang � pour cette grammaire avec les

termes de croissance ainsi d	�nis �

& Pour la r�gle D � � � A��� � � �l�aire du chemin vide est nulle��

& Pour la r�gle D � aDbD � A�ad�bd�� � A�d�� � A�d�� � � � jd�j donc le terme de

croissance est � � jd�j� La �gure ��� illustre cette r�gle de calcul�

Puisque la longueur est elle�m�me Q�comptable de rang � l�aire est alors Q�comptable de

rang ��

De m�me l�aire de Carlitz est 	galement Q�comptable de rang � dans la grammaire

G�� En e�et Ac�ad�bd�� � Ac�d�� � Ac�d�� � jd�j�� donc le terme de croissance est

�Ac�ad�bd�� � jd�j�� � jd�ja qui est lui aussi un param�tre Q�comptable de rang ��

En�n nous pouvons aller un cran plus loin et d	�nir pour un mot de Dyck son moment

d�inertie de la mani�re suivante � M�w� est la somme des ordonn	es des points � coordon�

n	es enti�res positives situ	s �au sens large� sous le chemin cod	 par w� Ainsi la contribu�

tion � M�w� des points situ	s sous un sommet de hauteur h est � � � � �� h � h�h� �����

Le moment d�inertie M est un param�tre Q�comptable de rang � et sa r�gle de calcul

pour la r�gle D � aDbD peut �tre obtenue en examinant de nouveau la �gure ���� Dans le

chemin cod	 par d � ad�bd� chacun des points � coordonn	es enti�res situ	s sous le chemin
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d � ad�bd�

a d� b d�

� jd�j

� A�d��

� A�d��

� �

Fig� ���� R�gle de calcul de l�aire d�un chemin de Dyck

cod	 par d� voit son ordonn	e augment	e de �� ces points sont au nombre de A�d���jd�j���

Par cons	quent le moment d�inertie M�d� est donn	 par

M�d� � �M�d�� �A�d�� � jd�j� �� �M�d���

Les r�gles de calcul du param�tre M sont donc �

& Pour la r�gle D � � � M��� � ��

& Pour la r�gle D � aDbD � M�ad�bd�� � M�d�� �M�d�� �A�d�� � jd�j��� le terme

de croissance est A�d�� � jd�j�� � l�aire 	tant un param�tre de rang � et la longueur

de rang � le moment d�inertie est bien de rang 	�
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����
 Param�tres �l�mentaires

Certaines propri	t	s des param�tres Q�comptables d	coulent imm	diatement de leur

d	�nition par r�gles de croissance �

Proposition �� Toute combinaison lin�aire � coe�cients entiers positifs de param�tres

Q�comptables� est un param�tre Q�comptable dont le rang est le rang maximum des para�

m�tres concern�s�

Preuve� Soient p�� � � � � pn n param�tres Q�comptables et soit p � ��p�� � � ���npn �avec

�i � IN� une combinaison lin	aire de ces param�tres� Notons pour chaque param�tre pi et

pour chaque r�gle de d	rivation R �R�i le terme de croissance de pi pour cette r�gle � il est

clair que le terme de croissance de p pour R est ���R�� � � � � � �n�R�n� par cons	quent si

chaque pi est Q�comptable et si le maximum des rangs est k p est bien Q�comptable de

rang k�

D�s lors il est naturel de rechercher une description atomique des param�tres Q�

comptables�

D��nition �� Si p est un param�tre Q�comptable de rang � p est �l�mentaire s�il existe

une r�gle R� � R telle que le terme de croissance de p soit � pour toute autre r�gle que

R� et � pour R��

R	cursivement si un param�tre p est Q�comptable de rang k�� p est �l�mentaire s�il

existe une r�gle R� � R un entier i � 	�R�� et un param�tre p� 	l	mentaire de rang k

tels que le terme de croissance de p soit � pour toute autre r�gle que R� et p��ui� pour la

r�gle R��

Exemple ��� Reprenons l�exemple de l�aire de Carlitz telle que nous l�avons d	�nie

comme param�tre Q�comptable de rang � dans la grammaire G�� Soit p��w� � jwja et

p��w� � Ac�w�� Les termes de croissance des param�tres p� et p� pour les r�gles de d	ri�

vation R� et R� sont d�apr�s les exemples ��� et ��� �

R�  �p���� � �� �p���� � ��

R�  �p��ad�bd�� � �� �p��ad�bd�� � p��d���

Par cons	quent p� est un param�tre 	l	mentaire de rang � et p� un param�tre 	l	�

mentaire de rang ��
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A�n de d	crire tous les param�tres 	l	mentaires existant dans une grammaire donn	e

il convient de consid	rer l�ensemble R des r�gles de d	rivation comme un nouvel alphabet

et de d	�nir l�alphabet Rp des  d	rivations point	es! �

D��nition ��� Une d	rivation point	e est une r�gle de d	rivation R dont on a distingu	

l�un des symboles non terminaux du membre droit� Si l�on a distingu	 le k��me symbole

on la notera R�k��

Exemple ��� Dans la grammaire G� de l�exemple ��� la r�gle R� �r�gle terminale� ne

donne aucune d	rivation point	e et la r�gle R� �d�arit	 �� en donne deux� On a donc

Rp �
n
R
���
� � R

���
�

o
�

Les alphabets R et Rp nous permettent de d	crire tous les param�tres 	l	mentaires

en leur donnant des  noms!� Les noms de param�tres 	l	mentaires sont des mots de R�
pR

c�est���dire des suites de noms de r�gles de d	rivation dont toutes sauf la derni�re sont des

d	rivations point	es�

Soit en e�et p un param�tre 	l	mentaire� Le nom de p est d	�ni r	cursivement de la

mani�re suivante �

& Si p est de rang � le nom de p est R o� R est l�unique r�gle de d	rivation telle que

cR � ��

& si p est de rang k�� il existe un param�tre 	l	mentaire p� de rang k une r�gle R � R

et un entier i � 	�R� tel que l�unique terme de croissance non identiquement nul

de p soit pour la r�gle R p��ui�� Alors si le nom de p� est W � le nom de p est

W � R�i�W ��

Notons que la longueur du nom d�un param�tre 	l	mentaire est 	galement le rang de

ce param�tre�

Notation ����� Pour tout mot W � R�
pR le param�tre 	l	mentaire dont le nom est W est

not	 pW �

Par extension si W � ��W� � � � � � �kWk est une combinaison lin	aire � coe�cients

entiers positifs de mots de R�
pR on notera pW le param�tre Q�comptable

pW �
kX
i��

�ipWi
�

De telles combinaison lin	aires de noms de param�tres 	l	mentaires seront appel	es noms

de param�tres Q�comptables�
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Exemple ��	 Dans la grammaire G� de l�exemple ��� l�aire de Carlitz est le param�tre

Ac � p
R
���
� R�

� L�aire g	om	trique est A � �Ac�pR� � �p
R
���
� R�

�pR� � Le moment d�inertie

�voir exemple ���� est M � �p
R
���
� R

���
� R�

� 	p
R
���
� R�

� pR� �

La proposition suivante montre clairement que les param�tres 	l	mentaires su�sent �

d	crire tous les param�tres Q�comptables �

Proposition ��
 Tout param�tre Q�comptable de rang k peut s��crire comme combinai�

son lin�aire � coe�cients entiers positifs de param�tres �l�mentaires de rangs inf�rieurs ou

�gaux � k� l�un au moins �tant de rang exactement k�

Preuve� La preuve par r	currence sur k est sans di�cult	� Si k � � le param�tre p

est enti�rement d	�ni par les constantes �cR�R�R� Il est alors imm	diat que l�on a la

d	composition

p �
X
R�R

cRpR�

Supposons maintenant la propri	t	 vraie pour k et soit p un param�tre Q�comptable

de rang k � �� Pour chaque r�gle R � R le terme de croissance de p est de la forme

�p�w�u� � � � u��R�w��R�� � cR �

��R�X
i��

pR�i�ui��

o� chaque pR�i est un param�tre Q�comptable de rang au plus k �	ventuellement identi�

quement nul��

D�apr�s l�hypoth�se de r	currence chaque param�tre pR�i peut s�	crire pR�i � pWR�i
 o�

chaque WR�i est une combinaison lin	aire de mots de R�
pR� Il est alors imm	diat que l�on

peut d	composer p de la mani�re suivante �

p �
X
R�R

	

cRpR �

��R�X
i��

pR�i�WR�i

�
A �

Ceci termine la r	currence et la preuve de la proposition�

Nous verrons plus tard que cette association entre param�tres et noms de param�tres

n�est pas forc	ment bijective � deux param�tres pW et pW � �avec W �� W �� peuvent �tre

identiques sur tous les mots engendr	s par la grammaire� toutefois lorsqu�un param�tre

est donn	 par des r�gles de croissance ces r�gles ne l�associent qu�� une seule combinaison

de mots de R�
pR�
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����� Interpr�tation des param�tres Q	comptables

Les param�tres naturellement 	tudi	s sur les mots sont fr	quemment d	crits comme

le  nombre d�occurrences de tel ou tel 	v	nement! � nombre d�inversions nombre d�occur�

rences d�une lettre d�un facteur � � � Nous allons donner une interpr	tation formelle de tout

param�tre 	l	mentaire et donc par suite de tout param�tre Q�comptable�

Il est relativement ais	 d�interpr	ter un param�tre 	l	mentaire de rang � � puisque le

terme de croissance vaut � � chaque utilisation d�une r�gle de d	rivation particuli�re la

valeur du param�tre sur un mot donn	 sera le nombre d�utilisations de cette r�gle de

d	rivation qui sont n	cessaires pour obtenir ce mot � partir de l�axiome� En d�autres termes

un param�tre 	l	mentaire de rang �  compte! une certaine r�gle ou ce qui est 	quivalent

les n*uds de l�arbre de d	rivation qui sont 	tiquet	s par cette r�gle�

Nous avons vu pr	c	demment qu�un param�tre  nombre d�occurrences de la lettre x! est

toujours Q�comptable de rang �� R	ciproquement pour tout param�tre p Q�comptable de

rang � il est possible d�ajouter au langage une lettre qui sert de  marqueur! du param�tre

p de telle sorte que le nombre d�occurrences de cette nouvelle lettre soit toujours la valeur

du param�tre �

Proposition ��� Soit L� un langage alg�brique engendr� par une grammaire G� � �X�N�R�� S��

et soit p un param�tre Q�comptable de rang � sur G�� Soit �galement m une lettre n�appar�

tenant pas � l�alphabet X�

Il existe un langage L� engendr� par une grammaire G � �X � fmg� N�R� S�� tel que

� la projection �  �X � fmg�� � X� �tablit une bijection de L sur L��

� pour tout mot w � L� jwjm � p���w���

� pour tout mot w � L� les arbres de d�rivation de w �dans G et de ��w� �dans G�

ont m
me forme�

Preuve� L�ensemble des r�gles de d	rivation R se forme tr�s simplement � partir de R� �

pour chaque r�gle R � R� si R appara)t cR fois dans la d	composition en param�tres

	l	mentaires de p la r�gle correspondante de R s�obtient en ajoutant cR occurrences de

m dans le membre droit de R� Ces occurrences de m peuvent �tre ajout	es en n�importe

quelles positions� le simple fait que la grammaire G� soit non ambigu# su�t � assurer que

G le sera�

Pour interpr	ter les param�tres de rang sup	rieur � � nous avons besoin de la notion
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de cha�ne dans un arbre �

D��nition ��� Soit A un arbre de d	rivation de la grammaire G� Une cha�ne de lon�

gueur k de A est un k�uplet �s�� � � � � sk� de n*uds de A tel que pour tout i � k si��

soit un descendant de si distinct de si� Le type d�une cha)ne de longueur k est le mot

R
�d��
� � � � R

�dk���
k�� Rk � Rk��

p R o� Ri est l�	tiquette de si et o� si�� appartient � l�arbre

dont la racine est le di��me �ls de si�

Remarque� Les di�	rents n*uds qui composent une cha)ne doivent se trouver sur une m�me

branche mais peuvent parfaitement ne pas �tre cons	cutifs sur cette branche�

R�

R�

R�

R� R�

R�

R�

R�

R�R�

R�R�

R�

C

B

A

Fig� ���� Une cha�ne de type R
���
� R�

Exemple ��� Nous avons vu pr	c	demment que dans la grammaire G� engendrant

les mots de Dyck le param�tre  aire de Carlitz! est le param�tre 	l	mentaire p
R
���
� R�

�

Autrement dit son terme de croissance pour chaque sommet s 	tiquet	 R� d�un arbre de

d	rivation est 	gal au nombre de sommets 	tiquet	s R� dans le sous�arbre gauche de s�

Ceci revient � dire que le param�tre p
R
���
� R�

compte le nombre de cha)nes de type R���
� R�

dans les arbres de d	rivation�

Ainsi l�arbre de la �gure ��� poss�de 	 cha)nes de type R���
� R� �chacune ayant la racine

comme premier sommet et l�un des 	 sommets internes du sous�arbre gauche A B et

C comme second sommet�� Cet arbre est dans la grammaire G� l�arbre de d	rivation du
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mot w � aabababbabab� Le chemin de Dyck correspondant repr	sent	 �gure ��� a bien

pour aire de Carlitz 	�

��
��
��
��
��

��
��
��
��
�����
���
���
���

���
���
���
���
���
���
��
��

���
���
��
��

Ac�aabababbabab� � �

Fig� ���� Chemin de Dyck associ� � l�arbre de la �gure ���

Nous allons voir que ce type d�interpr	tation est g	n	ralisable � tous les param�tres

	l	mentaires quel que soit leur rang�

Lemme ��� Soit w un mot engendr� par la grammaire G� et p un param�tre Q�comp�

table�

Soit A l�arbre de d�rivation de w� Pour chaque n	ud s de A� soit p��s� le terme de

croissance de p correspondant au n	ud s�

Alors

p�w� �
X
s�A

p��s����

Preuve� Ce lemme se prouve par r	currence sur la taille des arbres de d	rivation� Il est

en e�et 	vident pour un arbre n�ayant qu�un seul n*ud� supposons�le vrai pour les arbres

ayant au plus n n*uds et soit w un mot dont l�arbre de d	rivation comporte n�� n*uds�

Soit r la racine de cet arbre s�� � � � � sk ses �ls et w�� � � � � wk les mots dont les arbres de

d	rivation sont les sous�arbres A�� � � � �Ak de A de racines respectives s�� � � � � sk� Chacun

des sous�arbres de racine si a au plus n n*uds donc le lemme s�applique � chaque wi� Or

la di�	rence entre p�w� et la somme
Pk

i�� p�wi� est par d	�nition le terme de croissance
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p��r�� On a donc

p�w� � p��r� �
kX
i��

p�wi�

� p��r� �

kX
i��

X
s�Ai

p��s�

�
X
s�A

p��s�

ce qui prouve le lemme pour n� � et permet de conclure par r	currence�

Ce lemme exprime simplement le fait qu�un param�tre est la somme de tous ses termes

de croissance� il nous permet de donner rapidement une interpr	tation des param�tres

	l	mentaires�

Proposition ��� Soit w un mot engendr� par la grammaire G� et soit pW un param�tre

�l�mentaire �W � R�
pR� Alors pW �w� est le nombre de cha�nes de type W de l�arbre de

d�rivation de w�

Preuve� Dans le cas o� le param�tre est de rang � �en ce cas W � R � R� il s�agit d�une

application imm	diate du lemme ����� En e�et dans l�arbre de d	rivation le terme de

croissance d�un param�tre 	l	mentaire de rang � vaut � pour un n*ud 	tiquet	 par la r�gle

R et � dans les autres cas� Par cons	quent la somme de ces contributions sera le nombre

de n*uds 	tiquet	s R qui forment les  cha)nes de type R!�

Supposons maintenant que pW soit de rang k � �� W est alors de longueur k et

W � R�i�W � o� R � R et jW �j � k � �� Toute cha)ne de type W est compos	e d�un

premier n*ud s� 	tiquet	 R et d�une cha)ne de type W � du sous�arbre dont la racine

est le i��me �ls de s�� Le nombre de cha)nes de type W dont le premier n*ud est s� est

donc le terme de croissance p��s��� Le lemme ���� permet alors d�a�rmer que pW �w� est

le nombre de cha)nes de type W de l�arbre de d	rivation de w�

La proposition ���� permet connaissant une d	composition d�un param�tre Q�compta�

ble comme combinaison lin	aire de param�tres 	l	mentaires d�en donner une interpr	tation

comme comptant certains types de cha)nes dans les arbres de d	rivations� Ce comptage

doit �tre pond	r	 par les coe�cients de la d	composition� Par exemple si un param�tre 	l	�

mentaire est pr	sent avec un coe�cient � chaque cha)ne correspondante doit �tre compt	e

� fois�
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Dans ���� F	dou consid�re sur les arbres binaires complets une valuation qui fait inter�

venir un param�tre  somme des nombres de feuilles des sous�arbres gauches! not	 G�A��
Les arbres binaires complets sont 	quivalents aux arbres de d	rivation de la grammaire

classique engendrant le langage de Dyck �grammaire G� de l�exemple ���� puisque dans

ces arbres de d	rivation les feuilles sont toujours 	tiquet	es R� et les n*uds internes R��

Dans ces conditions compter la somme des nombres de feuilles des sous�arbres gauches

revient exactement � compter les cha)nes de type R���
� R��

Notons � ce propos le lien que l�on peut 	tablir entre ce param�tre G et l�aire de Carlitz �

tout arbre binaire complet ayant une feuille de plus qu�il n�a de sommets internes un arbre

de d	rivation a toujours autant de cha)nes de type R���
� R� que de cha)nes de type R���

� R�

ou R�� En d�autres termes p
R
���
� R�

� pR� � p
R
���
� R�

 ce qui signi�e que le param�tre G est

identique au param�tre  aire de Carlitz plus demi�longueur!�

����� Ordre de grandeur maximal de param�tres

La proposition ���� permet 	galement de donner a priori une borne maximale � la

valeur d�un param�tre Q�comptable sur un mot dont l�arbre de d	rivation est de taille

�x	e ou ce qui revient � peu pr�s au m�me sur un mot de longueur �x	e�

En e�et si un arbre comporte n n*uds il est 	vident qu�il ne peut avoir plus de nk

cha)nes & tous types confondus & de longueur k� Par cons	quent un param�tre 	l	mentaire

de rang k est forc	ment inf	rieur ou 	gal � nk sur un mot dont l�arbre de d	rivation

comporte n n*uds�

Dans une grammaire non ambigu# il y a une relation lin	aire entre la longueur d�un

mot et la taille de son arbre de d	rivation �

Proposition ��� Soit G une grammaire non ambigu�� engendrant un langage L� Pour

chaque mot non vide w � L� notons jjwjj la taille de l�arbre de d�rivation de w�

Alors il existe deux constantes strictement positives C� et C� telles que� pour tout mot

non vide w � L�

C�jjwjj � jwj � C�jjwjj����

Preuve� La majoration de jwj est facile et ne d	pend pas de la non�ambigu(t	 de la gram�

maire � on peut prendre pour C� le nombre maximum de lettres �avec multiplicit	s� 	crites

par une r�gle de d	rivation ce qui assurera jwj � C�jjwjj pour tout w engendr	 par la

grammaire�

Pour la minoration il est n	cessaire que la grammaire soit non ambigu#�
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Soit pour chaque U � N  AU un arbre de d	rivation dont l�	tiquette de la racine soit

une U �d	rivation et qui repr	sente un mot dont la longueur soit minimale parmi les mots

du langage LG�U�� Soit C � � maxU�N jjAU jj�
Soit maintenant k un entier tel que tout arbre de d	rivation de profondeur k v	ri�e

jjAjj � C � �k � C ��� convient parfaitement� et soit C la plus grande taille d�un arbre de

d	rivation de profondeur inf	rieure ou 	gale � k�

Nous allons montrer par r	currence sur n que pour tout arbre de d	rivation A si

jAj � n alors jjAjj � Cn� C ��

La propri	t	 est clairement vraie pour n � � par d	�nition de C �� Supposons�la vraie

pour n et soit A un arbre de d	rivation tel que jAj � n� ��

Si A est de profondeur inf	rieure � k alors n	cessairement jjAjj � C � C�n� �� �C ��

Supposons donc que A soit de profondeur sup	rieure ou 	gale � k et choisissons dans A
un sommet s tel que le sous�arbre issu de s soit lui de profondeur k� soit U le membre

gauche de l�	tiquette de s et soit B � A�s�AU��

Nous avons

jBj � jAj � jsj� jAU j����

jjBjj � jjAjj � jjsjj� jjAU jj����

Nous avons forc	ment jsj � C � 	 jAU j donc jBj � n et l�hypoth�se de r	currence

s�applique � B � jjBjj � Cn� C �� En reprenant ��� nous obtenons alors

jjAjj � jjBjj� jjsjj � jjAU jj
� jjBjj� jjsjj
� Cn� C � � C�

qui prouve bien que la propri	t	 est vraie pour n� ��

L�int	r�t de cette proposition est essentiellement de nous garantir que pour des mots

tr�s longs la taille d�un arbre de d	rivation ou la longueur du mot correspondant ont

toujours le m�me ordre de grandeur� Par cons	quent 	valuer un ordre de grandeur en

fonction de la taille des mots ou en fonction de la taille des arbres de d	rivation est

	quivalent�

Nous commen+ons par donner une majoration 	l	mentaire de l�ordre de grandeur d�un

param�tre Q�comptable de rang connu�
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Proposition ��� Soit p un param�tre Q�comptable de rang k� Il existe une constante K

telle que� pour tout mot non vide engendr� par la grammaire�

p�w� � Kjwjk����

Preuve� Dans le cas d�un param�tre 	l	mentaire de rang k cela d	coule imm	diatement

du fait que le nombre de cha)nes est forc	ment inf	rieur au nombre de k�uplets de sommets

de l�arbre� la d	composition en combinaison lin	aire de param�tres 	l	mentaires permet

d�	tendre la proposition � tout param�tre Q�comptable�

Essentiellement nous venons de montrer que l�ordre de grandeur maximal d�un para�

m�tre Q�comptable par rapport � la taille des mots sur lesquels on le calcule est limit	

par son rang� Nous allons maintenant donner une minoration de cet ordre de grandeur

maximal qui permettra dans certains cas d�a�rmer que cette limite est bien atteinte�

D��nition ��� On appelle rang minimal d�un param�tre Q�comptable la plus petite

constante positive k telle qu�il existe une constante K v	ri�ant pour tout mot w non vide

engendr	 par la grammaire

p�w� � Kjwjk����

Il est clair d�apr�s la proposition ���� que le rang minimal d�un param�tre Q�comp�

table existe � et est inf	rieur ou 	gal � son rang� Notons ici que ce rang minimal ne d	pend

pas de la grammaire mais seulement des valeurs du param�tre contrairement au rang� Il

est moins 	vident que comme nous allons le montrer il s�agit toujours d�un entier�

Le cas des param�tres de rang � est un peu � part et nous le traitons en premier�

Proposition ��	 Soit G � �X�N�R� S�� une grammaire non ambigu��

Soit p � pR un param�tre �l�mentaire de rang �� et soit S le symbole du membre gauche

de R� Les conditions suivantes sont �quivalentes �

�� p est de rang minimal ��

�� p n�est pas born� sur LG�S���

�� il existe un symbole S� tel que p ne soit pas born� sur LG�S
���

�� S est accessible � partir d�un symbole �gurant dans le membre droit de R� ou il existe

un symbole S� tel que S et S� soient simultan�ment accessibles � partir de S��

�� Tel qu�il est d��ni ci�dessus� le rang minimal n�est qu�une borne inf�rieure et non un minimum
toutefois� dans toutes les d�monstrations qui suivent pour les param	tres Q�comptables� il est ais� de
v�ri�er qu�il s�agit e
ectivement d�un minimum�
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La condition ��� est celle qui nous int	resse� les conditions ��� et �	� sont en apparence

plus faibles et la condition ��� est celle qui techniquement est la plus simple � tester

sur une grammaire donn	e lorsque le param�tre est seulement connu par les cha)nes qu�il

	num�re�

En particulier les conditions ��� et ��� impliquent qu�un param�tre 	l	mentaire de rang

� est forc	ment de rang minimal � ou �� il n�est pas possible qu�un tel param�tre ait un

ordre de grandeur maximal qui suive une loi de puissance non enti�re ou logarithmique�

Preuve� ��� 
 ��� 
 �	� est 	vident� �	� 
 ��� est plus simple � prouver par l�absurde �

montrons donc que si la condition ��� n�est pas v	ri�	e le param�tre p est born	 sur chaque

langage LG�S�� ce qui revient � dire qu�un arbre de d	rivation de G ne peut contenir qu�un

nombre born	 de sommets 	tiquet	s R�

Tout d�abord dire que S n�est pas accessible � partir des symboles du membre droit de

S revient � dire qu�aucune branche d�un arbre de d	rivation de G ne peut contenir plus

d�un sommet 	tiquet	 R� De plus si une branche d�un tel arbre de d	rivation contient deux

sommets s� et s� ayant la m�me 	tiquette aucun sommet compris entre s� et s� sur cette

branche ne peut avoir R pour 	tiquette�

Supposons de plus que pour tout symbole S� S et S� ne sont pas simultan	ment

accessibles � partir de S�� Alors si deux sommets s� et s� d�un arbre de d	rivation ont

m�me 	tiquette et sont sur une m�me branche �s� 	tant un anc�tre de s�� tout sommet

	tiquet	 R dans le sous�arbre issu de s� doit en fait se trouver dans le sous�arbre issu de

s�� Par cons	quent on peut dans l�arbre de d	rivation remplacer le sous�arbre issu de s�

par celui issu de s� sans changer le nombre de sommets 	tiquet	s R� En proc	dant ainsi

tant qu�il reste dans l�arbre des branches contenant des sommets de m�me 	tiquette on

se ram�ne � un arbre de profondeur born	e �par le nombre de r�gles de d	rivation� sans

modi�er la valeur de p� Par cons	quent p qui prend toutes ses valeurs sur un ensemble

�ni d�arbres de d	rivation est born	�

Supposons maintenant ��� vraie et prouvons ���� Nous avons deux cas possibles � soit

S est accessible � partir des symboles du membre droit de R soit il existe un symbole S�

tel que S et S� soient simultan	ment accessibles � partir de S�� Nous exhibons dans chaque

cas une famille d�arbres de d	rivation �An�n�� tels que jAj � Kn et p�An� 	 n�

Consid	rons d�abord le cas o� S est accessible � partir d�un symbole du membre droit

de R � cela revient � dire que dans un arbre de d	rivation dont la racine est 	tiquet	e R il

peut y avoir un autre sommet 	tiquet	 R� Soit A un tel arbre et soit s un sommet 	tiquet	

R de A� Soit alors �An�n�� la suite d�arbres d	�nie r	cursivement par �

& A� � A�
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A�

R

R

R

R

R

A��

R

R

R

�S��

�S��

�S��

�S��

�S��

A�

R

R

A��

R

�S��

�S��

R

Fig� ���� Construction des arbres Ak et A�
k

& Ak�� � A�s�Ak��

Un exemple de construction des arbres Ak est pr	sent	 �gure ����

Il est clair que jAnj � njAj et que p�An� 	 n� ��

Lorsque S et S� sont simultan	ment accessibles � partir de S� il su�t de prendre comme

arbre A� un arbre dont la racine est 	tiquet	e par une S��d	rivation et comportant des

sommets s et s� respectivement 	tiquet	s par cette m�me S��d	rivation et par R sans que

ces deux sommets soient sur la m�me branche� La famille �A�
n�n�� est alors d	�nie de la

m�me mani�re � on a encore jA�
nj � njA�j et p�A�

n� 	 n� ��

La construction des arbres A�
k est 	galement pr	sent	e �gure ����

Exemple ��
 Reprenons la grammaire G� de l�exemple ��� qui engendre le langage de



���� PARAM�TRES Q	COMPTABLES ��

Dyck� Les r�gles de cette grammaire d�axiome D sont �

R�  D � �

R�  D � E

R�  E � ab

R�  E � abE

R	  E � aEb

R
  E � aEbE�

Dans cette grammaire D n�est accessible � partir d�aucun symbole �il n�appara)t dans

le membre droit d�aucune r�gle� tandis que E est accessible � partir de D comme de E�

Pour �nir E et E sont simultan	ment accessibles � partir de D ou de E �r�gle R
��

Les r�gles R� et R� 	tant des D�d	rivations les param�tres pR� et pR� sont de rang

minimal � � ils sont tous deux born	s� Plus pr	cis	ment pR� vaut � pour le mot vide et �

pour tout autre mot de Dyck et pR� vaut � pour le mot vide et � pour tout autre mot de

Dyck�

En revanche les r�gles R� � R
 	tant des E�d	rivations les param�tres pR�  pR�  pR� et

pR� sont de rang minimal �� Le param�tre pR� repr	sente sur tous les arbres de d	rivation

de mots de Dyck non vides le nombre de feuilles �la r�gle R� est la seule r�gle terminale

apparaissant dans leurs arbres de d	rivation�� pR� compte pour sa part les sommets in�

ternes de degr	 � �R
 est la seule r�gle d�arit	 �� et pR� et pR� comptent chacun un type

di�	rent de sommets de degr	 ��

A titre d�exemples de suites de mots illustrant le fait que ces param�tres sont bien de

rang minimal � citons �

& pour pR� � wn � �ab�n v	ri�e pR��wn� � n� � et jwnj � �n�

& pour pR� � wn � anbn v	ri�e pR��wn� � n� � et jwnj � �n�

& pour pR� et pR� � wn � �aabb�nab v	ri�e pR��wn� � n � � et pR��wn� � n et

jwnj � �n� ��

Le rang minimal d�un param�tre Q�comptable quelconque peut �tre d	termin	 assez

ais	ment par la proposition suivante �

Proposition ��� Soit p � pW un param�tre �l�mentaire de rang k� non identiquement

nul� avec W � R
�d��
� � � � R

�dk���
k�� Rk� Notons� pour chaque i � k� Si le symbole non terminal

du membre gauche de Ri� et� pour i � k� S�i le di��me symbole du membre droit de Ri� S�

d�signe l�axiome de la grammaire�
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Le rang minimal de p est obtenu en comptant� parmi les indices i � k� ceux pour lesquels

Si est accessible depuis S�i� � ce total� il convient d�ajouter � si et seulement si pRk est de

rang minimal ��

Preuve� Tout d�abord remarquons que pW n�est pas identiquement nul si et seulement si

pour chaque i � k Si�� est accessible � partir de S�i ou 	gal � S�i �il faut que le symbole

Si�� apparaisse dans au moins un arbre de d	rivation dont la racine est une S�i�d	rivation��

Notons k� le rang minimal donn	 par l�	nonc	� Nous commen+ons par prouver que le

param�tre p est au moins de rang minimal k� en exhibant une famille �An�n�� d�arbres

de d	rivation tels que jAnj � Kn et p�An� 	 n�

Pour chaque i � k soit Bi un arbre de d	rivation v	ri�ant les conditions suivantes �

& la racine de Bi est 	tiquet	e par Ri�

& le di��me sous�arbre de Bi comporte un sommet si�� 	tiquet	 par Ri���

& si Si est accessible � partir de S�i �c�est���dire si l�indice i fait partie de ceux qui

contribuent au rang minimal annonc	� le di��me sous�arbre de Bi comporte un som�

met s�i 	tiquet	 Ri�

Pour chaque indice i tel que Si soit accessible � partir de S�i soit �Bi�n�n�� la suite

d�arbres de d	rivation d	�nie par �

& Bi�� � Bi�

& Bi�k�� � Bi�s�i�Bi�k��

Cette d	�nition assure que dans chaque arbre Bi�n il existe une branche contenant n

sommets 	tiquet	s Ri chacun 	tant un descendant du di��me �ls du pr	c	dent� Autrement

dit l�arbre Bi�n poss�de au moins une cha)ne de type
�
R
�di�
i

n��
Ri� La taille de cet arbre

v	ri�e 	galement jBi�nj � njBij�
Posons maintenant

B�i �
�
Bi�n si Si est accessible � partir de S�i

Bi sinon�

Pour B�k nous prenons l�arbre An construit dans la preuve de la proposition ���� si pRk
est de rang minimal � �c�est���dire si k contribue au rang minimal� et Bk sinon�

Soit maintenant An � B���s��B���s�� � � �B�k���sk�B�k� � � � ��� Il est clair que la taille de

An est jAnj � n�jB�j� � � �� jBkj�
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Par ailleurs l�arbre An v	ri�e p�An� 	 nk
�
 ce qui permet d�a�rmer que p est au moins

de rang minimal k��

Montrons maintenant par r	currence sur k que k� est bien le rang minimal de p� pour

cela nous devons montrer que tout arbre A tel que p�A� 	 Knk
�

v	ri�e jAj 	 K �n� La

propri	t	 est vraie pour k � � �c�est la proposition ����� supposons donc qu�elle l�est pour

k et choisissons un param�tre 	l	mentaire p � pW de rang k � �� Posons W � R
�d��
� W ��

Deux cas se pr	sentent � ou bien S� est accessible � partir de S�� auquel cas pW � est de

rang minimal k� � �� ou bien il ne l�est pas auquel cas pW � est de rang minimal k��

Le premier cas �pW � est de rang minimal k�� �� est facile � en e�et un arbre de taille n

a au plus Knk
��� cha)nes de type W � et au plus n sommets 	tiquet	s R�� par cons	quent

il ne peut avoir plus de n�K�nk
��� � Knk

�
cha)nes de type W �

Le deuxi�me cas �pW � est d	j� de rang minimal k�� est l	g�rement plus complexe�

Chaque cha)ne de type W � ne peut �tre compl	t	e en cha)ne de type W qu�au plus une

fois puisque la branche reliant la racine de l�arbre au sommet s� ne peut comporter qu�au

plus une d	rivation point	e de type Rd�
� � Par cons	quent pW �A� � pW ��A� � Knk

�
�

Dans tous les cas le param�tre pW est bien de rang minimal k��

Un cas particulier int	ressant est le suivant �

Corollaire ��� Si chaque symbole de la grammaire est accessible � partir de chaque

symbole� tout param�tre Q�comptable a un rang minimal �gal � son rang�

Remarque� Si la grammaire ne comporte qu�un seul symbole et engendre un langage in�ni

l�unique symbole est forc	ment accessible � partir de lui�m�me et par cons	quent chaque

param�tre a un rang minimal 	gal � son rang�

Il est int	ressant de noter que dans le cas g	n	ral calculer le rang minimal d�un para�

m�tre est assez simple puisque tout se ram�ne � d	terminer quels symboles sont accessibles

� partir desquels et quels couples de symboles sont accessibles � partir desquels� Dutour

donne dans ���� un algorithme permettant de d	cider si un symbole est ou non accessible

� partir d�un autre� quant � l�accessibilit	 simultan	e elle peut �tre calcul	e en adaptant

aux couples de symboles l�algorithme donn	 dans �����

La proposition ���� peut �tre utile dans la pratique lorsqu�il s�agit de d	terminer si un

param�tre donn	 p d	�ni ind	pendamment de toute grammaire est Q�comptable dans une

grammaire donn	e� Si le rang minimal de p est connu les param�tres 	l	mentaires pouvant

intervenir dans une d	composition de p sont en nombre �ni� En calculant pour un assez
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grand nombre de mots les valeurs de chacun de ces param�tres 	l	mentaires p�� � � � � pN  il

est possible soit de montrer que p ne peut pas s�	crire comme combinaison lin	aire de tels

param�tres �parce que par exemple pour M mots w�� � � � � wM  le vecteur �p�wj����j�M ne

peut s�	crire comme combinaison lin	aire des vecteurs �pi�wj����j�M  pour � � i � N� soit

de restreindre les choix possibles de telles combinaisons lin	aires jusqu�� ce qu�une preuve

directe de la Q�comptabilit	 de p soit envisageable� Le principal obstacle � l�automatisation

de ce genre de calculs r	side dans le choix judicieux des mots pour lesquels e�ectuer les

calculs� le nombre de mots d�un langage cro)t fr	quemment de mani�re exponentielle avec

leur longueur� Dans les cas simples toutefois il est fr	quent que l�examen de quelques mots

courts du langage engendr	 soit su�sant pour montrer qu�un param�tre donn	 n�est pas

Q�comptable� la quasi�totalit	 de nos preuves de non�Q�comptabilit	 seront de ce type�

��� S�ries g�n�ratrices

Nous nous int	ressons maintenant aux liens entre Q�grammaires et s	ries g	n	ratrices

qui nous fournissent en fait la principale motivation pour l�	tude des Q�grammaires et des

param�tres Q�comptables�

��
�� Substitutions de variable

Nous consid	rons ici un ensemble ordonn	 �x�� � � � � xn� de variables formelles et des

s	ries formelles F �x�� � � � � xn� � coe�cients entiers �le plus souvent positifs ou nuls��

Dans de nombreux probl�mes d�	num	ration suivant plus d�un param�tre on rencontre

des 	quations portant sur des s	ries formelles et qui font intervenir au lieu de la s	rie �

une variable F �x� une s	rie bivari	e F �x� q� et la s	rie F �xq� q� o� la variable x a 	t	

multipli	e par q� voir par exemple ��� �� ���� Nous allons consid	rer une g	n	ralisation

de ce genre de transformation au cas o� les variables formelles sont plus nombreuses�

D��nition ��� Soit pour tout i � n Ai � xix
�i�i��
i�� � � � x

�i�n
n un mon�me ne faisant

intervenir que les variables formelles xj telles que i � j �et dans lequel xi n�appara)t qu�au

degr	 ���

Nous noterons �xi�Ai� l�op	rateur lin	aire d	�ni sur l�alg�bre de s	ries formelles Q ��x� � � � � � xn��

par

�xi�Ai�F �x�� � � � � xn� � F �A�� � � � � An�����

Nous appellerons une telle transformation une substitution des variables x�� � � � � xn�
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Notons que si l�on pose 	i�i � � et 	i�j � � lorsque i � j une substitution de

variables  est enti�rement d	�nie par la matrice � coe�cients entiers positifs ou nuls

M� � �	i�j���i�j�n� Nous appellerons cette matrice M� la matrice de la substitution� Les

matrices de substitutions de variables sont exactement les matrices triangulaires sup	�

rieures � coe�cients dans IN et dont les coe�cients diagonaux sont tous 	gaux � ��

Le rapport entre une substitution de variables et sa matrice est donn	 par le lemme

suivant �

Lemme ��� Soient  et � deux substitutions de variables de matrices respectives M� �

�	i�j���i�j�n et M�� �
�
	�i�j


��i�j�n

� Alors � �  est une substitution de variables� dont la

matrice est M��M��

Preuve� Soit pour � � i � n Bi � AiA
��i�i��
i�� � � � A

��i�n
n � En composant  et � il vient

naturellement

� � F �x�� � � � � xn� � �F �A�� � � � � An�

� F �B�� � � � � Bn��

Ceci montre que � �  est une substitution de variables pourvu que chaque Bi soit bien

de la forme requise�

Or nous avons

Bi � AiA
��i�i��
i�� � � � A

��i�n
n

�
�
xix

�i�i��
i�� � � � x

�i�n
n

� �
xi��x

�i���i��
i�� � � � x

�i���n
n

���i�i�� � � � �xn��x�n���nn

���i�n�� x��i�nn

� xix
�i�i��
i�� � � � x

�i�n
n �

o� chaque coe�cient �i�j �pour i � j � n� est donn	 par

�i�j �

nX
k��

	k�j	
�
i�k����

On reconna)t dans �i�j le coe�cient de M��M� ce qui prouve bien que � �  est la

substitution de variables dont la matrice est M��M� �

Dans la pratique il arrivera fr	quemment que des substitutions de variables ne modi�

�ent qu�une partie des variables formelles �

Notation ����� Lorsque certains des mon�mes Ai ne sont pas d	�nis Ai � xi est implici�

tement suppos	� ainsi dans Q ��x� y� z�� x�xz� � x�xz��y�y�z�z et l�on a

x�xz�F �x� y� z� � F �xz�� y� z��
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Il est clair que xi�xiA et xi�xiB commutent et que l�on a xi�xiA � xi�xiB �

xi�xiAB� cette propri	t	 ne s�	tend pas aux substitutions dans deux variables di�	rentes�

Exemple ��� Consid	rons des s	ries formelles � trois variables x� y� z et posons � �

x�xy et � � y�yz� Alors

� � �F �x� y� z� � �F �x� yz� z�

� F �xy� yz� z��

� � �F �x� y� z� � �F �xy� y� z�

� F �xyz� yz� z��

Ou en termes de matrices �

M�� �

	
BB


� � �

� � �

� � �

�
CCA � M�� �

	
BB


� � �

� � �

� � �

�
CCA �

M����� � M�� �M�� �

	
BB


� � �

� � �

� � �

�
CCA � M����� � M�� �M�� �

	
BB


� � �

� � �

� � �

�
CCA �

Ce genre de substitutions de variables appara)t fr	quemment dans les travaux sur les

q�grammaires o� l�on ne rencontre g	n	ralement qu�une substitution x�xq� Ainsi que

nous allons le voir notre d	�nition des param�tres Q�comptables correspond en fait � la

g	n	ralisation � d�autres substitutions�

L�exemple ���	�� montre que lorsque les substitutions portent sur des variables dif�

f	rentes l�ordre dans lequel on les compose est important� Or si l�on pense � � comme

 multiplier x par y! et � � comme  multiplier y par z! le r	sultat attendu de la com�

position est � � � plut�t que � � �� En d�autres termes il convient de composer de

telles substitutions dans l�ordre d	croissant des variables substitu	es� ainsi en utilisant la

notation d	�nie pr	c	demment

�xi�Ai� � x��A� � � � � � xn���An�� ����

D��nition ��� Soient x�� � � � � xn n variables formelles et soit  � �xi�Ai� une sub�

stitution des variables x�� � � � � xn dont la matrice est M�� Nous appellerons restriction de

 � x�� � � � � xk �k � n� la substitution de x�� � � � � xk dont la matrice est form	e des k

premi�res lignes et colonnes de M��
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En termes de variables et de s	ries formelles restreindre une substitution de variables

aux k premi�res variables revient � �xer toutes les autres variables formelles � la valeur ��

��
�� Q	analogue d�un syst�me d��quations

Dans la m	thodologie  classique! de Sch"tzenberger une grammaire alg	brique se tra�

duit en termes de s	ries g	n	ratrices par un syst�me d�	quations alg	briques dont les

inconnues sont les s	ries g	n	ratrices des langages engendr	s par la grammaire� Ces s	ries

sont des s	ries formelles en des variables x�� � � � � xn correspondant aux lettres de l�alphabet

et les coe�cients du syst�me sont des polyn�mes en ces m�mes variables�

La fa+on la plus simple d�obtenir un tel syst�me alg	brique � partir de la grammaire

est tout bonnement d�	crire la grammaire comme un syst�me d�	quations �en variables non

commutatives� sur les langages et de faire commuter lettres et langages ces derniers 	tant

remplac	s par leurs s	ries g	n	ratrices qui font �gure de s	ries formelles inconnues� La non

ambigu(t	 des grammaires est ici cruciale�

De mani�re g	n	rale on peut 	crire le syst�me d�	quations sous la forme

U �
X

R�R�U�

v�R�
Y

��j���R�

d�R� j� �U � N�����

o� R�U� d	signe l�ensemble des U �d	rivations v�R� le produit commutatif des lettres

produites par la r�gle R et d�R� j� le j��me symbole �pris ici comme s	rie inconnue� du

membre droit de R�

La notion usuelle de q�analogue d�un tel syst�me correspond � ajouter aux s	ries for�

melles une variable q et � modi�er le syst�me de telle sorte que lorsque q � � on retrouve

le syst�me d�origine� g	n	ralement ces q�syst�mes font intervenir des substitutions xi�xiq�

Exemple ��� La grammaire G� de l�exemple ��� se traduit automatiquement par le

syst�me d�	quations

�
D�a� b� � � �E�a� b�

E�a� b� � ab� �abE�a� b� � abE�a� b���

Un exemple de q�analogue de ce syst�me est le suivant �

�
D�a� b� q� � � �E�a� b� q��

E�a� b� q� � abq � abqE�a� b� q� � abqE�aq� bq� q� � abqE�a� b� q�E�aq� bq� q��
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En posant x � ab �les variables a et b apparaissent toujours avec le m�me degr	� nous

obtenons deux autres syst�mes� Le second est toujours un q�analogue du premier ��
D�x� � � �E�x��

E�x� � x� �xE�x� � xE�x���

�
D�x� q� � � �E�x� q��

E�x� q� � xq � xqE�x� q� � xqE�xq�� q� � xqE�x� q�E�xq�� q��

D��nition ��	 Soit �S� un syst�me de m 	quations alg	briques o� chaque 	quation est

de la forme

Ui � Pi�x�� � � � � xn� U�� � � � � Um�����

avec Pi un polyn�me � coe�cients dans N�

Soit Q � �q�� � � � � qk� un ensemble ordonn	 de k nouvelles variables formelles� Un Q�

analogue de �S� est un syst�me �S�� de m 	quations dont les inconnues sont des s	ries

formelles des variables x�� � � � � xn� q�� � � � � qk et qui s�	crit sous la forme

�Ui � �Pi

�
x�� � � � � xn� q�� � � � � qk� � �Ui���i�m�

�
j� �Ui�


��j�s���i�m

�
����

o� chaque �Pi est un polyn�me � coe�cients dans N et j �pour � � j � s� une substitution

des variables x�� � � � � xn� q�� � � � � qk avec les conditions suivantes �

& la restriction de j aux variables x�� � � � � xn est l�identit	�

& si dans �Pi chaque variable q� �� � � � k� est remplac	e par � et chaque j� �Ui� est

remplac	 par Ui on retrouve le polyn�me Pi�

La fa+on la plus simple de comprendre comment former un Q�analogue d�un syst�me

d�	quations est de consid	rer chaque polyn�me Pi comme une somme de mon�mes unitaires

et de remplacer certains facteurs Ui dans ces mon�mes par j�Ui�� De plus chaque terme

du polyn�me est multipli	 par un mon�me unitaire ne faisant intervenir que les variables

q�� � � � � qk�

Examinons sur un exemple le lien entre Q�grammaires et Q�analogue d�un syst�me

d�	quations�
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Exemple ��
 Reprenons la grammaire G� de l�exemple ���		� �����
���

R�  D � � R�  D � E

R�  E � ab R�  E � aEb

R	  E � abD R
  E � aEbE

Le syst�me d�	quations alg	briques correspondant est le suivant �

�
D�x� � � �E�x��

E�x� � x� �xE�x� � xE�x���

En le comparant � la grammaire G� il appara)t que le param�tre px compt	 par x est

	gal � pR�� � pR�� � pR�� � pR�� �

En utilisant la substitution de variables  � x�xq��r�rs nous pouvons former le

�q� r� s��analogue suivant �����
���

D�x� q� r� s� � � �E�x� q� r� s��

E�x� q� r� s� � xqrs� xqrsE�x� q� r� s� � xqE�xq�� q� rs� s�

�xqE�xq�� q� rs� s�E�x� q� r� s��

Chacune des variables compte un param�tre ayant un sens g	om	trique sur les chemins

de Dyck � q compte l�aire r compte les pics et s compte la somme des hauteurs des pics�

La restriction aux variables x et q redonne le q�analogue pr	sent	 dans l�exemple ���		��

La croissance du param�tre compt	 par q se fait de plusieurs mani�res �

& lors de l�utilisation des r�gles R�� R
�
� R

�
	 et R�
 il y a croissance de � �mon�mes xqrs

et xq��

& lors de l�utilisation des r�gles R�	 et R�
 il y a croissance d�un terme 	gal au double

du degr	 de x dans une s	rie E�x� q� r� s� �substitution ��

Par cons	quent q compte le param�tre Q�comptable de rang �

pq � pR���R���R���R�� � ��p
�R

����
� �R

����
� ��R���R

�
��R

�
��R

�
��
�

De m�me r cro)t de � � chaque utilisation des r�gles R�� et R�� donc pr � pR���R��  et

en analysant la croissance de ps on obtient

ps � pR���R�� � p
�R

����
� �R

����
� ��R���R

�
��
�

Ainsi nous avons d	compos	 en somme de param�tres 	l	mentaires chacun des quatre

param�tres�
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Le th	or�me suivant indique dans toute sa g	n	ralit	 le lien entre Q�grammaires et

Q�analogues de syst�mes d�	quations �

Th�or�me ��� Soit G une grammaire engendrant k langages L�� � � � � Lk� et soit �S� le

syst�me d��quations alg�briques correspondant � G�

� Les solutions de tout Q�analogue du syst�me S� sont les s�ries g�n�ratrices d�une

Q�grammaire bas�e sur la grammaire G�

� r�ciproquement� les s�ries g�n�ratrices de toute Q�grammaire bas�e sur G sont les

solutions d�un Q�analogue de �S��

Preuve� Commen+ons par montrer de quelle mani�re � partir d�une Q�grammaire on peut

former un syst�me d�	quations qui est un Q�analogue du syst�me alg	brique �S��

Notons q�� � � � � qN les lettres de la grammaire G et qN��� � � � � qN�M les M lettres

suppl	mentaires� Soient p�� � � � � pN�M les param�tres suivant lesquels s�e�ectue l�	num	ra�

tion �les N premiers 	tant de rang �� et notons pour chaque r�gle R et chaque param�tre

pm les r�gles de calcul

R  pm�w� �

a�R�X
i��

pm�wi� � CR�m �
X

��j�m

��i�a�R�

CR�m�i�j �pj�wi��

Les N premiers param�tres 	tant de rang � pour m � N les coe�cients CR�m�i�j sont

tous nuls et CR�m � jv�v� � � � va�R�jqm �

Notons encore pour w � LG�U�

v�w� �
Y

��m�N�M

qpm�w�
m

la valuation donn	e au mot w par ces param�tres� Si w appartient � plusieurs langages

LG�U� di�	rents on distinguera le langage en notant v�w�U� et pm�w�U��

Les r�gles de calcul sommatoire pour les param�tres se transforment en produits� ainsi

si w � v�w� � � � wkvk pour une certaine r�gle R  U � v�U� � � � Ukvk avec wi � LG�Ui� on
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a

v�w�U� �

N�MY
m��

qpm�w�U�
m

�

N�MY
m��

q

�Pk
i	� pm�wi�Ui��CR�m�

P
��j�m
��i�k

CR�m�i�j �pj�wi�Ui�

�
m

�

�
kY
i��

N�MY
m��

qpm�wi�Ui�
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��
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m��

q
CR�m
m
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 kY
i��

v�wi� Ui�
Y

��j�m�N�M

q
CR�m�i�j �jv�wi�Ui�jqj
m

�
A �����

Posons pour chaque i �� � i � k�

R�i � �
qj�qj

QN�M
m	j�� q

CR�m�i�j
m

������

Les conditions sur les coe�cients CR�m�i�j qui d	�nissent les termes de croissance des

param�tres sont exactement celles qui font de chaque R�i une substitution de variables�

L�	quation ���� devient

v�w�U� �

�
N�MY
m��

q
CR�m
m

�
kY
i��

R�i�v�wi� Ui�������

Pour obtenir la s	rie g	n	ratrice U�q�� � � � � qN�M � d�un langage LG�U� il su�t alors

de sommer suivant toutes les U �d	rivations �

U�q�� � � � � qN�M �

�
X

w�LG�U�

v�w�U�

�
X

R�R�U�

�
N�MY
m��

q
CR�m
m

� X
wi�LG�d�R�i��

a�R�Y
i��

R�i�v�wi� d�R� i����

Nous avons donc

U�q�� � � � � qN�M � �
X

R�R�U�

�
N�MY
m��

q
CR�m
m

�
a�R�Y
i��

R�i �d�R� i�� �����

Le syst�me form	 des 	quations ��
� �pour U � N� est un Q�analogue du syst�me

donn	 par �����
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Inversement 	tant donn	 un Q�analogue du syst�me alg	brique ���� il est toujours

possible de l�	crire sous la forme ��
�� Notons � ce propos que � chaque fois qu�une r�gle

R pr	sente dans son membre droit deux symboles identiques �c�est���dire d�R� i� � d�R� j�

avec i �� j� les substitutions �R�i�R�R���i�a�R� ne sont pas forc	ment d	termin	es de

mani�re unique� Les substitutions R�i et R�j peuvent �tre 	chang	es sans modi�er le

syst�me d�	quations� bien s$r ceci peut avoir des cons	quences sur l�interpr	tation qui

sera donn	e des param�tres d�	num	ration�

Une fois d	termin	es les substitutions R�i les coe�cients CR�m�i�j sont obtenus en

utilisant la formule ����� Ceci permet de reconstituer les r�gles de calcul des param�tres

pN��� � � � � pN�M  et donc la Q�grammaire dont les s	ries g	n	ratrices v	ri�ent le syst�me

d�	quations donn	�

Remarque� Le th	or�me ���� donne en quelque sorte une justi�cation a posteriori de la

d	�nition que nous avons adopt	e des param�tres Q�comptables � il s�agit des param�tres

qui peuvent �tre param�tres d�	num	ration d�un syst�me qui soit un Q�analogue du syst�me

alg	brique fourni par la grammaire elle�m�me� Ainsi il aurait 	t	 possible de d	�nir les

param�tres Q�comptables en autorisant les combinaisons lin	aires � coe�cients entiers

�et non seulement positifs� mais les 	quations obtenues auraient impliqu	 des exposants

n	gatifs et donc parfois la perte des s	ries g	n	ratrices comme s	ries formelles�

��� Grammaires lin�aires et croissance polyn�miale

����� Grammaires et langages lin�aires

Un cas tr�s particulier de grammaires alg	briques est celui des grammaires lin�aires�

Une grammaire est dite lin	aire si le second membre de chaque r�gle de d	rivation fait

appara)tre au plus un symbole non terminal�

Les langages engendr	s par des grammaires lin	aires sont appel	s langages lin	aires�

Un exemple est L � fanbn� n 	 �g engendr	 par la grammaire

�
L � �

L � aLb�

Les langages lin	aires bien que ne se limitant pas aux langages rationnels comme le

montre l�exemple ci�dessus ont des s	ries g	n	ratrices rationnelles�
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����� Param�tres � croissance polynmiale

Reprenons la d	�nition d�un terme de croissance de param�tre telle qu�elle est donn	e

en ������ Pour d	�nir les param�tres Q�comptables nous avons exig	 que tous les termes

de croissance s�expriment de mani�re lin	aire en fonction d�autres param�tres�

D��nition ��� Soit G une grammaire d�alphabet X � fx�� � � � � xkg�
Un param�tre p d	�ni sur G est dit � croissance polyn�miale si pour chaque r�gle de

d	rivation R � R de la forme R  U � w�U
�w� il existe un polyn�me P de k variables �

coe�cients entiers positifs tel que le terme de croissance de p pour le mot w � w�w
�w�

soit

�p�w� � P
�jw�jx� � � � � � jw�jxk� �

En d�autres termes un param�tre � croissance polyn�miale est un param�tre dont le

terme de croissance au lieu d��tre d	�ni par une combinaison lin	aire de param�tres Q�

comptables est d	�ni par un polyn�me des nombres d�occurrences des di�	rentes lettres�

Les polyn�mes doivent avoir des coe�cients positifs a�n que les termes de croissance soient

assur	s d��tre positifs� Cette condition un peu restrictive est 	galement une condition

su�sante pour que la preuve du lemme suivant ne fasse pas intervenir de coe�cients

n	gatifs�

Lemme ��� Soit G une grammaire lin�aire d�alphabet X � fx�� � � � � xkg� et soit� pour
chaque i � k� pk le param�tre �nombre d�occurrences de la lettre xk�� Soit �galement p �

p��� � � � p�kk un mon�me en les variables p�� � � � � pk� de degr� total 	� � � � �� 	k�

Alors� p est un param�tre � croissance polyn�miale� et les polyn�mes qui d��nissent ses

termes de croissance sont tous de degr� total strictement inf�rieur � 	� � � � �� 	k�

Preuve� Lors de l�application de la r�gle R  U � w�U
�w� la croissance de chaque para�

m�tre pi est une constante � pi�w� � pi�w
�� � jw�w�jxi � ai� Le terme de croissance de p

pour R est donc

�p � p�w� � p�w��

� �p��w
�� � a��

�� � � � �pk�w
��� ak�

�k � �p��w
����� � � � �pk�w

����k

En d	veloppant cette derni�re expression on trouve bien un polyn�me des variables

p��w
��� � � � � pk�w

�� � coe�cients entiers positifs� le seul terme de degr	 total 	� � � � �� 	k

ayant 	t	 annul	 ce polyn�me est de degr	 total strictement inf	rieur�
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Une cons	quence de ce lemme est la proposition suivante �

Proposition ��� Tout param�tre � croissance polyn�miale dans une grammaire lin�ai�

re� est un param�tre Q�comptable de cette grammaire� le rang de ce param�tre Q�comptable

est au plus sup�rieur de � au degr� total maximal des polyn�mes qui d��nissent ses termes

de croissance�

Preuve� Nous proc	dons par r	currence sur le degr	 total maximal des polyn�mes P qui

d	�nissent les termes de croissance�

Si tous ces polyn�mes sont de degr	 total au plus � alors le param�tre p est d	j� d	�ni

comme un param�tre Q�comptable de rang � �� moins que tous les polyn�mes ne soient

constants auquel cas p est de rang ���

Supposons maintenant que la propri	t	 soit vraie lorsque tous les polyn�mes qui d	��

nissent les termes de croissance sont de degr	 total inf	rieur ou 	gal � n� Alors d�apr�s le

lemme pr	c	dent tous les polyn�mes qui d	�nissent les termes de croissance du param�tre

p peuvent eux�m�mes se d	�nir par des termes de croissance qui sont des polyn�mes de

degr	 total strictement inf	rieur � n� D�apr�s l�hypoth�se de r	currence chacun des mo�

n�mes de degr	 inf	rieur � n peut s�	crire comme param�tre Q�comptable de rang au plus

n dans G� par cons	quent le terme de croissance de p s�	crit bien comme combinaison

lin	aire de param�tres Q�comptables de rang au plus n et p est lui�m�me Q�comptable de

rang au plus n� ��

La proposition ���� n�a pas d�	quivalent pour les grammaires non lin	aires� Pour s�en

convaincre il su�t d�examiner l�exemple suivant �

Exemple �	� Reprenons la grammaire classique des mots de Dyck ��
R�  D � ��

R  D � aDbD�

Les arbres de d	rivation de cette grammaire sont 	quivalents aux arbres binaires com�

plets non 	tiquet	s �toutes les feuilles sont 	tiquet	es R� et tous les n*uds internes sont

	tiquet	s R�� comme dans tout arbre binaire complet le nombre de feuilles est sup	rieur

de � au nombre de n*uds internes on a pour tout mot de Dyck w

pR�w� � � � pR��w��

Par cons	quent tout param�tre Q�comptable dans G peut s�exprimer en n�utilisant

que les param�tres 	l	mentaires ne faisant intervenir que la r�gle R � ainsi pR���R���R� �

pR���R���R � pR���R�
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Notons l�w� � pR�w� �le param�tre l est la demi�longueur du mot w� et soit p le

param�tre d	�ni par les r�gles de croissances polyn�miales suivantes �

p��� � �

p�aw�bw�� � p�w�� � p�w�� � l�w���l�w��

Le param�tre p est la somme sur tous les n*uds internes de l�arbre de d	rivation

du produit des tailles �nombres de n*uds internes� des sous�arbres gauche et droit� A�n

de prouver qu�un tel param�tre n�est pas Q�comptable nous nous contentons d�	tablir un

tableau des premi�res valeurs des di�	rents param�tres �

w R R���R R���R R���R���R R���R���R R���R���R R���R���R p�w�

ab � � � � � � � �

aabb � � � � � � � �

abab � � � � � � � �

aaabbb 	 	 � � � � � �

aababb 	 � � � � � � �

abaabb 	 � � � � � � �

ababab 	 � 	 � � � � �

aabbab 	 � � � � � � �

Il appara)t au vu de ce tableau que la derni�re colonne ne saurait �tre combinaison

lin	aire des pr	c	dentes� Ajouter d�autres colonnes correspondant � des param�tres Q�

comptables de rangs plus 	lev	s n�y changerait rien � les lignes correspondant aux mots d	j�

inscrits seraient toutes nulles puisque des param�tres de rangs sup	rieurs � 	 compteraient

des cha)nes de longueur sup	rieure � 	 �et l�arbre de d	rivation de aabbab n�est que de

profondeur 	�� Tout simplement le param�tre p n�est pas Q�comptable dans la grammaire

G�

��	 R�solution de Q��quations

Il n�existe aucune m	thode g	n	rale pour r	soudre les 	quations donn	es par une Q�

grammaire dans le cas g	n	ral� Des m	thodes ad hoc pour r	soudre une 	quation faisant

intervenir la substitution x�xq existent cependant dans la litt	rature� nous en donnons

ici un exemple que nous adaptons � des substitutions l	g�rement plus g	n	rales�
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����� La m�thode de Prellberg et Brak

Dans ���� Prellberg et Brak donnent une m	thode pour r	soudre sous certaines condi�

tions une 	quation de la forme

F��F � � aF � b�F � � c � ������

o� a b et c appartiennent � K ��x� q��� En posant G � F � b ���� devient

G��G� � a�G� c� � ������

avec a� � a� �b� et c� � c� a�b� L�	quation ���� peut � son tour �tre lin	aris	e en posant

G � 	
�H�

H
�����

	 �qui ne d	pend plus de x� devant �tre choisi de mani�re � assurer la compatibilit	 pour

x � � et q � � c�est���dire 	 doit �tre solution de 	��	�a���� ��� c���� �� � �� L�	quation

���� devient alors

	���H� � 	a��H� � c�H � ������

Lorsque la substitution  est x�xq Prellberg et Brak obtiennent un d	veloppement

de H suivant les puissances de x dans le cas o� c� ne d	pend pas de x et o� a� est de degr	

� en x� Dutour ���� donne une version plus g	n	rale o� c� peut 	galement �tre de degr	 �

en x�

L�id	e est de r		crire ���� sous la forme plus g	n	rale

NX
k��

�	k � x��k�
k�H� � ������

o� les coe�cients 	k et �k ne d	pendent plus de x�

En d	veloppant la s	rie inconnue H comme s	rie en x � H�x� �
P

n x
nhn�q� et en

extrayant le coe�cient de xn dans l�	quation ���� nous obtenons alors la r	currence sui�

vante �

hn�
NX
k��

	kq
kn � hn���

NX
k��

�kq
k�n��� � ������

Une fois pos	 �
���t� �

PN
k�� 	kt

k�

���t� �
PN

k�� �kt
k�
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l�	quation ��	� a pour solution �en prenant h� � ��

hn � ����n
Qn��

i�� ���q
i�Qn��

i�� ���qi���
�����

Notons ici que la condition de compatibilit	 sur 	 se traduit par ����� � � condition

retrouv	e en extrayant le terme constant �en x� de �����

Par ailleurs notons qu�il existe un r	sultat plus g	n	ral permettant de r	soudre des

	quations lin	aris	es similaires � ���� mais faisant 	galement intervenir l�image de la s	rie

inconnue H par la sp	cialisation x � �� voir � ce sujet ���� et une variante dans ����

����� Une extension de la m�thode

Il serait agr	able de pouvoir 	tendre la m	thode ci�dessus � des 	quations sur des s	ries

� plus de deux variables et faisant intervenir des substitutions de variables quelconques

voire plusieurs substitutions di�	rentes�

Attaquer le probl�me des substitutions quelconques semble largement hors de port	e�

toutefois il est possible d�	tendre la r	solution de l�	quation ���� au cas o� la s	rie H est

une s	rie � plusieurs variables H � K ��x� � � � � xk� q�� � � � q��� � condition que la substitution

 ne corresponde qu�au calcul de param�tres de rang � c�est���dire qu�elle soit de la forme

 � 
�xi�xiq

ai��
� ���q

ai��
� �

�

Cette substitution est enti�rement d	termin	e par la matrice A � �ai�j���i�k���j�� �qui

n�est qu�une sous�matrice particuli�re de la matrice M� d	�nie au paragraphe �������

Nous traitons compl�tement le cas k � � � �� le cas le plus g	n	ral n�est pas plus

di�cile mais demande des notations plus lourdes�

L�	quation � r	soudre se pr	sente alors sous la forme

NX
i��

�	i � x����i � x����i�
i�H� � ������

Nous notons x le vecteur�ligne �x�� x�� et par convention xn � xn�� xn�� � Lorsque x est

un tel vecteur�ligne x� d	signe le vecteur�colonne transpos	�

En posant ����
���

H�x�q� �
P

n��n���
xnhn�q��

���t� �
P

��i�N 	it
i�

��j �t� �
P

��i�N �j�it
i�



�� CHAPITRE �� Q	GRAMMAIRES

nous avons

i�H� �
X

n��n���

xnqiA�n
�

hn�q������

Ainsi en extrayant le coe�cient de xn de ���� nous obtenons la relation de r	currence

NX
i��

�
	iq

iA�n�hn � ���iq
iA��n��������hn������ � ���iq

iA��n��������hn������


� ������

Dans la relation ci�dessus nous avons par convention hn���� � h���n� � ��

Nous pouvons donc 	crire hn��n� en fonction de hn����n� et de hn��n��� �

hn��n� � �
���

�
qA��n����n��

�

hn����n� ����

�
qA��n��n����

�

hn��n���

�� �qA�n
��hn

�����

Nous pouvons ainsi interpr	ter les coe�cients hn en termes de chemins dirig�s �

D��nition �	� Soient A et B deux points du plan discret N � N� Un chemin dirig� de

A � B est un chemin discret S � �si���i�n du plan N�  avec s� � A sn � B et ne faisant

que des pas Nord �si�� � si � ��� ��� et Est �si�� � si � ��� ����

Nous notons PA�B l�ensemble des chemins dirig	s de A � B�

Pour chaque chemin dirig	 nous d	�nissons une valuation en utilisant les notations

introduites pr	c	demment �

D��nition �	� Soit S � �s�� � � � � sn� un chemin dirig	 de A � s� � B � sn� Notons

pour � � i � n �ni�mi� les coordonn	es de si�

La valuation du pas sisi�� est la s	rie

v�si� si��� � �
��j

�
qA��ni�mi�

�


�
�
�
qA��ni���mi���

�
� �����

o� j � � si le pas sisi�� est un pas Est et j � � si sisi�� est un pas Nord�

La valuation du chemin S est

v�S� �
n��Y
i��

v�si� si��������

La r	currence ���� se traduit alors imm	diatement de la mani�re suivante �

Proposition �	� Le coe�cient hn��n� de la s�rie H est

hn��n� �
X

S�PO��n��n��

v�S������
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Remarque� En d	�nissant une seconde valuation v��S� � v�S�xn o� n� et n� sont les

coordonn	es du dernier point de S c�est la s	rie H toute enti�re qui s�exprime comme

somme de valuations de chemins �

H�x�q� �
X
S�PO

v��S������

o� PO d	signe l�ensemble de tous les chemins dirig	s d�origine O�

Il semble di�cile d�	tendre ce genre de m	thodes � des 	quations faisant intervenir des

param�tres de rang sup	rieur � �� Ainsi dans le cas des chemins de Dyck 	num	r	s suivant

les param�tres longueur �compt	e par x� aire g	om	trique �compt	e par q� et moment

d�inertie �compt	 par r� voir exemple ���� l�	quation obtenue est �

D�x� q� r� � � � x�qrD�x� q� r�D�xqr� qr� r��

La lin	arisation de l�	quation est toujours possible en posant

D�x� q� r� � F �xqr� qr� r��F �x� q� r��

et l�	quation obtenue est alors �

x�qrF �xq�r�� qr�� r�� F �xqr� qr� r� � F �x� q� r� � ��

Toutefois bien que l�	quation soit en quelque sorte lin	aire d	velopper F suivant les

puissances de x ne fait pas dispara)tre compl�tement les substitutions de variables� Si nous

posons

F �x� q� r� �

�X
n��

x�nfn�q� r��

l�	quation se traduit pour n 	 � par une relation de r	currence faisant intervenir la

substitution de variables q�qr �

q�n��r
n�	fn���qr
�� r�� q�nr�nfn�qr� r� � fn�q� r� � ��

La condition initiale f��q� r� � � permet de r	soudre pour n � � et l�on obtient alors

f��q� r� � �
�X
k��

q�k��r�k���
�
�

toutefois pousser le calcul ne serait�ce qu�un cran plus loin am�ne � d	velopper suivant

les puissances de q et la r	currence double obtenue ne semble pas pouvoir se r	soudre de

mani�re g	n	rale�
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��

Chapitre �

Changements de grammaires

Dans ce chapitre nous 	tudions dans quelle mesure les param�tres Q�comptables as�

soci	s � un langage d	pendent de la grammaire utilis	e pour l�engendrer� Nous montrons

	galement qu�il est possible de faire subir un certain nombre de transformations classiques

� une grammaire sans perte de param�tres Q�comptables�

Nous avons vu que certains param�tres comme la longueur des mots et ses variantes

�nombre d�occurrences d�une lettre donn	e ou de certaines des lettres de l�alphabet� sont

toujours des param�tres Q�comptables ind	pendamment de la grammaire�

Nous montrons ici que cette situation n�est pas g	n	rale� Ainsi un param�tre peut �tre

Q�comptable dans une grammaire mais pas dans une autre qui engendre le m�me langage�

Nous commen+ons par un exemple de deux param�tres qui sont Q�comptables dans deux

grammaires di�	rentes sans qu�il existe de grammaire dans laquelle ils soient tous deux

Q�comptables�

��� Un exemple nombre de passages au niveau �nal ou initial

Consid	rons le langage fa� bg� form	 de tous les mots sur les deux lettres a et b�

D��nition �� Un mot w � fa� bg� est dit �quilibr� si jwja � jwjb�

Les mots 	quilibr	s sont aussi appel	s mots de Dyck bilat�res� Soient p et p� les para�

m�tres d	�nis sur fa� bg� par � p�w� est le nombre de facteurs gauches 	quilibr	s de w et

p��w� est le nombre de ses facteurs droits 	quilibr	s�

Par sym	trie il est clair que p et p� ont la m�me distribution� par ailleurs si p est

Q�comptable dans une grammaire G p� est forc	ment Q�comptable dans la grammaire G�
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obtenue en rempla+ant par leur image miroir tous les membres droits de toutes les r�gles

de G�

A chaque mot associons un chemin du plan discret en transformant chaque a en un

pas Nord�Est et chaque b en un pas Sud�Est �repr	sentation horizontale classique d�un

mot de Dyck par un chemin de Dyck�� Le param�tre p devient le nombre de sommets du

chemin dont l�ordonn	e est nulle �passages au niveau initial� et p� le nombre de sommets

dont l�ordonn	e est celle du dernier sommet �passages au niveau �nal� & voir �gure ����

Il appara)t intuitivement qu�il est possible de  marquer! les passages au niveau initial en

lisant le mot  de gauche � droite! ou les passages au niveau �nal en le lisant  de droite �

gauche!� nous allons montrer de mani�re pr	cise qu�il est impossible de marquer les deux

types de passages�

w � aabaabbbbaabbbaaaa
p�w� � 	
p��w� � �

Fig� ���� Passages aux niveaux initial et �nal

Nous allons montrer que p peut �tre Q�comptable mais que p et p� ne peuvent pas

�tre Q�comptables dans la m�me grammaire� Puisque la somme de deux param�tres Q�

comptable est Q�comptable il nous su�t de montrer que p � p� n�est Q�comptable dans

aucune grammaire�

Soit G � �fa� bg � fT� P�N� F�Gg �R� T � la grammaire d	�nie par ses r�gles de d	riva�

tion �

T � �� aPbT � bNaT � F �G

P � �� aPbP

N � �� bNaN

F � aP � aPF

G � bN � bNG

Cette grammaire engendre le langage fa� bg� et le param�tre p compte les T �d	riva�

tions� il est donc Q�comptable de rang � dans cette grammaire�
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Supposons que dans une grammaireG� le param�tre p�p� soitQ�comptable� Il est alors

de rang minimal �� Nous montrerons plus tard et nous l�admettrons pour le moment que

lorsqu�un param�tre est de rang minimal k il existe toujours une grammaire engendrant le

m�me langage et dans laquelle le m�me param�tre est de rang k� Dans le cas du param�tre

p� p� la proposition ���� implique alors que le param�tre p� p� peut �tre repr	sent	 par

une lettre c suppl	mentaire� A�n de montrer que p� p� ne peut �tre Q�comptable il nous

su�t donc de montrer le lemme suivant �

Lemme �� Il n�existe pas de langage alg�brique non ambigu L � fa� b� cg� tel que

� la projection � de fa� b� cg� sur fa� bg� �tablit une bijection de L sur fa� bg��

� pour tout mot w � L� jwjc � �p� p�� ���w���

Preuve� Supposons qu�un tel langage alg	brique L existe� Pour chaque mot w � L nous

noterons w� � ��w� le mot obtenu en e�a+ant les c de w� Lorsque w� est d	�ni w d	signe

alors son ant	c	dent par � dans L�

Nous utilisons le lemme d�Ogden sur les langages alg	briques �voir ��� �� � �����

Soit donc w�� � a�N bNa�N  avec N assez grand pour appliquer le lemme au mot w� cor�

respondant� Nous avons alors une factorisation w� � 	u�v� telle que u� �ou v� ce qui

est 	quivalent par image miroir� soit de la forme u� � bk et tel que pour tout n 	 �

wn � 	un���vn��� � L�

Il est facile de voir que �p � p���w��� � �� par cons	quent jwnjc � � � njuvjc� Sachant

que juvjc vaut � � ou � la suite �jwnjc�n�� soit est constante soit tend vers ��� Nous

allons montrer que �p� p���w�n� ne peut avoir ce comportement�

Les di�	rents cas possibles pour 	� u� �� v� et �� 	galement repr	sent	s �gure ���

sont les suivants �

a� 	� � a�N bk�  u� � bk�  �� � bk�  v� � bk�  �� � bk�a�N avec k��k��k��k��k	 � N

et k� � k� � �� Dans ce cas w�n � a�NbN�n�k��k��a�N et donc pour n assez grand

�p� p���w�n� � ��

b� 	� � a�N bk�  u� � bk�  �� � bk�ak�  v� � ak�  �� � ak� avec k� � k� � k� � N 

k� � k	 � k
 � �N  et k� � �� Dans ce cas w�n � a�NbN�nk�a�N�nk� � Pour n assez

grand �p� p���w�n� vaut � �ou � si k� � k	��

c� 	� � a�Nbk�  u� � bk�  �� � bk�  v� � bk�ak�  �� � ak� avec k� � k� � k� � k� � N 

k	 � k
 � �N  et k� � k� � �� Dans ce cas w�n � a�NbN�nk��ak�bk��n��a�N � Si

k	 	 k� �p � p���w�n� � � lorsque n est assez grand� si k� � k	 �p � p���w�n� est

ultimement constante avec une valeur plus grande que � �voir �gure �����
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�� u� � � ��v�

��

��

��

��

� �

� �

u� v�

v�u�

Cas 
a��

Cas 
b��

Cas 
c��

a � � � a � � �b � � �� � � a � � � a� � � b

a � � � a � � �b � � �� � � a � � � a� � � b

a � � � a � � �b � � �� � � a � � � a� � � b

Fig� ���� Di��rents cas

Dans tous les cas le comportement de �p � p���w�n� est di�	rent de celui de jwnjc ce

qui donne une contradiction et termine donc la preuve du lemme�

Une cons	quence de ce lemme �et de la propri	t	 ����� est qu�il n�existe pas de gram�

maire non ambigu# engendrant fa� bg� dans laquelle p�p� soit un param�tre Q�comptable�

Par cons	quent puisque la somme de deux param�tres Q�comptables dans la m�me gram�

maire est Q�comptable dans cette grammaire les param�tres p et p� ne peuvent �tre Q�

comptables dans la m�me grammaire�

��� Grammaire plus �ne qu�une autre

Comme le prouve l�exemple pr	c	dent un param�tre peut �tre Q�comptable dans une

grammaire mais pas dans une autre qui engendre le m�me langage�

D��nition �� Soient G et G� deux grammaires engendrant le m�me langage L� G� est

plus �ne que G si pour tout param�tre p Q�comptable dans G il existe un param�tre p�

Q�comptable dans G� tel que pour tout mot w � L p�w� � p��w��

D��nition �	 Deux grammaires G et G� sont Q��quivalentes si G est plus �ne que G�

et r	ciproquement�

Remarque� Dire qu�une grammaire est plus �ne qu�une autre revient � dire que tout pa�

ram�tre Q�comptable de la seconde co(ncide sur le langage engendr	 avec un param�tre

Q�comptable de la premi�re� Dire que tout param�tre Q�comptable de l�une est Q�comp�

table dans l�autre serait un abus de langage les param�tres 	tant a priori d	�nis sur tous

les langages auxiliaires� Une telle d	�nition serait trop restrictive et perdrait son int	r�t
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pratique car cela exigerait que les langages auxiliaires des deux grammaires soient les

m�mes�

Remarque� Dans le cadre des grammaires d�objets Dutour ���� donne une d	�nition de

l�isomorphisme de grammaires d�objets qui est bas	e sur l�identit	 de syst�mes caract	risti�

ques de polyn�mes� Notre d	�nition de la Q�	quivalence de grammaires est plus restrictive

et les r	sultats sur les grammaires d�objets ne semblent pas pouvoir se transposer dans

notre cadre� En e�et notre d	�nition de la Q�	quivalence de grammaires impose que les

param�tres soient conserv	s pour chaque mot et non pas pour le langage engendr	 pris

dans son ensemble� Nous verrons sur un exemple �voir section ���� que la Q�	quivalence

de deux grammaires ne se r	duit pas � l�isomorphisme de deux grammaires d�objets�

Il est clair qu�une condition n	cessaire et su�sante pour que G� soit plus �ne que G

est que tout param�tre �l�mentaire de G lorsqu�on ne le consid�re que sur les mots du

langage engendr	 par G et G� soit Q�comptable dans G��

L�exemple pr	c	dent nous montre qu�il est possible d�avoir deux grammaires engendrant

le m�me langage sans qu�il existe une grammaire plus �ne que chacune d�elles�

Nous donnons maintenant quelques lemmes qui permettent 	tant donn	e une gram�

maire d�en construire d�autres plus �nes�

Etant donn	e une grammaire G nous allons montrer qu�il est possible de construire �

& une grammaire plus �ne de forme ����

& une grammaire plus �ne o� l�on a it	r	 l�une des r�gles de d	rivation�

& une grammaire plus �ne o� chaque sommet des arbres de d	rivation est 	galement

marqu	 suivant la pr	sence ou non dans la branche qui le relie � la racine de certaines

	tiquettes �marquage sup	rieur��

& une grammaire plus �ne o� chaque sommet est marqu	 suivant l�existence dans l�un

de ses sous�arbres de certaines 	tiquettes �marquage inf	rieur��

& une grammaire plus �ne o� le rang formel d�un ou de chaque param�tre de G est

	gal � son rang minimal�


���� Passage en forme �	�

Une grammaire est dite de forme ��� si toutes ses r�gles de d	rivation sont d�arit	 � �

ou �� Le fait que tout langage alg	brique non ambigu peut �tre engendr	 par une grammaire
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de forme ��� est bien connu� Nous montrons essentiellement que le passage en forme ���

se fait en transformant la grammaire en une grammaire Q�	quivalente�

L�outil de base est la transformation d	crite dans la proposition suivante qui diminue

strictement le nombre de r�gles de d	rivation d�arit	 sup	rieure � ��

Proposition �
 Soit G une grammaire engendrant un langage L� et soit R  U �
u�U�u� � � � Ukuk une r�gle de d�rivation de G� d�arit� k 	 	�

Soit G� la grammaire obtenue en ajoutant k�� symboles V�� � � � � Vk��� et en rempla�ant

la r�gle R par

�R���  U � u�U�u�V��

�R�i�  Vi � Ui��ui��Vi�� �� � i � k � ���

�R�k���  Vk�� � Uk��uk��Ukuk�

La grammaire G� engendre �galement L� et G et G� sont Q��quivalentes�

Preuve� Le passage de G � G� est une op	ration classique utilis	e pour donner une gram�

maire en forme ���� Tout arbre de d	rivation de G peut facilement �tre transform	 en

l�arbre de d	rivation correspondant de G� en rempla+ant les sommets 	tiquet	s R par des

sous�arbres 	tiquet	s R� tout en rattachant les sous�arbres issus de ces sommets �voir �gure

�����

A� A� A�A�

R

A�

A�

A�A�

R�

R�

�

R�

�

Fig� ���� Passage en forme ���

Cette transformation n�a aucune in-uence sur les sommets qui ne sont pas 	tiquet	s

R donc les param�tres 	l	mentaires de G qui ne font pas intervenir la r�gle R ne sont pas

modi�	s�
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A�n de montrer que les grammaires G et G� sont bien Q�	quivalentes nous indiquons

comment  traduire! dans G� le nom d�un param�tre 	l	mentaire de G et inversement

comment  traduire! dans G le nom d�un param�tre 	l	mentaire de G��

Le passage de G � G� est extr�mement simple puisqu�il su�t d�appliquer sur un nom

de param�tre un morphisme alphab	tique �

��R� � R���

��R�i�� � R
����
i�� �� � i � k��

��R�k�� � R
����
k���

��r� � r �pour tout autre r � Rp �R��

Quel que soit le mot W � R�
pR et quel que soit l�arbre de d	rivation A de G les

cha)nes de type W de A sont en bijection avec les cha)nes de type ��W � de l�arbre de

d	rivation de G� correspondant � A� Par cons	quent G� est plus �ne que G�

Inversement la transformation est l	g�rement plus compliqu	e car un param�tre 	l	�

mentaire de G� peut avoir dans G un 	quivalent qui n�est pas un param�tre 	l	mentaire�

Nous noterons R�
� � � �Rp �R� et R�

� � �R�
p �R���R�

�� L�ensemble R�
� est compos	

des d	rivations point	es R����i  pour � � i � k�� et des d	rivations R�i pour � � i � k���

Soit W � un nom de param�tre 	l	mentaire dans G�� Si W � ne fait intervenir aucune

des lettres de R�
� W

� fait d	j� partie des noms de param�tres qui correspondent � des

param�tres 	l	mentaires de G� Supposons donc que W � contient de telles lettres�

A�n de  traduire! un nom de param�tre 	l	mentaire de G� vers G nous d	�nissons �

de la mani�re suivante �

& ��r� � ����r� si r � R�
��

& ��R�i� � R�

& ��R
����
i � � R�i��� � � � ��R�k� �pour � � i � k � ���

Soit dans un arbre de d	rivation A� de G� une cha)ne S� de sommets de type W ��

Dans l�arbre de d	rivation A de G qui correspond � A� cette cha)ne devient une cha)ne S

qui peut �tre plus courte que S� car plusieurs sommets de S� peuvent correspondre � un

seul et m�me sommet de S & dans le second arbre de la �gure ��� les sommets 	tiquet	s

R�� R
�
� et R�� proviennent du m�me sommet 	tiquet	 R et donc si plusieurs d�entre eux

font partie d�une cha)ne de sommets de A� la cha)ne de sommets correspondante dans A
sera plus courte� Toutefois si S est de m�me longueur que S� le type de S est l�un des

mots de ��W ���
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A�n de rendre compte de tous les cas possibles nous dirons qu�une lettre de W � est non

maximale si elle est de la forme R����i et est suivie dans W � par une lettre de la forme R����j 

R
����
j ou R�j avec i � j� Ainsi une lettre d�un nom de param�tre W � est non maximale s�il

est possible que dans une cha)ne de type W � les sommets correspondant � cette lettre et

� la suivante proviennent d�un m�me sommet de l�arbre A�

La �gure ��� montre un exemple avec k � 	� L�arbre A� �repr	sent	 en haut� poss�de


 cha)nes de type W � � R
����
� R

����
� r dont 	 seulement sont repr	sent	es� Dans le nom W �

la lettre R����� est non maximale � cela se traduit par le fait que dans l�arbre A les deux

premiers sommets d�une cha)ne de type W � peuvent n�en former qu�un� Dans ce cas le

type de la cha)ne de A est R���r� Sinon le type est soit R���R���r soit R���R���r�

R

R R R R

R R

R R

r r r r r r

r

r r r r r r

r

r r r r r r

rr

rr

r r

r

rr

r

rr

r

r

rr

r

rr

r

r

r

R�
� R�

� R�
�

R�
�R�

�R�
�R�

�

R�
� R�

� R�
�

R�
�R�

�R�
� R�

�R�
�R�

�

R�
� R�

�

R���r R���R���r R���R���r

Fig� ���� Transformation de cha�nes de type R
����
� R

����
� r

Au total pour obtenir le nom du param�tre Q�comptable correspondant dans G au

param�tre pW � de G� il faut donc traduire chaque lettre maximale r de W � par ��r� et

chaque lettre non maximale r par �� ��r��

La traduction d�un nom de param�tre de G� en nom de param�tre de G peut 	galement
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�tre d	�nie de la mani�re suivante � un ordre partiel est d	�ni sur R�
p �R� par�

R
����
i � R�j 
 i � j�

R
����
i � R

��k�
j 
 i � j et � � k � ��

Notons que dans un nom de param�tre W � de G� une lettre est non maximale au sens

de la preuve pr	c	dente lorsqu�elle est inf	rieure �strictement� � celle qui la suit dans W �

La fonction 
 qui � tout nom de param�tre W � de G� associe le nom 
�W �� de ce m�me

param�tre dans G peut alors �tre d	�nie r	cursivement ainsi ���
� 
�r�� � ��r�� si r� � R��


�r�W �
�W

�� �
�
��r�� � �r��W �

�



�W �

�W
�� si r� � R�

p�W
�
� � R�

p �R��


���� It�ration d�une r�gle

Une autre op	ration permettant de changer de grammaire sans changer le langage

engendr	 est l�it�ration qui consiste � remplacer dans le membre droit d�une r�gle l�un

des symboles par tous les membres droits des r�gles qui r		crivent ce symbole�

Proposition �� Soit G une grammaire� R une de ses r�gles d�arit� n 	 �� et k � n� Soit

G� la grammaire engendrant le m
me langage� obtenue en retirant la r�gle R et en ajoutant�

pour chaque d�R� k��d�rivation R�� la r�gle obtenue en rempla�ant� dans le membre droit

de R� le k��me symbole par le membre droit de R��

Dans ces conditions� la grammaire G� est plus �ne que G� plus pr�cis�ment� tout para�

m�tre Q�comptable dans G est �galement Q�comptable dans G��

Remarque� Une preuve simple de la proposition ��� consiste � remarquer que n�importe

quel Q�analogue du syst�me d�	quations de la grammaire G peut �tre r		crit sous forme

de Q�analogue du syst�me d�	quations de la grammaire G� sans 	videmment changer les

solutions� Le th	or�me ���� permet alors de conclure� Toutefois la preuve que nous donnons

ci�dessous pr	sente l�avantage de fournir explicitement le  dictionnaire! qui traduit les noms

de param�tres de G vers G��

Preuve� Soit R  U � u�U� � � � Unun la r�gle � it	rer et soient R�� � � � � Rm les Uk�

d	rivations� Les m r�gles qui dans G� remplacent la r�gle R sont

R�i  U � u�U� � � � uk���d�Ri��uk�� � � � Unun �� � i � m��

Nous commen+ons par le cas le plus simple � celui o� le k��me symbole du membre droit

de R est distinct de U  ce qui revient � dire que chaque Ri est distinct de R�
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Dans ce cas le passage d�un arbre de d	rivation A de G � l�arbre de d	rivation cor�

respondant A� de G� est simple � chaque sommet 	tiquet	 R et son k��me �ls 	tiquet	 Ri

sont remplac	s par un seul sommet 	tiquet	 R�i les autres �ls de ces deux sommets 	tant

attach	s dans l�ordre pr	�xe comme indiqu	 �gure ����

R�

i

A� A� B� B� B� A�

R

A� A� A�

Ri

B� B� B�

Fig� ���� It�ration de la r�gle R

Si S est une cha)ne de type W de l�arbre A elle devient dans A� une cha)ne S�� Chaque

sommet s d�	tiquette Ri devient un sommet d�	tiquette R�i et chaque sommet s d�	tiquette

R devient un sommet d�	tiquette R�i �l�indice i d	pendant de l�	tiquette du k��me �ls de

s��

Chaque fois que deux lettres cons	cutives de W sont R�k� et R�j�
i �ou R�k� et Ri en �n

du mot W � il est possible que les deux sommets correspondants dans S deviennent dans

S� un seul et m�me sommet� dans ce cas la cha)ne S� est plus courte que S�

Comme dans la preuve de la proposition ��� nous dirons donc qu�une lettre de W est

non maximale si cette lettre est R�k� et si la lettre suivante est une lettre Ri ou R
�j�
i �

La traduction d�un nom de param�tre 	l	mentaire de G en son nom dans G� est alors
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essentiellement assur	e par � d	�nie ainsi �

��R� � R�� � � � ��R�m�

��Ri� � R�i �� � i � m��

��R�k�� �
Pm

i��

P��Ri�
j�� R

��k���j�
i �

��R
�j�
i � � R

��k���j�
i �� � i � m� � � j � 	�Ri���

��r� � r �pour tout autre r � Rp �R��

Pour obtenir le nom dans G� du param�tre pW  il su�t de traduire chaque lettre

maximale r de W par ��r� et chaque lettre non maximale R�k� par �� ��R�k���

La situation est plus complexe � d	crire lorsque R � Ri
  car il est possible d�avoir

dans une m�me branche d�un arbre de d	rivation A une succession de sommets 	tiquet	s

R chacun 	tant le k��me �ls du pr	c	dent� Dans l�arbre de d	rivation A� les premier et

deuxi�me sommets se contractent en un seul ainsi que le troisi�me et le quatri�me etc�

Autrement dit en conservant la m�me d	�nition d�une lettre non maximale du mot W 

dans tout facteur de W form	 de lettres non maximales suivies d�une lettre maximale �de

la forme R�k� � � � R�k�R
�j�
i � chaque lettre peut �tre e�ac	e � condition que la suivante ne le

soit pas et soit remplac	e par son image par �� Notons qu�il convient de revoir la d	�nition

donn	e de ��R� �qui cumule les d	�nitions pr	c	dentes de ��R� et de ��Ri
�� et ��R�k��

�qui cumule les d	�nitions pr	c	dentes de ��R�k�� et ��R�k�
i


�� ce qui donne �

��R� � R�i
 �
Pm

i��R
�
i

��R�k�� � R
���k���
i


�
Pm

i��

P��Ri�
j�� R

��k���j�
i

Similairement au passage en forme ��� nous pouvons d	�nir un ordre partiel surRp�R

correspondant � la d	�nition d�une lettre non maximale par

R�k� �
�

Ri �� � i � m�

R
�j�
i �� � i � m� � � j � 	�Ri���

La fonction de traduction 
 se d	�nit alors r	cursivement �����
���


�r� � ��r� si r � R�

�rW � � ��r�
�W � si r � Rp� r �� R�k��


�R�k�rW � � ��R�k��
�rW � � �R�k��r���r�
�W � si r � Rp �R�W � R�
pR�

Contrairement � ce qui se passe avec le passage d�une grammaire en forme ��� l�it	ra�

tion d�une r�gle ne donne pas une grammaire 	quivalente mais une grammaire plus �ne
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au moins dans le cas o� le symbole it	r	 est le m�me que celui du membre gauche de la

r�gle it	r	e� Nous allons le v	ri�er sur un exemple�

Exemple �� Reprenons la grammaire G� engendrant les mots de Dyck� L�alphabet des

d	rivations point	es comportant deux lettres il y a deux fa+ons possibles d�it	rer une r�gle

dans cette grammaire� En choisissant d�it	rer R���
�  on obtient la grammaire G� d	�nie par

ses r�gles de d	rivation �

R�  D � �

R��  D � abD

R��  D � aaDbDbD

La fonction � est alors d	�nie par �

��R�� � R� �R��

��R�� � R�� � ��R��

��R
���
� � � ��R

����
� �R

����
�

��R
���
� � � R

����
� �R

����
�

En appliquant les r�gles de calcul de 
 donn	es dans la preuve de la proposition ���

nous obtenons pour le param�tre p
R
���
� R

���
� R�

�


�R
���
� R

���
� R�� � ��R

���
� R

���
� R�� � ��R

���
� R�� � ��R

���
� �R��

�
�
��R

����
� �R

����
�

�
��R

����
� �R

����
�

 �
R� �R��

�
�
�
��R

����
� �R

����
�

 �
R� � ��R��

�
Le param�tre p

R
���
� R

���
� R�

est compt	 par la variable s dans la solution du Q�syst�me

suivant bas	 sur la grammaire G �

D�q� r� s� � q �D�qr� rs� s�D�q� r� s�����

Dans ce syst�me q compte le param�tre pR�  et r le param�tre p
R
���
� R�

� Nous utilisons

l�	quation � pour exprimer D�qr� rs� s� �

D�qr� rs� s� � qr �D�qr�s� rs�� s�D�qr� rs� s�����

En reportant ��� dans ��� il vient alors �

D�q� r� s� � q � qrD�q� r� s� �D�qr�s� rs�� s�D�qr� rs� s�D�q� r� s��

Cette 	quation est une Q�	quation bas	e sur la grammaire it	r	e G� et il est simple

d�interpr	ter les param�tres compt	s par q r et s �

& La variable q compte pW�  avec W� � R� �R���
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& la variable r compte pW�  avec W� � R�� � ���R
����
� �R

����
� �W��

& la variable s compte pW�  avec W� � ���R
����
� �R

����
� �W��

On retrouve ainsi le r	sultat donn	 en appliquant 
 �

A�n de v	ri�er que la grammaire G� n�est pas Q�	quivalente � G il nous su�t d�ob�

server la table donnant pour les mots de longueurs � � et � les valeurs des param�tres

	l	mentaires de rang � dans les deux grammaires�

R� R� R� R�� R��

� � � � � �

ab � � � � �

aabb 	 � 	 � �

abab 	 � � � �

Chacune des deux grammaires n�ayant qu�un seul symbole chaque param�tre a un rang

	gal � son rang minimal� Par cons	quent si le param�tre pR�� de G� 	tait Q�comptable dans

G il devrait �tre combinaison lin	aire �� coe�cients entiers positifs� des param�tres pR�

et pR� de G ce qui n�est clairement pas le cas� Par cons	quent G n�est pas plus �ne que

G��

Une autre fa+on de prouver cette propri	t	 consiste � dire que les param�tres de rang

� de G� sont capables de distinguer les mots aabb et abab alors que les param�tres de rang

� de G ne le peuvent pas� par cons	quent il est impossible d�exprimer les param�tres de

rang � de G� comme combinaisons lin	aires de ceux de G�

Ce type d�arguments est naturel lorsqu�il s�agit de montrer qu�un param�tre n�est pas

Q�comptable dans une grammaire donn	e � il su�t g	n	ralement d�examiner les valeurs de

ce param�tre pour les premiers mots engendr	s par la grammaire et de les comparer aux

valeurs prises par les param�tres 	l	mentaires dont le rang minimal ne d	passe pas celui

du param�tre 	tudi	�

Il existe une situation classique o� l�it	ration d�une r�gle est une op	ration parfaitement

naturelle et que l�on risque d�e�ectuer sans m�me y penser� Si un symbole U ne peut �tre

r		crit que d�une seule fa+on �lorsqu�il n�y a qu�une seule U �d	rivation� il est naturel

de faire dispara)tre ce symbole de la grammaire en rempla+ant chaque apparition de U

dans un membre droit de r�gle de d	rivation par le membre droit de la U �d	rivation�

Cela correspond en fait � it	rer chacune des r�gles point	es qui font appara)tre U � Cette

op	ration est alors essentiellement l�inverse de celle d	crite pour le passage en forme ���

et fournit une grammaire Q�	quivalente�
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���
 Lemmes de marquage

Les lemmes suivants que nous appelons lemmes de marquage nous permettent de ne

compter dans un param�tre que les cha)nes v	ri�ant certaines conditions� Ils sont essentiels

� la preuve du th	or�me de r	duction du rang au rang minimal�

Lemme �� �marquage sup�rieur� Soient G � �N�X�R� S� une grammaire� et Rp�

une partie de l�ensemble de ses r�gles de d�rivation point�es Rp�

Pour chaque arbre de d�rivation A de G� chaque r�gle de d�rivation point�e R � Rp�

et chaque nom de param�tre �l�mentaire W � R�
pR� soit pRW �A� le nombre de cha�nes de

A� de type W � qui sont des sous�cha�nes droites d�au moins une cha�ne de type RW �

Il existe une grammaire G� � �N ��X�R�� S�� plus �ne que G� qui v�ri�e les conditions

suivantes �

�� chaque param�tre G�Q�comptable �l�mentaire de rang k a� en tant que param�tre

G��Q�comptable� un rang au plus �gal � k�

�� chaque param�tre pRW est G��Q�comptable� de rang au plus jW j�

Avant de donner la preuve de ce lemme examinons un exemple�

Exemple �� Consid	rons la grammaire G � �fDg� fa� bg�R� D� dont les r�gles de d	�

rivation sont �

R�  D � ab R�  D � abD

R�  D � aDb R�  D � aDbD

Cette grammaire qui provient de la grammaire G� de l�exemple ��� engendre les mots

de Dyck non vides�

Cette grammaire n�ayant qu�un seul symbole tous les param�tres ont un rang minimal

	gal � leur rang� En particulier le param�tre pR��R� compte les  pics! �facteurs ab� des

mots de Dyck engendr	s� Mais que se passe�t�il si nous d	sirons compter les pics dont la

hauteur n�est pas �.

Un pic est repr	sent	 dans l�arbre de d	rivation par un sommet s 	tiquet	 R� ou

R�� Sa hauteur est 	gale � � plus le nombre de d	rivations point	es R���
� ou R

���
� qui se

trouvent sur la branche reliant ce sommet � la racine de l�arbre� Par cons	quent avec

les notations du lemme le nombre de pics de hauteur di�	rente de � est le param�tre

p
R
���
�

R�
� p

R
���
�

R�
� p

R
���
�

R�
� p

R
���
�

R�
� celui�ci compte en e�et les sommets R� qui font partie d�une

�ou plus� cha)ne R���
� R� ou R���

� R� et les sommets R� qui font partie d�au moins une cha)ne

R
���
� R� ou R

���
� R��
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Rien ne permet de penser a priori que ce param�tre est G�Q�comptable les sommets

	tiquet	s R� ou R� pouvant se trouver ou non  sous! les sommets R� ou R��

Nous voulons pouvoir en comptant simplement les occurrences de certaines 	tiquettes

dans l�arbre de d	rivation d�un mot d	nombrer les sommets 	tiquet	s R� ou R� qui font

partie de cha)nes convenables� Il faudrait pour cela que les 	tiquettes de ces sommets

portent une information �une  marque!� sur la pr	sence ou l�absence dans la branche qui

les relie � la racine de sommets 	tiquet	s R� ou R� �avec dans le cas de R� la bonne

direction ce qui revient � dire que la branche contient une d	rivation point	e R���
� ou R���

� ��

La solution est de r		tiqueter les sommets pour inclure cette information � tout sommet

	tiquet	 Ri qui se trouve dans un sous�arbre d�un sommet 	tiquet	 R� ou dans un sous�

arbre gauche d�un sommet 	tiquet	 R� est r		tiquet	 R�i�

R�R�

R� R� R�

R� R�R�R�

R�

R�
� R�

R�
� R�

� R�

R�R�
�R�

�R�
�

A A�

R�

Fig� ���� Marquage sup�rieur des r�gles R
���
� et R

���
�

La �gure ��� montre l�arbre de d	rivation du mot w � aabaabbbaaabbbaabbab ainsi que

la version r		tiquet	e� Le param�tre  nombre de pics de hauteur au moins �! est 	gal au

nombre de sommets 	tiquet	s R�� ou R�� dans ce nouvel arbre� Par di�	rence le nombre

de pics de hauteur � est le nombre de sommets 	tiquet	s R� ou R� dans ce m�me arbre�

Comme on peut le voir le mot w poss�de � pic de hauteur � et � autres pics de hauteurs

respectives � 	 	 et ��

Dans cet exemple il n�a pas 	t	 n	cessaire de marquer di�	remment les deux r�gles

point	es R���
� et R���

�  comme c�est le cas en g	n	ral dans le lemme�

Preuve� Nous donnons tout de suite la grammaire G�� Les symboles de N � sont de la forme

UE  o� U est l�un des symboles de N et E est une partie de l�ensemble Rp�� Les r�gles de
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d	rivation de G� sont form	es � partir de celles de G de la mani�re suivante �

& pour chaque r�gle R � R et chaque ensemble E � Rp� on forme une r�gle RE qui

est identique � R � ceci pr�s que chaque symbole U �du membre gauche comme du

membre droit� est remplac	 par UE�

& pour chaque r�gle point	e sp	ciale R�d� � Rp� et pour chaque ensemble E � Rp�

le d��me symbole du membre droit de RE  UE  est remplac	 par UE	fR�d�g�

Les indices ajout	s aux symboles ne modi�ent en rien les mots engendr	s en ce sens

que pour tout symbole U � N et tout E � Rp� LG�U� � LG��UE�� En revanche la

fa+on dont sont form	es les r�gles de d	rivation de G� assure que dans chaque arbre de

d	rivation de G� chaque sommet a une 	tiquette qui nous renseigne sur la branche reliant

ce sommet � la racine de l�arbre�

Soit A l�arbre de d	rivation dans G d�un mot w� Pour chaque sommet s de A notons

�s�� � � � � s� la cha)ne de sommets de A form	e de tous les sommets anc�tres de s et E�s�

l�ensemble de toutes les r�gles point	es qui appara)ssent � la fois dans le type de �s�� � � � � s�

et dans Rp��

Soit A� l�arbre de d	rivation du mot w dans la grammaire G�� Alors A� est obtenu �

partir de A en rempla+ant chaque 	tiquette R de chaque sommet s par RE�s�� En e�et

la d	�nition que nous avons donn	e des membres droits des r�gles RE  assure que les

ensembles indices E�s� se propagent correctement�

La grammaire G� remplit les conditions indiqu	es� En e�et notons � l�application  e�a�

cement des indices! d	�nie sur N � par ��UE� � U et sur R� par ��RE� � R� L�application

� est 	tendue naturellement aux d	rivations point	es et par morphisme aux noms de pa�

ram�tres de G�� Alors il est clair que dans un arbre de d	rivation A de G toute cha)ne de

type W devient dans l�arbre A� correspondant de G� une cha)ne dont le type appartient

� ����W �� R	ciproquement lors du passage de A� � A une cha)ne de type W � devient

une cha)ne de type ��W ��� Par cons	quent les param�tres pW �dans G� et p	���W � �dans

G�� co(ncident� Ainsi G� est bien plus �ne que G et le rang des param�tres est conserv	

�condition ���

En�n les cha)nes compt	es dans un arbre A par le param�tre pR
�d�

W sont exactement

celles qui sont de type W et dont le premier sommet s� v	ri�e R�d� � E�s��� Or E�s�� est

par construction l�indice de l�	tiquette de s� dans l�arbre A�� Il su�t donc de choisir pour

W � les noms de ����W � dont la premi�re lettre est de la forme R�d�
E  avec R�d� � E pour

assurer que pR
�d�

W �dans G� co(ncide avec pW � �dans G��� De plus le rang de pW � est bien

la longueur du plus long mot de W � qui est jW j�
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Exemple ��� Dans l�exemple ��� les r�gles point	es dont nous voulions rep	rer la pr	�

sence 	taient R���
� et R���

�  qui forment donc l�ensemble Rp�� Toutefois il n�	tait n	cessaire

que de rep	rer la pr	sence d�au moins l�une de ces deux r�gles sans faire de distinction

entre elles� Nous avons donc utilis	 comme 	tiquettes Ri pour Ri�
 et R�i pour Ri�E avec

� � E � Rp��

La grammaire G� obtenue est donc �

R�  D � ab R��  D� � ab

R�  D � aD�b R��  D� � aD�b

R�  D � abD R��  D� � abD�

R�  D � aD�bD R��  D� � aD�bD�

L�arbre A� de la �gure ��� est un arbre de d	rivation de G�� Dans cette grammaire le

symbole D� n�est accessible � partir de D qu�au travers des d	rivations point	es R���
� et

R
���
�  et par cons	quent les pics de hauteur h � � sont ceux introduits par les d	rivations

R�� et R�� tandis que les pics de hauteurs � sont introduits par les d	rivations R� et R��

Lemme de marquage inf�rieur

Le lemme de marquage sup	rieur nous permet de propager � chaque sommet d�un

arbre de d	rivation une information sur ce qui se trouve au�dessus de lui c�est���dire dans

la branche qui le relie � la racine� Le lemme ci�dessous permet un marquage similaire mais

portant sur ce qui se trouve en dessous de chaque sommet c�est���dire dans les sous�arbres

issus de ses �ls�

Lemme ��� �marquage inf�rieur� Soient G � �N�X�R� S� une grammaire� R� � R
une partie de ses r�gles de d�rivation� et un entier m � ��

Pour chaque arbre de d�rivation A de G� chaque nom de param�tre �l�mentaire W �
R�
p � chaque R � R�� et chaque entier n � m� notons pRW�n�A� le nombre de cha�nes de A�

de type W � qui sont des sous�cha�nes gauches d�exactement n �ou d�au moins m� si n � m

cha�nes de type WR�

Il existe une grammaire G� � �N �� X�R�� S��� plus �ne que G� et qui v�ri�e les conditions

suivantes �

�� chaque param�tre G�Q�comptable de rang k a� en tant que param�tre G��Q�comptable�

un rang au plus �gal � k�

�� chaque param�tre pRW�n est G��Q�comptable de rang au plus jW j�
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La principale di�	rence de forme entre les deux lemmes de marquage r	side dans le

fait que le lemme de marquage inf	rieur tel qu�il est 	nonc	 ci�dessus utilise un entier

m suppl	mentaire l� o� le lemme de marquage sup	rieur se contentait en fait de � ou

� �le lemme de marquage sup	rieur permet de compter les cha)nes qui sont sous�cha)nes

droites d�au moins une cha)ne d�un type donn	 tandis que le lemme de marquage inf	rieur

permet de distinguer celles qui sont sous�cha)nes gauches d�exactement �� �� � � � �m�� telles

cha)nes�� Il est possible d�	noncer le lemme de marquage sup	rieur de fa+on similaire mais

un tel ra�nement complique les notations et la version que nous avons d	montr	e est

su�sante pour d	montrer le th	or�me de r	duction du rang�

Preuve� Soit A un arbre de d	rivation de G et s un sommet de A� Pour chaque R �
R� notons R�s� le nombre de sommets 	tiquet	s R dans le sous�arbre issu de s avec la

convention que si ce nombre est sup	rieur � m R�s� � m� Si s� est le i��me �ls de s

notons R�s� i� � R�s���

Comme dans le cas du lemme de marquage sup	rieur le passage � la grammaire G�

consiste essentiellement � d�ajouter � l�	tiquette de chaque sommet d�arit	 k la liste des

valeurs de R�s� et R�s� i� pour R � R� et � � i � k�

La grammaire G� est d	�nie comme suit� Chaque symbole est form	 d�un symbole de

G et d�un entier n�R� pour chaque r�gle R � R� �

N � �
n�

U� �n�R��R�R�


� U � N� � � n�R� � m

o
�

Chaque entier n�R� indique la valeur du param�tre pR sur les mots engendr	s par le

symbole
�
U� �n�R��R�R�


�

LG�
�
U� �n�R��R�R�


� fw � LG�U�  �R � R�� n�R� � min�m� pR�w��g ����

Pour chaque r�gle R�  U � w�U�w� � � � Ukwk � R la grammaire G� comprendra

�m� ��kjR�j r�gles dont les membres droits sont obtenus en rempla+ant successivement

de toutes les mani�res possibles chaque symbole Ui par un
�
Ui� �ni�R��R�R�


� Le membre

gauche de chaque r�gle est alors
�
U� �n�R��R�R�


avec

n�R� � min

�
m� �R�R
 �

kX
i��

ni�R�

�
�

o� �R�R
 vaut � si R � R� � sinon� Par une r	currence 	vidente sur la taille des arbres de

d	rivation ces r�gles de d	rivation engendrent le langage pr	vu pour chaque symbole�

Il convient de donner un axiome � G�� soit donc S� un nouveau symbole et pour chaque

symbole
�
S� �n�R��R�R�


 ajoutons une r�gle S� �

�
S� �n�R��R�R�


� cela assurera que
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LG��S�� � LG�S�� Le symbole S� n�	tant accessible � partir d�aucun autre ses d	rivations

n�appara)tront qu�� la racine des arbres de d	rivation�

Notons � l�application qui envoie chaque r�gle de R� ainsi d	�nie �autre qu�une S��

d	rivation� sur la r�gle R � R dont elle est issue et 	tendons � naturellement aux r�gles

point	es de R�
p puis par morphisme aux noms de param�tres dans G�� Le passage de

G � G� s�e�ectue simplement en r		tiquetant les sommets de l�arbre de d	rivation et en

ajoutant une nouvelle racine� Donc pour tout mot w � LG�
�
U� �n�R��R�R�


et tout nom

de param�tre W dans G pW �w� � p	���W ��w�� Ainsi G� est bien plus �ne que G et le

rang des param�tres G�Q�comptables n�augmente pas lors du passage � G��

Quant au param�tre pRW�n si la derni�re lettre de W est R�d�
� � Rp il compte dans les

arbres de d	rivation de G� les cha)nes de sommets dont le type est dans ����W � et dont

le d��me symbole au membre droit de la derni�re d	rivation v	ri�e n�R� � n� Cela revient

� ne prendre dans ����W � que les mots dont la derni�re lettre appartient � une partie

convenable de ����R��� Ceci assure que pRW�n est bien G��Q�comptable de rang jW j�

Remarque� La grammaire G� construite dans la preuve du lemme de marquage inf	rieure

peut parfaitement ne pas �tre compl�te� il est possible en e�et que certains des langages

engendr	s soient vides�

Exemple ��� Reprenons les grammaires G� et G� qui engendrent tous deux le lan�

gage de Dyck� Nous allons voir que la grammaire G� peut �tre obtenue en appliquant la

construction du lemme de marquage inf	rieur � G��

Dans la grammaire G� la r�gle R� est la seule r�gle terminale� par cons	quent pR��w� 	
� pour tout mot de Dyck w et pR��w� � � seulement pour le mot vide� PrenonsR� � fR�g
et m � ��

La construction donn	e de la grammaire G� pr	voit � symboles S� �D� �� �D� �� et

�D� �� et pour chaque i � �� �� �

LG��D� i� � fw � D� i � min��� pR��w��g �

En particulier LG��D� �� � � et LG��D� �� � f�g donc LG��D� �� est l�ensemble des

mots de Dyck non vides�
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Les r�gles de d	rivation de la grammaire G� sont �

S� � �D� �� S� � �D� ��

S� � �D� �� �D� �� � �

�D� �� � a��D� ���b��D� �� �D� �� � a��D� ���b��D� ��

�D� �� � a��D� ���b��D� �� �D� �� � a��D� ���b��D� ��

�D� �� � a��D� ���b��D� �� �D� �� � a��D� ���b��D� ��

�D� �� � a��D� ���b��D� �� �D� �� � a��D� ���b��D� ��

�D� �� � a��D� ���b��D� ��

Il appara)t imm	diatement que le seul symbole accessible � partir de �D� �� est �D� ��

tandis que la seule r�gle terminale a pour membre gauche �D� ��� par cons	quent LG��D� ��

est vide et toutes les r�gles de d	rivation faisant intervenir �D� �� peuvent �tre 	limin	es�

La grammaire alors obtenue une fois les symboles S�� �D� ��� �D� �� renomm	s en D�F�E

respectivement est �

�������
������

D � F D � E

F � � E � aFbF

E � aFbE E � aEbF

E � aEbE

La seule F �d	rivation de cette grammaire est F � �� en it	rant chacune des d	rivations

point	es qui produisent le symbole F  on fait dispara)tre ce symbole de tous les membres

droits ce qui le rend inaccessible � partir de l�axiome D� La grammaire alors obtenue est

����
���

D � � D � E

E � ab E � abE

E � aEb E � aEbE

qui est exactement la grammaire G�� Par cons	quent cette grammaire est plus �ne que

G��


���� R�duction du rang

Les lemmes de marquage ont pour principal but de permettre la preuve du th	or�me

suivant �

Th�or�me ��� Soit G une grammaire� Il existe une grammaire G�� plus �ne que G�

dans laquelle tout param�tre G�Q�comptable non born� a un rang �gal � son rang minimal�
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Preuve� Etant donn	e la grammaire G nous devons essentiellement trouver une grammaire

G� plus �ne que G dans laquelle tout param�tre �l�mentaire de G non born	 a dans G�

un rang qui correspond � son rang minimal� Rappelons que d�apr�s la proposition ������ il

est 	quivalent pour un param�tre Q�comptable d��tre non born	 et d�avoir rang minimal

au moins �� Il est donc normal que les param�tres born	s soient exclus du cadre de ce

th	or�me�

La proposition ������ d	crit exactement d�o� peut provenir l�	cart entre rang minimal

et rang formel pour un param�tre 	l	mentaire � il peut s�agir de d	rivations point	es ne

pouvant se retrouver � plus d�un exemplaire sur une m�me branche �R�i� lorsque g�R� n�est

pas accessible � partir de d�R� i�� ou de la derni�re d	rivation R du nom du param�tre

� condition que le param�tre �de rang formel �� pR soit born	 au moins sur LG�d�R�� i��

o� R
�i�
� est l�avant�derni�re lettre du nom du param�tre�

Soit Rp� l�ensemble des r�gles point	es de la forme R�k� telles que g�R� ne soit pas

accessibles � partir de d�R� k�� Ces r�gles point	es sont exactement celles qui ne peuvent

pas  boucler! en ce sens que le k��me sous�arbre d�un sommet 	tiquet	 R ne peut contenir

de sommet 	tiquet	 R� Soit G� la grammaire obtenue en appliquant le lemme de marquage

sup	rieur � cet ensemble de r�gles Rp�� Nous allons montrer que dans G� l�	cart entre

rang formel et rang minimal pour les param�tres G�Q�comptables 	l	mentaires est inf	rieur

ou 	gal � ��

Soit en e�et W � R�
pR un nom de param�tre G�Q�comptable 	l	mentaire de rang

minimal � ou plus� Posons W � W�R
�d��
� W� � � � Wk��R

�dk�
k WkR

� o� R
�di�
i � R� et Wi �

�Rp�Rp��
�� Notons encore ni � jWij � le rang minimal de pW est donc d�apr�s la propo�

sition ������ � � n� � � � � � nk ou n� � � � � � nk suivant que R� participe ou non au rang

minimal�

Puisque pW est suppos	 non born	 il n�est pas identiquement nul et donc il existe un

arbre de d	rivation de G qui contient une cha)ne de type W � Par construction de Rp�

la r�gle R
�di�
i ne peut appara)tre qu�une fois dans le type d�une cha)ne de sommets d�un

arbre de d	rivation et par cons	quent si R�d� est une d	rivation point	e qui appara)t dans

W apr�s R�di�
i  aucune cha)ne de type R�d�Ri ne peut exister� De m�me si R�d� appara)t

dans W avant R�di�
i  aucune cha)ne de type R�di�

i R ne peut exister� Donc dans un arbre de

d	rivation A de G les cha)nes �s�� � � � � sn� de type W � � W�W� � � �WkR
� qui sont des sous�

cha)nes d�une cha)ne de type W  sont exactement celles dont le dernier sommet sn se trouve

dans le di��me sous�arbre d�un sommet 	tiquet	 Ri pour chaque i � k� Ces cha)nes sont

compt	es dans G� par un param�tre Q�comptable de rang jW �j � ��
P

i ni ce qui assure

que dans G� l�	cart entre rang minimal et rang formel des param�tres G�Q�comptables
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non born	s est au plus de ��

Appliquons maintenant � la grammaire G� le lemme de marquage inf	rieur en prenant

comme ensemble de r�gles R�

R� �
�
R � R�  �U � N �� pR est born	 sur LG��U�

�
Nous prenons comme entier m pour le lemme de marquage inf	rieur

m � � �max fpR�w�  w � LG�U�� pR est born	 sur LG�U�g �

Soit G� la grammaire ainsi obtenue�

Tout param�tre G��Q�comptable 	l	mentaire de rang n dont la derni�re d	rivation ne

compte pas dans le rang minimal �d�apr�s la proposition ������� a en tant que param�tre

G��Q�comptable un rang au plus n� �� Etant donn	 que pour chaque nom de param�tre

	l	mentaire de G� qui intervient dans la d	composition d�un param�tre G�Q�comptable

seule la derni�re lettre peut �tre source d�	cart entre rang formel et rang minimal il est

donc clair que tous ces param�tres ont dans G� un rang formel 	gal � leur rang minimal�

La grammaire G� remplit donc les conditions exig	es�

Ce th	or�me permet de justi�er la supposition faite dans l�exemple pr	sent	 section

��� � si un param�tre est de rang minimal � il est possible de trouver une grammaire plus

�ne dans laquelle il est de rang formel ��

Remarque� Rien n�indique que tous les param�tres G��Q�comptables aient un rang minimal

	gal � leur rang formel� seuls ceux qui apparaissent dans la d	composition des param�tres

G�G�comptables sont tenus de v	ri�er une telle propri	t	�

Par ailleurs remarquons que pour chaque op	ration de changement de grammaire que

nous avons 	tudi	e il est possible de d	�nir le plus souvent sous forme r	cursive la fa+on

dont un nom de param�tre de la grammaire de d	part se transforme dans la nouvelle

grammaire�

En�n notons que les constructions d	crites dans les deux lemmes de marquage ont

tendance � augmenter grandement la complexit	 des grammaires le nombre de symboles

et de r�gles de d	rivation pouvant exploser rapidement�

L�int	r�t du th	or�me ���� est principalement th	orique� Il serait tentant de l�utiliser

pour d	terminer si un param�tre est Q�comptable dans une grammaire donn	e �voir les

commentaires sur la proposition ����� mais la taille des grammaires construites augmente

trop vite pour que l�id	e soit applicable en pratique�
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Toutefois ce th	or�me nous permet d�a�rmer que les param�tres dont le rang minimal

est strictement inf	rieur au rang n�ont pas un comportement fondamentalement di�	rent

de ceux pour lesquels le rang minimal est 	gal au rang� Cette remarque peut �tre pr	cieuse

pour d	montrer des r	sultats n	gatifs comme celui de la section ����

��� Q�grammaires et grammaires d�objets

Dans ���� Dutour d	�nit la notion de grammaires d�objets isomorphes� Une grammaire

alg	brique peut �tre consid	r	e comme un cas particulier de grammaire d�objets et il semble

naturel de comparer les deux notions�

Dans le cas d�une grammaire n�ayant qu�un seul symbole non terminal deux grammaires

sont isomorphes si pour chaque entier n elles ont toutes deux le m�me nombre de r�gles

d�arit	 n� il est alors possible de d	crire par un simple r		tiquetage des arbres de d	rivation

des bijections entre les familles d�objets engendr	s� De plus dans le cas de grammaires

n�ayant qu�un seul symbole non terminal Dutour montre que deux grammaires ayant

chacune au moins une r�gle d�arit	 au moins 	gale � � ont des it	r	es isomorphes� La notion

d�it	ration employ	e n�est pas tr�s di�	rente de celle que nous avons d	�nie pr	c	demment�

Dans le cas des Q�grammaires toutefois ces r	sultats n�ont pas d�	quivalents simples�

Consid	rons les deux grammaires G et G� engendrant toutes deux le langage de Dyck �

G 

�
R�  D � �

R�  D � aDbD
G 

�
R��  D � �

R��  D � DaDb

Ces deux grammaires ont chacune une r�gle d�arit	 � et une r�gle d�arit	 � mais il

est facile de montrer qu�elles ne sont pas Q�	quivalentes� Le tableau ci�dessous indique

pour les mots de Dyck de longueur inf	rieure ou 	gale � � les valeurs des param�tres Q�

comptables de rang au plus � dans chacune des deux grammaires� Les param�tres R�d�R�

� et

R
��d�
� R�� pour d � �� � ne sont pas mentionn	s car ils s�	crivent syst	matiquement comme

combinaisons lin	aires des autres param�tres �ainsi p
R
���
� R�

� p
R
���
� R�

� pR���
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G G�

w R� R� R
���
� R� R

���
� R� R�� R�� R

����
� R�� R

����
� R��

� � � � � � � � �

ab � � � � � � � �

aabb 	 � � � 	 � � �

abab 	 � � � 	 � � �

aaabbb � 	 	 � � 	 � 	

aababb � 	 � � � 	 � �

aabbab � 	 � � � 	 � �

abaabb � 	 � � � 	 � �

ababab � 	 � 	 � 	 	 �

Dans ce tableau il est impossible d�obtenir la colonne correspondant au param�tre

p
R
����
� R��

comme combinaison lin	aire � coe�cients entiers positifs des colonnes correspon�

dant aux param�tres de la grammaire G� par cons	quent p
R
����
� R��

n�est pas Q�comptable

dans G �tous les param�tres 	l	mentaires des deux grammaires ayant un rang minimal 	gal

� leur rang il est inutile de faire entrer les param�tres 	l	mentaires de rang sup	rieur en

ligne de compte��

Notons qu�il serait possible en permutant les mots de m�me longueur entre eux de faire

co(ncider les param�tres 	l	mentaires des deux grammaires� Cette permutation �aaabbb

devient ababab aababb devient aabbab aabbab devient abaabb abaabb devient aababb et

ababab devient aaabbb pour les mots de longueur �� correspond exactement � interpr	ter

les arbres de d	rivation de G comme arbres de d	rivation de G� �apr�s r		tiquetage� � il

n�est pas surprenant que cette transformation ne laisse pas inchang	s les param�tres Q�

comptables qui sont d	�nis mot par mot et non pas globalement  � une bijection pr�s!�

En fait il semble raisonnable de conjecturer que deux grammaires n�ayant chacune

qu�un symbole non terminal et ayant pour chaque n le m�me nombre de r�gles d�arit	 n

ne sont Q�	quivalentes que si elles sont identiques �� un renommage des r�gles pr�s��

��� Conclusion

Nous avons pu montrer dans ce chapitre que la plupart des transformations 	l	mentai�

res sur les grammaires se comportent bien du point de vue des param�tres Q�comptables�

Ainsi une grammaire est Q�	quivalente � sa forme ��� et au pire l�it	ration ne fait

qu�ajouter des param�tres Q�comptables� Il est donc possible d�e�ectuer des modi�cations
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mineures dans la forme d�une grammaire sans perte de param�tres Q�comptables� D�un

point de vue pratique de telles propri	t	s de stabilit	 sont confortables comme nous le

verrons au chapitre ��

D�un point de vue plus th	orique le th	or�me de r	duction du rang peut s�av	rer

pr	cieux� Nous en avons vu un exemple lorsqu�il s�est agi de prouver qu�un param�tre

donn	 ne pouvait �tre Q�comptable lorsque le simple examen du rang minimal ne permet�

tait pas de conclure�

Il pourrait �tre int	ressant de savoir si les transformations de grammaires que nous

avons d	�nies su�sent pour obtenir toutes les grammaires plus �nes que la grammaire de

d	part� il est probable que non�

Une autre direction possible de recherche serait de d	terminer quels sont pour un lan�

gage donn	 les param�tres qui sont Q�comptables dans toute grammaire� Nous savons

d	j� que tout param�tre qui s�exprime comme combinaison lin	aires des nombres d�oc�

currences des lettres est Q�comptable dans toute grammaire� Dans le cas du langage de

Dyck il semble vraisemblable que le param�tre  aire de Carlitz! ou une de ses variantes

soit Q�comptable dans toute grammaire�

Dans le m�me registre il serait int	ressant de savoir s�il peut exister entre deux para�

m�tres p et p� des relations du type  p� est Q�comptable dans toute grammaire o� p est

Q�comptable!� Un exemple serait pour le langage de Dyck de prouver que le param�tre

 somme des hauteurs des pics! est Q�comptable dans toute grammaire o� le param�tre

 nombre de pics! l�est�

En�n il pourrait �tre int	ressant 	tant donn	es deux grammaires de savoir d	terminer

s�il existe une grammaire plus �ne que chacune d�elles� Dans ce domaine les techniques

qui s�appliquent aux grammaires d�objets ne semblent pas pouvoir �tre transpos	es� Une

question proche serait� 	tant donn	s deux param�tres qui sont Q�comptables dans des

grammaires di�	rentes existe�t�il une grammaire dans laquelle ces deux param�tres soient

Q�comptables. Nous avons vu Section ��� que ce n�est pas vrai dans le cas g	n	ral� toutefois

il semble que ce le soit pour toutes les grammaires issues d�une m�me grammaire initiale

par les transformations d	crites dans ce chapitre�
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��

Chapitre �

Statistiques et asymptotiques

Dans certains cas bien qu�il soit possible d�obtenir des formules exactes d�	num	ration

suivant certains param�tres pour une famille donn	e d�objets combinatoires une expression

asymptotique apporte des informations beaucoup plus lisibles qu�une expression compor�

tant des sommations multiples�

Nous nous concentrons dans ce chapitre sur le lien entre Q�comptabilit	 et deux aspects

essentiels de la combinatoire 	num	rative � le calcul de valeurs moyennes de param�tres

et l�obtention d�expressions asymptotiques dans les probl�mes d�	num	ration� En parti�

culier nous montrons que les s	ries de moments suivant un param�tre Q�comptable sont

alg	briques�

On trouvera une description g	n	raliste de techniques d�	num	ration asymptotique

dans les articles de Bender �� �� ainsi qu�une version multivari	e dans l�article de Bender

et Richmond ����� L�	tude asymptotique du nombre de mots de longueur donn	e d�un lan�

gage alg	brique peut �tre men	e au moyen des techniques d	crites par Flajolet et Sedgewick

dans ����� Drmota ��� ��� et Flajolet et Sedgewick ���� ont montr	 que sous des hypoth�ses

raisonnables le nombre d�occurrences d�une lettre dans les mots de longueur n d�un langage

alg	brique admet une distribution limite gaussienne d�esp	rance et de variance proportion�

nelles � n� De tels r	sultats s�appliquent directement aux param�tres Q�comptables de rang

�� La d	termination de lois limites pour des param�tres Q�comptables de rang sup	rieur

est beaucoup plus di�cile� Prellberg ���� a montr	 que l�aire �param�tre de rang �� des

polyominos parall	logrammes de p	rim�tre �n admet une loi limite qui suit la distribution

d�Airy�
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��� Introduction et notations

Les questions d�ordre statistique relatives aux param�tres d	�nis sur une famille A

d�objets combinatoires sont essentiellement � quelle est la valeur moyenne de tel param�tre

p�w� lorsque w est un objet pris au hasard dans A. Comment se r	partissent les valeurs

de p�w�. Y a�t�il une corr	lation entre les valeurs de p��w� et celles de p��w�.

Avant tout pour pouvoir parler d�objet pris  au hasard! dans A il est indispensable de

d	�nir une loi de probabilit	 sur A� En g	n	ral les familles d�objets consid	r	es sont in�nies

et d	nombrables �mots d�un langage alg	brique di�	rentes classes de polyominos � � � �� il

n�existe pas sur de tels ensembles de lois de probabilit	s privil	gi	es et en particulier pas

de lois uniformes� Pour que chaque objet ait la m�me probabilit	 il convient alors de se

ramener � des ensembles �nis� C�est ce que nous faisons en 	tudiant la distribution de

param�tres Q�comptables pour les mots de taille donn	e�

Dans ce chapitre nous manipulerons des s	ries formelles � un grand nombre de va�

riables� Si F � F �q�� � � � � qk� est une s	rie formelle des variables q�� � � � � qk le coe�cient

de qn�� � � � qnkk dans la s	rie F est not	

�qn�� � � � qnkk �F�

Une op	ration tr�s utile est la projection � de Q ��q� � � � � � qk� �� vers Q ��q� � � � � � qk�� avec

k� � k� Elle correspond � donner la valeur � � chacune des variables qk��� � � � � qk� � La s	rie

ainsi obtenue sera simplement not	e F �q�� � � � � qk� � �F �q�� � � � � qk���

Formellement on a

�qn�� � � � qnkk �F �q�� � � � � qk� �
X

nk����

� � �
X
nk���

�qn�� � � � q
nk�
k� �F �q�� � � � � qk���

La projection d�une s	rie n�est d	�nie que si la somme ci�dessus est une somme �nie�

cette propri	t	 sera toujours vraie dans les cas que nous 	tudierons�

��� G�n�ralit�s

����� Distributions de param�tres

En g	n	ral il existe pour chaque classe d�objets au moins un param�tre  naturel!

qui poss�de la propri	t	 que pour chaque valeur possible du param�tre il n�existe qu�un

nombre �ni d�objets pour lesquels le param�tre prend cette valeur� Nous appelons un tel

param�tre une taille�
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La longueur des mots d�un langage sur un alphabet �ni le p	rim�tre ou l�aire des

polyominos sont des exemples de tailles� Le fait que l�un des param�tres suivant lesquels

on 	tablit une s	rie g	n	ratrice soit une taille est une condition su�sante pour que cette

s	rie g	n	ratrice ait un sens en tant que s	rie formelle�

Dans un langage il existe une taille plus naturelle que les autres � il s�agit de la longueur

des mots� Toutefois dans le cadre de la combinatoire 	num	rative les mots sont souvent

un moyen de coder d�autres objets et il peut exister di�	rents param�tres pouvant faire

o�ce de taille pour une m�me classe d�objets combinatoires & les plus classiques pour des

objets comme les polyominos 	tant l�aire et le p�rim�tre�

Soit D un ensemble d�objets et soit D�q�� � � � � qk� sa s	rie g	n	ratrice suivant k para�

m�tres ��� � � � � �k� Le premier param�tre �� est suppos	 �tre une taille�

Sur chaque partie �nie de D comme par exemple chaque ensemble

D
��n � fw � D����w� � ng

il existe une probabilit	 uniforme et donc chaque param�tre ou famille de param�tres a

sur chaque D
��n une loi de distribution� par cons	quent parler de valeurs moyennes de

variance de corr	lation entre deux param�tres a un sens d�s lors que l�on s�est restreint �

une partie �nie de D�

Nous nous bornerons donc dans le cas g	n	ral � parler de valeur moyenne ou de

 loi! d�un param�tre connaissant la valeur d�un autre param�tre faisant o�ce de taille�

L�absence de loi de probabilit	 privil	gi	e sur D nous interdira toutefois de parler de

probabilit	s conditionnelles bien que nous en utilisions � l�occasion les notations� Ainsi la

notation

P �Aj�� � n�

d	signe la probabilit	 que l�	v	nement A se produise lorsqu�un objet est pris al	atoirement

et de mani�re uniforme parmi ceux qui v	ri�ent ���w� � n�

De m�me nous utiliserons la notation

E��j�� � n�

pour d	signer l�esp	rance de ��w� lorsque l�objet w est pris al	atoirement et de mani�re

uniforme parmi ceux qui v	ri�ent ���w� � n�

Les coe�cients de la s	rie D et de ses projections obtenues en �xant une ou plusieurs

de ses variables � � contiennent toute l�information souhaitable sur ces lois conjointes�
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Plus pr	cis	ment la probabilit	 pour un objet w de D de taille ���w� � n d�avoir pour

ses param�tres ��i���i�k les valeurs �ni���i�k est

P ��� � n�� � � � � �k � nkj�� � n� �

�
qn� q

n�
� � � � qnkk

�
D�q�� � � � � qk�

�qn� �D�q��
����

De mani�re plus g	n	rale nous pouvons choisir une sous�famille ��i�i�I de param�tres

�x	s �avec la condition que chaque partie D�
i�i�I��ni�i�I soit �nie� et une sous�famille

��j�j�J de param�tres  libres!� Les ensembles I et J doivent �tre disjoints � si un param�tre

est �x	 il est inutile d�	tudier sa r	partition� Nous pouvons alors 	tudier la r	partition des

param�tres ��j�j�J � En posant �qi�
�ni�i�I
i�I �

Q
i�I q

ni
i  on a �

P ��j � nj� j � J j�i � ni� i � I� �

h
�qj�

�nj�j�J
j�J �qi�

�ni�i�I
i�I

i
D �qi� qj�h

�qi�
�ni�i�I
i�I

i
D �qi�

����

Dans la plupart des cas le calcul de coe�cients de s	ries � un grand nombre de variables

est trop complexe pour �tre men	 � bien et ne donne pas de r	sultats  lisibles!� On peut

alors se contenter d�obtenir pour un param�tre donn	 sa moyenne voire sa variance et

pour deux param�tres leur covariance�

Les op	rations essentielles pour le calcul de param�tres moyens sont l�extraction de

coe�cients d�une s	rie g	n	ratrice et la di�	rentiation suivant une variable�

����� Di��rentiation

Soit F � F �q�� � � � � qk� la s	rie g	n	ratrice suivant k param�tres ��� � � � � �k d�un

ensemble d�objets not	 	galement F �

En d	rivant formellement par rapport � la variable qi puis en multipliant par qi la

d	�nition de la s	rie

F �q�� � � � � qk� �
X
w�F

q

��w�
� � � � q
k�w�k �

on obtient

qi
�

�qi
F �q�� � � � � qk� �

X
w�F

�i�w�q

��w�
� � � � q
k�w�k ����

Cette nouvelle s	rie peut �tre interpr	t	e comme la s	rie g	n	ratrice de F avec comme

valuation pour chaque objet w v�w� � �i�w�v��w� si v��w� est la valuation initiale� C�est

	galement la s	rie g	n	ratrice suivant les m�mes param�tres d�un nouvel ensemble d�objets

F � obtenu en rempla+ant chaque objet w par �i�w� copies de lui�m�me� Si le param�tre



���� G�N�RALIT�S ��

�i compte des 	l	ments distincts de w cela correspond pour obtenir F � � distinguer de

toutes les fa+ons possibles l�un de ces 	l	ments � ainsi si par exemple F est l�ensemble des

chemins de Dyck et �i le param�tre  nombre de pics! F � est l�ensemble des chemins de

Dyck �non vides� dont un pic a 	t	 distingu	�

D��nition 	� Soient q�� � � � � qn des variables formelles� L�op	rateur �qi est d	�ni sur

l�alg�bre de s	ries formelles Q��q�� � � � � qn�� par

�qiF �q�� � � � � qn� � qi
�F

�qi
�q�� � � � � qn����

Notation ���� Lorsqu�il sera n	cessaire de composer les op	rateurs � nous noterons de

mani�re g	n	rale

�qi� ���qik
� �qi�

� � � � ��qik
�

Les op	rateurs �qi commutent entre eux et sont des d	rivations sur l�alg�bre de s	ries

formelles Q ��q� � � � � � qn��� Leur interpr	tation sur les s	ries g	n	ratrices est donn	e par la

proposition suivante �

Proposition 	� Lorsque F �q�� � � � � qk� est la s�rie g�n�ratrice de F suivant la valuation

v��w� � q

��w�
� � � � q


k�w�
k � la s�rie �qi� ���qim

F est la s�rie g�n�ratrice de F avec valuation

v�w� �

	

 mY
j��

�ij �w�

�
A v��w��

Preuve� La proposition est imm	diatement prouv	e par r	currence sur m chaque applica�

tion de �qi multipliant la valuation de chaque objet w par �i�w��

La proposition ��� permet de comprendre pourquoi il est avantageux de consid	rer

comme op	rateurs �qi � qi
�
�qi

plut�t que �
�qi

� l�utilisation de ces derniers compliquerait

l�interpr	tation des compos	es de tels op	rateurs� Avec deux variables q� et q� comptant

respectivement des param�tres �� et ��

�qn�� qn�� � ��q��
k F �q�� q�� � nk� �q

n�
� qn�� �F �q�� q���

�qn�� qn�� �
�

�
�q�

k
F �q�� q�� � �n� � �� � � � �n� � k�

h
qn�� qn��k�

i
F �q�� q���

Ainsi la premi�re forme plus simple est pr	f	rable�

Cette proposition se traduit en termes de coe�cients de s	ries de la mani�re suivante �
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Proposition 		 Soit F �q�� � � � � qn� la s�rie g�n�ratrice de F suivant les param�tres

��� � � � � �n� Alors� pour tout param�tre � � ���i� � � � �
�ik
k � la moyenne de � sur F
��m est

E���w�j���w� � m� �
�qm� ����

i�
� � ���k

ik
F �q�� �� � � � � ��

�qm� �F �q�� �� � � � � ��
����

Preuve� Il est clair d�apr�s la proposition ����� que l�on a

�qm� ����
i�
� � ���k

ik
F �q�� �� � � � � �� �

X
w�F��	m

��w�����

Puisque le coe�cient �qm� �F �q�� �� � � � � �� est exactement le cardinal de F
��m nous

obtenons directement

�qm� ����
i�
� � ���k

ik
F �q�� �� � � � � ��

�qm� �F �q�� �� � � � � ��
�

X
w�F��	m

��w�P �wj���w� � m��

qui donne bien l�esp	rance du param�tre ��

Dans la pratique il est fr	quent de �xer � � toutes les variables formelles d�	num	ration

sauf la premi�re qui compte la taille des objets� Nous noterons � la projection de l�alg�bre

de s	ries formelles Q ��q� � � � � � qk�� dans Q ��q� �� �� pour chaque op	rateur � obtenu en com�

posant des op	rateurs �qi  nous noterons �� � � ��� Dans le cadre des Q�grammaires les

relations que nous obtiendrons en associant op	rateurs � et substitutions de variables se

simpli�eront nettement en rempla+ant l�op	rateur � par ���

D��nition 	
 Lorsque U�q�� � � � � qn� est la s	rie g	n	ratrice d�un langage L suivant des

parm�tres ��� � � � � �n la s	rie ��
i�U� est appel	e s�rie de moments du langage L suivant le

param�tre �i�

����
 Calculs asymptotiques

Il est particuli�rement instructif de s�int	resser au comportement de la valeur moyenne

d�un param�tre pour les objets de taille n lorsque n tend vers ��� c�est le principe de

l�analyse asymptotique de param�tres�

En g	n	ral on cherche pour les coe�cients an d�une s	rie g	n	ratrice un d	veloppement

asymptotique dans l�	chelle des fonctions

H���n� � �nn�����

�� � n�est pas d��nie pour toutes les s�ries formelles� mais seulement sur une sous�alg	bre qui contient
les s�ries g�n�ratrices pour lesquelles q� compte une taille�
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Dans la pratique on cherche un d	veloppement de la forme

an � �nP ���n� �O��nn������

o� P �x� � C�x
��� � ��Ckx

k  avec �� � � � � � �k � � �P n�est pas forc	ment un polyn�me

les exposants �i n�	tant g	n	ralement pas entiers��

La r�gle de Cauchy�Hadamard permet d�a�rmer que lorsqu�un tel d	veloppement

existe ��� est le rayon de convergence de la s	rie g	n	ratrice� Cette s	rie ayant des coe��

cients positifs ��� en est alors une singularit	 dominante� De plus si la s	rie est alg	brique

� est forc	ment un nombre alg	brique et les exposants �i sont rationnels ��� ����

Une variante relativement fr	quente de cette forme consiste � s	parer les coe�cients

suivant di�	rentes progressions arithm	tiques� Ainsi lorsque la s	rie f�x� peut s�	crire

f�x� � g�x�� pour une autre s	rie g seuls les coe�cients d�indice pair de f peuvent v	ri�er

une relation de la forme ���� les coe�cients d�indice impair sont 	videmment nuls� Le plus

souvent toutefois de telles propri	t	s sont d	tect	es � l�avance et la s	rie g	n	ratrice

consid	r	e est g�x� plut�t que f�x�� Ainsi la s	rie g	n	ratrice habituellement consid	r	e

pour les mots de Dyck est f�x� �
P

nCnx
n o� le n�i�me nombre de Catalan Cn est le

nombre de mots de Dyck de longueur �n�

En utilisant la proposition ����� le calcul asymptotique de la valeur moyenne d�un

param�tre sur les objets de taille n lorsque n tend vers �� se ram�ne en fait au calcul

de d	veloppements asymptotiques pour les coe�cients de deux s	ries � la s	rie g	n	ratrice

D�q�� suivant la taille et une s	rie ���
qiD��q��� Le quotient de ces deux d	veloppements

asymptotiques donnera le comportement de la valeur moyenne lorsque n tend vers ���

Un avantage de l�	chelle de d	veloppements asymptotiques de la forme ��� est qu�un

quotient de deux telles expressions se pr	sente sous une forme semblable� Dans le cas de

calcul de valeurs moyennes de param�tres ceci permet d�obtenir des expressions asympto�

tiques simples pour ces valeurs moyennes�

Sous certaines conditions le comportement asymptotique des coe�cients d�une s	rie �

une seule variable peut �tre d	crit assez pr	cis	ment en examinant les singularit	s de la

fonction analytique d	�nie par cette s	rie �voir par exemple ������

La recherche d�expressions asymptotiques pour les coe�cients d�une s	rie g	n	ratrice

peut g	n	ralement �tre r	sum	e ainsi �

& D	terminer les singularit	s dominantes �de plus petit module� de la s	rie� Lorsque

les coe�cients de la s	rie sont positifs l�une au moins de ces singularit	s est r	elle

positive� tr�s souvent on obtient une singularit	 dominante unique ��
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& D	terminer un d	veloppement asymptotique de la s	rie au voisinage de la singularit	

dominante� pour des s	ries alg	briques on obtient une expression de la forme F �x� �

F� � C���� x�� � o ���� x��� o� 	 est un nombre rationnel�

& A partir d�une telle expression il est g	n	ralement possible d�	crire automatiquement

le d	veloppement de an�

Ce processus est automatis	 dans le logiciel ��� �luo� ��� ��� con+u pour l�analyse

en moyenne de structures d�composables dont les langages alg	briques sont un cas parti�

culier� Ce logiciel permet donc dans le cadre des param�tres Q�comptables de traiter les

param�tres de rang ��

Recherche de singularit�s � d�veloppements de Puiseux

Nous donnons ici un aper+u de la m	thode du polygone de Newton utilis	e pour obtenir

le d�veloppement de Puiseux d�une s	rie alg	brique d�une variable� On trouvera une des�

cription plus compl�te dans l�ouvrage de Dieudonn	 �����

Nous nous pla+ons dans le cas o� la s	rie F �x� dont nous recherchons les singularit	s est

alg	brique et ne d	pend que d�une seule variable x� Elle est donc solution d�une 	quation

P �x� F �x�� � ����

o� P �x� y� est un polyn�me�

Le th	or�me des fonctions implicites pr	voit qu�au voisinage de tout point �x�� y�� tel

que P �x�� y�� � � l�	quation ��� admet une solution analytique d�s que �
�yP �x�� y�� �� ��

Par cons	quent pour que la s	rie F ait une singularit	 en x� il faut que �x�� y�� soit

solution de �
� � P �x� y�

� � �P
�y �x� y�

����

Pour rechercher la �ou les� singularit	s dominantes il faut chercher parmi les solutions

de ���� celles qui ont une coordonn	e x de module minimal et qui correspondent � une

singularit	 d�une branche analytique � l�origine de la solution de ���� Cette partie du

probl�me ne peut �tre r	solue de mani�re automatique dans le cas g	n	ral� toutefois dans

le cas de s	ries g	n	ratrices �qui ne font intervenir que des coe�cients positifs ou nuls�

l�une au moins des singularit	s dominantes est assur	e d��tre un nombre r	el positif ce qui

peut aider � 	liminer les  fausses! solutions�
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Par un changement de variables de la forme

�
F � y� � f�

x � x� � h�

on se ram�ne � chercher une solution au voisinage de ��� �� de l�	quation

P �x� � h� y� � f� � ������

Le fait que la solution recherch	e soit une s	rie g	n	ratrice permet de ne prendre en

compte que des solutions pour h 	 � et f 	 � car la fonction F �x� est forc	ment croissante

sur ��� x���

L�	quation ���� se d	veloppe sous la forme

� �

kX
i��

cih
�if�i�����

o� les coe�cients ci sont non nuls et les exposants 	i et �i entiers positifs ne peuvent �tre

nuls simultan	ment� En factorisant cette 	quation par h�
f�
  on peut 	galement supposer

que l�un au moins des exposants 	i est nul ainsi que l�un des exposants �i�

Pla+ons dans le plan les points �Ai���i�k de coordonn	es respectives �	i� �i�� Supposons

que les indices sont ordonn	s de telle sorte que A� est le point le plus bas sur l�axe 	 � �

�	� � � et �� � �i pour tout i tel que 	i � �� Ap est le point le plus � gauche sur

l�axe � � � ��p � � et 	p � 	i pour tout i tel que �i � �� et le parcours dans le sens

trigonom	trique de l�enveloppe convexe du nuage de points �Ai���i�k entre A� et Ap passe

par les points A�� � � � � Ap��� Cette ligne polygonale �A�� � � � � Ap� est appel	e polygone de

Newton de l�	quation �����

Pour chaque segment de ce polygone de Newton on obtient en ne conservant de ����

que les termes qui correspondent � des points situ	s sur ce segment �le plus souvent il n�y

a que � tels points pour chaque segment� une 	quation approch	e dont la r	solution donne

le premier terme d�un d	veloppement asymptotique d�une branche de la solution de ����

� condition que ce d	veloppement soit compatible avec les hypoth�ses sur le signe de f et

h� La forme g	n	rale de ce d	veloppement asymptotique pour le segment �Ai� Aj � est

f � C�h� � o �h�� �����

o� � est le nombre rationnel solution de l�	quation

	i � �i� � 	j � �j���
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En th	orie le polygone de Newton peut donner un assez grand nombre de branches�

Dans la pratique il est assez fr	quent que l�	quation ���� comporte un terme en h�f� et un

terme en h�f� auquel cas A� � ��� �� A� � ��� �� et le polygone de Newton se r	duit au

segment �A�A��� On a alors une branche unique avec comportement f � C�h��� � o�h�����

��� Un exemple de calcul de moyenne

Nous donnons ici un exemple de calcul de valeur moyenne de param�tre en reprenant

l�	tude de l�aire des chemins de Dyck� Bien que la s	rie g	n	ratrice des chemins de Dyck

soit un exemple extr�mement classique de s	rie qu�il est possible de calculer explicitement

et dont les coe�cients s�expriment simplement tout le travail asymptotique peut �tre fait

sans conna)tre d�expressions exactes�

Les calculs qui suivent ne pr	sentent aucune di�cult	 technique� Toutefois la forme

des r	sultats peut �tre g	n	ralis	e � n�importe quel syst�me de Q�	quations donn	es par

une Q�grammaire comme nous le verrons par la suite�

La s	rie g	n	ratrice des chemins de Dyck compt	s suivant la demi�longueur �par x� et

l�aire �par q� v	ri�e l�	quation �

D�x� q� � � � xqD�xq�� q�D�x� q�����

En rempla+ant q par � dans cette 	quation on retrouve l�	quation alg	brique satisfaite

par la s	rie g	n	ratrice suivant la demie longueur seule �

D�x� � � � xD�x�������

Les coe�cients de la s	rie g	n	ratrice suivant la demi�longueur seule sont bien connus �

il s�agit des nombres de Catalan Cn � �
n��

��n
n

�
�

L�	quation alg	brique ���� s�	crit sous la forme implicite

P �x�D�x�� � ��

avec P �x� y� � �� y� xy�� Les singularit	s des fonctions solutions sont donc solutions du

syst�me

� � P �x� y� �
�P

�y
�x� y��
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Dans notre cas ce syst�me s�	crit

� � �� y � xy� � �� � �xy�

et a pour solution unique �x�� y�� � ����� ��� La branche de la solution de ���� qui nous in�

t	resse doit �tre analytique au voisinage de � et �tre croissante sur ��� ����� par cons	quent

nous pouvons 	crire D���� � h� � � � d�h� avec h 	 � et d�h� 	 � � le d	veloppement

asymptotique de D�x� au voisinage de ��� nous sera donn	 par celui de d�h� au voisinage

de ��

En 	crivant P ���� � h� � � d� nous obtenons � partir de ����

� �
�

�
d� � �h� �hd� hd������

� �

�

�

��h

d���

� �h�

� �d�

�hd�

�hd

Fig� ���� Polygone de Newton de l��quation d���� �h� �hd� hd�

Le polygone de Newton de l�	quation ���� se r	duit au segment 	���� � �� 	 	 �� � 	
� �voir �gure ���� ce qui nous donne imm	diatement le d	veloppement asymptotique de

d�h� �

d � �h��� � o
�
h���


�

Le d	veloppement asymptotique de la s	rie D�x� au voisinage de sa singularit	 domi�

nante � est par cons	quent

D�x� � �� �

r
�

�
� x� o

�r
�

�
� x

�
� �� �

p
�� �x� o

�p
�� �x

�
�

�� Bien entendu� un tel d�veloppement e�t �t� plus simple � obtenir � partir de la formule close D�x� ��
� �p�� �x

�
��x�
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De cette expression on d	duit imm	diatement une forme asymptotique des coe�cients

de la s	rie g	n	ratrice D�x� �

Cn � �nn����p
�

�

Pour obtenir l�aire moyenne des chemins de Dyck de longueur �n il nous faut reprendre

l�	quation ���� et d	river par rapport � q� En notant Dx�x� � �D��x�x� q� et Dq�x� �

�D��q�x� q� �la deuxi�me variable q est implicite� nous obtenons �

Dq�x� � xD�xq��D�x� � xqD�x�
�
Dq�xq

�� � �xqDx�xq
��
�
� xqD�xq��Dq�x������

Lorsque q � � Dx�x� q� devient la d	riv	e de la s	rie g	n	ratrice � une seule variable

D�x� � D�x� ��� en d	rivant ���� il vient �

D��x� � D��x� � �xD�x�D��x�

�
D��x�

�� �xD�x�
�

Par cons	quent ���� devient pour q � �

Dq�x� �� � xD��x� �� � xD�x� ��

�
Dq�x� �� � �x

D��x� ��

�� �xD�x� ��

�
�xD�x� ��Dq�x� ��

�
xD��x� ��

�� �xD�x� ��
�

�x�D��x� ��

��� �xD�x� ����

�
xD��x� ��

��� �xD�x� ����
�

Remarquons que Dq�x� �� tout comme Dx�x� �� peut s�	crire comme une fraction ra�

tionnelle en x et D�x� ��� Ce n�est pas le cas de la s	rie � deux variables Dq�x� q�� En

connaissant le d	veloppement asymptotique de D�x� �� au voisinage de x � ��� on en

d	duit donc celui de Dq�x� �� �

Dq�x� �� � �

�� �x
�����

On en d	duit imm	diatement une expression asymptotique pour les coe�cients de

Dq�x� �� �� savoir �xn�Dq�x� � �n� et surtout un 	quivalent de l�aire moyenne An des

chemins de Dyck de longueur �n �

An �
p
�n��������
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Bien entendu en acceptant d�utiliser la forme exacte de D�x� �� et en posant J�x� �

���xD�x� �� �
p
�� �x on peut ais	ment exprimer Dx�x� �� et Dq�x� �� comme fractions

rationnelles en J �

Dx�x� �� �
�� J

J�� � J�
�����

Dq�x� �� �
�� J

J��� � J�
�����

ce qui permet d�obtenir une expression exacte pour les coe�cients de Dq�x� �� �

Dq�x� �� �
X
n��

��n � ��n� ��Cn� x
n�

On retrouve ici le r	sultat de Chottin et Cori ���� �ajouter ��n���Cn pour obtenir �n

correspondrait � sur	lever de � chacun des �n � � sommets des chemins ce qui revient �

compter les ordonn	es � partir de � et non ���

Nous pouvons pousser plus loin les calculs portant sur l�aire a�n d�obtenir 	galement la

variance de l�aire des chemins de Dyck de longueur �n� En utilisant les op	rateurs � et ��

d	�nis en ����� le moment d�ordre � de l�aire est donn	 par les coe�cients de ���
qqD��x��

L�	quation ���� peut se r		crire en �

��qD��x� q� � xq�q � ��D�x� q�D�xq�� q� � xqD�x� q�
�
��qD��xq�� q� � ��xD��xq�� q�

�����

Appliquer �q � cette equation fait appara)tre les s	ries �xxD�x� �xxD�xq�� �xqD�x�

et �xqD�xq��� En �xant q � � nous n�avons plus que ��
xxD�x� et ��

xqD�x�� Nous de�

vons donc 	galement calculer ces s	ries de la m�me mani�re que fait pr	c	demment pour

��
qD�x� � Dd�x��

Pour calculer ��
xxD�x� et ��

xqD�x� il su�t en fait de travailler avec des s	ries � une

variable en appliquant �x aux 	quations donnant ��
xD�x� et ��

qD�x� respectivement�

Pour obtenir ��
qqD�x� en revanche il est indispensable de conserver la variable q et de ne

la faire dispara)tre qu�� la derni�re 	tape du calcul�

Une fois de plus la deuxi�me variable q est implicite dans les expressions qui suivent�

F d	signe F �x� q�� F �xq� d	signe F �xq� q� et F �xq�� repr	sente F �xq�� q�� Les 	quations
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obtenues sont �

��
xxD�x� � xD��x� � �xD�x���

xD�x� � �x
�
��
xD�x�

��
� �xD�x���

xxD�x�

�
xD��x� � �xD�x���

xD�x�

�� �xD�x�
�

��
xqD�x� � xD��x� � �xD�x���

xD�x� � �xD�x���
qD�x� � �x��

xD�x���
qD�x�

��xD��
xqD�x� � �x

�
��
xD�x�

�
� �xD�x���

xxD�x�

� x
D�x� �D�x� � ���

xD�x� � ���
xxD�x�� � ���

xD�x�
�
��
xD�x� � ��

qD�x�
�

�� �xD�x�
�

�qqD � xq
�
D�D�xq�� � �qD�D�xq�� �D��qD�xq�� � �D��xD�xq��

��qD�D�xq�� � �qqD�D�xq�� � �qD��qD�xq�� � ��qD��xD�xq��

�D��qD�xq�� � �qD��qD�xq�� �D��qqD�xq�� � �D��xqD�xq��

��D��xD�xq�� � ��qD��xD�xq�� � �D��xqD�xq�� � �D��xxD�xq��
�
�

La derni�re 	quation se simpli�e quelque peu lorsque l�on �xe q � � et donne �

��
qqD � x

D�
�
D � ���

xD � ���
qD � ���

xqD � ���
xxD

�
� ���

qD�
�
��
qD � ���

xD
�

�� �xD
�

Une fois de plus en posant J�x� � � � �xD�x� les trois s	ries que nous venons de

calculer s�expriment comme fractions rationnelles en J �

��
xxD � ���J�����J�J��

�J����J� �����

��
xqD � ���J����J�J��

J����J�
�����

��
qqD � ���J��	��J�	J��

�J����J�
�����

L�	quation ���� nous permettrait d�obtenir une expression exacte pour les coe�cients

de ��
qqD�x� et partant pour le moment d�ordre � de l�aire des chemins de Dyck de

longueur �n� Nous nous contenterons d�une version asymptotique �

�qqD�x� � �

�
��� �x��	�������

�xn��qqD�x� � ��

	
p
�
�nn��������

Par cons	quent l�	cart�type n de l�aire des chemins de Dyck de longueur �n est

asymptotiquement

n � n���
r

��

	
� ������
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L�	cart�type du param�tre aire est donc du m�me ordre de grandeur que l�esp	rance

du param�tre lui�m�me� En cons	quence ce param�tre ne peut avoir apr�s normalisation

�A� � �A � �n��n� une loi limite gaussienne puisque le support de A� reste born	

inf	rieurement�

��� Op�rateurs � et substitutions de variables

La s	rie g	n	ratrice d�un langage alg	brique suivant les di�	rents param�tres Q�comp�

tables d�une Q�grammaire ne nous est a priori connue que par l�interm	diaire d�un syst�me

de Q�	quations faisant intervenir des substitutions de variables �

Lors du calcul pr	c	dent nous avons pu voir que tout se r	sume � appliquer des op	�

rateurs � ou �� � des 	quations faisant intervenir des substitutions de variables �dans le

cas de l�aire des chemins de Dyck la seule substitution est x�xq��� L�ensemble des calculs

est simpli�	 lorsque l�on remarque que pour une s	rie F �x� q� quelconque�
�x � x�xq�

�
F �

�
x�xq� ��x

�
F�

�q � x�xq�
�
F �

�
x�xq� ��q

�
F � �

�
x�xq� ��x

�
F�

Il est donc naturel d�examiner en toute g	n	ralit	 quels sont les liens possibles entre

les op	rateurs  et les op	rateurs � et les cons	quences que nous pouvons en tirer sur les

statistiques de param�tres Q�comptables�

Lemme 	� Soient q�� � � � � qn des variables formelles� Notons i�j � qi�qiqj �pour � �
i � j � n� On a alors �

� si k �� j� �qk et i�j commutent�

� �ji�j � i�j�j � i�j�qi

Preuve� Il est clair que pour n�importe quelle s	rie formelle U � U�q�� � � � � qn� lorsque k

est distinct de i et de j �qki�jU � i�j�qkU � Il reste � examiner les cas k � i et k � j�

Lorsque k � i le calcul est tr�s simple �

�

�qi
i�jU �

�

�qi
U�q�� � � � � qi��� qiqj� qi��� � � � � qn�

� qj
�U

�qi
�q�� � � � � qi��� qiqj� qi��� � � � � qn�

�qii�jU � qi
�

�qi
i�iU

� qiqj
�U

�qi
�q�� � � � � qi��� qiqj� qi��� � � � � qn�

� i�i�qiU
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Dans le cas o� k � j on obtient �

�

�qj
i�jU �

�

�qj
U�q�� � � � � qi��� qiqj� qi��� � � � � qn�

�
�U

�qj
�q�� � � � � qi��� qiqj � qi��� � � � � qn� � qi

�U

�qi
�q�� � � � � qi��� qiqj� qi��� � � � � qn�

�qji�jU � qj
�U

�qj
�q�� � � � � qi��� qiqj� qi��� � � � � qn� � qiqj

�U

�qi
�q�� � � � � qiqj� � � � � qn�

� i�j�qiU � i�j�qjU

Le r	sultat du lemme ����� peut 	galement s�	crire sous forme matricielle � condition

de d	�nir quelques notations�

Notons
��
� le vecteur�ligne d�op	rateurs ��q� � � � � ��qn�� Le produit d�un vecteur�ligne

avec une matrice de substitution de variables se fait de la mani�re usuelle de telle sorte

que

��q� ��q� ��q��

	
BB


� � �

� � �

� � �

�
CCA � ��q� ��q� ��q� ��q� � ��q� ��q���

En�n si F est une s	rie formelle  une substitution de variables
��
� � ���� � � � ��n� un

vecteur�ligne d�op	rateurs et �U�� � � � � Un� un vecteur�ligne de s	ries formelles les calculs

suivants se distribuent composante par composante �

��
��U� � ����U�� � � � ��n�U���

 �U�� � � � � Un� � ��U��� � � � � �Un�� �

Alors le lemme ����� peut s�exprimer de la mani�re suivante �

��
� �ij�U�� �

�
ij � ���


�U��

Cette formulation est en fait valable quelle que soit la substitution de variables � En

e�et toute matrice triangulaire sup	rieure � coe�cients entiers positifs ne pr	sentant que

des � sur sa diagonale peut s�	crire comme produit de matrices de la forme Mi�j� ou ce

qui revient au m�me toute substitution de variables peut s�	crire comme compos	e de

substitutions de la forme i�j� Le lemme ����� s�	tend alors par r	currence � n�importe

quelle substitution de variables �

Proposition 	� Soit  une substitution de variables� repr�sent�e par la matriceM � Alors

��
� ��U� � 

����
� �M


�U�


����
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Il est peut��tre plus simple d�exprimer ce r	sultat en fonction des coe�cients de la

matrice � si M � �ai�j���i�j�n l�	quation ���� s�	crit

�qj �U� � 

�
jX
i��

ai�j�qiU

�
�����

Pour obtenir des r	sultats statistiques nous devons restreindre nos s	ries g	n	ratrices

� une seule variable ce qui se fait par l�interm	diaire de l�op	rateur de projection �� Nous

devons donc donner de la proposition ����� une version ne concernant que les op	rateurs

���

Remarquons que pour toute substitution de variables  on a �� � �� Cette remarque

nous donne l�	quivalent de la proposition ����� pour les op	rateurs �� �

Proposition 	� Soit  une substitution de variables� repr�sent�e par la matrice M � No�

tons� pour une s�rie formelle F � F �q�� � � � � qn��
��
�� le vecteur�ligne ���

q� � � � � ��
�
qn�� Alors

��
����F �� �

���
���M


�F �����

Preuve� L�	quation ���� s�obtient directement � partir de ���� en appliquant � de part et

d�autre�

Exemple 	� Consid	rons une s	rie formelle F �x� y� z� et la substitution de variables

 � x�xy�y�yz� repr	sent	e par la matrice

M �

	
BB


� � �

� � �

� � �

�
CCA

La proposition ����� implique �

�
��
z � 

�
�F � � ��

z�F � � ���
y�F ��

��
y � 

�
�F � � ��

y�F � � ��
x�F ��

��
x � 

�
�F � � ��

x�F �

� x
d

dx
���F ��

Remarque� La relation � �  � � qui permet d�obtenir la proposition ����� est 	galement

vraie si � n�est pas la projection dans Q ��q� �� mais dans Q ��q� � � � � � qn� �� � condition que
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les substitutions  consid	r	es lorsqu�elles sont r	duites aux variables q�� � � � � qn�  soient

l�identit	� Dans le cadre des substitutions apparaissant dans le syst�me de Q�	quations

d�une Q�grammaire c�est le cas lorsque les variables formelles q�� � � � � qn� comptent toutes

des param�tres de rang ��

Chaque fois qu�une telle relation est vraie la proposition ����� l�est aussi�

La proposition ����� exprime ��
xj comme combinaison lin	aire des ��

xi �i � j� les

coe�cients 	tant ceux de la j��me colonne de la matrice M�� Ainsi le coe�cient de ��
xj

est toujours ��

Dans la pratique la proposition ����� plus simple que ����� sera la plus utile� la

proposition ����� est toutefois indispensable lorsqu�il s�agit de di�	rencier plus d�une fois

�pour un calcul de moment d�ordre � par exemple��

��	 Moyennes de param�tres Q�comptables

Nous en venons maintenant � l�	valuation des valeurs moyennes de param�tres Q�comp�

tables�

����� Cas g�n�ral

Supposons donn	e une Q�grammaire G d�axiome D� � m symboles D�� � � � � Dm� Cette

Q�grammaire nous fournit un syst�me de m Q�	quations portant sur les s	ries g	n	ratrices

Di�q�� � � � � qn� des di�	rents langages engendr	s par la grammaire suivant les n param�tres

Q�comptables ��� � � � � �n�

Les n� premiers param�tres ��� � � � � �n� sont suppos	s �tre de rang � et � d	signera

ici la projection de Q ��q� � � � � � qn�� dans Q ��q� � � � � � qn� ��� Ainsi pour chaque symbole Dj

��Dj� est la s	rie g	n	ratrice �alg	brique� du langage LG�Dj� suivant les n� param�tres de

rang ��

Pour chaque mot w � Dj  le n��uplet ����w�� � � � � �n��w�� sera appel	 composition de w�

cette composition nous servira de taille� Il est en e�et fr	quent que chacun des param�tres

de rang � compte une lettre de l�alphabet�

Pour obtenir la valeur moyenne du param�tre �i sur les mots de composition L �

�l�� � � � � ln�� il nous faut comparer les coe�cients de ql�� � � � q
ln�
n� dans les s	ries ��D�� et

��
qi�D��� Nous allons donc nous int	resser de pr�s � ��

qi�Dj��

Les m Q�	quations peuvent d�apr�s le th	or�me ������ �tre pr	sent	es sous la forme

� � �P ��qj���j�n� �Dj���j�m� �k�Dj����k�p���j�m� �����
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Rappelons que si chaque k�Dj� est remplac	 par Dj  et si chaque variable qui n�est

pas une des lettres de l�alphabet prend la valeur � l�	quation redonne l�	quation alg	brique

fournie par la grammaire que nous 	crivons sous la forme

� � P
�
�qj���j�n� � �Dj���j�m

�
�����

En appliquant �qi � qi
�
�qi

� l�	quation ���� il vient

� � qi
� �P

�qi
�

mX
j��

�qi�Dj��
� �P

�Dj
�

mX
j��

pX
k��

�qi �k�Dj��
� �P

�k�Dj�
�����

En appliquant maintenant la projection � cette 	quation devient

� � �

�
qi
� �P

�qi

�
�

mX
j��

��
qi�Dj���

�
� �P

�Dj

�
�

mX
j��

pX
k��

��
qi �k�Dj�� �

�
� �P

�k�Dj�

�
�����

Ici ��P � doit �tre interpr	t	 de la mani�re suivante � chaque variable qj avec j � n�

est remplac	e par � et chaque variable k�Dj� est remplac	e par Dj & ce qui correspond

bien � l�id	e que chaque variable qi �pour i � n�� vaut �� Cette projection transforme les

polyn�mes �Pi du Q�syst�me en les polyn�mes Pi du syst�me alg	brique de d	part� On a

donc

�

�
� �P

�Dj

�
�

pX
k��

�

�
� �P

�k�Dj�

�
�

�P

�Dj
����

o� P �q�� � � � � qn� �D�� � � � �Dm� est le polyn�me du syst�me alg	brique de d	part dont est

issu �lors du passage aux Q�	quations� le polyn�me �P �

Or la proposition ����� exprime chaque terme ��
qi �k�Dj�� de ���� comme combinaison

lin	aire � coe�cients entiers positifs de termes ��
q�
�Dj� avec � � i le coe�cient de

��
qi�Dj� 	tant �� Par cons	quent on peut r		crire ���� en regroupant d�une part les termes

faisant intervenir ��
qi  et d�autre part ceux faisant intervenir ��

qi�
avec i� � i �

� � �

�
qi
� �P

�qi

�
�

mX
j��

��
qi�Dj�

�P

�Dj
�

mX
j��

i��X
i���

Bj�i��q�� � � � � qn� �D�� � � � � Dm��
�
qi�
�Dj�����

Chaque Bj�i est un polyn�me de ses n� �m variables � coe�cients entiers obtenu en

sommant tous les termes faisant intervenir ��
qi�
�Dj��

Exemple 	�� Reprenons l�	quation

D�x� q� � � � xD�x� q�D�xq� q�����
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correspondant � l�	num	ration des mots de Dyck suivant la demi�longueur �x� et l�aire de

Carlitz �q�� La seule substitution de variables pr	sente est  � x�xq et l�	quation s�	crit

�P �x�D� �D�� � ��

avec �P �x� q� y� y�� � �� y � xyy�� En appliquant ��
q l�	quation ���� devient

� � ���
qD � x��

qD�D � xD����
xD ���

qD��

si bien que nous avons pour cette 	quation

B����x�D� � x�D�

La s	rie ��
q�D� peut alors �tre calcul	e de la m�me mani�re que pour l�aire au para�

graphe ����

Plus pr	cis	ment l�examen des 	quations ���� permet de montrer la proposition sui�

vante �

Proposition 	�� Soit� pour � � j � m� Dj � Dj�q�� � � � � qn�� la s�rie g�n�ratrice

du langage Dj suivant les seuls param�tres de rang � �pr�c�demment not�e ��Dj�� Notons

�galement Pj � Pj�q�� � � � � qn� �D�� � � � � Dm� le polyn�me correspondant � la j��me �quation

du syst�me alg�brique donn� par la grammaire sur laquelle est bas�e la Q�grammaire G�

Soit �galement

J � det

�
�Pi
�Dj

�
��i�m���j�m

����

le jacobien du syst�me alg�brique�

Alors� si q � qi
 est une variable formelle qui compte un param�tre de rang k� la s�rie

formelle ��
q�Dj� est de la forme

��
q�Dj� �

Ni
�j�q�� � � � � qn� � D�� � � � �Dm�

Jk
����

o� Ni
�j est un polyn�me qui d�pend de la Q�grammaire�

Preuve� Pour chaque entier � � � � � m la Q�grammaire nous donne une 	quation

caract	ris	e par un polyn�me �P��

Les m 	quations ���� forment un syst�me d�	quations a�nes portant sur les s	ries

�qi�Dj� dont les coe�cients sont des polyn�mes en les variables qj �pour � � j � n��

��Dj� �pour � � j � m�� Le second membre de ces 	quations a�nes regroupe alors tous
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les termes faisant appara)tre ��
qi�
�Dj� �pour � � j � m et qi� comptant un param�tre �i�

dont le rang est strictement inf	rieur � celui de �i��

Il est alors remarquable que le coe�cient de �qi�Dj� dans chaque 	quation �P���Dj 

ne d	pende ni de i ni du syst�me de Q�	quations ou des substitutions k mais seulement

de j et du polyn�me P� qui est donn	 par la grammaire alg	brique sous�jacente � la Q�

grammaire G� En d�autres termes lorsque i varie seul le second membre du syst�me a�ne

change mais pas son d	terminant�

Lorsque q � qi
 compte un param�tre de rang � �c�est���dire lorsque i � n�� les

	quations ���� s�	crivent �

mX
j��

�Pi
�Dj

��
q�Dj� � �q�Pi

�q
����

Le d	terminant de ce syst�me 	tant J  les formules de Cramer donnent directement la

forme �����

Proc	dons par r	currence sur le rang du param�tre compt	 par q � supposons ����

vraie pour tout param�tre de rang strictement inf	rieur � k et soit q � qi
 une variable

comptant un param�tre de rang k� Les m 	quations ���� forment encore un syst�me dont

le d	terminant est J � Le second membre de ce syst�me fait intervenir des s	ries �ql�Dj�

o� ql compte un param�tre de rang au plus k � � et par cons	quent par hypoth�se de

r	currence ce second membre peut se mettre sous la forme d�une fraction rationnelle des

variables q�� � � � � qn� et D�� � � � �Dm avec d	nominateur Jk��� D�s lors il est clair que les

formules de Cramer donnent �����

La proposition ������ a des cons	quences importantes pour le calcul des singularit	s

des s	ries g	n	ratrices et partant des valeurs moyennes de param�tres Q�comptables� Le

comportement d�une s	rie ��
q�Dj� au voisinage de ses singularit	s dominantes nous est en

e�et donn	 par la comparaison des termes dominants de Jk et de Ni
�j�D�� � � � �Dm��

Le num	rateur d	pend fortement du syst�me de Q�	quations consid	r	es� Il est d	�

termin	 par les substitutions de variables employ	es dans le syst�me autant que par les

polyn�mes �P� eux�m�mes� En revanche le d	nominateur Jk ne d	pend que tr�s peu du

param�tre Q�comptable consid	r	 � J est enti�rement d	termin	 par le syst�me d�	quations

alg�briques fournies par la grammaire sous�jacente � la Q�grammaire et k est le rang du

param�tre�

Par ailleurs le jacobien J s�annule en chaque singularit	 des s	ries alg	briques et

son d	veloppement asymptotique au voisinage de ces singularit	s �ou tout au moins le

terme dominant� d	coule naturellement du d	veloppement de Puiseux cherch	 pour chaque
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s	rie au voisinage de la singularit	 dominante & pour peu que les contributions li	es aux

di�	rents termes dominants ne se compensent pas auquel cas il sera n	cessaire d�obtenir

un d	veloppement asymptotique plus �n des di�	rentes s	ries g	n	ratrices�

Dans le cas le plus fr	quent le corollaire suivant donne le comportement asymptotique

de param�tres Q�comptables �

Corollaire 	�� Supposons que la singularit� dominante unique du syst�me soit x�� et

que l�on ait pour J un �quivalent de la forme J � K�x� � x���

Alors� si le num�rateur Ni�j�D�� � � � � Dm� a une valeur �nie non nulle en x�� la forme

asymptotique des coe�cients de ��
qi�Dj� est �

�xn���
qi�Dj� � K �x�n� n�k�������

Preuve� Sous les hypoth�ses indiqu	es la s	rie ��
qi�Dj� a un 	quivalent de la forme K��x��

x��k� et

�xn� �x� � x��� � x�n� n���

����
�

Dans le cas le plus fr	quent 	 � ��� et les s	ries g	n	ratrices Dj�x� ont 	galement

un d	veloppement asymptotique de la forme Dj�x� � Dj���Kj�x�� x���� � o�x�� x�����

Nous avons alors le corollaire suivant �

Corollaire 	�� Sous les hypoth�ses du corollaire pr�c�dent� et si de plus

Dj�x� � Dj�� �Kj�x� � x���� � o�x� � x�����

alors la valeur moyenne An d�un param�tre de rang k� parmi les mots de taille n� v�ri�e

An � K ��n�k������

Ceci donne aux param�tres de rang � un comportement moyen lin	aire chaque rang au�

dessus de � multipliant l�ordre de grandeur de la valeur moyenne par
p
n� Ce comportement

moyen est � comparer � l�ordre de grandeur maximal qui est donn	 par le rang minimal

du param�tre � ainsi il semblerait qu�un param�tre Q�comptable dont l�ordre de grandeur

maximal est nk pour les mots de longueur n ait tendance � avoir un ordre de grandeur

moyen de n�k������
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����� D�composition en param�tres �l�mentaires

Le calcul de statistiques sur les param�tres Q�comptables est compatible avec leur

d	composition en combinaison lin	aire de param�tres 	l	mentaires� En e�et soit � un

param�tre compt	 par une variable q et qui s�	crit comme combinaison lin	aire d�autres

param�tres �

��w� � 	����w� � � � �� 	k�k�w�� �w � D� � � � � �Dm�

Si chaque param�tre �i est compt	 par la variable qi on a la m�me relation entre les

s	ries �

��
q�Dj� � 	��

�
q��Dj� � � � �� 	k�

�
qk
�Dj�����

Par cons	quent pour obtenir les s	ries ��
q�Dj� nous pouvons nous contenter de les

calculer pour des variables qui comptent des param�tres 	l	mentaires� Ainsi on pourra

limiter le calcul des num	rateurs Ni
�j de la proposition ���� au cas o� la variable qi


compte un param�tre 	l	mentaire�

����
 S�rie de moments suivant un param�tre �l�mentaire

Soit G une grammaire alg	brique et soit p � p
R
�ak�

k R
�ak���

k�� ���R�

un param�tre 	l	men�

taire �� Soit pour � � �� � � � � k

p� � p
R
�a��

� ���R�

�les param�tres p� sont tous les param�tres 	l	mentaires qu�il est indispensable d�incorporer

� une Q�grammaire pour pouvoir obtenir p � pk��

Soient x�� � � � � xn des variables comptant des param�tres de rang � et q�� � � � � qk des va�

riables suppl	mentaires q� comptant le param�tre p� �techniquement q� compte 	galement

un param�tre de rang ���

La projection � est ici la projection de Q��x�� � � � � xn� q�� � � � � qk�� dans Q��x�� � � � � xn��

et les op	rateurs �� sont d	�nis en cons	quence�

Nous nous int	ressons au calcul de ��
qk
�Dj� pour chaque s	rie g	n	ratrice Dj d�un

langage engendr	 par la grammaire G�

A�n de pouvoir exprimer facilement cette s	rie nous avons besoin de quelques nota�

tions �

& i� d	signe l�indice du symbole gauche de la r�gle R��

�� Pour des raisons de notations� l�ordre des indices est ici invers� par rapport � notre habitude�
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& pour � � � j� d	signe l�indice du a���me symbole droit de la r�gle R� �j� n�est pas

d	�ni��

& pour chaque r�gle R � R TR d	signe le terme �mon�me� introduit dans l�une des

	quations de la grammaire G par la r�gle R �il s�agit du produit commutatif des

symboles et lettres pr	sents au second membre de R��

& pour chaque r�gle point	e R�i� � Rp si D est le i��me symbole du membre droit de

R T �R�i � TR�D�

& M est la matrice jacobienne ��Pi��Dj� du syst�me d�	quations de la grammaire�

& Mi�j est la matrice M  priv	e de sa i��me ligne et de sa j��me colonne�

& J � detM  Ji�j � ����i�j detMi�j�

Notons que J et les mineurs Ji�j ne d	pendent pas de la Q�grammaire mais seulement

de la grammaire alg	brique sous�jacente de m�me que les mon�mes TR et T �R�i� Toutes

ces expressions s�expriment comme polyn�mes en les variables x�� � � � � xn et en les s	ries

g	n	ratrices alg	briques D�� � � � �Dm�

Th�or�me 	�	 La s�rie ��
qk
�Dj� est donn�e par �

��
qk
�Dj� �

����k
Jk

TR�T
�
R��a� � � � T

�
Rk�ak

Ji��j�Ji��j� � � � Jik���jkJik�j�����

Preuve� La preuve est par r	currence sur k�

Lorsque k � � la variable q� n�appara)t dans le syst�me d�	quations de la Q�grammaire

que dans le mon�me TR�  avec degr	 �� par cons	quent le syst�me d�	quations ���� s�	crit �

��
� � �

Pm
j��

�Pi
�Dj

��
q��Dj� �i �� i���

�TR� �
Pm

j��
�Pi�
�Dj

��
q��Dj��

La r	solution de ce syst�me donne imm	diatement

��
q��Dj� �

�TR�Ji��j
J

�

Supposons maintenant la formule vraie pour k et montrons qu�elle est 	galement vraie

pour k��� La variable qk�� n�appara)t dans le syst�me d�	quations de la Q�grammaire que

gr,ce � la substitution de variables qk�qkqk��  et ce dans un seul terme �qui donne TRk��



���� MOYENNES DE PARAM�TRES Q	COMPTABLES ���

dans le syst�me alg	brique sous�jacent�� Comme pr	c	demment le syst�me ���� s�	crit

� �

mX
j��

�Pi
�Dj

��
qk��

�Dj� �i �� ik���

�T �Rk���ak����
qk
�Djk��� �

mX
j��

�Pik��
�Dj

��
qk��

�Dj��

En r	solvant nous obtenons en utilisant l�hypoth�se de r	currence

��
qk��

�Dj� �
�T �Rk���ak����

qk
�Dj�

J
Jik���j

�
����k��
Jk��

TR� �

�
k��Y
l��

T �Rl�alJil���jl

�
�Jik���j

qui termine la r	currence�

Remarque sur la forme de l��quation ���� � La forme donn	e pr	c	demment pour

l�	quation ���� montre que toutes les s	ries de moments suivant des param�tres Q�comp�

tables s�expriment au moyen de m� mineurs et des termes TR et T �R�a� En revanche elle

n�est pas tr�s  parlante! lorsqu�il s�agit de l�appliquer � une s	rie et un param�tre donn	s�

Nous pouvons la r		crire en utilisant comme indices les symboles non terminaux �

& si la i��me ligne de la matrice M correspond � l�	quation d	�nissant la s	rie U  et

si la j��me colonne correspond � la di�	rentiation suivant la s	rie V  le mineur Ji�j

peut �tre not	 JU�V �

& si U est le i��me symbole du membre droit de la r�gle R le terme T �R�i peut �tre not	

T �R�U �

Avec ces notations et en prenant comme param�tre 	l	mentaire � p � p
R
a�
� ���R

ak��
k�� Rk



notons Vi le symbole du membre gauche de la r�gle Ri �pour � � i � k� et Ui le ai��me

symbole du membre droit de Ri �pour � � i � k � ��� Le th	or�me ������ s�exprime alors

sous la forme suivante �

��
q�U�� � ����k

�
k��Y
i��

T �Ri�UiJVi�Ui��

J

�
TRkJVk�Uk��

J
�

Le th	or�me ������ r	pond de mani�re raisonnablement satisfaisante au probl�me de

l�	num	ration suivant la somme des valeurs d�un param�tre Q�comptable � connaissant la

�� L�ordre des indices est ici conforme � notre notation usuelle�
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d	composition de ce param�tre en combinaison lin	aire de param�tres 	l	mentaires il est

relativement simple d�exprimer la s	rie g	n	ratrice comme fraction rationnelle des s	ries

g	n	ratrices initiales la fraction rationnelle faisant intervenir le jacobien J et des mineurs

de la matrice jacobienne du syst�me�

Une autre cons	quence int	ressante de ce th	or�me se situe au niveau des asympto�

tiques� Chaque param�tre 	l	mentaire ne prenant que des valeurs positives et les para�

m�tres Q�comptables 	tant form	s par combinaisons lin	aires � coe�cients positifs de ces

param�tres 	l	mentaires il n�y a pas � craindre que des contributions provenant de param��

tres 	l	mentaires se compensent� D�s lors pour estimer la valeur moyenne d�un param�tre

Q�comptable il nous su�t de faire le m�me travail pour chaque param�tre 	l	mentaire

apparaissant dans sa d	composition�

Dans la pratique il devient possible de calculer le d	veloppement asymptotique de

n�importe quelle s	rie ��
qi�Dj� quel que soit le rang du param�tre compt	 par la variable

qi une fois calcul	s ceux des m s	ries alg	briques Di celui du jacobien J  et ceux des m�

mineurs Ji�j �

Exemple 	�
 �somme des hauteurs de pics des chemins de Dyck� Nous reprenons

la grammaire G� de l�exemple ������ Dans cette grammaire consid	rons les trois param�tres

Q�comptables p� p� et p� comptant respectivement la demi�longueur des chemins leur

nombre de pics et la somme des hauteurs de pics� Leurs d	compositions en param�tres

	l	mentaires sont �

Param�tre Nom

p� �demi�longueur� R� �R� �R	 �R


p� �nombre de pics� R� �R�

p� �somme des hauteurs de pics� ���R
���
	 �R

���

 ��R� �R��

Le param�tre p� est donc une somme de � param�tres 	l	mentaires dont � sont de

rang � et � de rang �� Gr,ce au th	or�me ������ lorsque la variable q compte l�un des ces

param�tres 	l	mentaires la s	rie ��
q�D� peut �tre obtenue sans 	crire une seule Q�	quation�

En e�et du syst�me alg	brique�
D � � �E

E � x� �xE � xE�

nous tirons la matrice jacobienne M �

M �

�
�� �

� �� � �x� �xE

�
�
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Nous avons donc J � � � �x�� � E�� nous retrouvons le m�me jacobien que lors de

l�	num	ration suvant l�aire� Les mineurs quant � eux sont �en indi+ant lignes et colonnes

par les symboles D et E plut�t que par � et �� �

JD�D � �J� JD�E � ��

JE�D � ��� JE�E � ���
Tous les param�tres 	l	mentaires apparaissant dans la d	composition des param�tres

qui nous int	ressent n�utilisent que des E�d	rivations et donc seuls les mineurs JE�D et

JE�E �tous deux 	gaux � ��� appara)tront dans les calculs�

Commen+ons par appliquer le th	or�me au calcul de ��
x�D�� La variable x compte la

demi�longueur soit pR��R��R��R� � nous avons donc

��
x�D� � ��TR� � TR� � TR� � TR��JE�D

J

�
x� �xE � xE�

J
�
E

J
�

De m�me si la variable q compte le nombre de pics le th	or�me donne pour ��
q�D� �

��
q�D� � �TR�JE�D

J
� TR�JE�D

J

�
x�E � ��

J
�

Si maintenant la variable r compte la somme des hauteurs de pics il faut prendre

en compte les contributions dues aux param�tres 	l	mentaires p
R
���
� R�

 p
R
���
� R�

 p
R
���
� R�

et

p
R
���
� R�

� Pour les deux r�gles R	 et R
 le premier symbole du membre droit est toujours

E donc pour chacun de ces � param�tres 	l	mentaires j� � E �l�indice j� indique pour

chaque lettre R�d��
� du nom de param�tre quel est le d���me symbole du membre droit de

R��� Le th	or�me donne donc �

��
r�D� � ��

q�D� �

�
T �R���

�JE�E � T �R���
�JE�E


�TR�JE�D � TR� �JE�D�

J�

�
x�E � ��

J
�
x��E � ���

J�
�

En r	crivant les r	sultats comme fractions rationnelles en J �on a x�E��� � ���J���

et E � ��� J���� � J�� nous obtenons les expressions suivantes �

��
x�D� �

�� J

J�� � J�
�����

��
q�D� �

�� J

�J
�����

��
r�D� �

�� J�

�J�
�����
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L�expression ���� est bien celle qui a 	t	 trouv	e au paragraphe ��� � il s�agit de la m�me

s	rie�

Les coe�cients des s	ries ��
q�D� et ��

r�D� peuvent �tre calcul	s explicitement� Pour

��
q�D� nous avons

��
q�D� �

�� J

� � J

� � J

�J

� E

�
�

�
�

�

�J

�

�
�

�

��� �D ���
x�D�

�
�

Par cons	quent puisque D �
P

n��Cnx
n et ��

x�D� �
P

n�� nCnx
n nous avons

��
q�D� �

X
n��

n� �

�
Cnx

n�

et le nombre moyen de pics des chemins de Dyck de longueur �n est exactement �n������

En reprenant l�expression J �
p
�� �x calcul	e au paragraphe ��� on trouve pour

��
r�D� l�expression extr�mement simple

��
r�D� �

x

�� �x
�����

On retrouve ais	ment un r	sultat bien connu � la somme des hauteurs de pics des che�

mins de Dyck de longueur �n est �n���

En�n l�expression ���� peut �tre compar	e � ���� qui correspond � l�	num	ration

suivant l�aire� Le rapport entre les deux s	ries est de x ce qui pour une singularit	 en

x � ��� donne un rapport proche de � entre les moyennes des aires et de la somme des

hauteurs de pics�

L�utilit	 du th	or�me ������ comme moyen pratique de calcul peut �tre mesur	e en

comparant les calculs e�ectu	s ci�dessus � ceux e�ectu	s section ���� Il est � noter toute�

fois que nous n�avons pas de ce th	or�me une version portant sur les s	ries non projet	es�

Par cons	quent il ne nous permet pas de calculer les s	ries de moments d�ordre � ou plus�



���

Chapitre �

Application � l��num�ration de

polyominos

Dans ce chapitre nous mettons en *uvre la th	orie des Q�grammaires sur di�	rentes

familles de polyominos cod	s par des langages alg	briques� Dans la pratique nous nous

concentrons sur di�	rentes classes de polyominos verticalement convexes dont la fronti�re

forme un chemin qu�il est relativement ais	 de coder par les mots d�un langage alg	brique�

Pour chaque famille de polyominos nous donnons un codage par les mots d�un langage

alg	brique et nous indiquons parmi les param�tres classiques d�	tude lesquels sont Q�

comptables dans la grammaire donn	e�

	�� Param�tres �tudi�s

Soit P un polyomino� Nous notons �P sa fronti�re qui est form	e d�un certain nombre

de segments reliant des points adjacents du plan Z�� ces segments s	parent chacun deux

cellules dont l�une appartient � P et l�autre non�

Nous pouvons d	�nir un certain nombre de param�tres �

& Le p�rim�tre de P est la longueur de �P � Ce p	rim�tre peut �tre d	compos	 en la

somme du p�rim�tre vertical �le nombre de segments verticaux qui forment �P � et du

p�rim�tre horizontal �le nombre de segments horizontaux qui forment �P �� Chacun de

ces p	rim�tres 	tant pair nous notons pe�P � �respectivement ph�P � pv�P �� le demi�

p	rim�tre �respectivement le demi�p	rim�tre horizontal le demi�p	rim�tre vertical�

de P �

& L�aire de P est le nombre de cellules qui le composent� nous la notons a�P ��
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& La largeur �respectivement hauteur� de P est la largeur �respectivement hauteur�

du plus petit rectangle contenant P � Ces deux param�tres sont respectivement not	s

��P � et h�P �� Notons que les polyominos verticalement convexes sont caract	ris	s

par ��P � � ph�P � et les polyominos convexes par h�P � � pv�P � et ��P � � ph�P ��

& Le p�rim�tre de sites est le nombre total de cellules n�appartenant pas � P  mais qui

sont adjacentes �le long d�une ar�te� � au moins une cellule de P � Ce p	rim�tre de

sites not	 ps�P � est toujours inf	rieur ou 	gal au p	rim�tre �pe�P ��

& Le nombre d�angles rentrants de P  est le nombre de sommets de �P pour lesquels

parmi les � cellules adjacentes qui partagent ce sommet trois appartiennent � P et

une ne lui appartient pas� Il est possible de distinguer parmi les angles rentrants des

angles Nord�Est� Sud�Est� Sud�Ouest� et Nord�Ouest suivant la position de la cellule

ext	rieure par rapport aux trois autres� Pour les polyominos convexes le nombre

d�angles rentrants est 	gal � la di�	rence entre le p	rim�tre et le p	rim�tre de sites�
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P

pv�P � � ��

ph�P � � ��

ps�P � � ��

a�P � � ��

��P � � �

h�P � � �

ar�P � � ��

pe�P � � ��

Fig� ���� Un exemple de polyomino

Pour chaque classe de polyominos nous pouvons 	galement d	�nir un autre param�tre

le p�rim�tre de croissance pc�P � qui est le nombre de cellules c n�appartenant pas � P 

mais telles que P �fcg soit toujours un polyomino de la m�me classe� Pour les polyominos

g	n	raux dont l�	tude sort du cadre de ce travail ce p	rim�tre de croissance co(ncide avec

le p	rim�tre de site mais en r�gle g	n	rale pc�P � � ps�P ��
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La �gure ��� montre un exemple de polyomino g	n	ral et les valeurs de ces di�	rents

param�tres�

	�� Polyominos parall�logrammes

Les polyominos parall	logrammes 	tant convexes leur demi�p	rim�tre vertical est 	gal

� leur hauteur et leur demi�p	rim�tre horizontal � leur largeur�

����� Codage

Le codage des polyominos parall	logrammes par des mots de Dyck est classique et

n�est rappel	 ici que pour m	moire�

D��nition 
� Soit P un polyomino parall	logramme� Nous notons k son nombre de

colonnes ai �� � i � k� la hauteur de sa i��me colonne et bi �� � i � n� �� le nombre de

cellules suivant lesquelles les i��me et �i� ����me colonnes sont accol	es�

Le mot de Dyck codant P est le mot de Dyck w � ���P � ayant k pics et k � � creux

le i��me pic 	tant de hauteur ai et le i��me creux de hauteur bi � ��

Ce codage v	ri�e les propri	t	s suivantes �

Proposition 
� Le codage �� �tablit une bijection entre l�ensemble P des polyominos

parall�logrammes et le langage D des mots de Dyck� de plus�

� le nombre de colonnes de P est le nombre de pics de ���P ��

� si p�P � est le p�rim�tre de P � et si P n�est pas le polyomino vide� p�P � � j���P �j���

� si A�P � est l�aire de P et S�w� la somme des hauteurs des pics de w� A�P � �

S����P ���

Dans ce qui suit nous acceptons comme polyomino parall	logramme le polyomino vide

cod	 par le mot vide �� L�exclure reviendrait � coder les polyominos parall	logrammes par

les mots de Dyck non vides� dans les deux cas la s	rie g	n	ratrice suivant le demi�p	rim�tre

n�est pas exactement celle des mots de Dyck suivant la longueur en raison du d	calage de

� entre longueur des mots non vides et demi�p	rim�tre�
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����� Grammaire

Pour que la grammaire puisse fournir d�autres types de param�tres que le simple p	ri�

m�tre il faut que le nombre de pics des mots de Dyck soit Q�comptable� Nous avons vu

dans les chapitres pr	c	dents qu�une grammaire convenable est la grammaire G� d�axiome

D � ������������
�����������

R�  D � �

R�  D � E

R�  E � ab

R�  E � abE

R	  E � aEb

R
  E � aEbE

����
 Param�tres Q	comptables

Dans la grammaire G� les param�tres suivants sont facilement d	composables en pa�

ram�tres 	l	mentaires �

& Hauteur � h � pR� � pR� � pR� �

& Largeur � � � pR� � pR� �

& Aire � A � p
R
���
� R�

� p
R
���
� R�

� p
R
���
� R�

� p
R
���
� R�

�

Il est facile de voir que les param�tres  nombre d�angles rentrants! et  nombre d�angles

Nord�Ouest rentrants! ne sont pas Q�comptables dans la grammaire G�� En e�et 	tant

tous deux inf	rieurs au p	rim�tre ils devraient �tre de rang � �dans la grammaire G� tous

les param�tres Q�comptables non identiquement nuls et dont le nom ne commence pas

par R���
� ont un rang minimal 	gal � leur rang formel et si leur nom commence par R���

� 

cette lettre peut �tre retir	e du nom sans changer la valeur du param�tre�� Or on v	ri�e

imm	diatement en examinant les deux polyominos de la �gure ��� qu�aucun param�tre

de rang � ne convient � les arbres de d	rivation correspondants utilisent les m�mes r�gles

mais les polyominos n�ont pas le m�me nombre d�angles Nord�Ouest rentrants� Le m�me

argument prouve que le p	rim�tre de sites n�est pas non plus Q�comptable puisque pour

chaque polyomino parall	logramme P  ps�P � � �pe�P � � ar�P ��

En revanche le nombre d�angles rentrants Sud�Est est pR� � Les angles rentrants cor�

respondent sur le mot de Dyck aux creux qui sont pr	c	d	s imm	diatement par au moins

deux occurrences de b� ces creux apparaissent lors de l�utilisation de la r�gle R
 et jamais

autrement�
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R	R�

w � abaabb w� � aababb
R	

R� R�

R�

R� R�

Fig� ���� Deux polyominos parall�logrammes et leurs arbres de codage

Compte tenu de la simplicit	 de la grammaire nous pouvons calculer ais	ment la s	rie

g	n	ratrice suivant la hauteur �compt	e par x� la largeur �compt	e par p� et le nombre

d�angles rentrants Sud�Est �compt	s par r� �

�
D�x� p� r� � � � xE�x� p� r�

E�x� p� r� � p� pE�x� p� r� � xE�x� p� r� � xrE�x� p� r��

qui donne apr�s r	solution d�une 	quation du second degr	

D�x� p� r� �
�� p� x� �r �p��� p� x�� � �xpr

�r
�

Dans cette situation le jacobien �en ne gardant que les variables x et r� vaut J �

�� p� x� �xE � 	� p� x� �D�

En prenant comme taille le couple form	 de la hauteur et de la largeur �puisque aucun

de ces deux param�tres ne constitue � lui seul une taille� le calcul de la s	rie de moments

est 	galement tr�s simple � l�application du th	or�me ���� donne

��
q�D� � �JE�DTR�

J

� x�E�

��p�x��xE

� �D����

��p�x��D �

Le nombre d�angles rentrants Sud�Est a la m�me distribution �par rapport � la hau�

teur et � la largeur� que le nombre d�angles rentrants Nord�Ouest � une rotation d�angle

� 	change ces deux param�tres sans modi�er les di�	rents p	rim�tres ni l�aire� Par cons	�

quent la s	rie g	n	ratrice et la s	rie de moments correspondant � ce param�tre sont les

m�mes que pour le nombre d�angles rentrants Sud�Est� Si la variable s compte le nombre
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total d�angles rentrants �qui n�est pas non plus Q�comptable� la s	rie de moments ��
s�D�

est le double de ��
r�D� �

��
s�D� � ���

r�D� �
��D � ���

	� p� x� �D
�

Toutefois le nombre d�angles rentrants n�	tant pas Q�comptable nous ne pouvons

donner aussi simplement la s	rie g	n	ratrice bivari	e suivant le p	rim�tre et le nombre

d�angles rentrants�

De m�me que le nombre d�angles rentrants la hauteur de la premi�re ou de la derni�re

colonne du polyomino ne forment pas des param�tres Q�comptables� L�examen des m�mes

polyominos permet de s�en convaincre rapidement tout comme le simple fait que lors de

l�application de la r�gle R� la hauteur de la premi�re colonne peut d	cro)tre � la premi�re

colonne du polyomino cod	 par w � abw� est de hauteur � alors m�me que le mot w� peut

coder un polyomino dont la premi�re colonne est plus haute�

Toutefois nous pouvons utiliser le lemme de marquage sup	rieur sur la r�gle point	e

R
���

 a�n d�obtenir la grammaire G� plus �ne que G� �

���������
��������

R�  D � � R�  D � E

R�  E � ab R��  F � ab

R�  E � abE R��  F � abF

R	  E � aEb R�	  F � aFb

R
  E � aFbE R�
  F � aFbF

Dans cette nouvelle grammaire le param�tre  hauteur du dernier pic! est Q�comptable

et vaut pR� � pR� � Si la variable t compte ce param�tre et toujours en utilisant comme

taille le couple form	 de la largeur et de la hauteur le th	or�me ���� donne apr�s calculs

��
t�D��x� p� �

xE�x� p�

�� x �� �E�x� p��
�

Pour obtenir la hauteur du premier pic comme param�tre Q�comptable il faut appli�

quer le lemme de marquage sup	rieur aux r�gles R���
� et R���


 � on obtient alors une autre

expression pour la s	rie de moments �qui est la m�me s	rie puisque le premier pic de�

vient par image miroir le dernier� cela correspond sur les polyominos parall	logrammes

� e�ectuer une sym	trie centrale� �

��
t�D��x� p� �

xp� x�E�x� p�

�� p� x �� � F �x� p��
�
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Dans les deux cas en �xant p � x �	num	ration suivant le p	rim�tre seul� on obtient

en d	veloppant en s	rie enti�re �

��
t�D��x� x� �

X
n��

�Cn � Cn���x
n�

Ainsi la hauteur moyenne de la premi�re colonne des polyominos parall	logrammes de

p	rim�tre �n est exactement Cn�Cn�� � � qui tend vers 	 lorsque n tend vers ���

	�� Polyominos verticalement convexes

Dans ���� Delest d	crit un codage des polyominos verticalement convexes par des mots

de Dyck color	s formant un langage alg	brique et donne une grammaire engendrant leur

langage ainsi qu�une expression pour la s	rie g	n	ratrice� Ce codage est inspir	 de celui

des polyominos parall	logrammes et la s	rie g	n	ratrice obtenue 	num�re les polyominos

verticalement convexes suivant le param�tre p�rim�tre�

Dans ���� Bousquet�M	lou obtient par une m	thode ne faisant pas appel au codage par

des mots une expression pour la s	rie g	n	ratrice de ces polyominos suivant les param�tres

largeur p�rim�tre vertical aire et hauteurs des premi�re et derni�re colonnes� Les calculs

font intervenir des q�	quations d�une forme proche de celles des 	quations fournies par les

Q�grammaires mais o� interviennent directement des projections de s	ries�

Plus r	cemment Fereti
 ��� ��� a donn	 pour la s	rie g	n	ratrice des polyominos ver�

ticalement convexes suivant la largeur et le p	rim�tre vertical une expression nettement

plus simple que celle donn	e dans ���� et dont la preuve ne fait intervenir que des 	quations

du second degr	� La m	thode passe par l�	num	ration d�objets form	s � partir des poly�

ominos verticalement convexes et par une bijection avec les polyominos murs qui codent

les compositions d�un entier & nous les 	tudierons au paragraphe ����

��
�� Codage

Nous reprenons en le modi�ant tr�s l	g�rement le codage des polyominos verticalement

convexes par des mots de Dyck color	s tel qu�il est d	crit dans �����

Nous codons la fronti�re des polyominos verticalement convexes par des mots utilisant

les lettres a b a� b� et p� La premi�re condition que doivent remplir nos mots est qu�en

leur appliquant le morphisme � d	�ni par����
���

��a� � ��a�� � a

��b� � ��b�� � b

��p� � ab
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on doit obtenir des mots de Dyck non vides� De plus ces mots ne doivent contenir au�

cun facteur ab a�b ab� ou a�b� � tous les pics du mot de Dyck ��w� doivent provenir des

occurrences de la lettre � p�

En�n les mots de L doivent �tre de la forme forme

w � w�pw�p � � � wk��pwk

o� les mots wi v	ri�ent les conditions suivantes �

& w� � a��

& wk � b��

& pour � � i � k � � wi � b�a� � b��a�� � b�b�� � a��a��

Le langage L peut 	galement �tre d	crit comme le langage des mots de Dyck o� tous

les pics sont remplac	s par la lettre p et o� les facteurs biaj �les  vall	es!� qui s	parent deux

pics cons	cutifs sont color	s de di�	rentes mani�res suivant les lettres qu�ils contiennent �

& si i � � et j � � �la vall	e contient au moins un pas descendant et au moins un pas

montant� toutes les lettres sont de la m�me  couleur! � biaj ou b�ia�j�

& si i � � �la vall	e ne contient en fait que des pas montants� les lettres a� pr	c�dent

les lettres a � a�j�ai� �

& si j � � �la vall	e ne contient que des pas descendants� les lettres b� sont plac	es

apr�s les lettres b � bi�b�i� �

Par analogie avec les mots et chemins de Dyck nous appelons pic d�un mot de L

chaque occurrence de la lettre p dans ce mot� Si w � w�pw� la hauteur de ce pic est

jw�ja�a� � jw�jb�b� � ��

Soit P un polyomino verticalement convexe� Nous appelons coin Sud�Ouest de P  le coin

inf	rieur gauche A de la plus basse cellule de la premi�re colonne de P  et coin Nord�Est de

P  le coin sup	rieur droit C de la plus haute cellule de la derni�re colonne de P � Soit B le

point situ	 imm	diatement au�dessus de A et D le point situ	 imm	diatement au�dessous

de C �voir �gure ����� Le polyomino P est parfaitement d	crit par un chemin allant de A

� D �chemin inf	rieur� et un chemin allant de B � C �chemin sup	rieur�� Ces chemins sont

semi�dirig	s �ils ne font que des pas Nord Sud et Est� et ne se rencontrent pas� le chemin

�� Dans ����� le codage est fait avec � lettres x� y� x� y� les pics �tant laiss�s sous forme xx il semble
toutefois plus naturel de les distinguer comme nous le faisons ici�
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AD commence forc	ment par un pas Est et le chemin BC se termine forc	ment par un

pas Est�

Le codage de P par un mot de L se fait de la mani�re suivante � chaque colonne est

cod	e par un pic �lettre p� de hauteur 	gale � celle de la colonne� Entre deux pics successifs

on code les pas des chemins inf	rieur et sup	rieur qui se situent � la jonction entre les deux

colonnes cod	es dans l�ordre suivant �

& les 	ventuels pas Nord du chemin inf	rieur par autant de b�

& les 	ventuels pas Sud du chemin sup	rieur par autant de b��

& les 	ventuels pas Sud du chemin inf	rieur par autant de a��

& les 	ventuels pas Nord du chemin sup	rieur par autant de a�

Ainsi les lettres a� et b� codent des pas qui ne peuvent appara)tre dans un polyomino

parall	logramme � si P est un polyomino parall	logramme le mot ���P � ne di��re du mot

���P � que par le fait que les facteurs ab ont 	t	 remplac	s par p� En ce sens le codage

�� peut �tre consid	r	 comme une extension aux polyominos verticalement convexes du

codage �� des polyominos parall	logrammes� Comme pour le codage des polyominos pa�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

A

B

C

D

Fig� ���� Le polyomino cod� par w � apaaa�a�pb�b�b�b�bpaaapbbapa�aapbbbapbbb
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rall	logrammes remplacer le mot w par son image miroir �lue de droite � gauche en

rempla+ant a par b b par a a� par b� et b� par a�� donne un mot w� qui code un nouveau

polyomino verticalement convexe� ces deux polyominos verticalement convexes sont images

l�un de l�autre par une sym	trie centrale�

D�apr�s la d	�nition que nous avons donn	e de ���P � il est clair qu�un polyomino de

largeur k et de demi�p	rim�tre vertical n est cod	 par un mot ���P � v	ri�ant j���P �jp � k

et j���P �ja�a� � j���P �jb�b� � n� �� En�n l�aire de P devient dans ���P � la somme des

hauteurs des pics�

��
�� Grammaire

Une grammaire alg	brique non ambigu# qui engendre L est donn	e de mani�re incom�

pl�te dans ����� une fois 	crite in extenso nous obtenons les 	quations �non commutatives� ���������������������������������������������������
�������������������������������������������������

OO � p� pGO � aOOb���OO� � aODb�p���GO� � a���OD�pb�GO

�aODb�GO

OD � p� pGD � aOOb���OD� � aODb� � aODb�p���GD�

�a���OD�pb�GD � aODb�GD

OD � pGD � aOObOD � a���OD�pb� � aODb� � aODb�pGD

�a���OD�pb�GD � aODb�GD

GO � a�pb���OO� � a�pGOb���OO� � a�GOb���OO� � a�GDb�pGO

�a�p���GD�b�pGO � a��p� pp� pGD �GDp� pGDp�GD�b�GO

GD � a�p���GO�b���OD� � a�GOb���OD� � a�p���GD�b� � a�GDb�

�a�p���GD�b�p���GD� � a�GDb�p���GD�

�a��p� pp� pGD �GDp� pGDp�GD�b�GD

GD � a�p���GO�bOD � a�GObOD

�a��p� pp� pGD �GDp� pGDp�GD�b����GD�

�a�p���GD�b�pGD � a�GDb�pGD

GO � OO � a�GOb���OO� � a�GDb�p���GO� � a����GD�pb�GO

�a�GDb�GO

GD � OD � a�GOb���OD� � a�GDb� � a�GDb�p���GD� � a����GD�pb�GD

�a�GDb�GD

GD � OD � a�GObOD � a����GD�pb� � a�GDb� � a�GDb�pGD

�a����GD�pb�GD � a�GDb�GD

L�axiome de la grammaire est le symbole OO� dans chaque symbole la premi�re lettre

�O G ou G� indique quelles lettres pr	c�dent la premi�re occurrence de p et la deuxi�me
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lettre �O D ou D� indique ce qui suit la derni�re occurrence de p �

& la lettre O indique une mont	e �ou descente� compos	e uniquement de a �ou de b�

	ventuellement vide�

& la lettre G �respectivement D� indique une mont	e �	ventuellement vide� compos	e

de a� puis de a �respectivement de b puis de b���

& la lettre G �respectivement D� indique une mont	e �respectivement descente� non

vide compos	e uniquement de a� �respectivement b���

Dans le codage la largeur �nombre de colonnes� des polyominos verticalement convexes

devient le nombre d�occurrences de p et le demi�p	rim�tre vertical devient le nombre total

d�occurrences de a et a� �auquel il faut ajouter ��� Par cons	quent les param�tres largeur

p	rim�tre vertical et p	rim�tre total sont tous Q�comptables de rang �� Par ailleurs

l�aire du polyomino correspond � la somme des hauteurs des pics du mot� C�est donc un

param�tre Q�comptable de rang � pour lequel la seule substitution de variables utilis	e sera

p�pq� Le syst�me de q�	quations est obtenu en rempla+ant dans le syst�me alg	brique

chaque symbole U �respectivement chaque p� apparaissant entre deux lettres a �ou a�� et

b �ou b�� par p�pq�U� �respectivement par pq��

Cette grammaire comporte � symboles et ��� r�gles de d	rivation et n�est pas une

grammaire propre� it	rer les r�gles qui n�	crivent aucune lettre pour la rendre propre ferait

encore augmenter le nombre de nombre de r�gles� Tel quel le jacobien du syst�me alg	brique

est trop gros pour �tre calcul	 par Maple� Il est donc hors de question pour des raisons

pratiques d�exploiter directement ce syst�me�

Toutefois le calcul sur les s	ries g	n	ratrices �� variables commutatives� permet de

ramener ce syst�me � des proportions plus raisonnables� La premi�re simpli�cation consiste

� remarquer que les langages GO et OD �respectivement GO et OD� GD et GD� sont

images miroir l�un de l�autre� Nous en d	duisons l�identit	 suivante �

OD�a� a�� b� b�� p� � GO�b� b�� a� a�� p��

ainsi que des identit	s similaires pour les deux autres couples de langages� Si l�on renonce

� di�	rencier les lettres a et a� d�une part et b et b� d�autre part �ce qui implique de ne

pas distinguer dans le p	rim�tre vertical la contribution du chemin inf	rieur cod	 par

les lettres a� et b de celle du chemin sup	rieur cod	 par a et b�� on obtient en posant
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a � a� � b � b� � x��� ����
���

OD�x� p� � GO�x� p�

OD�x� p� � GO�x� p�

GD�x� p� � GD�x� p�

qui permet d�	liminer 	 des � 	quations du syst�me de d	part�

La seconde 	tape de simpli�cation revient � remarquer qu�il existe une bijection natu�

relle entre OO et GO � p � p�GO laquelle consiste � remplacer tous les a initiaux d�un

mot w � OO par des a�� La m�me transformation 	tablit 	galement une bijection entre

OD et GD � p� p�GD� Les identit	s qui en d	coulent sur les s	ries g	n	ratrices sont �

�
GO�x� p� � OO�x� p�� p� p�GO�x� p�

GD�x� p� � OD�x� p�� p� p�GD�x� p��

Le syst�me peut alors s�	crire en n�utilisant que les s	ries OO OD et GD �la s	rie GD

n�apparaissant plus dans les 	 	quations est abandonn	e� �

OO � p� pOD � xOO�� �OO� � xpOD�� �OD����

�xp�� �OD��OO � p� pOD� � x�OO � p� pOD��OO � p� pOD�

OD � p� pGD � xOO�� �OD� � xOD � xpOD�� �GD����

�xp�� �OD��OD � p� pGD� � x�OO � p� pOD��OD � p� pGD�

GD � OD � xOD�� �OD� � xGD � xpGD�� �GD����

�xp�� �GD��OD � p� pGD� � x�OD � p� pGD��OD � p� pGD�

Dans le syst�me ci�dessus les termes soulign	s sont ceux qui dans le q�syst�me corres�

pondant � l�	num	ration suivant l�aire doivent �tre remplac	s par leur image par p�pq�

��
�
 Param�tres Q	comptables

Nous avons d	j� vu que les param�tres largeur �ou demi�p�rim�tre horizontal� et demi�

p�rim�tre vertical sont Q�comptables de rang � dans la grammaire pr	sent	e ci�dessus �il

s�agit respectivement sur les mot de jwjp et de jwja�a�� et que le param�tre aire est Q�

comptable de rang ��

Comme dans le cas des polyominos parall	logrammes les param�tres nombre d�angles

rentrants p�rim�tre de sites et hauteur de la premi�re colonne ne sont pas Q�comptables�

il su�t d�ailleurs pour le prouver d�	crire les arbres de d	rivation des mots codants les

deux polyominos de la �gure ��� qui utilisent toujours les m�mes r�gles�
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Ici encore il serait possible d�utiliser le lemme de marquage sup	rieur pour obtenir une

grammaire plus �ne dans laquelle les hauteurs des premi�re et derni�re colonnes soient

Q�comptables� malheureusement la taille de la grammaire initiale rendrait cette transfor�

mation totalement inexploitable� Toutefois il est possible d�acc	der aux s	ries de moments

de la hauteur de la derni�re colonne ou du produit des hauteurs des premi�re et derni�re

colonnes � il s�agit des s	ries g	n	ratrices des langages OD et GD�

En e�et si un mot w � OO s�	crit w � aipw�pbj �i 	 � j 	 �� il code un polyomino

dont la premi�re colonne est de hauteur i � � et la derni�re de hauteur j � �� Or nous

pouvons associer � w j � � mots de OD �

wj� � aipw�pbj�j
�

b�j
�

bj�j
�

�� � j� � j�

et �i� ���j � �� mots de GD �

w�i��j � a�i
�

ai�i
�

pw�pbj�j
�

b�j
�

�� � i� � i� � � j� � j��

Tous les mots wj� et wi��j� v	ri�ent

�
jwj� jp � jwi��j�jp � jwjp

jwj� ja�a� � jwi��j�ja�a� � jwja�a�

et apportent donc la m�me contribution � leurs s	ries g	n	ratrices respectives� Par cons	�

quent la s	rie OD�x� p� est la s	rie de moments de la hauteur de la derni�re colonne et

GD�x� p� la s	rie de moments du produit des hauteurs de la premi�re et de la derni�re

colonne�

��
�� S�ries g�n�ratrices

Il est possible de r	soudre explicitement le syst�me d�	quations ���� �	� pour obtenir la

s	rie g	n	ratrice mais l�expression obtenue est plus complexe que celle remarquablement

simple obtenue par Fereti
 dans ��� ��� �apr�s les changements de variables appropri	s� �

OO�x� p� �
�� x

x

	
BB
�� �

��
r
��� � p� � �

q
��� p�� � �� xp

���x��

�
CCA �

Le syst�me d�	quations alg	briques fourni par la grammaire ne permet pas d�obtenir

une expression aussi 	l	gante mais il rend possible la comparaison � la s	rie OD�x� p�� La

m	thode n�est ici qu�une version � deux variables de celle utilis	e dans ����� les expressions

donn	es par Maple sont 	galement plus simples que celles fournies par Macsyma�
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Apr�s 	limination de GD �qui n�appara)t qu�au degr	 � dans l�	quation �� on obtient

un syst�me alg	brique portant sur OO et OD� Pour chaque inconnue on se ram�ne alors

� une 	quation de degr	 � � chaque fois factorisable en un produit de deux 	quations de

degr	s � et �� Parmi les solutions explicitement fournies par Maple une seule est alors

analytique � l�origine et les premiers termes de son d	veloppement correspondent bien

� ceux obtenus en comptant directement les polyominos verticalement convexes de petit

p	rim�tre�

Les s	ries obtenues sont alors �

OO�x� p� �
T� � T� � T�

�xA
�

OD�x� p� �
T �� � T �� � T ��

�xA
�

avec

A � ���� � x�� � p��� �x� �x��

B � �� �x� �p� ��xp� x� � p� � �xp� � �x�p� x�p�

T� � ��� x�
�
���� � x�� � p��� ��x� �x��

�
T �� � ���� x����
 � 	�x� � p��� �x��� � �x� 	x��

T� � �	��� x��
p
B

T �� � ���� x��� � �x�
p
B

T� � ���� x��
r
�
�
P �Q

p
B


T �� � ��� x��
r

�

p

�
P � �Q�

p
B


P � ��� x��
�
���� � x�� � p���� �	�x� ��x�� � p��� � x��

�
Q � ��� x�

�
���� � x�� � p�� � x��

�
P � � ����� � x�� � 	p��� x���� ��x��� � ��x�

��p���� �x��� � 	x� ��x�� � p���� x���� �x��

Q� � ������ � x�� � 	p�� � �x���� � ��x�� p���� �x��

	�� Polyominos murs

Les polyominos murs ont 	t	 	tudi	s par Fereti
 dans ����� leur s	rie g	n	ratrice suivant

les p	rim�tres vertical et horizontal sert d�interm	diaire de calcul pour obtenir celle des

polyominos verticalement convexes� Prellberg et Brak ���� ont 	galement 	tudi	 leur s	rie
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g	n	ratrice suivant l�aire et les p	rim�tres vertical et horizontal au moyen de q�	quations

similaires � celles que nous donnons plus loin�

Les polyominos murs sont les polyominos verticalement convexes dont toutes les co�

lonnes ont leur plus basse cellule � la m�me hauteur� ce sont 	galement les polyominos

verticalement convexes qui sont � la fois dirig	s suivant les directions Sud�Ouest'Nord�Est

et Sud�Est'Nord�Ouest� La �gure ��� montre un exemple de polyomino mur�

De mani�re classique un polyomino mur d�aire n est cod	 par une composition de

n c�est���dire une suite �ordonn	e� d�entiers strictement positifs dont la somme est n�

La bijection est imm	diate chaque colonne du polyomino 	tant cod	e par sa hauteur�

Toutefois a�n d�avoir un codage par un langage et de pouvoir 	tudier simultan	ment

l�aire et les p	rim�tres nous codons leur fronti�re par des mots et obtenons l�aire comme

param�tre Q�comptable de rang ��
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w � apaapb�paaaapb�b�pb�b�b�paaapb�b�pb�b�

Aire� A�P � � 	�

Longueur de chemin	es�

Largeur� ��P � � �

Longueur de puits� �p�P � � �

Aire solide� as�P � � ��

Demi�p	rim�tre vertical�
pv�P � � ��

�c�P � � �

Fig� ���� Un polyomino mur

����� Codage et grammaire

Comme sous�classe de polyominos verticalement convexes les polyominos murs peuvent

�tre cod	s de la m�me mani�re que les polyominos verticalement convexes� un mot du

langage OO code un polyomino mur s�il ne comporte pas la lettre a� �puisque cette lettre

code les pas verticaux descendants du chemin inf	rieur� ni la lettre b sauf 	ventuellement

apr�s la derni�re occurrence de p �puisque la lettre b code les pas verticaux montants du

chemin inf	rieur��
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Le plus simple pour coder un polyomino mur est en fait d�utiliser un mot de OD

ne comportant ni a� ni b ce qui correspond � changer en b� tous les b �naux du mot de

OO correspondant� Le mot w codant un polyomino mur P correspond alors � une simple

lecture du chemin reliant le coin Nord�Ouest de P � son coin Nord�Est � chaque pas Nord

est cod	 par la lettre a chaque pas Sud par la lettre b� et chaque pas Est par la lettre p�

Nous obtenons donc une grammaire engendrant un codage des polyominos murs en

reprenant la grammaire pour les polyominos verticalement convexes et en e�a+ant toutes

les r�gles faisant appara)tre l�une des lettres a� et b� l�axiome est bien entendu OD� La

grammaire obtenue est �

����������������������������
���������������������������

OO � p� pGO � aODb�p���GO� � a���OD�pb�GO

�aODb�GO

OD � p� pGD � aODb� � aODb�p���GD�

�a���OD�pb�GD � aODb�GD

OD � pGD � a���OD�pb� � aODb� � aODb�pGD

�a���OD�pb�GD � aODb�GD

GO � �
GD � �
GD � �
GO � OO

GD � OD

GD � OD

En retirant les r�gles faisant appara)tre les symboles GO GD et GD et en rempla+ant

les symboles GO GD et GD par respectivement OO OD et OD nous obtenons une

grammaire o� seul le symbole OD est accessible � partir de lui�m�me� Par cons	quent le

langage codant les polyominos murs est engendr	 par la grammaire suivante �

���������
��������

R�  OD � p

R�  OD � pOD

R�  OD � aODb�

R�  OD � aODb�p

R	  OD � aODb�pOD

Cette grammaire correspond exactement � la d	composition donn	e dans ���� o� elle

est pr	sent	e sous la forme d�une grammaire d�objets�
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����� Param�tres Q	comptables

La grammaire utilis	e pour coder les polyominos murs 	tant en quelque sorte une

restriction de celle utilis	e pour les polyominos verticalement convexes il est clair que la

largeur et le demi�p	rim�tre vertical sont toujours Q�comptables de rang � et que l�aire

est Q�comptable de rang ��

Les hauteurs des premi�re et derni�re colonnes ne sont pas Q�comptables mais comme

dans le cas des polyominos parall	logrammes le lemme de marquage sup	rieur peut �tre

utilis	 pour obtenir une grammaire plus �ne dans laquelle ils sont Q�comptables de rang

��

Les angles rentrants Nord�Est du polyomino correspondent exactement sur le mot qui

le code aux facteurs b�p� Il est facile de voir que de tels facteurs sont engendr	s par les

r�gles R� et R	 et par elles seules� le nombre d�angles rentrants Nord�Est est donc Q�

comptable� En revanche le nombre d�angles rentrants Nord�Ouest n�est pas Q�comptable�

Il est toutefois facile d�	crire une grammaire plus �ne dans laquelle ce param�tre est Q�

comptable tout en restant � un niveau de complexit	 raisonnable �

���������
��������

R��  U � P R��  U � P

R��  P � p R��  P � pA

R�	  P � pP

R�
  A � aUb� R��  A � aUb�p

R�  A � aUb�pA R��  A � aUb�pbP

Dans cette grammaire d�axiome U  le langage A contient tous les mots de U dont la

premi�re lettre est a et le langage P  ceux dont la premi�re lettre est p� Ainsi le nombre

d�angles rentrants Nord�Ouest �ou nombre d�occurrences du facteur pa� est pR���pR���pR�� 

et le nombre d�angles rentrants Nord�Est �ou de facteurs b�p� est pR� � pR�� � pR�� �

Dans le travail de Fereti
 seuls les polyominos murs ayant un nombre impair de colonnes

sont r	ellement utilis	s et pour une 	num	ration suivant l�aire seule la contribution � l�aire

des colonnes de rang impair doit �tre consid	r	e� Il n�est pas possible dans les grammaires

pr	sent	es ci�dessus de d	terminer si une colonne donn	e �cod	e par une occurrence de

p� est de rang pair ou impair� Il n�est donc pas 	tonnant que le param�tre somme des

hauteurs des colonnes de rang impair ne soit pas Q�comptable� Nous pouvons toutefois

modi�er l	g�rement le codage de telle sorte que les colonnes de rang impair soient cod	es

par la lettre p et celles de rang pair par une nouvelle lettre p�� En distinguant quatre

langages auxiliaires suivant que les mots qui les composent ont un nombre pair �P et P ��

ou impair �I et I �� de lettres p ou p� et suivant que la premi�re de celles�ci est un p �I et P �
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ou un p� �I � et P �� nous adaptons tr�s simplement la grammaire initiale pour en produire

une nouvelle dans laquelle les param�tre somme des hauteurs des colonnes de rang impair

est Q�comptable � de rang � ��������
������

I � p� pP � � aIb� � aPb�p� aIb�p�I � aPb�pP �

I � � p� � p�P � aI �b� � aP �b�p� � aI �b�pI � � aP �b�p�P

P � pI � � aPb� � aIb�p� � aIb�p�P � aPb�pI �

P � � p�I � aP �b� � aI �b�p� aI �b�pP � � aP �b�p�I

Un exemple de param�tre int	ressant mais qui semble di�cile � obtenir comme param��

tre Q�comptable est le p	rim�tre de sites� La di�	rence entre le p	rim�tre et le p	rim�tre

de sites se compose de la somme de deux autres param�tres dont l�un est le nombre

d�angles rentrants �que nous avons pu  attraper! au prix d�une modi�cation raisonnable

de la grammaire la plus  simple!� et l�autre est ce que nous pouvons appeler la longueur

totale de puits � le nombre de cellules ext	rieures au polyomino mais dont les deux cellules

situ	es imm	diatement � droite et � gauche appartiennent au polyomino & voir �gure ����

Sur notre codage des polyominos murs ce param�tre peut �tre compt	 en sommant pour

chaque facteur b�ipaj maximal le plus petit parmi i et j� Lorsqu�un param�tre est d	�ni

par un minimum �ou par un maximum� il y a peu d�espoir de le rendre Q�comptable� il

est donc probable que s�il est possible de rendre ce param�tre Q�comptable ce sera au

moyen d�une grammaire voire d�un codage radicalement di�	rents�

Un autre param�tre en apparence proche de la longueur totale de puits est la longueur

totale de chemin�es � le nombre de cellules appartenant au polyomino mais dont aucun des

voisins Est et Ouest n�appartient au polyomino� Un tel param�tre est sur notre langage

tr�s similaire au poids de pyramides 	tudi	 sur le langage de Dyck par Denise et Simion

����� Nous pouvons ais	ment ra�ner notre grammaire pour en obtenir une dans laquelle la

longueur totale de chemin	es est un param�tre Q�comptable de rang � �

������������
�����������

R�  M � P R�  M � N

R�  P � p R�  P � aPb�

R	  N � pP R
  N � pN

R�  N � aPb�p R  N � aNb�p

R�  N � aPb�pP R��  N � aPb�pN

R�� N � aNb�pP R��  N � aNb�pN

�� Cette nouvelle grammaire n�est pas � proprement parler plus �ne que l�originale� car le langage
engendr� n�est pas le m�me en rempla�ant p� par p� on obtient une grammaire plus �ne que l�originale�
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Dans cette nouvelle grammaire �P est le langage des mots n�ayant qu�une occurrence

de la lettre p et N est celui des mots qui en ont au moins �� cette grammaire est obtenue

en e�ectuant un marquage inf	rieur des r�gles qui 	crivent la lettre p� la longueur totale

de chemin	e correspond au param�tre pR� � pR� � pR � pR� � pR�
 �

Dans cette m�me grammaire l�aire des polyominos peut sans di�cult	 s�exprimer

comme param�tre Q�comptable de rang � avec comme nom de param�tre R� � 	� o���
	 � � �R

���
� �R

���
� �R

���
 �R

���
� �R

���
�� �R

���
�� �R

���
�� �

� � R� �R� �R	 �R
 �R� �R �R� �R�� �R�� �R���

Sous cette forme il n�appara)t pas imm	diatement que la di�	rence entre l�aire du po�

lyomino et sa longueur totale de chemin	es �qui est le nombre de cellules du polyomino

ayant au moins un voisin Est ou Ouest dans le polyomino� est 	galement Q�comptable �

si l�on fait formellement la di�	rence entre les deux noms de param�tres nous obtenons

une d	composition faisant intervenir des coe�cients n	gatifs� Toutefois il convient de re�

marquer que le symbole N n�est pas accessible � partir de P dans cette grammaire� Par

cons	quent les param�tres p
R
���
i Rj

 pour i � �� 
� �� �� et � � j � �� sont identiquement

nuls et p
R
���
i R�

� pRi pour i � �� 
� �� ��� Nous obtenons alors une d	composition de l�aire

en somme de deux param�tres Q�comptables la longueur de chemin	es �c et la partie

 solide! as �les cellules ayant au moins un voisin lat	ral dans le polyomino� �

�������
������

aire � �c� as

�c � pR� � pR� � pR � pR� � pR�


as � p�
R
���
� �R

���
�� �R

���
��

�
��R��R��R��R�R��R��R�
�R���R���

�pR��R��R��R�R��R��R�
�R���R��

Les 	quations fournies par cette grammaire 	tant de faible degr	 il n�est pas di�cile

de les r	soudre et d�obtenir les s	ries g	n	ratrices suivant largeur et p	rim�tre vertical�
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Q�grammaires� un outil pour l��num�ration

R�sum� � Cette th�se se situe dans le domaine de la combinatoire 	num	rative� Les

Q�grammaires constituent une extension de la m	thode DSV� les objets � 	num	rer sont

cod	s par les mots d�un langage alg	brique� Nous nous concentrons sur l�	num	ration sui�

vant plusieurs param�tres d�objets cod	s par des mots� Le formalisme introduit permet

d�	crire pour les s	ries g	n	ratrices suivant plusieurs param�tres des 	quations fonction�

nelles non n	cessairement alg	briques et dont les solutions ne sont g	n	ralement pas des

s	ries alg	briques�

Les param�tres d�	num	ration appel	s Q�comptables sont des param�tres cumula�

tifs d	�nis au moyen d�attributs synth	tis	s et peuvent �tre interpr	t	s comme comptant

certaines familles de sommets dans les arbres de d	rivation� Essentiellement chaque uti�

lisation d�une r�gle de d	rivation fait cro)tre un param�tre Q�comptable d�une quantit	

qui doit �tre un param�tre Q�comptable de rang inf	rieur� Les param�tres Q�comptables

comprennent le nombre d�occurrences d�une lettre donn	e et dans le cas de mots codant

des chemins discrets peuvent inclure des statistiques telles que l�aire de la surface d	limit	e

par le chemin ou son moment d�inertie�

Nous 	tudions dans quelles conditions la grammaire utilis	e pour engendrer un langage

peut �tre modi�	e sans que certains param�tres ne perdent leur caract�re Q�comptable�

Nous montrons qu�il est possible de mettre les grammaires sous des formes normales sans

perte de param�tres Q�comptables�

Sont 	galement abord	s le calcul de s	ries de moments destin	es � l�	valuation de valeurs

moyennes de param�tres Q�comptables� En particulier les s	ries de moments  projet	es!

sont alg	briques et s�	crivent explicitement en fonction des s	ries g	n	ratrices alg	briques

des langages engendr	s par la grammaire�

Mots�cl�s � Combinatoire langages alg	briques q�analogues 	num	ration grammaires

attribu	es s	ries g	n	ratrices�



Q�grammars � a tool for enumeration

Abstract � Our �eld of interest is that of enumerative combinatorics� We de�ne Q�

grammars which are an extension of the DSV methodology � the objects to be enumerated

are coded by the words in an unambiguous context�free language� Our main concern is with

enumeration according to several parameters� Our method allows us to write functional

equations for the generating functions which are not algebraic but rather  multiple�q!�

analogs of algebraic equations� The generating functions themselves are usually not alge�

braic�

Our enumeration parameters called Q�countable parameters are cumulative parame�

ters which we de�ne through synthesized attributes and count certain families of nodes in

the corresponding derivation trees� Each occurrence of a given derivation rule  increases! a

Q�countable parameter by an amount which must be a Q�countable parameter of a lower

rank� Q�countable parameters include the number of occurrencs of any given letter� when

the words code lattice paths the area delimited by the path as well as some moments of

inertia can be other examples of Q�countable parameters�

We describe conditions under which the grammar generating a given language can be

changed with no loss of Q�countable parameters� Among other things we prove that the

grammar can be written in a variety of normal forms without such loss�

The problem of computing moment series for Q�countable parameters as a way of

obtaining mean values for these parameters is also covered� We prove that  projected!

moment series are algebraic and can be written as explicit functions of the algebraic

generating functions for the language generated by the context�free grammar�

Keywords � Combinatorics algebraic languages q�analogs enumeration attribute gram�

mars generating functions�
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