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Introduction

Le travail que nous pr�esentons ici a pour th�eme la Combinatoire des permutations� et porte

plus particuli�erement sur l��enum�eration de permutations �a motifs exclus� c�est �a dire de permu	

tations pour lesquelles certaines sous	suites �sous	mots� d�un type donn�e sont interdites�

Un ensemble particulier de permutations �a motifs exclus� les permutations triables par deux

passages cons�ecutifs dans une pile� nous am�ene �a r�esoudre plusieurs conjectures portant sur

l��enum�eration de certaines classes de mots et de tableaux de Young standard�

La plupart des r�esultats sont obtenus en mettant en correspondance les ensembles consid�er�es

avec des objets classiques en Combinatoire� notamment certaines familles de cartes planaires�

Avant�propos

L�un des centres d�int�er�et important en Combinatoire des mots ���� est constitu�e par la

recherche et l�analyse de r�egularit�es dans les mots� et de fa�con duale la recherche de mots ne

comportant pas certaines r�egularit�es�

Ces propri�et�es de r�egularit�es� �a rechercher ou �a �eviter� s�expriment souvent en terme de facteurs

ou de sous	mots�

Ainsi� A� Thue ����� ���� ��� �� a �et�e le premier �a chercher �a mettre en �evidence des mots

ne comportant pas certaines r�egularit�es� et ce plus particuli�erement les mots sans facteur che	

vauchant et les mots sans carr�e� Par exemple� le mot de Thue	Morse abbabaabbaababba � � �� qui

ne comporte pas de facteurs se chevauchant �et est donc sans cube�� permet d�obtenir un mot

sans carr�e sur un alphabet �a trois lettres�

D�autre part� la pr�esence de sous	mots particuliers dans un mot est li�e au principe de r�egularit�e

illustr�e par le th�eor�eme de B�L� Van der Waerden ������ Tout mot su�samment long sur un

alphabet 
ni contient une m�eme lettre �a des positions satisfaisant une progression arithm�etique�

Ce r�esultat� depuis sa d�emonstration� a suscit�e de nombreux travaux dans divers domaines �����

L�int�er�et port�e aux sous	mots s�est �egalement manifest�e dans diverses directions� comme

l�atteste le chapitre � de M� Lothaire ����� Par exemple� dans l�ensemble partiellement ordonn�e

construit en consid�erant la relation d�ordre partiel ��etre sous	mot de�� tout ensemble de mots

deux �a deux incomparables sur un alphabet 
ni est lui	m�eme 
ni� Toutefois� il existe de tels en	

sembles de mots deux �a deux incomparables arbitrairement grands� Ce r�esultat� d�u �a G� Higman

�
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����� a �et�e maintes fois red�ecouvert�

Ainsi� de nombreux travaux se situant dans divers domaines ont port�e sur les mots compor	

tant ou excluant des facteurs ou des sous	mots particuliers�

Ceux que nous pr�esentons ici ont pour cadre les permutations �a motifs exclus� c�est �a dire

les permutations ne comportant pas certaines sous	suites d�un type donn�e� Par exemple� les

permutations n�admettant pas de sous	suite croissante de longueur sup�erieure �a k sont les per	

mutations excluant le motif identit�e �� � � ��k��� en correspondance avec les paires de tableaux

de Young standard de m�eme forme et dont la plus grande part de la partition est au plus �egale

�a k�

La plupart des travaux sur le sujet ont eu pour objectif d��enum�erer des ensembles sp�eci
ques

de permutations �a motifs exclus� Certains travaux ont toutefois permis d�obtenir des r�esultats

plus g�en�eraux� comme par exemple ceux d�A� Regev ���� qui a donn�e une expression pour le

comportement asymptotique du nombre de permutations ne comportant pas de motif �� � � �k�

et de P� Erd�os et G� Szekeres ���� qui ont montr�e qu�aucune permutation d�ordre sup�erieur �a

l�m ne peut exclure simultan�ement les motifs �� � � � �l��� et �m���m � � ��� Il est �a noter que

ce dernier r�esultat� ant�erieur �a la correspondance de Robinson	Schensted ���� ���� en est une

cons�equence imm�ediate�

Les autres travaux portent pour la plupart sur l��enum�eration des permutations ne comportant

pas un ou plusieurs motifs de forme donn�ee� Citons dans ce cadre les travaux de R� Simion et

F�W� Schmidt ���� o�u les motifs interdits correspondent �a des permutations de S� �permutations

ayant � �el�ements� et ceux de J� West ����� o�u les deux motifs exclus appartiennent �a S� et S��

D�autres auteurs ont pour leur part �etudi�e certains ensembles de permutations qui peuvent

�etre caract�eris�ees en terme de permutations �a motifs exclus�

Par exemple� les permutations vexillaires consid�er�ees par A� Lascoux et M�P� Sch�utzenberger ����

sont les permutations ne comportant pas de motif de type ����� c�est �a dire de sous	suite jilk

avec i � j � k � l� Rappelons qu�une permutation est vexillaire si et seulement si les partitions

correspondant aux tables d�inversion �ou codes de Lehmer� de cette permutation et de son inverse

sont conjugu�ees� Notons qu�une formule d��enum�eration existe pour ces permutations et r�esulte

d�un article d�I�M� Gessel ���� et d�un travail de J� West ����� consacr�e aux permutations �a motifs

exclus qui montre que les permutations ne comportant pas le motif ���� et celles interdisant le

motif ���� sont en bijection�

De m�eme� S� Gire ���� a caract�eris�e les permutations de Baxter ��� comme �etant celles excluant

simultan�ement les motifs ����� �c�est �a dire les sous	suites de type ���� ne faisant pas elles	

m�emes partie de sous	suites de type ������ et ������ Les permutations de Baxter ont fait l�objet

de plusieurs travaux ���� ��� ���� ��� ayant pour but d��etablir une formule d��enum�eration tenant

compte de di��erentes distributions de ces permutations�

Ce sont �egalement les permutations de Baxter� mais alternantes cette fois	ci� qui interviennent

dans un article de R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot ���� mettant en correspondance les m�elanges
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de deux mots de syst�emes de parenth�eses bien form�es et les couples de tels mots de parenth�eses�

En fait� il n�existe que peu de r�esultats concernant l��enum�eration des permutations alternantes

�a motifs exclus� et il en est de m�eme pour le d�enombrement des involutions �a motifs exclus�

Cependant� les involutions ne comportant pas le motif �� � � ��k��� sont en correspondance�

par l�algorithme de Robinson	Schensted ���� ���� et d�apr�es un r�esultat de M�P� Sch�utzenberger

����� avec les tableaux de Young standard de hauteur au plus k� Parmi les travaux ayant port�e

sur l��enum�eration de ces tableaux� citons ceux d�A� Regev ���� qui donne le comportement

asymptotique du nombre de tels tableaux de hauteur au plus k� ainsi qu�une formule exacte tr�es

classique en Combinatoire �nombres de Motzkin� pour ceux de hauteur au plus �� Pour sa part�

D� Gouyou	Beauchamps ���� a obtenu combinatoirement des formules remarquables �notamment

le produit de deux nombres de Catalan� pour de tels tableaux de hauteur au plus � et ��

De nombreuses suites de nombres� tr�es classiques en Combinatoire� apparaissent dans des

probl�emes d��enum�eration de permutations �a motifs exclus� C�est le cas des nombres de Pell� des

coe�cients binomiaux centraux� des nombres de Motzkin ou encore des nombres de Schr�oder qui

sont obtenus par l�interdiction de motifs particuliers� Certains de ces r�esultats ont �et�e obtenus

par J� West ����� ���� ou par S� Gire ����� De m�eme� suite aux travaux de D�E� Knuth ����� les

permutations excluant un motif quelconque correspondant �a une permutation de S� sont �enum�e	

r�ees par les nombres de Catalan� En e�et� D�E� Knuth s�est int�eress�e aux permutations triables

par passage dans une pile et a montr�e qu�elles correspondent exactement aux permutations ne

comportant pas de sous	suite de type ���� Du fait de leur nombre� ces permutations sont parfois

appel�ees permutations de Catalan�

En consid�erant l�une des g�en�eralisations possibles de ce probl�eme de tri� J� West ����� ���� a

montr�e que les permutations triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile sont exacte	

ment les permutations ne comportant pas de motif ���� et ������ Il conjecturait �egalement une

remarquable formule pour l��enum�eration de ces permutations� conjecture d�emontr�ee par D� Zeil	

berger ������ Par la suite� S� Dulucq� S� Gire et J� West ���� et S� Dulucq� S� Gire et O� Guibert

���� ont mis en correspondance permutations triables par deux passages cons�ecutifs dans une

pile� permutations non s�eparables �excluant simultan�ement les motifs ���� et ������ et cartes

planaires point�ees non s�eparables� ces cartes ayant �et�e �enum�er�ees par W�T� Tutte ����� et leur

nombre correspondant exactement �a la formule conjectur�ee par J� West�

L�int�er�et port�e aux cartes planaires remonte au c�el�ebre probl�eme des quatre couleurs et les

travaux de W�T� Tutte ����� ���� ���� ���� sur l��enum�eration des cartes planaires avaient pour

objectif de d�eterminer le nombre de cartes planaires �	coloriables et de le comparer au nombre

de cartes planaires� Ces travaux ont eu ensuite de nombreux d�eveloppements� notamment sous

l�impulsion de R� Cori ����� de R� Cori et J� Richard ���� et de D� Arqu�es ����

Or� les connexions entre cartes planaires et permutations �a motifs exclus ne se limitent pas

uniquement aux cartes planaires point�ees non s�eparables et permutations non s�eparables� Ainsi�

comme nous le montrons dans ces travaux� les permutations non s�eparables alternantes sont en
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bijection avec les cartes planaires cubiques point�ees non s�eparables d�enombr�ees par W�T� Tutte

������ D�autre part� la correspondance de R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot ���� entre mots du

m�elange de deux mots de parenth�eses et couples de mots de parenth�eses� qui fait intervenir

les permutations de Baxter alternantes �et donc des permutations �a motifs exclus�� r�esout un

probl�eme pos�e par R�C� Mullin ���� sur les cartes planaires� En e�et� les mots du m�elange de deux

mots de parenth�eses codent les cartes planaires point�ees cubiques hamiltoniennes tandis que les

couples de mots de parenth�eses sont en bijection avec les cartes planaires point�ees triangulaires

hamiltoniennes�

Pr�esentation g�en�erale de nos travaux

En Combinatoire� plusieurs approches ou m�ethodes sont possibles pour �enum�erer une famille

d�objets combinatoires� et leur emploi d�epend du contexte du probl�eme�

Parmi les plus classiques� citons la m�ethodologie due �a M�P� Sch�utzenberger ���� ���� qui a

montr�e l�existence d�une �etroite relation entre probl�emes d��enum�eration en Combinatoire et

classi
cation de langages en th�eorie des langages� Cette m�ethode permet d�obtenir une �equation

alg�ebrique dont est solution la s�erie g�en�eratrice des objets consid�er�es et la formule de Lagrange

permet d�obtenir une expression pour le nombre d�objets de taille n� Quand cette m�ethode

ne s�applique pas� le recours aux �equations avec op�erateurs ���� ��� permet dans certains cas

d�aboutir au r�esultat�

D�autres approches sont possibles� comme la th�eorie des esp�eces de structures dont A� Joyal ����

a montr�e l�e�cacit�e pour le traitement combinatoire des s�eries formelles� Le livre de F� Bergeron�

G� Labelle et P� Leroux ��� expose cette m�ethodologie dans ses moindres d�etails�

Une autre m�ethode consiste �a trouver une bijection entre les objets consid�er�es et une autre

famille d�objets pour laquelle des r�esultats d��enum�eration sont connus ou plus simples �a �etablir�

A propos de la formule des �equerres d�enombrant les tableaux de Young standard d�une forme

donn�ee� D�E� Knuth ���� estime que toute formule simple devrait avoir une explication naturelle�

Depuis� de nombreux travaux ont tent�e d�obtenir une telle explication pour cette formule des

�equerres� usant notamment de preuves probabilistique ���� et combinatoires ���� ��� ���� ��� ����

Dans les travaux que nous pr�esentons ici� nous aurons recours �a ces m�ethodes bijectives� et

�a l�utilisation de la m�ethode des arbres de g�en�eration utilis�ee pour la premi�ere fois de mani�ere

explicite par F�R�K� Chung� R�L� Graham� V�E� Hoggatt et M� Kleiman ���� dans leurs travaux

sur l��enum�eration des permutations de Baxter ����

Cette m�ethode consiste �a consid�erer un arbre de g�en�eration des objets �etudi�es� obtenu par cer	

taines r�egles de croissance de ces objets� et �a caract�eriser cet arbre par un syst�eme de r�e�ecriture

o�u chaque r�egle de r�e�ecriture d�ecrit une r�egle de croissance� Des �equations de r�ecurrence peu	

vent alors �etre d�eduites de ce syst�eme de r�e�ecriture et permettre� dans certains cas� d�obtenir

une formule d��enum�eration pour les objets �etudi�es� Notons que lorsque deux familles d�objets
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combinatoires ont des arbres de g�en�eration caract�eris�es par le m�eme syst�eme de r�e�ecriture� ces

deux arbres sont isomorphes et cela induit une bijection entre ces objets�

F�R�K� Chung� R�L� Graham� V�E� Hoggatt et M� Kleiman ���� se sont �etonn�e que� jusqu�alors�

personne n�ait utilis�e cette m�ethode des arbres de g�en�eration� Depuis� et plus particuli�erement

suite �a la th�ese de J� West ������ cette approche a inspir�e de nombreux travaux portant princi	

palement sur l��enum�eration de permutations �a motifs exclus ���� ��� ��� ��� ��� ���� �����

Notons �egalement qu�E� Barcucci� A� Del Lungo� E� Pergola et R� Pinzani ��� ont utilis�e une

d�emarche similaire pour obtenir de nouvelles �equations fonctionnelles dont sont solutions les

s�eries g�en�eratrices de plusieurs objets classiques en combinatoires tels certaines classes d�arbres�

A
n de faciliter nos recherches sur le d�enombrement de permutations �a motifs exclus� nous

avons d�evelopp�e un logiciel� d�enomm�e forbid� qui met en  uvre cette m�ethode des arbres de

g�en�eration dans le cas des permutations� des permutations alternantes et des involutions �a motifs

exclus� De plus� ce logiciel donne la distribution de ces objets suivant la plupart des param�etres

classiques sur les permutations�

C�est notamment gr�ace au logiciel forbid et �a cette m�ethode des arbres de g�en�eration que

nous avons pu caract�eriser les arbres de g�en�eration des permutations et involutions excluant le

motif identit�e�

Cela nous a �egalement permis de prouver combinatoirement que plusieurs ensembles de permu	

tations �a motifs exclus sont �enum�er�es par des formules classiques en Combinatoire� Par exemple�

certains sont �enum�er�es par les nombres de Pell tandis que d�autres sont d�enombr�es par les coef	


cients binomiaux centraux� De m�eme� nous avons montr�e que des ensembles de permutations

�a motifs exclus sont en bijection avec les arbres �	�� prolongeant ainsi les travaux de S� Gire

���� sur de tels ensembles �enum�er�es par les nombres de Motzkin� et ceux de J� West ����� ����

et de S� Gire ���� sur ceux �enum�er�es par les nombres de Schr�oder� Ensuite� nous avons mis en

bijection plusieurs objets combinatoires avec les permutations de Baxter et un autre ensemble

de permutations �a motifs exclus�

Nous avons prolong�e ce premier travail sur les permutations de Baxter et avons mis en

�evidence une nouvelle correspondance �voir �egalement S� Dulucq et O� Guibert ����� entre ces

permutations et certains triplets de chemins deux �a deux disjoints� Cette correspondance uni
e

les preuves combinatoires pour l��enum�eration des permutations de Baxter de X� Viennot �����

et des permutations de Baxter alternantes de R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot ����� De plus� elle

nous permet d�a�ner plusieurs formules d��enum�eration connues� Ainsi� nous donnons notamment

une interpr�etation combinatoire d�une formule due �a C�L� Mallows ���� qui elle	m�eme pr�ecise

celle de F�R�K� Chung� R�L� Graham� V�E� Hoggatt et M� Kleiman �����

A mi	chemin entre les permutations de Baxter qui excluent les motifs ����� et ����� et les

permutations excluant les motifs ���� et ���� ��enum�er�ees par les nombres de Schr�oder ������

se trouvent les permutations non s�eparables ne comportant pas les motifs ���� et ������ En

e�et� les motifs ���� et ���� s�obtiennent �a partir des motifs respectivement ����� et ����� en
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supprimant l��el�ement barr�e�

S� Dulucq� S� Gire et J� West ���� ont montr�e que ces permutations non s�eparables sont direc	

tement en bijection avec les cartes planaires point�ees non s�eparables par isomorphisme de leurs

arbres de g�en�eration� Nous avons montr�e �voir �egalement S� Gire ���� et S� Dulucq� S� Gire et

O� Guibert ����� que ces permutations sont �egalement en bijection avec les permutations triables

par deux passages cons�ecutifs dans une pile� La r�eunion de ces travaux ���� ��� constitue donc

une preuve de la conjecture de J� West ����� ���� sur l��enum�eration de ces permutations�

D�E� Knuth s�est int�eress�e �a plusieurs algorithmes de tri et� en particulier� a consid�er�e les

permutations triables par passage dans une pile� montrant qu�il s�agissait des permutations

ne comportant pas le motif ���� Dans cet algorithme� la pile ne peut contenir �a tout instant

que des entiers allant en croissant �a partir du sommet
 ainsi� dans un certain sens� la pile

v�eri
e une condition dite de type �tour de Hano��� par r�ef�erence au probl�eme du m�eme nom�

La g�en�eralisation de ce probl�eme consid�er�ee par J� West ����� ���� consiste �a imposer cette

contrainte sur les piles �a chaque passage des �el�ements de la permutation�

Pour sa part� S� Gire ���� s�est int�eress�ee� non plus aux seules permutations� mais �egalement

aux mouvements de deux piles plac�ees en s�erie lorsqu�elles sont travers�ees par la permutation

identit�e� Le langage obtenu est le langage de Yamanushi codant les tableaux de Young standard

rectangulaires de hauteur ��

Elle a conjectur�e des formules d��enum�eration pour trois langages �l�un d�entre	eux prenant en

compte la contrainte �tour de Hano���� correspondant �a des restrictions sur ces tableaux� notant

que ces formules d�enombraient �egalement les permutations de Baxter alternantes� les permu	

tations de Baxter et les cartes planaires cubiques point�ees non s�eparables� cartes �enum�er�ees

par W�T� Tutte ������ Nous avons prouv�e combinatoirement ces conjectures �voir �egalement

S� Dulucq et O� Guibert ���� pour deux d�entre	elles�� Nous remarquons ainsi de nouveau les

liens �etroits existant entre permutations de Baxter �alternantes ou non� et permutations non

s�eparables �alternantes ou non� � les permutations non s�eparables alternantes sont en bijection

avec les cartes planaires cubiques point�ees non s�eparables et un quatri�eme langage se d�egageant

naturellement des trois consid�er�es par S� Gire est directement en correspondance avec les per	

mutations non s�eparables� Il est int�eressant de constater que les permutations non s�eparables�

apparues pour r�esoudre le probl�eme des permutations triables par deux passages cons�ecutifs

dans une pile� interviennent de nouveau dans ce travail sur les mots de piles�

Il est �egalement surprenant d�observer qu�une m�eme formule d�enombre les permutations de

Baxter alternantes �etudi�ees par R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot ���� et les involutions excluant

le motif ����� consid�er�ees par D� Gouyou	Beauchamps ����� Toutefois� les preuves combinatoires

apport�ees par ces auteurs sont di��erentes et ne permettent pas de mettre directement en bijection

ces ensembles de permutations alternantes et d�involutions �a motifs exclus� C�est l�une des raisons

qui a motiv�e l�int�egration du traitement des permutations alternantes et involutions �a motifs

exclus au logiciel forbid�
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Plan d�etaill�e de la th�ese

Cette th�ese s�articule en deux parties� La premi�ere partie� constitu�ee des chapitres � �a ��

expose les objets� r�esultats classiques� m�ethodes et outils utilis�es� La seconde partie� allant des

chapitres � �a �� d�etaille les r�esultats que nous avons obtenus� L�annexe A constitue un catalogue

des r�esultats que nous connaissons �a ce jour sur les permutations �a motifs exclus�

Le premier chapitre pr�esente les objets �etudi�es dans cette th�ese�

Il s�agit des permutations� et plus particuli�erement des permutations �a motifs exclus� permu	

tations pour lesquelles certaines sous	suites sont interdites� Quelques bijections classiques et

r�esultats g�en�eraux compl�etent cette pr�esentation�

Nous consacrons la 
n de ce chapitre �a des rappels de bijections classiques mettant en corres	

pondance des objets fr�equemment �etudi�es en Combinatoire� Dans le m�eme temps� nous donnons

des formules les d�enombrant� Nous rencontrerons par la suite ces objets que nous mettrons alors

en bijection avec certaines de permutations �a motifs exclus�

Le deuxi�eme chapitre expose la m�ethode des arbres de g�en�eration d�objets combinatoires�

Il s�agit de construire un arbre in
ni dont les sommets sont les objets de l�ensemble �etudi�e de

telle mani�ere qu�il contienne au niveau n tous les objets de taille n� chacun apparaissant une fois

et une seule� Chaque objet est ensuite remplac�e dans l�arbre par une �etiquette qui le caract�erise�

de sorte que l�arbre ainsi �etiquet�e correspond �a l�arbre de d�erivation d�un syst�eme de r�e�ecriture�

Ainsi� la donn�ee d�une part d�un axiome correspondant �a l��etiquette de la racine et d�autre part

d�un ensemble de r�egles de r�e�ecriture pr�ecisant les �etiquettes de tous les 
ls d�un sommet d�une

�etiquette donn�ee� permet de caract�eriser l�arbre de g�en�eration des objets consid�er�es�

Cette m�ethode pr�esente plusieurs int�er�ets� Tout d�abord� lorsque les arbres de g�en�eration de deux

ensembles d�objets combinatoires se caract�erisent par le m�eme syst�eme de r�e�ecriture� ils sont

isomorphes et induisent ainsi une bijection entre les deux ensembles consid�er�es� Ensuite� il est

possible� �a partir d�un syst�eme de r�e�ecriture quelconque� d�obtenir des r�ecurrences permettant

d��enum�erer l�ensemble d�objets combinatoires �etudi�e� Ce sont les deux principales applications de

cette m�ethode� m�eme si d�autres utilisations s�av�erent possibles� comme la g�en�eration al�eatoire

par exemple�

La m�ethode des arbres de g�en�eration peut bien �evidemment s�appliquer aux permutations �a

motifs exclus et �etre programm�ee� C�est ce qu�illustre le troisi�eme chapitre�

L�arbre de g�en�eration des permutations s�obtient en ins�erant l��el�ement n � � dans une per	

mutation d�ordre n� Nous privil�egions cette fa�con de faire cro��tre les permutations� m�eme s�il

existe d�autres possibilit�es ���� ��� qui conduisent �a des arbres de g�en�eration des permutations

�eventuellement di��erents� Par contre� nous consid�erons d�autres familles de permutations� les

involutions et les permutations alternantes� Ainsi� nous obtenons deux arbres de g�en�eration des

involutions� c�est �a dire deux fa�cons de faire cro��tre les involutions� et un arbre de g�en�eration

des permutations alternantes�

Nous avons d�evelopp�e le logiciel forbid qui permet de construire les arbres de g�en�eration de l�une
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quelconque des familles de permutations� pour un ou plusieurs motifs exclus choisi par l�utili	

sateur� forbid fournit alors des informations sur l�arbre de g�en�eration� sur l�ensemble �etudi�e� et

des distributions de cet ensemble selon des param�etres classiques sur les permutations�

En utilisant la m�ethode des arbres de g�en�eration� et avec l�aide du logiciel forbid� nous avons

montr�e que plusieurs ensembles de permutations �a motifs exclus sont �enum�er�es par des suites

classiques en Combinatoire� Ces r�esultats 
gurent dans le quatri�eme chapitre�

Tout d�abord� nous obtenons que les arbres de g�en�eration de trois ensembles de permutations �a

motifs exclus� �enum�er�es par les nombres de Pell� se caract�erisent tous par le m�eme syst�eme de

r�e�ecriture�

Ensuite� nous mettons onze ensembles de permutations �a motifs exclus en bijection avec les

mots du Grand Dyck d�enombr�es par les coe�cients binomiaux centraux� quatre syst�emes de

r�e�ecriture di��erents �etant n�ecessaires pour �etablir cette bijection� De plus� nous obtenons un

autre ensemble de permutations �a motifs exclus ayant m�eme formule d��enum�eration�

S� Gire ���� a exhib�e un syst�eme de r�e�ecriture caract�erisant les arbres de g�en�eration des arbres �	�

�suivant le nombre d�ar�etes� et d�un ensemble de permutations �a motifs exclus� objets �enum�er�es

par les nombres de Motzkin� Nous montrons que ce syst�eme de r�e�ecriture caract�erise �egalement

les arbres de g�en�eration des buissons� d�un autre ensemble de permutations �a motifs exclus et

de deux ensembles d�involutions �a motifs exclus�

J� West ����� ���� a caract�eris�e le syst�eme de r�e�ecriture de l�arbre de g�en�eration d�un ensemble

de permutations �a motifs exclus �enum�er�e par les nombres de Schr�oder et S� Gire ���� a montr�e

que ce syst�eme de r�e�ecriture caract�erise les arbres de g�en�eration d�un autre ensemble de permu	

tations �a motifs exclus et des arbres �	� �suivant le nombre de sommets internes�� Nous prouvons

que le m�eme syst�eme de r�e�ecriture caract�erise les arbres de g�en�eration de huit autres ensembles

de permutations �a motifs exclus�

En
n� nous caract�erisons les syst�emes de r�e�ecriture des tableaux et paires de tableaux de Young

standard de hauteur born�ee� c�est �a dire des involutions et permutations excluant le motif iden	

tit�e�

Le cinqui�eme chapitre prouve combinatoirement une conjecture de J� West ����� �����

La conjecture de J� West consistait �a relier combinatoirement les permutations triables par deux

passages cons�ecutifs dans une pile et les cartes planaires point�ees non s�eparables� S� Dulucq�

S� Gire et J� West ���� ont �etabli une partie de cette conjecture en mettant en correspondance

permutations non s�eparables et cartes planaires point�ees non s�eparables� Notre travail� �egalement

pr�esent�e dans la th�ese de S� Gire ���� et dans l�article de S� Dulucq� S� Gire et O� Guibert �����

consiste en une bijection entre permutations triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile

et permutations non s�eparables� et utilise de nouveau la m�ethode des arbres de g�en�eration des

permutations�

Apr�es avoir rappel�e le r�esultat g�en�eral� nous d�etaillons l�une des quatre correspondances de la

bijection� c�est �a dire l�un des quatre syst�emes de r�e�ecriture et les deux arbres de g�en�eration des
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permutations ainsi caract�eris�es� Ensuite� nous montrons qu�un autre ensemble de permutations

�a motifs exclus se relie combinatoirement �a la bijection�

Le sixi�eme chapitre est enti�erement consacr�e aux permutations de Baxter ����

S� Gire ���� a caract�eris�e le syst�eme de r�e�ecriture de l�arbre de g�en�eration des permutations de

Baxter� Nous montrons dans un premier temps que ce syst�eme de r�e�ecriture caract�erise �egalement

les arbres de g�en�eration d�autres objets combinatoires�

Ensuite� nous �etablissons une bijection entre permutations de Baxter et triplets de chemins deux

�a deux disjoints� di��erente de celle de X� Viennot ������ Nous obtenons combinatoirement une

nouvelle formule d�enombrant les permutations de Baxter qui g�en�eralise celles de F�R�K� Chung�

R�L� Graham� V�E� Hoggatt et M� Kleiman ���� et de C�L� Mallows ����� De plus� cette bijection

traduit naturellement la propri�et�e d�alternance� nous permettant de retrouver et d�a�ner le

r�esultat de R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot ���� sur l��enum�eration des permutations de Baxter

alternantes�

Le septi�eme chapitre r�esout trois conjectures de S� Gire �����

S� Gire a consid�er�e trois restrictions di��erentes de l�ensemble des mots de piles� conjecturant

les formules d��enum�eration des trois langages ainsi obtenus� Nous �etablissons tout d�abord une

bijection entre le premier de ces langages et l�ensemble des permutations de Baxter alternantes�

permutations d�enombr�ees combinatoirement par R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot ����� Or� les

deux derniers langages �etudi�es par S� Gire sont tous deux des restrictions di��erentes du premier�

En consid�erant ces deux restrictions dans la bijection obtenue pour le premier langage� nous

avons caract�eris�e les deux ensembles de permutations r�esultants � il s�agit des permutations de

Baxter et des permutations non s�eparables alternantes� Nous mettons alors en bijection ces per	

mutations non s�eparables alternantes et les cartes planaires cubiques point�ees non s�eparables�

cartes d�enombr�ees par W�T� Tutte ������ De plus� nous �etablissons une bijection entre permu	

tations non s�eparables et mots appartenant �a l�intersection des deuxi�eme et troisi�eme langages

consid�er�es par S� Gire� En
n� nous nous sommes int�eress�es �a d�autres restrictions naturelles de

l�ensemble des mots de piles et avons ainsi obtenu plusieurs autres r�esultats d��enum�eration�
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G�en�eralit�es

Dans ce chapitre� nous rappelons quelques notions classiques sur les permutations et les

permutations �a motifs exclus� et pr�esentons quelques objets combinatoires classiques�

��� Permutations

Une permutation � ! �������� � � ���n� sur �n� ! f�� �� � � � � ng� not�ee sous forme de mot� est

une bijection de �n� dans �n��

Sn d�esigne l�ensemble des n" permutations sur �n��

D�e
nition ��� Pour toute permutation � de Sn� nous notons

� �� la permutation miroir de � d�e�nie par ���i� ! ��n� �� i� pour tout i � �n�

� �c la permutation compl�ementaire de � d�e�nie par �c�i� ! n� �� ��i� pour tout i � �n�

� ��� la permutation inverse de � v�eri�ant ����i� ! j �� ��j� ! i pour tout i� j � �n�

Sur l�ensemble des permutations de Sn� nous serons amen�es �a nous int�eresser aux param�etres

suivants�

D�e
nition ��� Etant donn�ee une permutation � de Sn� nous appelons

� descente un indice i � �n� �� tel que ��i� � ��i� �� �

le nombre de descentes de � est not�e desc���

� mont�ee un indice i � �n� �� tel que ��i� � ��i� �� �

le nombre de mont�ees de � est not�e mont���

� descente inverse un indice i � �n� �� tel que ����i� � ����i� �� �
le nombre de descentes inverses de � est not�e descinv���

��
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� mont�ee inverse un indice i � �n� �� tel que ����i� � ����i� �� �
le nombre de mont�ees inverses de � est not�e montinv���

� maximum �a gauche un �el�ement ��i� tel que ��i� � ��j� pour tout � � j � i �

le nombre de maxima �a gauche de � est not�e maxg���

� maximum �a droite un �el�ement ��i� tel que ��i� � ��j� pour tout i � j � n �

le nombre de maxima �a droite de � est not�e maxd���

� minimum �a gauche un �el�ement ��i� tel que ��i� � ��j� pour tout � � j � i �

le nombre de minima �a gauche de � est not�e ming���

� minimum �a droite un �el�ement ��i� tel que ��i� � ��j� pour tout i � j � n �

le nombre de minima �a droite de � est not�e mind���

Exemple ��� La permutation ��������� poss�ede � descentes �indices ��������� � mont�ees �in�

dices ��������� � descentes inverses �indices ��������� � mont�ees inverses �indices ��������� �

maxima �a gauche ��el�ements ������� � maxima �a droite ��el�ements ����� � minima �a gauche ��el�e�

ments ������� � minima �a droite ��el�ements �������

Propri�et�e ��� Pour toute permutation � de Sn� nous avons desc��� �mont��� ! n � � et les

relations d�ecrites par la �gure 	�	�

mont montinv

desc descinv

−1

c *

−1

*c

maxg maxd

ming mind

*

*

c c
−1

−1

−1

Figure ��� E�et des trois bijections classiques sur les param�etres mont�ees#descentes et les mi	
nima#maxima�

Nous d�esignons par In l�ensemble des involutions sur �n�� c�est �a dire les permutations � de

Sn v�eri
ant � ! ���� Un �el�ement i d�une involution � est un point �xe si et seulement si ��i� ! i�

Exemple ��� La permutation �������� est une involution de I� ayant � points �xes ��el�ements

�����
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Nous d�esignons par bSn l�ensemble des permutations alternantes sur �n�� c�est �a dire les per	
mutations � de Sn v�eri
ant ���i� �� � ���i� � ���i� �� pour tout i � �bn�c��

Exemple ��� La permutation ��������� est une permutation alternante de bS��
Plusieurs bijections classiques relient les permutations �a d�autres objets combinatoires� Nous

en citons deux �voir 
gure ���� que nous utiliserons par la suite�

� La correspondance de Robinson	Schensted ���� ���� dont X� Viennot ����� a donn�e une

interpr�etation g�eom�etrique� met en bijection les permutations et les paires de tableaux de

Young standard de m�eme forme�

� La construction suivante �voir notamment ����� permet d�obtenir un arbre binaire �com	

plet� croissant �a partir d�une permutation �alternante� donn�ee�

abc�u� ! � abc�v�� x� abc�w� � o�u u ! vxw� x ! minfui � u ! u�u� � � � upg

Cette construction est bijective 
 il su�t de lire la projection en ordre in
xe de l��etiquetage

des sommets de l�arbre binaire croissant pour obtenir la permutation�
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Figure ��� Permutation en bijection avec une paire de tableaux de Young standard et un arbre
binaire croissant�

��� Permutations �a motifs exclus

Nous allons maintenant introduire les permutations �a motifs exclus� c�est �a dire les permu	

tations pour lesquelles certaines sous	suites �sous	mots� sont interdites�

D�e
nition ��
 Une permutation � de Sn contient une sous	suite de type � appartenant �a Sk

si et seulement s
il existe une suite d
indices � � i���� � i���� � � � � � i��k� � n tels que

��i�� � ��i�� � � � � � ��ik��
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Nous notons Sn��� l
ensemble des permutations de Sn qui ne contiennent pas de sous�suite

de type � �

Exemple ��� La permutation ��������� appartient �a S������� car aucune de ses sous�suites

de longueur � n
est de type ����� mais n
appartient pas �a S������� notamment car la sous�suite

���������������� ! ���� est de type �����

D�e
nition ��� Une permutation barr�ee � sur �k� est une permutation de Sk ayant un �el�ement

distingu�e �nous parlons de permutations p�barr�ees lorsque p �el�ements sont distingu�es��

Nous notons � la permutation sur �k� identique �a � mais sans distinction d
�el�ement� et e� la per�

mutation sur �k��� correspondant au type de la sous�suite compos�ee des �el�ements non distingu�es

de � �

Une permutation � de Sn contient une sous�suite de type � si et seulement si � contient une

sous�suite de type e� qui ne fait pas elle�m�eme partie d
une sous�suite de type � �

Nous notons Sn��� l
ensemble des permutations de Sn qui ne contiennent pas de sous�suite

de type � �

Exemple ���� La permutation � ! ��������� appartient �a S�������� car toutes les sous�

suites de type ���� font partie de sous�suites de type ������ Par exemple� la sous�suite

���������������� ! ���� de type ���� fait partie de la sous�suite �������������������� ! �����

de type ������

Par contre� � n
appartient pas �a S������� notamment car la sous�suite ������������ ! ��� de

type ��� ne fait pas partie d
une sous�suite de type �����

Par la suite� nous emploierons le termemotif pour d�esigner une permutation� une permutation

barr�ee ou une permutation p	barr�ee�

Notation ���� Etant donn�e un ensemble de motifs f��� ��� � � � � �pg� Sn���� ��� � � � � �p� d�esigne

l
ensemble des permutations appartenant �a Sn����� Sn���� � � � �� Sn��p��

De m�eme� In���� ��� � � � � �p� et bSn���� ��� � � � � �p� d�esignent respectivement les ensembles des in�
volutions et permutations alternantes excluant simultan�ement les motifs ��� ��� � � � � �p�

Propri�et�e ���� �J� West �		
�� Pour tout ensemble de motifs f��� ��� � � � � �pg� nous avons

� � Sn���� ��� � � � � �p� �� �� � Sn���
�� ���� � � � � �p�� �� �c � Sn���

c� ��
c� � � � � �p

c� �� ��� �
Sn������ ����� � � � � �p����

Corollaire ���� Pour tout ensemble de motifs f��� ��� � � � � �pg� nous avons

� � � In���� ��� � � � � �p��� ��c � In����c� ���c� � � � � �p�c�
� � In���� ��� � � � � �p��� � � In������ ����� � � � � �p���

� � � bS�k���� ��� � � � � �p��� ��c � bS�k����c� ���c� � � � � �p�c�
� � bS�k������ ��� � � � � �p��� �� � bS�k������� ���� � � � � �p��
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��� Rappels sur quelques objets combinatoires classiques

Nous rappelons ici quelques correspondances classiques entre arbres binaires� mots de paren	

th�eses et polyominos parall�elogrammes� chacune de ces familles �etant �enum�er�ee par les nombres

de Catalan� Nous terminons ce paragraphe en rappelant une interpr�etation combinatoire des co	

e�cients binomiaux� des nombres de Motzkin et de Schr�oder� interpr�etation que nous utiliserons

par la suite�

����� Arbres binaires� mots de parenth�eses et polyominos parall�elogrammes

La 
gure ��� illustre les correspondances entre arbres binaires� mots de parenth�eses et poly	

ominos parall�elogrammes que nous allons pr�esenter maintenant�

Le langage des mots de parenth�eses �ou syst�emes de parenth�eses bien form�es ou encore mots

de Dyck� est le langage Px�x ! fw � fx� xg� � jwjx ! jwjx
 	w ! w�w��� jw�jx 
 jw�jxg�
Il est fr�equent de repr�esenter un mot de parenth�eses w de Px�x par un chemin de Dyck �� Le

i	eme pas du chemin � est un pas unitaire Nord	Est ou Sud	Est selon que la i	eme lettre du mot

est respectivement x ou x�

Nous notons An l�ensemble des arbres binaires complets ayant �n � � sommets �n sommets

internes et n� � feuilles��

Une bijection classique ���� met en correspondance les arbres binaires complets ayant �n��

sommets et les arbres binaires ayant n sommets� Elle consiste �a supprimer simultan�ement toutes

les feuilles de l�arbre binaire complet pour obtenir l�arbre binaire� Nous notons compl�et�e�a�

l�arbre binaire complet obtenu �a partir de l�arbre binaire a�

Une bijection entre un arbre binaire complet a de An et un mot de parenth�eses de Px�x de

longueur �n est d�e
nie par le codage suivant�

code�a� !

�
� si a est r�eduit �a un sommet

x code�gauche�a�� x code�droit�a�� sinon

Notons a� le miroir de l�arbre binaire a obtenu en �echangeant les sous	arbres gauche et droit

de chaque sommet�

Un polyomino parall�elogramme ���� est la donn�ee� sur le r�eseau carr�e� de deux chemins dis	

joints ayant m�eme origine et m�eme extr�emit�e 
nale� et n�empruntant que des pas unitaires Nord

et Est�

M� Delest et X� Viennot ���� ont donn�e une correspondance entre polyominos parall�elo	

grammes et chemins de Dyck �ou mot de parenth�eses�� Celle	ci est obtenue en associant �a un

polyomino parall�elogramme deux suites d�entiers� la premi�ere correspondant au nombre de cel	

lules de chaque colonne� la seconde indiquant le nombre de cellules en contact pour chaque paire

de colonnes cons�ecutives� Ces deux suites d�entiers sont alors les hauteurs des pics �facteurs xx�

et les hauteurs augment�ees d�une unit�e des creux �facteurs xx� du chemin de Dyck �ou mot de

parenth�eses� correspondant�
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Figure ��� Mot de parenth�eses en bijection avec un arbre binaire complet� un arbre binaire� un
chemin de Dyck� deux suites d�entiers et un polyomino parall�elogramme�

����� Nombres de Catalan

Le nombre de mots de parenth�eses de longueur �n est donn�e par le n	eme nombre de Catalan

cn !
��n�


�n���
n
 �

Nous serons amen�es par la suite �a consid�erer certaines distributions classiques sur les nombres

de Catalan� Nous les rappelons ici� et donnons leur interpr�etation sur les mots de parenth�eses�

cn !
Pn

k�� c
���
n�k o�u c���n�k !

��n�k��
n��

�
�
��n�k��

n

�
�nombres de Delannoy ���� ou nombres de

scrutins ���� ou distribution � ������

Les nombres c���n�k �enum�erent les mots de parenth�eses w de longueur �n de la forme w ! xkxw�

de m�eme que les mots de parenth�eses w de longueur �n comportant k facteurs premiers w !

w�w� � � �wk o�u wi � xPx�xx pour tout i � �k�� Ce r�esultat est imm�ediat en consid�erant le miroir

de l�arbre binaire complet cod�e par un mot de parenth�eses�

cn !
Pn

k�� c
���
n�k o�u c���n�k !

�����
�n��
k��

� �n��
k

�� n
k��

� �n
k

� ����� ! �
n

�n
k

�� n
k��

�
! �

k

�n��
k��

�� n
k��

�
�nombres de Na	

rayana ���� ou distribution 	 ������
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Les nombres c���n�k �enum�erent les mots de parenth�eses w de longueur �n ayant k facteurs xx�

c�est �a dire le nombre de chemins de Dyck ayant k pics�

����� Coe	cients binomiaux� nombres de Motzkin et nombres de Schr
oder

Le langage GDz�z ! fw � fz� zg� � jwjz ! jwjzg est parfois appel�e langage du Grand Dyck�

Le nombre de mots de GDz�z de longueur �n est donn�e par le n
	eme coe�cient binomial

central
��n
n

�
�

Un arbre 	�� est un arbre dessin�e �ou ordonn�e� et enracin�e dans lequel chaque sommet

poss�ede au plus deux 
ls�

Le langage Px�x tt fyg� d�esigne le langage de Motzkin �o�u tt est le symbole du produit

de m�elange��

Nous utiliserons par la suite les deux codages suivants �voir 
gure ����� appel�es pr�e
xe et

su�xe� d�un arbre �	� �ou d�un arbre binaire complet� a poss�edant n ar�etes par un mot de

Motzkin de Px�x tt fyg� �ou un mot de parenth�eses de Px�x� de longueur n�

pr�efixe�a� !

�������
�

y pr�efixe�sous arbre central�a��

x pr�efixe�sous arbre gauche�a�� x pr�efixe�sous arbre droit�a��
suivant que la racine de a soit respectivement une feuille� un point simple� un point double�

suffixe�a� !

�������
�

suffixe�sous arbre central�a�� y

suffixe�sous arbre gauche�a�� x suffixe�sous arbre droit�a�� x
suivant que la racine de a soit respectivement une feuille� un point simple� un point double�

Clairement� pour un arbre binaire complet a� nous avons pr�efixe�a� ! code�a��

Remarquons que le codage pr�e
xe du miroir d�un arbre �	� correspond au miroir et com	

pl�ementaire du codage su�xe de l�arbre �	�� Sur l�exemple illustr�e par la 
gure ���� nous avons

pr�efixe�a�� ! suffixe�a��c ! xxyxxxyxxxxxxyxyyxyxxxy�

De plus� nous avons la propri�et�e suivante� Soit s un sommet interne d�un arbre binaire

complet a de num�ero i dans l�ordre in
xe� en ne num�erotant que les sommets internes� Alors� le

i	eme x �resp� x� du codage pr�e
xe �resp� su�xe� de a correspond �a l�ar�ete droite �resp� gauche�

de s�

Un buisson ���� est un arbre dessin�e et enracin�e dans lequel aucun sommet� sauf �eventuelle	

ment la racine� ne poss�ede qu�un seul 
ls�

Les buissons poss�edant n ar�etes sont en correspondance �voir 
gure ���� avec les mots de

longueur �n du langage Px�xnffx� xg
�xxwxxfx� xg� � w � Px�xg� Cette bijection r�esulte du

codage classique d�un arbre par un parcours pr�e
xe o�u une ar�ete est cod�ee par la lettre x �resp�

x� lors de sa premi�ere �resp� seconde� visite�

Les arbres �	� et les buissons poss�edant n ar�etes sont �enum�er�es par le n	eme nombre de

Motzkin
Pbn� c

i��

�
n
�i

�
ci�
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Le nombre d�arbres �	� poss�edant n sommets internes est donn�e par le n	eme nombre de

Schr�oder
Pn

i��

�
n�i
n�i
�
ci�
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Figure ��� Codages pr�e
xe et su�xe d�un arbre �	��
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Figure ��� Un buisson�



Chapitre �

Arbre de g�en�eration d�une famille

d�objets combinatoires

En Combinatoire� lorsque nous consid�erons une famille d�objets combinatoires� il est naturel

de s�int�eresser �a la fa�con dont peuvent cro��tre ces objets dans le but de les caract�eriser et de les

�enum�erer� Cette approche se retrouve en particulier dans le cadre de la th�eorie des esp�eces de

structures ���� �� et des grammaires d�objets ���� ����

Nous abordons ici cette probl�ematique en consid�erant la notion d�arbre de g�en�eration d�une

famille d�objets combinatoires� Un tel arbre peut �etre d�e
ni lorsque chaque objet de la famille

est obtenu de mani�ere unique �a partir d�un autre objet plus petit �de la m�eme famille� par une

certaine r�egle de croissance� et lorsqu�il existe un unique objet de taille minimale� Ainsi� �a chaque

sommet de l�arbre correspond un objet de la famille�

A travers un exemple simple dans ce chapitre� et d�autres plus complexes dans les suivants�

nous montrons qu��a de nombreux objets combinatoires peuvent �etre associ�es un arbre de g�en�e	

ration� Pour chacun d�eux� la r�egle de croissance des objets permet de caract�eriser l�arbre de

g�en�eration par un syst�eme de r�e�ecriture duquel il est possible de d�eduire des �equations de r�ecur	

rence� Par la suite� nous utiliserons �a de nombreuses reprises le fait que� lorsque deux arbres de

g�en�eration sont caract�eris�es par le m�eme syst�eme de r�e�ecriture� ils sont isomorphes et induisent

une bijection entre les deux familles d�objets combinatoires sous	jacentes�

A
n d�illustrer cette pr�esentation de la m�ethode des arbres de g�en�eration� nous utilisons les

mots de parenth�eses comme exemple de r�ef�erence�

��� Arbre de g�en�eration

Soit E ! �n��En un ensemble d�objets combinatoires o�u En d�esigne l�ensemble des objets

de taille n� Supposons que E� soit r�eduit �a un seul objet� le g�en�erateur�

L�arbre de g�en�eration de l�ensemble E est un arbre pour lequel

��
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� chaque objet de En appara��t une fois et une seule sur un sommet de niveau n�

� les ar�etes de l�arbre reliant les sommets au niveau n �a ceux au niveau n�� correspondent

aux r�egles de g�en�eration permettant de construire les objets de En�� �a partir des objets

de En�

Exemple ��� Un mot de parenth�eses w non vide se factorise de mani�ere unique sous la forme

w ! w�w� � � �wp o�u les wi sont des mots de parenth�eses non vides et p est maximal �les wi

sont alors des mots de parenth�eses premiers�� Un tel mot w permet d
engendrer p � � mots de

parenth�eses� �a savoir les mots xw�w� � � �wi��xwiwi�� � � �wp pour tout i � �p���� Partant du mot

vide� nous obtenons ainsi tous les mots de parenth�eses� ce qui conduit �a l
arbre de g�en�eration

des mots de parenth�eses donn�e par la �gure ��	�

Notons que ces r�egles de g�en�eration correspondent exactement aux op�erateurs d et D introduits

par R� Cori �	���
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Figure ��� Arbre de g�en�eration des mots de parenth�eses�

Remarque ���

�i� Il est possible d
�etendre la d�e�nition d
arbre de g�en�eration �a la notion de for�et d
arbres

de g�en�eration� Ceci correspondrait au cas o�u l
ensemble consid�er�e poss�ederait plusieurs

g�en�erateurs �c
est �a dire plusieurs objets minimaux��
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�ii� Il serait �egalement envisageable d
autoriser des ar�etes reliant deux sommets situ�es aux

niveaux n et n� k �avec k � �� dans le cas o�u les r�egles de g�en�eration des objets auraient

pour e�et de les faire cro��tre de k unit�es�

��� De l�arbre de g�en�eration au syst�eme de r�e�ecriture

Un arbre de g�en�eration d�un ensemble d�objets combinatoires peut �etre caract�eris�e par un

syst�eme de r�e�ecriture� Celui	ci est obtenu en associant �a chaque objet �sommet de l�arbre� une

�etiquette et en d�eduisant des r�egles de g�en�eration des objets un ensemble de r�egles de r�e�ecriture

pour ces �etiquettes�

Le syst�eme de r�e�ecriture caract�erisant l�arbre de g�en�eration consid�er�e se compose alors d�un

axiome ��etiquette initiale correspondant �a l�objet g�en�erateur� et d�un ensemble de r�egles de

r�e�ecriture� Nous le repr�esentons ainsi��������������������

�etiquette initiale

�etiquette� � �etiquette� fils�� �etiquette� fils�� � � � � �etiquette� filst�
�etiquette� � �etiquette� fils�� �etiquette� fils�� � � � � �etiquette� filst�

���

�etiquetter � �etiquetter fils�� �etiquetter fils�� � � � � �etiquetter filstr
o�u �etiquettei fils�� �etiquettei fils�� � � � � �etiquettei filsti sont les ti �etiquettes obtenues �a partir

de l��etiquette �etiquettei pour tout i � �r��

Exemple ��� Le syst�eme de r�e�ecriture�
���

�p� � �p� ��� �p�� � � � � ���
dont l
arbre de d�erivation est donn�e �gure ��� caract�erise l
arbre de g�en�eration des mots de

parenth�eses donn�e dans l
exemple ��	� En e�et� pour cette famille d
objets� l
�etiquette d
un mot

de parenth�eses correspond �a la taille de sa factorisation en mots premiers�

Un arbre de g�en�eration d�un ensemble d�objets combinatoires peut �etre caract�eris�e par un

syst�eme de r�e�ecriture dans lequel certains termes des �etiquettes correspondent �a la valeur de

certains param�etres associ�es �a ces objets� Ces termes� qui ne sont pas forc�ement tous n�ecessaires

�a la caract�erisation de l�arbre� peuvent �etre toutefois utiles pour consid�erer une distribution

particuli�ere des objets�

Exemple ��� Le syst�eme de r�e�ecriture�
������

�p� c� � �p� �� c� ��� �p� c�� �p� �� c�� � � � � ��� c�
caract�erise l
arbre de g�en�eration des mots de parenth�eses� Il est tel qu
�a chaque mot de paren�

th�eses w correspond une �etiquette �p� c� o�u p est le nombre de facteurs premiers de w et c est le

nombre de facteurs xx de w �nombre de creux du chemin de Dyck correspondant�� Pour cela� il

est n�ecessaire d
associer l
�etiquette ������ au mot vide�
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Figure ��� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture caract�erisant l�arbre de g�en�eration des
mots de parenth�eses�

Remarque ��� Deux arbres de g�en�eration caract�eris�es par le m�eme syst�eme de r�e�ecriture sont

isomorphes �symbolis�e par �!�� Cet isomorphisme induit une bijection entre les deux ensembles

d
objets correspondants qui transporte tous les param�etres associ�es aux �etiquettes du syst�eme de

r�e�ecriture�

Exemple ��� Consid�erons un nouvel arbre de g�en�eration des mots de parenth�eses bas�e sur la

construction suivante� Partant d
un mot de parenth�eses w codant un chemin de Dyck de hauteur

initiale p� w ! xpxw�� nous engendrons p�� mots de parenth�eses� �a savoir les mots xixxp���ixw�

pour tout i � �p���� Clairement� nous obtenons ainsi� en it�erant cette construction� chaque mot

de parenth�eses une fois et une seule� L
arbre de g�en�eration correspondant est caract�eris�e par le

syst�eme de r�e�ecriture�
���

�p� � ���� ���� � � � � �p� ��
identique �a celui de l
exemple ����

Nous en d�eduisons que la distribution des mots de parenth�eses suivant le nombre de facteurs

premiers est identique �a la distribution de ces m�emes mots suivant leur hauteur initiale � il s
agit

des nombres de Delannoy�
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��� Du syst�eme de r�e�ecriture aux r�ecurrences

A partir d�un syst�eme de r�e�ecriture caract�erisant un arbre de g�en�eration d�objets combina	

toires� il est toujours possible d��etablir des �equations de r�ecurrence pour le nombre de ces objets

en fonction de leur taille et des param�etres de l��etiquette�

Exemple ��
 Consid�erons le syst�eme de r�e�ecriture caract�erisant l
arbre de g�en�eration des mots

de parenth�eses donn�e dans l
exemple ����
���

�p� � �p� ��� �p�� � � � � ���

Soit cn��p� le nombre d
�etiquettes �p� obtenues au niveau n de l
arbre de g�en�eration et cn le nombre

total d
�etiquettes �a ce m�eme niveau� Ainsi� d
apr�es ce que nous avons vu pr�ec�edemment� cn��p�

est le nombre de mots de parenth�eses de longueur �n ayant exactement p facteurs premiers�

Nous d�eduisons du syst�eme de r�e�ecriture les r�ecurrences suivantes������������������

c����� ! �

c����� ! �

cn���� !
Pn��

k�� cn����k� pour tout n � �

cn��p� !
Pn��

k�p�� cn����k� pour tout n � � et pour tout p � ��� n�

cn !
Pn

p�� cn��p� pour tout n 
 �

Nous pouvons alors v�eri�er que cn��p� !
��n�p��

n��
�
�
��n�p��

n

�
pour tout � � p � n et que cn !

��n�

�n���
n
 pour tout n 
 ��

��� Arbres de g�en�eration et g�en�eration al�eatoire

La m�ethode des arbres de g�en�eration est directement utilisable pour la g�en�eration al�eatoire

d�objets combinatoires�

En e�et� tirer de fa�con uniforme et �equiprobable l�un des �el�ements de taille n de l�ensemble

�etudi�e correspond �a choisir al�eatoirement un chemin partant de la racine et aboutissant �a l�un

des sommets du niveau n de l�arbre de g�en�eration� Pour cela� il est n�ecessaire de conna��tre� pour

chaque sommet de l�arbre de g�en�eration� son nombre de descendants au niveau n� Ainsi� pour un

sommet donn�e� il sera possible de choisir �equiprobablement l�un de ses 
ls� Ce calcul est donc tr�es

similaire de celui �a r�ealiser pour r�esoudre les r�ecurrences du syst�eme de r�e�ecriture caract�erisant

l�arbre de g�en�eration � les r�egles de r�e�ecriture sont identiques et l��etiquette d�initialisation �a

prendre en compte est celle du sommet consid�er�e�

Nous pouvons alors en d�eduire un algorithme en temps lin�eaire qui tire uniform�ement et

�equiprobablement l�un des �el�ements de l�ensemble �etudi�e� Toutefois� cet algorithme manipule de

grands nombres� et nous nous retrouvons confront�es aux m�emes probl�emes que ceux pr�esents

dans la m�ethode de T� Hickey et J� Cohen ���� pour la g�en�eration al�eatoire de mots d�un langage

engendr�e par une grammaire alg�ebrique�
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Exemple ��� A�n de g�en�erer al�eatoirement un mot de parenth�eses� de fa�con uniforme et �equi�

probable� il est n�ecessaire de calculer c
r��e�
n le nombre de sommets au niveau n issus d
un sommet

d
�etiquette �e� du niveau r� Pour cela� nous devons r�esoudre les r�ecurrences du syst�eme de r�e�e�

criture�
�e�

�p� � ���� ���� � � � � �p� ��

qui correspond au syst�eme de r�e�ecriture des mots de parenth�eses de l
exemple ��� �seule l
�eti�

quette d
initialisation est modi��ee�� Nous pouvons v�eri�er que c
r��e�
n !

��n��r�e
n�r

�
�
��n��r�e
n�r��

�
pour

tout � � e � r � n et plus pr�ecis�ement que le nombre de sommets ayant pour �etiquette �p��

pour tout p � �n�� est c
r��e�
n��p� !

��n��r�e�p��
n�r��

�
�
��n��r�e�p��

n�r�e
�
� Nous en d�eduisons l
algorithme de

g�en�eration al�eatoire d
un mot de parenth�eses illustr�e par la �gure ����

Entr�ee � n 
 �
Sortie � un mot de parenth�eses w de longueur �n

w� 
� �
e 
� �
pour r variant de � �a n � �

choisir le 
ls d��etiquette �p� �p � �e� ��� avec la probalit�e c
r����p�
n

c
r��e�
n

w� 
� xe���pxw�

e 
� p

retourner xexw�

Figure ��� Algorithme de g�en�eration al�eatoire d�un mot de parenth�eses�



Chapitre �

Arbres de g�en�eration de

permutations � le logiciel forbid

Dans ce chapitre� nous nous int�eressons aux arbres de g�en�eration des permutations et de deux

familles particuli�eres � les involutions et les permutations alternantes� Nous montrons comment

ces arbres peuvent �etre construits et caract�erisons chacun d�eux par un syst�eme de r�e�ecriture� De

mani�ere plus g�en�erale� nous consid�erons les arbres de g�en�eration de ces familles de permutations

lorsque certains motifs sont interdits�

Ensuite� nous pr�esentons un logiciel� baptis�e forbid et d�evelopp�e en langage C� pour l�ob	

tention de n�importe quelle famille de permutations �permutations� involutions� permutations

alternantes� excluant un ou plusieurs motifs� Nous d�ecrivons les di��erents �etats de sortie que

permet ce logiciel � arbre de g�en�eration� ensemble des permutations� distributions de ces permu	

tations suivant la plupart des param�etres classiques sur les permutations� � � �

��� Arbres de g�en�eration de permutations �a motifs exclus

����� Arbre de g�en�eration des permutations

D�e
nition ��� �J� West �		
�� L
arbre de g�en�eration des permutations excluant l
ensemble de

motifs f��� ��� � � � � �pg v�eri�e

� sa racine est constitu�ee par la permutation � de S��

� les �ls d
une permutation � de Sn���� ��� � � � � �p� sont toutes les permutations appartenant

�a Sn������ ��� � � � � �p� obtenues en ins�erant l
�el�ement n � � dans �� c
est �a dire les permu�

tations �n����������� � � ���n�� �����n������� � � ���n�� � � �� �������� � � ���n��n����

L�arbre de g�en�eration des permutations excluant les motifs de f��� ��� � � � � �pg est not�e

T ���� ��� � � � � �p��

��
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Remarque ��� D
autres constructions pour l
arbre de g�en�eration des permutations sont �egale�

ment possibles comme l
a propos�e S� Gire ����� Par exemple� il est possible d
ins�erer l
�el�ement

� dans la permutation � dont tous les �el�ements ont pr�ealablement �et�e incr�ement�es d
une unit�e�

ou bien d
ins�erer les �el�ements e appartenant �a �n � �� devant la permutation � dont tous les

�el�ements sup�erieurs ou �egaux �a e ont pr�ealablement �et�e incr�ement�es d
une unit�e� � � �

L�arbre de g�en�eration de toutes les permutations �voir 
gure ���� est caract�eris�e par le sys	

t�eme de r�e�ecriture�������
���

�t� � �t� ��� �t� ��� � � � � �t� ��� 	z 

t fois

Ce syst�eme de r�e�ecriture v�eri
e qu��a chaque permutation de Sn correspond l��etiquette �n� ���

4321
3421
3241
3214

4231
2431
2341
2314

4213

2143
2134

4312
3412

3124

4132
1432
1342
1324

4123
1423
1243
1234

321

231

213

312

132

123

21

12

1

2413

3142

Figure ��� Arbre de g�en�eration de toutes les permutations�

Pour un ensemble de motifs exclus� l�arbre de g�en�eration T ���� ��� � � � � �p� est donc un sous	

arbre de l�arbre de g�en�eration de toutes les permutations� Par exemple� la 
gure ��� repr�esente

l�arbre de g�en�eration des permutations T ����� jusqu�au niveau ��

D�e
nition ��� �J� West �		
�� O� Guibert ����� S� Gire ����� Etant donn�ee une permutation �

de Sn���� ��� � � � � �p�� un site est soit une position entre deux �el�ements cons�ecutifs ��i� et ��i���



���� Arbres de g�en�eration de permutations �a motifs exclus ��

21

12

1

123

321

231

213

132

4321

3421

3241

3214

2431

2341

2314

2143

2134

1432

1342

1324

1243

1234

Figure ��� T ������ l�arbre de g�en�eration des permutations excluant le motif ����

pour tout i � �n� ��� soit la position �a gauche de ����� soit la position �a droite de ��n��

Un site est dit actif si l
insertion de l
�el�ement n�� dans cette position de la permutation � donne

une permutation appartenant �a Sn������ ��� � � � � �p� � le site est dit inactif dans le cas contraire�

Un site est dit temporairement inactif s
il est inactif pour l
insertion de l
�el�ement n � � dans

cette position de la permutation � et qu
existe k � � tel que l
insertion de l
�el�ement n� k dans

cette position de la permutation �� obtenue en ins�erant les �el�ements de �n� �� n� k� �� dans �

rend ce site actif � le site inactif est dit d�e
nitivement inactif dans le cas contraire�

Nous repr�esentons par les symboles �� � et � les sites respectivement actif� temporairement

inactif et d�e�nitivement inactif�

Exemple ��� La permutation ������������� de S
������ ������ poss�ede � sites actifs car

f�������� �������� �������� �������g � S������� ������� � sites temporairement inactifs car

������� �� S������� ������ mais �������� � S������� ������ et ������� �� S������� ������ mais

�������� � S������� ������� et � site d�e�nitivement inactif car pour tout e � � la sous�suite

���e est de type �����

La propri�et�e suivante nous sera particuli�erement utile pour �etablir certains r�esultats des

chapitres suivants�

Propri�et�e ��� �O� Guibert ����� S� Gire ����� Soient � et 	 deux permutations respectivement

non barr�ee et barr�ee sur �k�� 	 et e	 �etant obtenus �a partir de 	 conform�ement �a la d�e�nition

	��� Alors� nous avons les propri�et�es suivantes�
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�i� Les ����k� � � premiers sites et les k � ����k� derniers sites de toute permutation �

appartenant �a Sn��� sont actifs�

�ii� Les e	���k����� premiers sites et les k��� e	���k��� derniers sites de toute permutation
� appartenant �a Sn�	� sont actifs�

�iii� Etant donn�ee une permutation � appartenant �a Sn���� un site inactif de � reste d�e�niti�

vement inactif�

�iv� Etant donn�ee une permutation � appartenant �a Sn�	�� un site inactif de � reste d�e�niti�

vement inactif si l
�el�ement distingu�e est k� � et si les �el�ements k et k� � sont cons�ecutifs

dans un ordre quelconque dans 	� ou bien si l
�el�ement distingu�e est di��erent de k � ��

�v� Soient � une permutation appartenant �a Sn��� et �
� une permutation obtenue en ins�erant

l
�el�ement n�� dans �� Alors �� n
appartient pas �a Sn����� si et seulement si elle admet une
sous�suite ���l�����l�� � � ����lk� de type � telle qu
il existe i et j appartenant �a �k� v�eri�ant

���li� ! n� �� ��i� ! k et ���lj� ! n� ��j� ! k � ��

Remarque ��� Soit 	 une permutation barr�ee� 	 et e	 �etant obtenus �a partir de 	 conform�ement

�a la d�e�nition 	��� Soit x l
�el�ement distingu�e de 	 et posons i ! 	���x��
Si 	�i� �� ! x� � ou 	�i� �� ! x� �� alors Sn�	� ! Sn�e	��
Preuve Par d�e�nition� si la permutation � appartient �a Sn�e��� � appartient �egalement �a Sn����

Supposons maintenant que � n�appartienne pas �a Sn�e��� c�est �a dire que � poss�ede une sous�suite e� de

type e�� Posons k 	 j�j� Si e� ne fait pas elle�m
eme partie d�une sous�suite de type �� � n�appartient pas

�a Sn���� Sinon� parmi toutes les sous�suites �
�y��� de type � avec e� 	 ����� et j��j 	 i � �� choisissons

celle dont l��el�ement y est situ�e le plus �a droite �resp� gauche
 possible dans � si ��i � �� vaut x � � ou

x� � �resp� sinon
� de sorte que la sous�suite ���������� � � ����i� ��y��� �resp� ��y������������ � � �����k� i�


est de type e� mais ne fait pas elle�m
eme partie d�une sous�suite de type � � � n�appartient donc pas �a

Sn���� �

Il est naturel de se demander si l�arbre de g�en�eration d�un ensemble de permutations �a motifs

exclus peut �etre 
ni� Ceci ne peut se produire que dans un seul cas�

Propri�et�e ��
 Soit f��� ��� � � � � �pg un ensemble de permutations non barr�ees� Alors�

Sn���� ��� � � � � �p� est vide �a partir d
un certain rang n si et seulement s
il existe l�m 
 � tels que

f�� � � ��l���� �m���m � � ��g � f��� ��� � � � � �pg�

Preuve Seul le motif �� � � � r �resp� s�s��� � � ��
 permet d�exclure toutes les permutations �� � � �n �resp�

n�n��� � � ��
 pour tout n � r �resp� s
� Or� P� Erd�os et G� Szekeres ���
 ont montr�e que Sn��� � � � �l����

�m���m� � ��� est vide pour tout n � l�m� �

Ce r�esultat se g�en�eralise aux permutations p	barr�ees� En e�et� exclure le motif identit�e �resp�

miroir de l�identit�e� sur �k� avec p �el�ements distingu�es revient �a exclure le motif identit�e �resp�

miroir de l�identit�e� sur �k � p�� Par exemple� Sn����������� ����� ! Sn������ �����
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����� Arbre de g�en�eration des involutions

D�e
nition ��� L
arbre de g�en�eration des involutions excluant l
ensemble de motifs

f��� ��� � � � � �pg obtenu par la m�ethode dite des points 
xes v�eri�e

� sa racine est constitu�ee par l
involution � de I��

� les �ls de l
involution � de In���� ��� � � � � �p� sont les involutions appartenant �a

In������ ��� � � � � �p� suivantes � involutions �������� � � ���i����n�����i�����i��� � � ���n�i�

pour chaque point �xe i de �� et l
involution �������� � � ���n��n����

L�arbre de g�en�eration de toutes les involutions par la m�ethode des points 
xes �voir 
gure

���� est caract�eris�e par le syst�eme de r�e�ecriture�������
���

�p� � �p� ��� �p� ��� � � � � �p� ��� 	z 

p fois

� �p� ��

Ce syst�eme de r�e�ecriture est tel qu��a chaque involution correspond une �etiquette �p� o�u p est le

nombre de points 
xes de cette involution�

A partir de ce syst�eme de r�e�ecriture� nous obtenons l��equation de r�ecurrence suivante��
jI���j ! �

jIn�pj ! jIn���p��j� �p� ���jIn���p��j pour tout � � p � n � p et n ayant m�eme parit�e

o�u In�p est l�ensemble des involutions sur �n� ayant p points 
xes�

4321

3214

4231

2143
2134

3412

1432

1324

1243
1234

321

213

132

123

21

12

1

Figure ��� Arbre de g�en�eration de toutes les involutions par la m�ethode des points 
xes�

Une seconde construction permet d�obtenir un autre arbre de g�en�eration des involutions�

Cette construction est bas�ee sur la formule de r�ecurrence classique pour les involutions� Notons

que J�S� Beissinger ��� donne une construction �equivalente sur les tableaux de Young standard�

D�e
nition ��� L
arbre de g�en�eration des involutions excluant l
ensemble de motifs

f��� ��� � � � � �pg obtenu par la m�ethode dite r�ecurrente v�eri�e

� sa racine est constitu�ee par l
involution � de I��
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� les �ls de l
involution � de In���� ��� � � � � �p� sont l
involution �������� � � ���n��n��� lors�

qu
elle appartient �a In������ ��� � � � � �p� et les involutions ���������� � � ����i � ���n���

���i����i� �� � � ����n�i pour tout i � �n� �� si elles appartiennent �a In������ ��� � � � � �p��

o�u ���j� ! ��j� �resp� ��j� � �� si ��j� � i �resp� 
 i��

L�arbre de g�en�eration de toutes les involutions par la m�ethode r�ecurrente �voir 
gure ����

est caract�eris�e par le syst�eme de r�e�ecriture�������������
���

�n� � �n� ��
�
� �n� ��� �n� ��� � � � � �n� ��� 	z 


n�� fois
Ce syst�eme de r�e�ecriture est tel qu��a chaque involution de In correspond l��etiquette �n� �

A partir de ce syst�eme de r�e�ecriture� nous obtenons l��equation de r�ecurrence suivante��
jI�j ! jI�j ! �

jInj ! jIn��j� �n� ���jIn��j pour tout n 
 �

4231
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132

21

121. 1234

1432
1243

3214

1324

2134

4321
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123

Figure ��� Arbre de g�en�eration de toutes les involutions par la m�ethode r�ecurrente�

La propri�et�e suivante nous sera utile dans certaines d�emonstrations ult�erieures�

Propri�et�e ���� Soit � une permutation non barr�ee sur �k�� Nous avons les propri�et�es suivantes�

�i� Si � � In��� et ��k� �! k� alors �������� � � ���n��n��� � In������

�ii� Un site inactif qui ne permet pas d
engendrer une involution sur �n � �� �a partir d
une

involution de In��� par la m�ethode r�ecurrente reste d�e�nitivement inactif�

Preuve

� �i�� En e�et� l��el�ement n�� qui est ins�er�e ne peut pas correspondre �a l��el�ement k du motif exclu � �



���� Arbres de g�en�eration de permutations �a motifs exclus ��

� �ii�� L�insertion ne change pas l�ordre des �el�ements pr�ec�edents�

�

����� Arbre de g�en�eration des permutations alternantes

D�e
nition ���� L
arbre de g�en�eration des permutations alternantes excluant l
ensemble de

motifs f��� ��� � � � � �pg v�eri�e

� sa racine est constitu�ee par la permutation alternante � de bS��
� les �ls d
une permutation alternante � de bSn���� ��� � � � � �p� sont les permutations

alternantes appartenant �a bSn������ ��� � � � � �p� suivantes � permutations alternantes

���������� � � ����n�i pour tout i � f�� �� � � � � ��n�g �resp� f��n� � �� ��n�� �� � � � � n� �g�

si n est pair �resp� impair�� o�u ���j� ! ��j� �resp� ��j� � �� si ��j� � i �resp� 
 i��

L�arbre de g�en�eration de toutes les permutations alternantes �voir 
gure ���� est caract�eris�e

par le syst�eme de r�e�ecriture�
��� ��

�x� y� � �y � i� x� �� i� pour tout i � �x�

Ce syst�eme de r�e�ecriture est tel qu��a chaque permutation alternante � de bSn correspond une
�etiquette �x� y� v�eri
ant x� y ! n� � et x �resp� y� ! ��n� si n est pair �resp� impair��
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Figure ��� Arbre de g�en�eration de toutes les permutations alternantes�
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��� Le logiciel forbid

Nous nous limitons ici �a l�aspect utilisation du logiciel forbid puisque les principaux algo	

rithmes� comme par exemple l�impl�ementation de certaines propri�et�es pour l�am�elioration des

performances� ont d�ej�a �et�e expos�es dans �����

forbid est un logiciel d�aide �a la recherche sur les permutations �a motifs exclus pour lequel

de nombreuses options sont possibles� Nous pr�esentons ici celles que nous pensons �etre les plus

utiles�

forbid construit� �a partir d�une liste de motifs exclus fournie par l�utilisateur� l�arbre de

g�en�eration �jusqu��a un certain niveau� de la famille d�esir�ee� Cette famille peut �etre celle des

permutations� celle des involutions �les deux m�ethodes de construction de l�arbre de g�en�eration

des involutions sont possibles� ou celle des permutations alternantes�

Di��erents �etats de sortie� au choix de l�utilisateur� peuvent �etre obtenus� Un premier groupe per	

met d�obtenir l�arbre de g�en�eration sous diverses formes � arbre ASCII� 
chier destin�e au logiciel

de visualisation de graphes CABRI� r�egles de r�e�ecriture �pour �eventuellement deviner le syst�eme

de r�e�ecriture�� � � �Un deuxi�eme groupe fournit l�ensemble des permutations �a motifs exclus et le

couple de tableaux de Young standard correspondant par l�algorithme de Robinson	Schensted�

Un troisi�eme groupe procure les distributions de cet ensemble de permutations �a motifs exclus

suivant de nombreux param�etres �minima ou maxima �a gauche ou �a droite� mont�ees� exc�edences�

indices des �el�ements extr�emes� cycles� points 
xes� � � � ��

Nous adoptons les notations syntaxiques �Backus Normal Form� pour pr�esenter forbid�
� type� d�esigne une expression du type indiqu�e

� type � � d�esigne une suite de �type� de longueur quelconque

� type � � d�esigne une suite de �type� de longueur non nulle

��	 indique que les expressions gauche et droite sont �equivalentes

Mot repr�esente la cha
�ne de caract�eres Mot

� 
 signale que ce qui est entre crochets est optionnel

fg exprime un choix unique parmi les objets �s�epar�es par des virgules� entre accolades

La syntaxe de la commande forbid est la suivante�

forbid �familles� �sorties� ����niveau max� �motif exclu�� ��r��� �perm racine�

�� �� f ��fichier���

� forbid � nom du programme ex�ecutable

� �familles� ��! fp� a� i� Ig� o�u chaque caract�ere correspond �a une famille di��erente

� p pour les permutations

� a pour les permutations alternantes

� i pour les involutions par la m�ethode r�ecurrente

� I pour les involutions par la m�ethode des points 
xes

� �sorties� ��! fa� Y� p� c� f� r� �� t�s�m�e�i�y�xg� o�u chaque caract�ere correspond �a une

sortie di��erente
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� ����niveau max� � limite la hauteur de l�arbre de g�en�eration� construit jusqu�au niveau

niveau max �absence du symbole �� ou jusqu�aux niveaux k � niveau max pour chaque

permutation racine de �perm racine � sur �k� �pr�esence du symbole ��

� �motif exclu� � un motif �permutation p	barr�ee� barr�ee ou non barr�ee� �a exclure

� �perm racine� � une permutation non barr�ee� racine de l�arbre construit

� � f ��fichier�� � sp�eci
e le 
chier �l��ecran par d�efaut� devant recevoir les r�esultats

Exemple ���� La commande

forbid p am �� �������� ���� ������ �r � ��� �� �f resultat

demande au logiciel forbid� parmi l
ensemble des permutations excluant simultan�ement les motifs

������� ���� et ����� les permutations issues de �� ��� et �� dans l
arbre de g�en�eration des

permutations� et respectivement sur ���� ��� et ��� au plus� La sortie� redirig�ee vers le �chier

resultat� se compose de l
arbre ASCII �sortie a� et des distributions selon le nombre de mont�ees

et mont�ees inverses �sortie m��

Une page d�aide est donn�ee par le logiciel forbid 
 il su�t pour cela de taper la commande

forbid sans option�

Nous pr�esentons maintenant en d�etail chacune des sorties du logiciel forbid� en les illustrant

avec l�ensemble des permutations excluant le motif ����

� L�option a fournit l�arbre de g�en�eration sous forme d�un 
chier texte ASCII�

Dans ce cas� les permutations �a motifs exclus sur �n� sont repr�esent�ees sur une m�eme

colonne� Chaque permutation est donn�ee avec ses sites actifs ��� et inactifs �	�� et est

suivie de son nombre de 
ls �entre parenth�eses��

Exemple ���� Arbre ASCII de Sn������
Commande 
 forbid p a � ��� �r � �f exemple

������ �������� ���������� ������������

	�����������

	�	���������

	�	�	�������

	��������� 	�����������

	�	���������

	�	�	�������

	�	������� 	�	���������

	�	�	�������

	������� 	��������� 	�����������

	�	���������

	�	�	�������

	�	������� 	�	���������

	�	�	�������
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� L�option Y fournit l�ensemble des permutations �a motifs exclus�

Chaque ligne �edit�ee correspond �a une permutation �dont les �el�ements sont s�epar�es par un

caract�ere blanc�� De plus� pour chaque permutation obtenue� cette option fournit la paire

de tableaux de Young standard de m�eme forme �cod�es par des mots de Yamanushi� lui

correspondant par l�algorithme de Robinson	Schensted�

Exemple ���� Sn������

Commande 
 forbid p Y � ��� �r � �f exemple

� � �

� � �� ��

� � � ��� ���

� � � � ���� ����

� � � � ���� ����

� � � � ���� ����

� � � � ���� ����

� � � ��� ���

� � � � ���� ����

� � � � ���� ����

� � � � ���� ����

� � � ��� ���

� � � � ���� ����

� � � � ���� ����

� � �� ��

� � � ��� ���

� � � � ���� ����

� � � � ���� ����

� � � � ���� ����

� � � ��� ���

� � � � ���� ����

� � � � ���� ����

� L�option p fournit le mot parenth�es�e codant l�arbre de g�en�eration obtenu� o�u 
gure no	

tamment le nombre de sites actifs�

Exemple ���� Mot parenth�es�e de Sn������

Commande 
 forbid p p � ��� �r � �f exemple

������������������������������

� L�option c fournit le 
chier destin�e au logicielCABRI correspondant �a l�arbre de g�en�eration

obtenu� en vue de sa visualisation�
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Un 
chier texte� d�ecrivant l�arbre de g�en�eration� est cr�e�e� Le logiciel CABRI reconnait

alors ce dernier et le dessine� Chaque permutation est donn�ee avec ses sites actifs ��� et

inactifs �	��

Exemple ���� La commande forbid p c � ��� �r � �f exemple�cabri cr�ee le ��

chier exemple�cabri �a destination du logiciel CABRI pour Sn������

� L�option r fournit toutes les r�egles de r�e�ecriture obtenues� en �eliminant les redondances�

L�arbre de g�en�eration est parcouru en regardant localement le nombre de 
ls t d�un sommet

et pour chacun de ses 
ls� leur nombre de 
ls� respectivement t�� t�� � � � � tt� La r�egle de

r�e�ecriture ainsi obtenue est t � t�� t�� � � � � tt � Toutes les r�egles de r�e�ecriture rencontr�ees

sont �edit�ees par ordre croissant sur t et sur les ti�

Exemple ���
 R�egles de r�e�ecriture de Sn������

Commande 
 forbid p r �
 ��� �r � �f exemple

�fils ��� �fils de tous les successeurs

� ��� � �

� ��� � � �

� ��� � � � �

� ��� � � � � �

� ��� � � � � � �

� ��� � � � � � � �

� ��� � � � � � � � �

� ��� � � � � � � � � �


�
 ��� � � � � � � � � �
 ��

�regles differentes comptees � �

� L�option � fournit la valeur de plusieurs param�etres sur les permutations obtenues�

Cette sortie est donn�ee sous forme tabulaire� o�u chaque colonne correspond �a un param�etre

di��erent et chaque ligne correspond �a une permutation�

Les param�etres consid�er�es sont les suivants�

� n l�ordre de la permutation

� fils le nombre de 
ls de la permutation correspondante dans l�arbre de g�en�eration

� sig le nombre de minima �a gauche �ou saillants inf�erieurs �a gauche��

sid le nombre de minima �a droite �ou saillants inf�erieurs �a droite��

ssg le nombre de maxima �a gauche �ou saillants sup�erieurs �a gauche��

ssd le nombre de maxima �a droite �ou saillants sup�erieurs �a droite�

� mont le nombre de mont�ees�

mont�� le nombre de mont�ees inverses
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� exc�� le nombre d�exc�edences larges ��el�ements sup�erieurs ou �egaux �a leurs indices��

exc� le nombre d�exc�edences strictes ��el�ements sup�erieurs �a leurs indices�

� pi���n� l�indice du plus grand �el�ement�

pi����� l�indice de l��el�ement ��

pi�n� le dernier �el�ement�

pi��� le premier �el�ement

� cycles le nombre de cycles�

�lgcyc la longueur du plus long cycle�

ptfix le nombre de points 
xes

� invers le nombre d�inversions

� major l�index du major �somme des indices des descentes� de la permutation�

major�� l�index du major de la permutation inverse

Exemple ���� Les valeurs de ces param�etres pour Sn����� sont donn�es par la �gure ����

� Les options t� s� m� e� i� y� x fournissent les distributions de l�ensemble des permutations

�a motifs exclus selon un param�etre particulier�

Chaque distribution est donn�ee sous forme tabulaire� avec en abscisse l�ordre des permu	

tations et en ordonn�ee les valeurs du param�etre� De plus� la premi�ere ligne totalise chaque

colonne� �enum�erant ainsi les permutations obtenues selon leur ordre�

Les di��erents param�etres sont les suivants�

� t le nombre de 
ls

� s le nombre de minima ou maxima �a gauche ou �a droite �ou saillants�

� m le nombre de mont�ees et de mont�ees inverses

� e le nombre d�exc�edences strictes et larges

� i les indices et valeurs relativement �a n et �

� y le nombre de cycles et la longueur du plus long cycle

� x le nombre de points 
xes

Exemple ���� Distribution de jSn�����j suivant le nombre de maxima� Nous reconnais�

sons les premiers termes des nombres de Narayana et de Delannoy �distributions des

nombres de Catalan��
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Commande 
 forbid p s �
 ��� �r � �f exemple

Perm	 
 �saillants superieurs gauches sur les ordonnees

Sn� �� �� �� ��� ��� ���� ���� ����
 ����� ������

�

 � � � � � � � � � �

�
 � � � � � � � � � ��

�
 � � � � � � � � �� ��


�
 � � � � � � � �� ��� ���


�
 � � � � � � �� ��� ���� ����

�
 � � � � � �� �
� ��
 ���� ����

�
 � � � � �
 �
 ��� ��
 ���� ���


�
 � � � � �
 �
 �
� ��� ��� ��


�
 � � � � �
 �� �� �� �� ��

�
 � � � � � � � � � �

�
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �

 �n�

Perm	 
 �saillants superieurs droits sur les ordonnees

Sn� �� �� �� ��� ��� ���� ���� ����
 ����� ������

�

 � � � � � � � � � �

�
 � � � � � � � � � �

�
 � � � � � � � � � ��

�
 � � � � � � � � �� ���

�
 � � � � � � � �� ��
 ���

�
 � � � � � � �
 �� ��� �

�

�
 � � � � � �� �� ��� ��� �

�

�
 � � � � � �� �
 ��� �

� ����

�
 � � � � �� �� ��� ��� ���
 ����

�
 � � � � �� �� ��� ��� ���
 ����

�
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �

 �n�
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Figure ��� Les param�etres g�en�er�es par l�option � de forbid�



Chapitre �

Permutations �a motifs exclus

�enum�er�ees par quelques suites

classiques

A
n d�illustrer cette m�ethode consistant �a construire l�arbre de g�en�eration d�une famille

d�objets combinatoires� nous avons consid�er�e quelques classes de permutations �a motifs exclus

pour lesquels nous obtenons des r�esultats nouveaux� Pour cela� le logiciel forbid nous a �et�e d�une

grande utilit�e� nous permettant souvent de deviner des formules d��enum�eration et parfois nous

sugg�erant des bijections par isomorphisme d�arbres de g�en�eration�

L�ensemble des r�esultats obtenus vient compl�eter le catalogue �voir annexe A� d�ej�a important

relatif �a l��enum�eration d�ensembles de permutations �a motifs exclus auquel de nombreux auteurs

ont contribu�e�

La particularit�e des r�esultats obtenus ici r�eside dans le fait que les formules d��enum�eration

obtenues sont toutes tr�es classiques en Combinatoire�

Ainsi� nous mettons en �evidence des ensembles de permutations �a motifs exclus dont les formules

d��enum�eration sont proches des nombres de Catalan ���� tels les coe�cients binomiaux centraux

qui �enum�erent les mots du langage que nous appelons Grand Dyck et les nombres de Motzkin

���� et de Schr�oder ���� qui d�enombrent en particulier les arbres �	� selon deux param�etres

di��erents�

Dans un premier temps� nous mettons en correspondance trois ensembles de permutations

�a motifs exclus et montrons qu�ils sont �enum�er�es par les nombres de Pell satisfaisant la formule

de r�ecurrence pn ! �pn�� � pn�� �p� ! �� p� ! ���
Ensuite� nous mettons en �evidence de nombreux ensembles de permutations �a motifs exclus

en bijection avec les mots du Grand Dyck et donc �enum�er�es par les coe�cients binomiaux

centraux
��n
n

�
�

��
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De plus� nous compl�etons les travaux de S� Gire ���� sur les nombres de Motzkin
Pbn

� c
i��

�n
�i

�
ci

et ceux de J� West ����� ���� et S� Gire ���� sur les nombres de Schr�oder
Pn

i��

�
n�i
n�i
�
ci�

En particulier� nous montrons que les arbres de g�en�eration d�un ensemble de permutations et de

deux ensembles d�involutions �a motifs exclus sont caract�eris�es par le m�eme syst�eme de r�e�ecriture�

qui lui	m�eme caract�erise un arbre de g�en�eration des arbres �	� suivant le nombre de sommets�

Nous proc�edons de m�eme pour d�autres ensembles de permutations en les reliant �a ces m�emes

arbres� mais consid�er�es cette fois	ci distribu�es suivant leur nombre de sommets internes�

Pour terminer� nous nous int�eressons aux tableaux de Young standard de hauteur born�ee

ainsi qu��a des paires de tels tableaux� Ceci revient �a consid�erer respectivement les involutions et

les permutations excluant le motif identit�e� Nous donnons les syst�emes de r�e�ecriture caract�erisant

les arbres de g�en�eration de ces objets�

��� Nombres de Pell

Les nombres de Pell� dont les premi�eres valeurs sont �� �� �� ��� ��� ��� � � �� apparaissent dans

un exercice propos�e par G�L� Alexanderson �����

Nous allons montrer que ces nombres �enum�erent trois ensembles de permutations �a motifs

exclus que nous mettons en correspondance par isomorphisme de leurs arbres de g�en�eration�

Th�eor	eme ��� Les ensembles de permutations �a motifs exclus Sn����� ����� ������

Sn����� ����� ����� et Sn����� ����� ����� sont en bijection et sont �enum�er�es par le n	eme nombre

de Pell donn�e par

pn !

bn��
� cX

k��

�
n

�k � �

�
�k

d�e�ni par la formule de r�ecurrence pn ! �pn�� � pn�� �p� ! �� p� ! ���

Pour �etablir ce r�esultat� nous montrons que les arbres de g�en�eration T ����� ����� ������

T ����� ����� ����� et T ����� ����� ����� sont isomorphes en les caract�erisant par le m�eme sys	

t�eme de r�e�ecriture�

Proposition ���

� Le syst�eme de r�e�ecriture SPell �voir �gure ��	� caract�erisant les arbres de g�en�eration T �����

����� ������ T ����� ����� ����� et T ����� ����� ����� est�������
���

��� � ���� ���

��� � ���� ���� ���

� Les �etiquettes ��� et ��� du syst�eme de r�e�ecriture SPell correspondent au nombre de sites

actifs d
une permutation de l
un quelconque des trois arbres de g�en�eration�
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(2)

(3)
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Figure ��� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SPell�

Lemme ��� Les permutations � de Sn����� ����� ����� ont les trois premiers sites actifs si

���� ! n� les deux premiers sites actifs sinon�

Preuve Clairement� compte�tenu de la forme des motifs exclus� les deux premiers sites de � sont tou�

jours actifs�

Supposons qu�il y ait un site actif autre que l�un des trois premiers� Alors� la permutation

������������ � � � �n��� � � � appartient �a Sn������� ����� ������ Le motif ��� �etant interdit� nous devrions

avoir ���� � ���� � ���� et ainsi la sous�suite �������������n��� serait de type ����� ce qui est interdit�

S�il y a � sites actifs� alors ���������n��� � � � � Sn������� ����� ������ Si ���� � n� alors soit la sous�suite

���������n��� est de type ��� si ���� � ����� soit la sous�suite ���������n���n est de type ���� sinon�

A l�inverse� si ���� 	 n� le troisi�eme site est actif d�apr�es la forme des motifs exclus� �

Les deux lemmes suivants se d�emontrent de fa�con analogue�

Lemme ��� Les permutations � de Sn����� ����� ����� ont les trois premiers sites actifs si

���� ! n� les deux premiers sites actifs sinon�

Lemme ��� Les permutations � de Sn����� ����� ����� ont les premier� deuxi�eme et dernier

sites actifs si ���� ! n� les premier et dernier sites actifs sinon�

Preuve de la proposition ���� Clairement� la permutation � engendre les permutations �� et �� et

admet donc � �ls dans chacun des trois arbres de g�en�eration�

D�apr�es les lemmes pr�ec�edents� une permutation � de Sn����� ����� ����� �resp� Sn����� ����� ����� et

Sn����� ����� �����
 telle que ����n� 	 � �resp� � et �
 permet d�engendrer � permutations� chacune

d�elles en engendrant respectivement ����� �resp� ����� et �����
� Par contre� si ����n� �	 � �resp� � et �
�

la permutation � n�engendre que � permutations� chacune d�elles en engendrant respectivement ��� �resp�

��� et ���
� �

Preuve du th�eor�eme ���� Soit maintenant pn le nombre de permutations de Sn����� ����� ������

Sn����� ����� ����� ou Sn����� ����� ������

D�apr�es le syst�eme de r�e�ecriture SPell � nous avons pn���� 	 pn��������pn������ et pn���� 	 pn�������pn������
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o�u pn��t� est le nombre d��etiquettes �t� au niveau n �t 	 �� ��� Ainsi� nous obtenons que pn 	 pn�����pn���� 	

��pn������ � pn������� � pn������ 	 �pn�� � pn��� avec p� 	 � et p� 	 ��

Nous pouvons �egalement d�eduire du syst�eme de r�e�ecriture SPell que


pn���� pn����

�
	


� �
�� � �

� �

�n��

� Alors� nous avons que pn 	
Pbn��

�
c

k��

�
n

�k��

�
�k pour tout n � � avec pn���� 	Pbn��

�
c

k��

�
n��
�k

�
�k et pn���� 	

Pbn��

�
c

k��

�
n��
�k��

�
�k� �

��� Coe	cients binomiaux centraux

Les coe�cients binomiaux centraux� dont les premi�eres valeurs sont �� �� �� ��� ��� ���� � � ��

apparaissent lors de l��enum�eration de divers objets combinatoires� comme par exemple dans le

cas des polyominos convexes dirig�es compt�es suivant le p�erim�etre ���� �����

Nous montrons que onze ensembles de permutations �a motifs exclus sont en correspondance

avec les mots du Grand Dyck� par isomorphisme de leurs arbres de g�en�eration �il est cependant

n�ecessaire d�exhiber quatre syst�emes de r�e�ecriture di��erents�� et sont donc �enum�er�es par les

coe�cients binomiaux centraux� De plus� nous prouvons analytiquement qu�il en est de m�eme

pour un autre ensemble de permutations �a motifs exclus�

Th�eor	eme ��� Les ensembles de permutations �a motifs exclus Sn������ ����� ����� ������ Sn�

����� ����� ����� ������ Sn������ ����� ����� ������ Sn������ ����� ����� ������ Sn������ �����

����� ������ Sn������ ����� ����� ������ Sn������ ����� ����� ������ Sn������ ����� ����� ������

Sn������ ����� ����� ������ Sn������ ����� ����� ����� et Sn������ ����� ����� ������ sont en bi�

jection avec les mots de GDz�z de longueur �n � �� et sont donc �enum�er�es par le �n� ��	eme

coe�cient binomial central �
�n� �

n � �

�
La m�eme formule �enum�ere les permutations de Sn������ ����� ����� ������

Le sch�ema g�en�eral de la preuve qui suit est donn�e par la 
gure ��� o�u les ensembles regroup�es

seront caract�eris�es par le m�eme syst�eme de r�e�ecriture�

Proposition ��


� Le syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck� �voir �gure ���� caract�erisant les arbres de g�en�eration

T ������ ����� ����� ������ T ������ ����� ����� ����� et T ������ ����� ����� ����� est�������
��� ��

�p� t� � ��� t� ��� ��� t� ��� � � � � �p� �� t� ��� ���� ���� � � � � ���� 	z 

t�p�� fois

� L
�etiquette �p� t� du syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck� correspondant �a une permutation �

sur �n� de l
un quelconque des trois arbres de g�en�eration v�eri�e
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�
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Figure ��� Sch�ema des bijections entre mots de GDz�z et plusieurs ensembles de permutations �a
motifs exclus�
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� p ! ����n� pour � � T ������ ����� ����� ������

� p ! minfi � ��i� � ��i� ��g �ou p ! n si � ! n�n��� � � ��� pour � � T ������ �����

����� ������

� p ! maxd��� pour � � T ������ ����� ����� ������

� t est le nombre de sites actifs de ��

L
�etiquette ��� indique pour sa part que la permutation correspondante n
a aucun site actif�
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Figure ��� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck��

Lemme ��� Les permutations de Sn������ ����� ����� ����� �resp� Sn������ ����� ����� ����� et

Sn������ ����� ����� ������ ont soit tous leurs sites actifs� soit aucun lorsqu
elles contiennent

une sous�suite de type ��� �resp� ��� et �����

Preuve Il su�t de remarquer que f����� ����� ���������g 	 f��� tt �g �resp� f����� ����������

����g 	 f��� tt �g et f����� ����� ����� ����g	 f��� tt �g
� �

Preuve de la proposition ���� Compte�tenu du lemme pr�ec�edent� nous pouvons utiliser les travaux

de J� West ����
 qui a montr�e que les arbres de g�en�eration T ������ T ����� et T ����� sont caract�eris�es

par le syst�eme de r�e�ecriture

�
���

�f� � ���� ���� � � � � �f � ��
pour lequel l�interpr�etation de l��etiquette

f est identique �a celle que nous donnons pour le param�etre p de l��etiquette �p� t� dans notre syst�eme de

r�e�ecriture �en fait� f 	 p � ���

Soit � une permutation appartenant �a l�arbre de g�en�eration T ������ ����� ���������� �resp� T ������

����� ����� ����� et T ������ ����� ����������
�
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Si � appartient �a T ����� �resp� T ����� et T �����
� son �etiquette est �p� t� et elle engendre p�� permutations

appartenant �a T ����� �resp� T ����� et T �����
 ayant un site actif suppl�ementaire � leurs �etiquettes sont

donc ��� t� ��� ��� t� ��� � � � � �p� �� t � ��� De plus� � engendre t � �p � �� permutations n�appartenant

pas �a T ����� �resp� T ����� et T �����
� elles ont donc toutes ��� pour �etiquette�

Dans le cas o�u la permutation � n�appartient pas �a T ����� �resp� T ����� et T �����
� son �etiquette est ���

et elle n�engendre aucune permutation�

Remarquons que la permutation � a bien pour �etiquette ��� ��� �

Proposition ���

� Le syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck� �voir �gure ���� caract�erisant les arbres de g�en�eration

T ������ ����� ����� ����� et T ������ ����� ����� ����� est�������������
�A� ��

�A� t� � �B� ��� �B� ��� � � � � �B� t� ��� �A� t� ��

�B� t� � �B� ��� �B� ��� � � � � �B� t�� �C� t�� �A� t�

�C� t� � �C� ��� �C� ��� � � � � �C� t� ��

� L
�etiquette �X� t� du syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck� correspondant �a une permutation

� sur �n� de l
un quelconque des deux arbres de g�en�eration v�eri�e

� X ! A si le dernier site est actif et ��n� ! n�

� X ! B si le dernier site est actif et ��n� �! n�

� X ! C si le dernier site est inactif�

� t est le nombre de sites actifs de ��

Lemme ���� Pour une permutation � de Sn������ ����� ����� ������ nous avons les propri�et�es

suivantes�

�i� Les premier et avant�dernier sites et celui situ�e �a gauche de n sont actifs�

�ii� Le dernier site est actif si et seulement si � appartient �a Sn������

�iii� Tous les sites �a droite de n jusqu
�a l
ant�ep�enulti�eme sont inactifs�

�iv� Les autres sites sont actifs si et seulement si tous les �el�ements situ�es �a leur gauche sont

inf�erieurs �a tous ceux situ�es �a leur droite et �a la gauche de n�

�v� L
insertion de l
�el�ement n�� dans l
un des sites actifs �a gauche de n laisse dans le m�eme

�etat tous les sites situ�es �a gauche de n � � dans la permutation obtenue�

Preuve

� �i� r�esulte de la forme des motifs exclus� En particulier� l�avant�dernier site est toujours actif car

seul le motif ���� pourrait l�inactiver par une sous�suite ��i����i����i�� de type ��� form�ee sur les

n � � premiers �el�ements de � � mais alors la sous�suite ��i����i����i����n� est de l�un des types

����� ���� ou ����� ces motifs �etant tous exclus�
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Figure ��� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck��

� �ii� r�esulte du motif ���� interdit et de la forme des trois autres�

� �iii� permet d��eviter les motifs ���� et ���� �a partir de la sous�suite n��n� ����n��

� �iv� r�esulte de la forme du motif exclu �����

� �v� r�esulte de la forme des motifs exclus�

�

Pour des raisons analogues� nous obtenons le r�esultat suivant�

Lemme ���� Pour une permutation � de Sn������ ����� ����� ������ nous avons les propri�et�es

suivantes�

�i� Le premier site et ceux entourant n sont actifs�

�ii� Le dernier site est actif si et seulement si � appartient �a Sn������

�iii� Les autres sites situ�es �a droite de n sont inactifs�

�iv� Les autres sites sont actifs si et seulement si tous les �el�ements situ�es �a leur gauche sont

inf�erieurs �a tous ceux situ�es �a leur droite et �a la gauche de n�

�v� L
insertion de l
�el�ement n�� dans l
un des sites actifs �a gauche de n laisse dans le m�eme

�etat tous les sites situ�es �a gauche de n � � dans la permutation obtenue�

Preuve de la proposition ���� Clairement� dans les deux arbres de g�en�eration des permutations� la

permutation � doit 
etre �etiquet�ee �A� �� �elle engendre les deux permutations �� et ����

Soit � une permutation de Sn������ ����� ���������� �resp� Sn������ ����� ����������
 d��etiquette �X� t��
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� X 	 A�

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que le dernier�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour

tout i � �t� �
�

Le dernier site reste actif�

L��etiquette de � est alors �B� i � ���

� Insertion dans le dernier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �A� t� ���

� X 	 B�

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que les deux derniers sites actifs�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour

tout i � �t� �
�

Le dernier site reste actif�

L��etiquette de � est alors �B� i � ���

� Insertion dans l�avant�dernier des sites actifs�

La sous�suite n�n�����n� est de type ��� et inactive le dernier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �C� t��

� Insertion dans le dernier site�

Le site �a gauche de ��n� �resp� �a droite de n
 s�inactive car la sous�suite n�n�����n��n��� est

de type �����

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �A� t��

� X 	 C�

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que le dernier site actif�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour

tout i � �t� �
�

A droite de n� �� seul l�avant�dernier site �resp� le site �a droite de n� �
 reste actif�

L��etiquette de � est alors �C� i� ���

� Insertion dans le dernier site actif�

Tous les sites actifs �a gauche de n restent actifs et les deux sites entourant n� � sont actifs�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �C� t� ���

�

Proposition ���� Un arbre de g�en�eration des mots de GDz�z �voir �gure ���� est�������������
�

� � zz�

zz

xlxw�
� xixxl���ixw� pour tout i � ��� l� ��

o�u � est le mot vide� l � �� x � fz� zg et z ! z�

Preuve Cet arbre de g�en�eration est construit de mani�ere analogue �a celui obtenu pour les mots de

parenth�eses en s�int�eressant �a leur distribution suivant la hauteur initiale �exemple ����� �
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Figure ��� Arbre de g�en�eration des mots de GDz�z �

Proposition ����

� Le syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck� �voir �gure ���� caract�erisant cet arbre de g�en�e�

ration des mots de GDz�z et les arbres de g�en�eration T ������ ����� ����� ������ T ������

����� ����� ������ T ������ ����� ����� ������ T ������ ����� ����� ������ T ������ ����� �����

������ T ������ ����� ����� ����� et T ������ ����� ����� ����� est�
���

�l� � ���� ���� ���� � � � � �l� ��

� L
�etiquette �l� du syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck� est telle que

� le mot de GDz�z est de la forme w ! xlxw� avec x � fz� zg et z ! z�

� l�� est le nombre de sites actifs d
une permutation de l
un quelconque des sept arbres

de g�en�eration�
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Figure ��� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck� caract�erisant notamment
les mots de GDz�z �

Lemme ���� Pour une permutation de Sn������ ����� ����� ������ nous avons les propri�et�es

suivantes�

�i� Les premier et dernier sites sont actifs�

�ii� Les autres sites actifs sont soit tous situ�es �a gauche de n� soit tous situ�es �a droite de n�

�iii� Un site est actif si et seulement si tous les �el�ements situ�es �a sa gauche sont soit inf�erieurs�

soit sup�erieurs �a tous ceux situ�es �a sa droite�

Preuve

� �i� r�esulte de la forme des motifs exclus�

� �ii�� Supposons qu�un site situ�e �a gauche �resp� droite
 de n soit actif� except�e le premier �resp�

dernier
� Alors� tous les sites �a droite �resp� gauche
 de n sauf le dernier �resp� premier
 sont inactifs

�a cause de la sous�suite ����n�n�����n� �resp� �����n���n��n�
 de type ���� �resp� ����
�

� �iii��

Consid�erons un site actif autre que les premier et dernier� Si l��el�ement n est situ�e �a droite �resp�

gauche
 de ce site� alors� pour �eviter les motifs ���� et ���� �resp� ���� et ����
� tous les �el�ements

�a gauche de ce site doivent 
etre inf�erieurs �resp� sup�erieurs
 �a tous ceux �a sa droite�

Soit k � �n
 tel que les k premiers �resp� derniers
 �el�ements de � forment une permutation de �k
 et

donc que les n � k derniers �resp� premiers
 �el�ements de � forment une permutation de �k � �� n
�

L�activation du site situ�e �a droite du k�eme �resp� �n� k��eme
 �el�ement de � ne peut cr�eer que des

sous�suites de type ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
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����� ����� ���� �resp� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����
 dont aucune n�est �a exclure�

�

Lemme ���� Si une permutation � appartenant �a Sn������ ����� ����� ������ �resp� Sn������

����� ����� ������ Sn������ ����� ����� ������ Sn������ ����� ����� ������ Sn������ ����� �����

������ a l�� sites actifs dans l
arbre de g�en�eration correspondant� alors ses l�� premiers sites

sont actifs et le type la sous�suite �������� � � ���l � �� appartient �a Sl������� ���� ���� ���� !

f�l � ��l � � ��� �l � ��l � � ����g �resp� Sl������� ���� ���� ���� ! f�l � ��l � � ��� ��l � ��l � � ��g�

Sl������� ���� ���� ���� ! f�� � � � �l���� �l���l � � ��g� Sl������� ���� ���� ���� ! f�� � � ��l����

�� � � � �l����g� Sl������� ���� ���� ���� ! f�� � � ��l���� ���� � � ��l���g��

De plus� pour une permutation de Sn������ ����� ����� ������ le site situ�e �a droite de n est actif�

Preuve Les motifs exclus �etant des permutations de S	 ayant � pour dernier �el�ement� lorsqu�un site

est inactif� tous ceux �a sa droite sont �egalement inactifs� De plus� les trois premiers sites sont actifs�

R� Simion et F�W� Schmidt ���
 ont montr�e que jSn���� ��� ��� �	�j 	 � pour tout n � � lorsque ��� ��� ��� �	

sont des permutations de S� di��erentes deux �a deux et v�eri�ant f���� ���g �� f��� ��� ��� �	g� Il est alors

ais�e de caract�eriser les deux permutations �a motifs exclus des ensembles correspondants� �

Lemme ���� Une permutation de Sn������ ����� ����� ����� v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� Les premier� deuxi�eme et dernier sites sont actifs�

�ii� Les autres sites �a droite de n sont inactifs�

�iii� L
insertion de l
�el�ement n�� dans l
un des sites actifs �a gauche de n laisse dans le m�eme

�etat tous les sites situ�es �a gauche de n � � dans la permutation obtenue�

Preuve

� �i� et �iii� r�esultent de la forme des motifs exclus�

� �ii�� Autrement� la sous�suite n������n�����n�����n� serait de type ���� ou ���� et la sous�suite

����n�n�����n� serait de type ���� ou �����

�

Preuve de la proposition ����� Pour les mots de GDz�z� le r�esultat se d�eduit imm�ediatement de la

proposition ���� d�e�nissant l�arbre de g�en�eration de ces mots�

Consid�erons maintenant le cas des permutations �a motifs exclus� Clairement� l��etiquette de la permutation

� doit 
etre ��� dans tous les cas� Soit � une permutation de l�un quelconque des arbres de g�en�eration des

permutations ayant pour �etiquette �l��

� � � Sn������ ����� �����������

Il nous su�t de consid�erer le cas o�u les l sites actifs autres que les premier et dernier sites sont �a

gauche de n� En e�et� dans le cas contraire� l��etude de �� se ram�ene au cas consid�er�e�
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� Insertion dans le premier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ����

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que les premier et dernier sites�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour

tout i � ��� l� �
�

L��etiquette de � est alors �i � ���

� Insertion dans le dernier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �l � ���

� � � Sn������ ����� �����������

� Insertion dans le premier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �l � ���

� Insertion dans le deuxi�eme site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ����

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que les deux premiers sites�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site de �� pour tout

i � ��� l� �
�

L��etiquette de � est alors �i � ���

� � � Sn������ ����� �����������

Le type des l � � premiers �el�ements de � est �l���l � � �� �resp� ��l���l � � ��
�

� Insertion dans le premier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �l � �� �resp� ���
�

� Insertion dans le deuxi�eme site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ��� �resp� �l � ��
�

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que les deux premiers sites�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site de �� pour tout

i � ��� l� �
�

L��etiquette de � est alors �i � �� �resp� �i � ��
�

� � � Sn������ ����� �����������

Le type des l � � premiers �el�ements de � est �� � � � �l��� �resp� �l���l � � ��
�

� Insertion dans le premier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ��� �resp� �l � ��
�

� Insertion dans le deuxi�eme site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ��� �resp� ���
�

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que les deux premiers sites�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site de �� pour tout

i � ��� l� �
�

L��etiquette de � est alors �i � �� �resp� �i � ��
�

� � � Sn������ ����� �����������

Le type des l � � premiers �el�ements de � est �� � � � �l��� �resp� �� � � � �l����
�

� Insertion dans le premier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ��� �resp� ���
�
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� Insertion dans l�un des sites actifs autre que les premier� avant�dernier et dernier sites actifs�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site de �� pour tout

i � ��� l
�

L��etiquette de � est alors �i � �� �resp� �i � ��
�

� Insertion dans l�avant�dernier site actif�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �l� �resp� �l � ��
�

� Insertion dans le dernier site actif�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �l � �� �resp� �l�
�

� � � Sn������ ����� �����������

� Insertion dans le premier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ����

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que le premier site�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site de �� pour tout

i � ��� l� �
�

L��etiquette de � est alors �i � ���

� � � Sn������ ����� �����������

� Insertion dans le premier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ����

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que le premier site�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour

tout i � ��� l� �
�

L��etiquette de � est alors �i � ���

�

Proposition ���


� Le syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck� �voir �gure ���� caract�erisant les arbres de g�en�eration

T ������ ����� ����� ����� et T ������ ����� ����� ����� est�������
�A� ��

�A� t� � �B� ��� �B� ��� � � � � �B� t� ��� �A� t� ��� �A� t� ��

�B� t� � �B� ��� �B� ��� � � � � �B� t� ��

� L
�etiquette �X� t� du syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck� correspondant �a une permutation

� de l
un quelconque des deux arbres de g�en�eration v�eri�e

� X ! A si tous les sites sont actifs�

� X ! B sinon�

� t est le nombre de sites actifs de ��

Lemme ���� Une permutation � de Sn������ ����� ����� ����� v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� Tous les sites sont actifs si et seulement si ����n� 
 n� ��
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Figure ��� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck��

�ii� Si ����n� � n� �� tous les sites situ�es �a gauche et �a droite de ������n� � �� sont respec�
tivement actifs et inactifs�

Preuve D�apr�es la forme des motifs exclus� le site situ�e �a droite de n est actif et aucun des motifs

exclus ne peut inactiver le dernier site si ��n � �� 	 n�

Ensuite� si ����n� � n � �� le site �a droite de ������n� � �� est inactif car autrement la sous�suite

n������n� � ���n�����n� serait de type ���� ou �����

En�n� tous les sites �a droite d�un site inactif sont �egalement inactifs� En e�et� d�une part cela est imm�ediat

s�il est inactiv�e par ���� ou ����� et� d�autre part� s�il est inactiv�e �a cause d�une sous�suite ��i����i��

�n�����i�� de type ���� �resp� ����
� alors la sous�suite ��i����i����i���n��� serait de type ���� �resp�

����
� �

Lemme ���� Pour une permutation � de Sn������ ����� ����� ������ soit p � ��� n��� l
�el�ement

maximum tel que �������� � � ���p� ! n�n��� � � � �n � � � p�� Alors� nous avons les propri�et�es

suivantes�

�i� Tous ses sites sont actifs si et seulement si ��n� ! n� p�

�ii� Si t ! ����n� p� appartient �a �p� �� n�� seuls les t premiers sites de � sont actifs�

Preuve Tout d�abord� tous les sites �a droite d�un site inactif sont �egalement inactifs� En e�et� d�une part

c�est �evident s�il est inactiv�e par ���� ou ����� et� d�autre part� s�il est inactiv�e �a cause d�une sous�suite

��i����i���n�����i�� de type ���� �resp� ����
� alors la sous�suite ��i����i����i���n��� serait de type

���� �resp� ����
�
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Ensuite� tous les sites �a gauche de n � p sont actifs� Autrement� soit il existerait une sous�suite

��i����i����i���n��� de type ���� ou ���� avec i� � ����n�p� de sorte que� comme i� � p� la sous�suite

��i����i����i���n� p� serait du m
eme type� soit il existerait une sous�suite ��i����i���n�����i�� de type

���� ou ���� avec i� � ����n � p� de sorte que� comme i� � p� les sous�suites ��i����i���n� p���i�� et

��i����i����i���n� p� seraient respectivement du m
eme type et de type ���� ou �����

En�n� les sites �a droite de n�p sont inactifs si ����n�p� � n puisque la sous�suite ��p����n�p��n�����n�

est de type ���� ou ����� par contre� le dernier site est actif si ��n� 	 n� p� �

Preuve de la proposition ����� La permutation � ayant ses deux sites actifs dans les deux arbres de

g�en�eration des permutations� son �etiquette est �A� ���

Soit � une permutation de Sn������ ����� ���������� �resp� Sn������ ����� ����������
 d��etiquette �X� t��

� X 	 A�

� Insertion dans l�un des n� � premiers �resp� du deuxi�eme �a l�avant�dernier
 sites de ��

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme �resp� �i� ���eme
 site

de �� pour tout i � �t� �
 	 �n� �
�

L��etiquette de � est alors �B� i � ���

� Insertion dans l�avant�dernier �resp� premier
 site de ��

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �A� t� ���

� Insertion dans le dernier site de ��

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �A� t� ���

� X 	 B�

� Insertion dans l�un des t � � premiers �resp� du deuxi�eme au t�eme
 sites de ��

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme �resp� �i� ���eme
 site

de �� pour tout i � �t� �
�

L��etiquette de � est alors �B� i � ���

� Insertion dans le dernier �resp� premier
 site actif de ��

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �B� t� ���

�

Proposition ����

� Le syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck� �voir �gure ���� caract�erisant l
arbre de g�en�eration

T ������ ����� ����� ����� est�������
��� ��

�p� t� � �t� p� �� t� p� ��� ��� ��� ��� ��� � � � � ��� ��� 	z 

p fois

� �p� p� ��� �p� p� ��� � � � � �p� t� ��

� L
�etiquette �p� t� du syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck� correspondant �a une permutation �

de l
arbre de g�en�eration v�eri�e

� p ! � si ���� ! ��

� p� � est le nombre de sites actifs situ�es �a gauche du dernier �el�ement de � inf�erieur

�a ���� sinon�
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� t est le nombre de sites actifs de ��
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Figure ��� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck��

Lemme ���� Une permutation � de Sn������ ����� ����� ����� v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� Les premier et dernier sites sont actifs�

�ii� Si ���� �! n� tous les sites �a droite de n jusqu
�a l
avant�dernier sont inactifs�

�iii� A droite du dernier �el�ement de � inf�erieur �a ���� �! �� un site est actif si et seulement si

tous les �el�ements �a sa gauche sont inf�erieurs �a tous ceux �a sa droite�

Preuve

� �i� r�esulte de la forme des motifs exclus�

� �ii�� Autrement� la sous�suite ����n�n�����n� serait de type ���� ou �����

� �iii��

Si un tel site est inactif� en raison d�une sous�suite ��i���j��n�����l� de type ����� ����� ����� ou

d�une sous�suite ��j��n�����k���l� de type ����� alors ��j� � ��l� et ��j� �resp� ��l�
 est �a gauche

�resp� droite
 du site inactif�

Soient ��j� et ��l� deux �el�ements respectivement �a gauche et �a droite du site consid�er�e� avec

��j� � ��l�� comme ��l� � ����� le site est inactif car la sous�suite ������j��n�����l� serait de

type �����

�

Preuve de la proposition ����� L��etiquette de la permutation � doit 
etre ��� ���

Soit � une permutation de Sn������ ����� ����� ����� d��etiquette �p� t��
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� Insertion dans le premier site�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n� � dans le premier site de ��

Le deuxi�eme site de � est actif� Les p sites actifs de �� du deuxi�eme au �p� ��
�eme

� deviennent

inactifs pour � �a cause de la sous�suite n�����n���e de type ���� o�u e est le dernier �el�ement

inf�erieur �a ����� Les t� p� � derniers sites actifs de � restent actifs dans ��

L��etiquette de � est alors �t� p� �� t� p� ���

� Insertion dans l�un des sites actifs �a gauche du dernier �el�ement inf�erieur �a ���� autre que le premier

site�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour tout

i � ��� p� �
�

Les sites �a gauche de n�� dans �� except�e le premier� sont inactifs car la sous�suite �����n����n���e

est de type ���� o�u e est le dernier �el�ement inf�erieur �a �����

L��etiquette de � est alors ��� ���

� Insertion dans l�un des sites actifs �a droite du dernier �el�ement inf�erieur �a �����

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour tout

i � �p� �� t
�

Les sites �a gauche de n� � dans � sont inchang�es car aucune sous�suite n�est de type �����

L��etiquette de � est alors �p� i� ���

�

Preuve du th�eor�eme ���� Il r�esulte des propositions ���� ���� ���� et ���� et des op�erations de sym�e�

trie par miroir et inverse� comme le montre la �gure ���� Il nous reste �a prouver �analytiquement� que

jSn������ ����� ����������j 	
��n��
n��

�
� Nous d�eduisons du syst�eme de r�e�ecriture SGrandDyck
 les r�ecur�

rences suivantes��������������������

gn������ 	
Pn

u��

Pu��
q�� q�gn����q�u� pour tout n � �

gn��t���t� 	
Pn���t

u�� gn����u�u�t��� pour tout n � � et t � �

gn��p�t� 	
Pn

u�t�� gn����p�u� pour tout n � � et � � p � t � �

gn 	
Pn��

t��

Pt��
p�� gn��p�t� pour tout n � �

g������� 	 �

g��������� 	 �

Des calculs simples permettent de v�eri�er que gn��p�t� 	
��n���t

n��

�
pour tout n � � et � � p � t�� � n��

et que gn 	
��n��
n��

�
pour tout n � �� �

��� Nombres de Motzkin

Les nombres de Motzkin ����� dont les premi�eres valeurs sont �� �� �� �� ��� ��� � � �� apparais	

sent dans de nombreux travaux en Combinatoire Enum�erative comme par exemple ceux de

R� Donaghey ���� ���� R� Donaghey et L�W� Shapiro ����� J� Riordan ����� P� Hanlon �����

Dans le contexte de nos travaux� S� Gire ���� a montr�e que les permutations de Sn����� �����

sont �enum�er�ees par les nombres de Motzkin en �etablissant une correspondance par isomorphisme

d�arbres de g�en�eration entre ces permutations et les arbres �	� distribu�es suivant le nombre

d�ar�etes�



���� Nombres de Motzkin ��

Nous prolongeons ici ces r�esultats de S� Gire en montrant qu�un autre ensemble de permuta	

tions et que deux ensembles d�involutions �a motifs exclus sont caract�eris�es par le m�eme syst�eme

de r�e�ecriture que les arbres �	��

En
n� nous nous int�eressons aux permutations vexillaires introduites par A� Lascoux et

M�P� Sch�utzenberger ����� Ces permutations sont exactement celles pour lesquelles les partitions

associ�ees aux tables d�inversion �ou codes de Lehmer� de la permutation et de son inverse sont

conjugu�ees� J� West ����� a montr�e que ces permutations� qui excluent le motif ���� ����� sont

en correspondance avec celles excluant le motif ����� ce qui a permis de d�eduire des travaux

d�I�M� Gessel ���� une formule les �enum�erant� Ici� nous conjecturons que les involutions vexillaires

sont �enum�er�ees par les nombres de Motzkin�

Th�eor	eme ���� Les ensembles de permutations �a motifs exclus Sn����� ������ Sn����� ������ et

les ensembles d
involutions �a motifs exclus In������� In������� In������� sont en correspondance

avec les arbres 	�� ayant n ar�etes et les buissons ayant n� � ar�etes� et sont donc �enum�er�es par

le n	eme nombre de Motzkin
bn� cX
i��

�
n

�i

�
ci

De plus� les ensembles In������ et In������ sont en bijection�

Conjecture ���� Les involutions vexillaires sur �n� sont �enum�er�ees par le n	eme nombre de

Motzkin et nous avons plus pr�ecis�ement

jIn������j! jIn������j !

bn� cX
i��

�
n

�i

�
ci

Arbres �	� ayant n ar�etes ����

Sn����� ����� ����

Buissons ayant n� � ar�etes

Sn����� �����

In������ In������ conjecture ����

In������ In������ conjecture ����

�
�

�

In������ In������ conjecture ����

Figure ��� Sch�ema des correspondances entre arbres �	�� buissons et plusieurs ensembles de
permutations et involutions �a motifs exclus�

Le sch�ema g�en�eral de la preuve qui suit est donn�e par la 
gure ��� o�u les ensembles regroup�es

seront caract�eris�es par le m�eme syst�eme de r�e�ecriture�
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Proposition ���� �S� Gire �����

� Le syst�eme de r�e�ecriture SMotzkin� �voir �gure ��	
� caract�erisant l
arbre de g�en�eration

���� des arbres 	�� suivant le nombre d
ar�etes et l
arbre de g�en�eration T ����� ����� est�
���

�t� � ���� ���� � � � � �t� ��� �t� ��

� L
�etiquette �t� du syst�eme de r�e�ecriture SMotzkin� correspond au nombre de

� sommets de la branche droite ayant au plus un �ls �sommets non doubles� pour l
arbre

	���

� sites actifs d
une permutation de l
arbre de g�en�eration T ����� ������

(1)

(3)

(1)
(2)

(3)

(5)

(4)

(2)

(2)(1)

(1)

(3)
(2)(1)

(3)

(2)

Figure ���� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SMotzkin��

Proposition ����

� Le syst�eme de r�e�ecriture SMotzkin� caract�erise l
arbre de g�en�eration T ����� ����� et les

arbres de g�en�eration des involutions par la m�ethode des points �xes de In������ et de

In�������

� L
�etiquette �t� du syst�eme de r�e�ecriture SMotzkin� correspond au nombre de

� sites actifs dans le cas des permutations de Sn����� ������

� points �xes actifs pour les involutions de In������ et In�������

Lemme ���� Une permutation � de Sn����� ����� v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� Le dernier site est actif�

�ii� Le k	eme site est actif si et seulement si ��k� ! k et tous les �el�ements �a sa gauche �resp�

droite� sont inf�erieurs �resp� sup�erieurs� �a k�

Preuve

� �i� r�esulte de la forme des motifs exclus�
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� �ii��

Si le k�eme site est actif� comme le motif ��� est interdit� nous avons f��k�� ��k � ��� � � � � ��n�g 	

�k� n
� Si ��k� � k� alors la permutation obtenue en activant le site situ�e �a gauche de ��k� contien�

drait la sous�suite �n�����k�k de type ��� ne faisant pas elle�m
eme partie d�une sous�suite de type

�����

Si ��k� 	 k et f����� ����� � � � � ��k� ��g 	 �k� �
� le motif ��� ne peut clairement pas inactiver le

k�eme site� Il en est de m
eme pour le motif ���� car toute sous�suite �n�����i����i�� de type ���

avec k � i� fait partie d�une sous�suite �n���k��i����i�� de type �����

�

Lemme ���
 Une involution � de In������ �resp� In������� v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� L
involution �������� � � ���n��n��� appartient �a In�������� �resp� In����������

�ii� Un point �xe j �resp� i� de � est actif si et seulement s
il n
existe pas de cycle �i� k� �resp�

�j� k�� de � avec i � j � k�

Preuve

� �i� r�esulte de la forme du motif exclu�

� �ii�� En e�et� l�activation du point �xe j �resp� i
 engendrerait la sous�suite k�n���ij �resp� �n���kji


de type ���� �resp� ����
�

�

Remarque ���� Une correspondance directe entre les involutions de In������ et les mots du

langage de Motzkin Px�x tt fyg� s
obtient en codant un point �xe par la lettre y et le d�ebut et

la �n d
un cycle par respectivement les lettres x et x� deux cycles ne pouvant se chevaucher�

Preuve de la proposition ����� Tout d�abord� la permutation ou l�involution � a clairement pour

�etiquette ����

Soit � une permutation ou une involution de l�un quelconque des arbres de g�en�eration ayant pour �etiquette

�t��

� � � Sn����� ������

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que le dernier site�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour

tout i � �t� �
�

L��etiquette de � est alors �i��

� Insertion dans le dernier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �t� ���

� � � In������ �resp� In������
�

� Transformation d�un point �xe actif en un cycle�

Soit � l�involution obtenue en transformant le i�eme point �xe actif de � en un cycle avec

l��el�ement n� �� pour tout i � �t� �
�

L��etiquette de � est alors �i� �resp� �t� i�
�
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� Ajout d�un point �xe�

L��etiquette de l�involution ainsi obtenue est alors �t� �� �resp� �t� ��
�

�

Proposition ���� Un arbre de g�en�eration des mots de Px�xnffx� xg
�xxwxxfx� xg� � w � Px�xg

codant les buissons �voir �gure ��		� est�
xxxx

w�w� � � � � � �wt � w�w� � � �wi��xwiwi�� � � �wtx pour tout i � �t� ��� ft� �g

o�u les wi sont des mots de parenth�eses premiers� pour tout i � �t��

x xx
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x
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_
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xx x x
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_
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Figure ���� Arbre de g�en�eration des mots codant les buissons�

Cet arbre de g�en�eration des buissons� du fait de sa construction� est clairement caract�eris�e

par le syst�eme de r�e�ecriture SMotzkin��

Nous allons maintenant caract�eriser les ensembles d�involutions In������ et In������ �a l�aide

des deux syst�emes de r�e�ecriture suivants�

Lemme ���� Le syst�eme de r�e�ecriture SMotzkin� �voir �gure ��	�� donn�e par�������������������

���

�t� � �t� ��
�
� ��� t� ��� ��� t� ��� � � � � �t� �� t� ��

�p� t� � �p� p�
�
� ��� t� ��� ��� t� ��� � � � � �p� �� t� ��� �p� t�� �p� t� ��� � � � � �p� p� ��

et le syst�eme de r�e�ecriture SMotzkin�� �voir �gure ��	�� d�e�ni par
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�����������������������������

���

��� � ���
�
� ���

�t� � �t� t�
�
� �t� ��� ��� t� ��� ��� t� ��� � � � � �t� t� �� pour tout t 
 �

�p� t� � �p� p�
�
� �p� �� t� ��� ��� t� ��� ��� t� ��� � � � � �p� t� ��� �p� t�� �p� t� ��� � � � � �p� p� ��

sont �equivalents dans le sens o�u les arbres de d�erivation qu
ils engendrent poss�edent des �etiquettes

identiques �a chaque niveau�

(2,4)

(1)

(2)

(5)

(3,4)

(4,4)

(2,2)

(3,3)

(2,2)

(3,3)

(2,3)

(4)

(2,3)

(3,3)

(2,2)

(2,2)

(3)

Figure ���� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SMotzkin��

(2,2)
(2,3)

(3,3)
(3,3)

(2,2)

(2,3)

(3,3)

(2,2)

(2,2)

(5)

(2,4)

(3,4)

(3)

(2)

(1)

(4)
(4,4)

Figure ���� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SMotzkin�� �

Preuve La transformation de SMotzkin� en SMotzkin�� s�e�ectue en rempla�cant pour tout x � �

� la r�egle �x� �� � �x� �� par la r�egle �x�
�
� �x� �� �

� la r�egle �x�
�
� �x� �� x� �� par la r�egle �x � �� � �x � �� x� �� �

Les autres r�egles sont conserv�ees� �
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Proposition ����

� L
arbre de g�en�eration des involutions de In������ �resp� In������� par la m�ethode r�ecur�

rente est caract�eris�e par le syst�eme de r�e�ecriture SMotzkin� �resp� SMotzkin����

� Les �etiquettes �t� et �p� t� du syst�eme de r�e�ecriture SMotzkin� �resp� SMotzkin��� correspon�

dant �a une involution � sur �n� de l
arbre de g�en�eration v�eri�ent

� p ! minfd � ��d� �� � ��d�g �resp� minfm � ��m� �� � ��m�g� pour � � In������

�resp� In������� et � �! �� � � �n �resp� n�n��� � � ����

� t est le nombre de sites actifs de �� c
est �a dire le nombre d
involutions respectivement

de In�������� �resp� In��������� obtenues �a partir de ��

Lemme ���� Une involution � de In������ �resp� In������� d
�etiquette �t� ou �p� t� d�e�nie

conform�ement �a la proposition ���	 v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� L
involution �������� � � ���n��n��� appartient �a In�������� �resp� In����������

�ii� Les sites de l
involution �� � � �n �resp� n�n� �� � � ���� qui appartient �a In������ �resp�

In������� pour tout n 
 �� sont tous actifs�

�iii� L
involution � �! �� � � �n �resp� n�n��� � � ��� a pour �etiquette �p� t�� Ses p premiers sites

sont actifs et le dernier site est inactif�

�iv� Si � �! �� � � �n �resp� n�n��� � � ��� a pour �etiquette �p� t�� l
ajout du point �xe �n � �� ou

l
insertion d
un cycle �k� n� �� avec k � p dans l
un des sites actifs de � inactive� dans

l
involution 
 ainsi obtenue� tous les sites situ�es entre 
�p� et n�� ou entre 
�p� et n���

Si � �! �� � � �n �resp� n�n��� � � ���� l
insertion d
un cycle �k� n��� dans l
un des sites actifs

de � laisse dans le m�eme �etat tous les sites situ�es �a droite de n � � dans l
involution 


ainsi obtenue�

Preuve

� �i� et �ii� r�esultent de la forme du motif exclu�

� �iii��

� Etudions l�involution sur �n � �
 obtenue en ins�erant le couple �i� n � �� avec i � �p
 en

incr�ementant d�une unit�e les �el�ements de � sup�erieurs ou �egaux �a i�

Les �el�ements �a gauche de l��el�ement n � � forment toujours une sous�suite croissante �resp�

d�ecroissante
 ce qui interdit �a n � � de jouer le r
ole de � dans le motif ���� �resp� ����
�

Par d�e�nition� nous avons ���� � ���� � � � � � ��p � �� � ��p� �resp� ���� � ���� �

� � � � ��p � �� � ��p�
� Comme � est une involution� nous avons ������ � ������ � � � � �

����p � �� � ����p� �resp� ������ � ������ � � � � � ����p � �� � ����p�
� Cela interdit �a

i de jouer le r
ole de � dans le motif ���� �resp� ����
 puisque tous les �el�ements inf�erieurs �a i

forment une sous�suite croissante �resp� d�ecroissante
�
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� Le dernier site est inactif car autrement la sous�suite ������p��n����n��� serait de type ����

�resp� ����
�

� �iv��

� En e�et� la sous�suite ������p��n��� ou ������p��n��� de type ��� �resp� ���
 et inactive les

sites �a droite de ��p� et ceux �a gauche de n� � ou n� ��

� Si le l�eme site de � avec l � k est inactif� le �l � ���eme site de � l�est �egalement� En e�et� le seul

cas �a consid�erer serait l�existence d�une sous�suite ���i�����i���n���k ou ���i�����i���n���l

avec i� � l ou i� � k qui soit de type ���� �resp� ����
� o�u ���j� 	 ��j� ou ��j� � � selon que

��j� � l ou � l� Dans ce cas� la sous�suite ��i����i���n����l��� serait du m
eme type�

�

Preuve de la proposition ����� Clairement� l��etiquette de l�involution 	 est ����

Soit � une involution de l�un des arbres de g�en�eration par la m�ethode r�ecurrente�

� � � In�������

� � 	 �� � � �n a pour �etiquette �t� avec t 	 n� ��

� Ajout d�un point �xe engendrant l�involution �� � � � �n����

L��etiquette de l�involution ainsi obtenue est alors �t� ���

� Insertion dans l�un des sites actifs�

Soit � l�involution obtenue en ins�erant le cycle �i� n � �� dans le i�eme site de �� pour tout

i � �t
�

L��etiquette de � est alors �i� �� t� ���

� � �	 �� � � �n a pour �etiquette �p� t��

� Ajout d�un point �xe engendrant l�involution �������� � � � ��n��n����

L��etiquette de l�involution ainsi obtenue est alors �p� p��

� Insertion dans l�un des p premiers sites�

Soit � l�involution obtenue en ins�erant le cycle �i� n � �� dans le i�eme site de �� pour tout

i � �p
�

L��etiquette de � est alors �i� �� t� ���

� Insertion dans l�un des t� p derniers sites actifs�

Soit � l�involution obtenue en ins�erant le cycle �i� n � �� dans le i�eme site actif de �� pour

tout i � �p� �� t
�

L��etiquette de � est alors �p� p� � � t � i��

� � � In�������

� � 	 	 a pour �etiquette ����

Elle permet d�engendrer les involutions � d��etiquette ��� et �� d��etiquette ����

� � 	 n�n��� � � �� a pour �etiquette �t� avec t 	 n� �� pour tout n � ��

� Ajout d�un point �xe engendrant l�involution n�n��� � � ���n����

L��etiquette de l�involution ainsi obtenue est alors �t� t��

� Insertion dans le premier site �engendrant l�involution �n����n��� � � ����

L��etiquette de l�involution ainsi obtenue est alors �t� ���

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que le premier site�

Soit � l�involution obtenue en ins�erant le cycle �i� n � �� dans le i�eme site de �� pour tout
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i � ��� t
�

L��etiquette de � est alors �i� t� ���

� � �	 n�n��� � � �� a pour �etiquette �p� t��

� Ajout d�un point �xe engendrant l�involution �������� � � � ��n��n����

L��etiquette de l�involution ainsi obtenue est alors �p� p��

� Insertion dans le premier site �engendrant l�involution �n������������������� � � � ���n�������

L��etiquette de l�involution ainsi obtenue est alors �p� �� t� ���

� Insertion dans l�un des p premiers sites autre que le premier site�

Soit � l�involution obtenue en ins�erant le cycle �i� n � �� dans le i�eme site de �� pour tout

i � ��� p
�

L��etiquette de � est alors �i� t� ���

� Insertion dans l�un des t� p derniers sites actifs�

Soit � l�involution obtenue en ins�erant le cycle �i� n � �� dans le i�eme site actif de �� pour

tout i � �p� �� t
�

L��etiquette de � est alors �p� p� � � t � i��

�

Preuve du th�eor�eme ����� Il r�esulte des propositions ����� ����� ���� et �����

De plus� les ensembles d�involutions In������ et In������ sont en bijection puisque les tableaux de Young

standard correspondant �a ces involutions par l�algorithme de Robinson�Schensted sont transpos�es l�un de

l�autre� �

��� Nombres de Schr
oder

Les nombres de Schr�oder ����� dont les premi�eres valeurs sont �� �� �� ��� ��� ���� � � �� sont li�es

�a l��enum�eration de nombreux objets combinatoires classiques� Ils apparaissent dans les travaux

de D�E� Knuth ����� G� Kreweras ����� D�G� Rogers ����� D�G� Rogers et L�W� Shapiro ���� ����

D� Gouyou	Beauchamps et B� Vauquelin ����� L�W� Shapiro et A�B� Stephens ����� Notons que�

parfois� les nombres �� �� ��� ��� ���� � � � sont �egalement appel�es nombres de Schr�oder�

R�ecemment� J� West ����� ���� a montr�e que les permutations excluant les deux motifs ����

et ���� sont �enum�er�es par les nombres de Schr�oder� S� Gire ���� a pour sa part prolong�e ce

r�esultat en montrant que ces permutations sont en correspondance avec celles excluant les deux

motifs ���� et ���� et avec les arbres �	� distribu�es suivant le nombre de sommets internes� En

fait� les arbres de g�en�eration de ces trois ensembles sont caract�eris�es par le m�eme syst�eme de

r�e�ecriture�

Nous montrons que huit nouveaux ensembles de permutations �a motifs exclus ont des arbres de

g�en�eration �egalement caract�eris�es par ce syst�eme de r�e�ecriture� et sont donc d�enombr�es par les

nombres de Schr�oder�

Th�eor	eme ���� Les ensembles de permutations �a motifs exclus Sn������ ������ Sn������ ������

Sn������ ������ Sn������ ������ Sn������ ������ Sn������ ������ Sn������ ������ Sn������ ������



���� Nombres de Schr	oder ��

Sn������ ����� et Sn������ ����� sont en bijection avec les arbres 	�� ayant n � � sommets

internes et sont donc �enum�er�es par le �n� ��	eme nombre de Schr�oder

n��X
i��

�
n� � � i

n� �� i

�
ci

Proposition ���� �J� West �		
� 		���

� Le syst�eme de r�e�ecriture SSchr�oder �voir �gure ��	�� caract�erisant l
arbre de g�en�eration

T ������ ����� est�
���

�t� � ���� ���� � � � � �t� ��� �t� ��

� L
�etiquette �t� du syst�eme de r�e�ecriture SSchr�oder correspond au nombre de sites actifs de

la permutation associ�ee dans l
arbre de g�en�eration�
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Figure ���� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SSchr�oder caract�erisant notamment les
arbres �	� suivant le nombre de sommets internes�

Proposition ���� �S� Gire �����

� Le syst�eme de r�e�ecriture SSchr�oder caract�erise l
arbre de g�en�eration ���� des arbres 	��

suivant le nombre de sommets internes et l
arbre de g�en�eration T ������ ������

� L
�etiquette �t� du syst�eme de r�e�ecriture SSchr�oder correspond au nombre de
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� mots premiers du mot de Schr�oder �ou mot de Motzkin� codant l
arbre 	�� augment�e

de ��

� sites actifs de la permutation associ�ee dans l
arbre de g�en�eration�

Proposition ����

� Le syst�eme de r�e�ecriture SSchr�oder caract�erise les arbres de g�en�eration T ������ ������

T ������ ������ T ������ ������ T ������ ������ T ������ ������ T ������ ������ T ������ �����

et T ������ ������

� L
�etiquette �t� du syst�eme de r�e�ecriture SSchr�oder correspond au nombre de sites actifs de

la permutation associ�ee pour l
un quelconque des huit arbres de g�en�eration�

Lemme ���
 Pour une permutation de Sn������ ������ Sn������ ������ Sn������ ������

Sn������ ������ Sn������ ������ Sn������ ������ Sn������ ������ Sn������ ������ l
insertion de

l
�el�ement n � � dans l
un des sites actifs laisse dans le m�eme �etat tous les sites situ�es �a gauche

de n� � dans la permutation obtenue�

Preuve En e�et� tous les motifs exclus sont des permutations de S	 pour lesquelles l��el�ement � est situ�e

�a gauche de l��el�ement �� �

Lemme ���� Si une permutation � appartenant �a Sn������ ����� �resp� Sn������ ������

Sn������ ������ Sn������ ������ Sn������ ������ a t sites actifs dans l
arbre de g�en�eration cor�

respondant� alors ses t premiers sites sont actifs et le type la sous�suite �������� � � ���t� �� ap�

partient �a St������� ���� �resp� St������� ����� St������� ����� St������� ����� St������� ������
De plus� pour une permutation de Sn������ ����� ou Sn������ ������ le site situ�e �a droite de n

est actif�

Preuve Ce r�esultat se d�eduit clairement de la forme des motifs exclus dont le dernier �el�ement � est

aussi le plus grand �el�ement� �

Remarque ����

�i� Sn����� ���� ! f� � 	��i� � ��� n�� jfj � j � i� ��j�� ��i�gj � f�� �gg�

�ii� Sn����� ���� ! f� � � � ! e� � e� � � � �� el ! n tel que

� ! �el�� � ���el�� � �� � � � el�el�� � ���el�� � �� � � �el�� � � � �e� � ���e� � �� � � �e�g�

�iii� Sn����� ���� ! f� � � � j � i ! ������ � k � n� ��j� � ��j � �� et ��k� �� � ��k�g�

�iv� Sn����� ���� ! f� � � � j � i ! ����n� � k � n� ��j�� ��j � �� et ��k � �� � ��k�g�

�v� Sn����� ���� ! f� � � � ! e� � e� � � � �� el ! n tel que

� ! e��e� � �� � � � �e� � ��e��e� � �� � � � �e� � �� � � � el�el � �� � � � �el�� � ��g�



���� Nombres de Schr	oder ��

Preuve R� Simion et F�W� Schmidt ���
 ont montr�e que jSn����� ����j 	 jSn����� ����j 	

jSn����� ����j 	 jSn����� ����j 	 jSn����� ����j 	 �n�� pour tout n � �� A�n de n��etudier que les

cas utiles� remarquons que f���� ���g 	 f���� ���gc et f���� ���g 	 f���� ���g�� Ensuite� notons que

les arbres de g�en�eration des permutations T ����� ����� T ����� ����� T ����� ���� sont caract�eris�es par le

syst�eme de r�e�ecriture

�
���

��� � ���� ���
pour lequel l��etiquette correspond au nombre de sites actifs�

plus pr�ecis�ement� les deux sites actifs sont respectivement les deux premiers� le premier et celui �a droite

de n� le premier et le dernier� Nous en d�eduisons alors la caract�erisation des permutations �a motifs exclus

des ensembles correspondants� �

Lemme ���� Une permutation de Sn������ ����� v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� Les deux premiers et le dernier sites sont actifs�

�ii� Si ���� �! n� les sites �a droite de n jusqu
�a l
avant�dernier sont inactifs�

Preuve

� �i� r�esulte de la forme des motifs exclus�

� �ii�� Autrement� la sous�suite ����n�n�����n� serait de type ���� ou �����

�

Lemme ���� Une permutation de Sn������ ����� v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� Les deux premiers sites� celui situ�e �a droite de n et le dernier sont actifs�

�ii� Tous les autres sites �a droite de n sont inactifs�

Preuve

� �i� r�esulte de la forme des motifs exclus�

� �ii�� Autrement� la sous�suite n������n� � ���n�����n� serait de type ���� ou �����

�

Lemme ���� Une permutation de Sn������ ����� v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� Le premier et les deux derniers sites sont actifs�

�ii� Les sites �a droite de n jusqu
�a l
ant�ep�enulti�eme sont inactifs�

Preuve

� �i� r�esulte de la forme des motifs exclus�

� �ii�� Autrement� la sous�suite n�n�����n � ����n� serait de type ���� ou �����

�

Preuve de la proposition ����� La permutation � ayant ses deux sites actifs� pour chacun des ensembles

consid�er�es� son �etiquette est ����

Soit � une permutation de l�un quelconque des arbres de g�en�eration des permutations ayant pour �etiquette

�t��
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� � � Sn������ ������

� Insertion dans l�un des deux premiers sites�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �t� ���

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que les deux premiers sites�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site de �� pour tout

i � ��� t
�

L��etiquette de � est alors �i��

� � � Sn������ ������

Soit k 	 ��j� 	 maxf����� ����� � � � � ��t� ��g�

� Insertion dans le premier site ou dans le site situ�e �a droite de k�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �t� ���

� Insertion dans l�un des sites �a gauche de k autre que le premier site�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site de �� pour tout

i � ��� j
�

L��etiquette de � est alors �i � ���

� Insertion dans l�un des sites actifs situ�e �a droite de k autre que le premier d�entre eux�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site de �� pour tout

i � �j � �� t
�

L��etiquette de � est alors �i��

� � � Sn������ ������

� Insertion dans le premier site ou dans le dernier site actif�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �t� ���

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que les premier et dernier sites actifs�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site de �� pour tout

i � ��� t� �
�

L��etiquette de � est alors �i � ���

� � � Sn������ ������

Soit k 	 ��j� 	 maxf����� ����� � � � � ��t� ��g�

� Insertion dans l�un des sites �a gauche de k autre que le dernier d�entre eux�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site de �� pour tout

i � �j � �
�

L��etiquette de � est alors �i � ���

� Insertion dans l�un des sites entourant k�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �t� ���

� Insertion dans l�un des sites actifs �a droite de k autre que le premier d�entre eux�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site de �� pour tout

i � �j � �� t
�

L��etiquette de � est alors �i��

� � � Sn������ ������

Reprenons les notations de la remarque ���� selon lesquelles la sous�suite �������� � � � ��t � �� est



���� Nombres de Schr	oder ��

de type � 	 e��e� � �� � � � �e� � ��e��e� � �� � � � �e� � �� � � � el�el � �� � � � �el�� � �� avec � 	 e� � e� �

� � � � el 	 t� ��

� Insertion dans le premier site ou dans l�un des sites actifs correspondant �a une mont�ee� autre

que le dernier site actif�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n� � dans le �ej � ���eme site de � �c�est

�a dire dans le site situ�e �a gauche de ej�� relativement �a � �� pour tout j � ��� l � �
�

L��etiquette de � est alors �ej�� � ���

� Insertion dans l�un des sites actifs correspondant �a une descente autre que le dernier site actif�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le �ej � i�
�eme

site de � �c�est

�a dire dans l�un des sites situ�es entre ej�� et ej � � relativement �a � �� pour tout j � ��� l� �


et pour tout i � ��� ej�� � ej 
�

L��etiquette de � est alors �ej � i� ���

� Insertion dans le dernier site actif�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �t� ���

Notons que les insertions dans les t � � premiers sites engendrent chacune des �etiquettes

���� ���� � � � � �t� �� exactement une fois puisque les �etiquettes g�en�er�ees vont de e� � � �a el � ��

� � � Sn������ ������

� Insertion dans le premier ou dernier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �t� ���

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que les premier et dernier sites�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour

tout i � ��� t� �
�

L��etiquette de � est alors �i � ���

� � � Sn������ ������

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que les deux derniers sites actifs�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour

tout i � �t� �
�

L��etiquette de � est alors �i � ���

� Insertion dans l�avant�dernier des sites actifs ou dans le dernier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �t� ���

� � � Sn������ ������

� Insertion dans l�un des sites actifs autre que les deux derniers sites�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour

tout i � �t� �
�

L��etiquette de � est alors �i � ���

� Insertion dans l�un des deux derniers sites�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �t� ���

�

Preuve du th�eor�eme ����� Il r�esulte des propositions ����� ���� et ����� �
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��� Syst�emes de r�e�ecriture pour les tableaux de Young stan�

dard born�es

L�algorithme de Robinson	Schensted ���� ��� donne une correspondance entre permutations

sur �n� et paires de tableaux de Young standard de m�eme forme � � n� Cette correspondance met

en �evidence de nombreuses propri�et�es et permet en particulier la lecture de certains param�etres

des permutations sur les tableaux associ�es�

Par exemple� la longueur de la plus longue sous	suite croissante �resp� d�ecroissante� d�une per	

mutation est la longueur �resp� hauteur� des tableaux correspondants ����� Rappelons que des

r�esultats plus 
ns� caract�erisant exactement la forme des tableaux� ont �et�e obtenus par C� Greene

����� Pour sa part� M�P� Sch�utzenberger ���� a montr�e que lorsque la permutation consid�er�ee est

une involution� les deux tableaux obtenus par l�algorithme de Robinson	Schensted sont iden	

tiques�

Ainsi� s�int�eresser aux paires de tableaux de m�eme forme et aux tableaux de Young standard

de longueur �resp� hauteur� au plus k revient �a consid�erer respectivement les permutations et

les involutions excluant le motif identit�e �� � � � �k��� �resp� miroir de l�identit�e �k���k � � ���� En

e�et� l�exclusion de ces motifs consiste �a interdire des sous	suites croissantes �resp� d�ecroissantes�

de longueur k � ��

Ce probl�eme� que nous abordons ici sous une forme purement combinatoire� a �et�e consid�er�e

dans la th�ese d�I� Schur� Depuis� de nombreux auteurs se sont int�eress�es au d�enombrement des

paires de tableaux de Young standard de hauteur born�ee ���� ��� ��� ��� ��� ���� et des tableaux

de Young standard de hauteur born�ee ���� ��� ��� ��� ��� ���� ���� Nous pouvons en particulier

citer les r�esultats asymptotiques obtenus par A� Regev ����� ainsi que les conjectures �enonc�ees

par F� Bergeron� L� Favreau et D� Krob ����

Notre apport consiste ici �a �etablir des syst�emes de r�e�ecriture caract�erisant les arbres de g�en�e	

ration des permutations de Sn��� � � � �k���� et des involutions de In��� � � � �k����� et �a en d�eduire

des �equations de r�ecurrence dans le cas des permutations de Sn��� � � ��k����� Malheureusement�

leur complexit�e ne nous a pas permis de pouvoir les exploiter�

Avant de pr�esenter notre contribution �a ce probl�eme� rappelons tout d�abord les r�esultats

connus dans ce cadre�

jSn�����j! cn P�A� MacMahon ����

jSn������j! �
Pn

k��

��k
k

��n
k

�� �k���k���n��kn
�k�����k����n�k��� I�M� Gessel ����

jIn�����j!
�

n
bn� c
�

jIn������j!
Pbn� c

i��

�n
�i

�
ci A� Regev ����

jIn�������j! cbn��
�

c�cdn��
�

e D� Gouyou	Beauchamps ����

jIn��������j! �
Pbn

� c
i��

�n
�i

�
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�i���
 D� Gouyou	Beauchamps ����



��
� Syst�emes de r�e�ecriture pour les tableaux de Young standard born�es ��

����� Paires de tableaux de Young standard de hauteur born�ee

J� West ����� s�est int�eress�e aux arbres de g�en�eration T ����� et T ������� Nous g�en�eralisons

ses r�esultats en donnant une caract�erisation de l�arbre de g�en�eration T ��� � � ��k����� et ce pour

tout entier k�

D�e
nition ���� Nous appelons i	eme suite des minima d
une permutation � la suite constitu�ee

des minima �a gauche de la sous�suite obtenue en supprimant de � les �el�ements des i�� premi�eres

suites des minima�

Nous notons pi l
indice dans � du premier �el�ement constituant la i	eme suite des minima de ��

avec pi ! n� � si si cette suite est vide� et adoptons par convention le fait que p� ! ��

Exemple ���� Les premi�ere� deuxi�eme et troisi�eme suites des minima de la permutation � !

��������� sont respectivement les suites ����� �� et ���� Nous avons alors p� ! �� p� ! � !

������� p� ! ������ ! �� p� ! ������ ! � et pi ! �� pour tout i 
 ��

Proposition ���� Soit � une permutation de Sn admettant exactement k suites des minima�

Alors� la plus longue sous�suite croissante de � est exactement de longueur j�

Preuve Soit y un �el�ement de la �q � ���eme suite des minima de �� Alors� il existe un �el�ement x

appartenant �a la q�eme suite des minima tel que x � y et ����x� � ����y�� Ainsi� � poss�ede une sous�suite

croissante de longueur k� De plus� deux �el�ements d�une sous�suite croissante de � ne peuvent appartenir

�a la m
eme i�eme suite des minima de �� �

Remarque ���� La preuve pr�ec�edente nous permet de constater que la suite �������� � � ���pj�

contient une sous�suite croissante de longueur j pour tout j � �k��

Proposition ���


� Pour tout entier positif k� l
arbre de g�en�eration T ��� � � ��k���� est caract�eris�e par le syst�eme

de r�e�ecriture�����������������

��� �� � � � � �� 	z 

k�� fois

�

�p�� p�� � � � � pk� � �p� � �� p�� �� � � � � pk � ���

�p�� p�� � � � � pi��� s� pi�� � �� pi�� � �� � � � � pk � ��
pour tout i � ��� k� et pour tout s � �pi�� � �� pi�

� A une permutation � de Sn��� � � ��k���� correspond� par ce syst�eme de r�e�ecriture� une

�etiquette �p�� p�� � � � � pk� dans laquelle pi est l
indice du premier �el�ement de la i	eme suite

des minima de � �voir d�e�nition ������

Exemple ���� La permutation � ! ������� poss�ede les trois suites des minima ���� ��� et ��

Ainsi� � n
appartient pas �a S������ mais a pour �etiquette ��� �� dans T ������ et pour �etiquette

��� �� �� �� dans T ���������
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Lemme ���� Pour une permutation d
�etiquette �p�� p�� � � � � pk� dans l
arbre de g�en�eration

T ��� � � ��k����� seuls les pk premiers sites sont actifs�

Preuve Ce r�esultat est une cons�equence de la proposition ����� �

Preuve de la proposition ����� Clairement� l��etiquette de la permutation � est ��� �� � � � � �� par d�e��

nition des �etiquettes�

Soit � une permutation de l�arbre de g�en�eration T ��� � � � �k���� ayant pour �etiquette �p�� p�� � � � � pk��

� Insertion dans le premier site�

L��etiquette de la permutation ainsi obtenue est alors �p� � �� p� � �� � � � � pk � ���

� Insertion dans l�un des pk premiers sites autre que le premier site�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n�� dans le s�eme site de �� pour tout s � ��� pk
�

Alors� il existe i � ��� k
 tel que pi�� � s � pi�

L��etiquette de � est alors �p�� p�� � � � � pi��� s� pi�� � �� pi�� � �� � � � � pk � ���

�

Corollaire ���� Soit P �n
 p�� p�� � � � � pk� le nombre de permutations de Sn��� � � � �k���� ayant

pour �etiquette �p�� p�� � � � � pk� o�u � � p� � p� � � � � � pk � n � �� et posons P �n
 p�� p�� � � � � pj�

n � �� n� �� � � � � n� �� ! P �n
 p�� p�� � � � � pj��

Nous avons alors les �equations de r�ecurrence suivantes������������������������

P ��
 � ! �

P �n
 p�� p�� � � � � pk� !

P �n� �
 p� � �� p� � �� � � � � pk � ��

� P �n� �
 p�� p�� � � � � pk���
�

Pk
i��

Ppi����
s�pi P �n� �
 p�� p�� � � � � pi��� s� pi�� � �� pi�� � �� � � � � pk � ��

jSn��� � � ��k����j � jSn��� � � �k�j !
P

��p��p������pk�n P �n
 p�� p�� � � � � pk�

Par exemple� nous avons P �n
 p�� !
��n�p�
n��

�
�
��n�p�

n

�
pour tout p� � ��� n�� Aussi� avant m�eme

de conna��tre P �n
 p�� p�� � � � � pk� dans le cas g�en�eral� il serait bien �evidemment utile d�avoir une

formule pour P �n
 p�� p��� probl�eme �etudi�e par J� West ������

Conjecture ���� Le nombre de permutations � de Sn������ telles que ���� � ���� � ���� ! n

est

P �n
 �� �� !
n��X
l��

�
n� �

l � �

�
l��X
m��

�l��
m

�
�
� l��
m��

�
�
� l��
m��

��l��
�

�
�
�l��

�

�
Remarquons que

Pl��
m��

�l��m ���
l��
m�����

l��
m���

�l��� ���
l��
� �

d�enombre les permutations de Baxter ayant l �el�e	

ments ���� �����

����� Tableaux de Young standard de hauteur born�ee

Nous donnons ici une caract�erisation de l�arbre de g�en�eration des involutions excluant le

motif �� � � ��k���� arbre obtenu par la m�ethode r�ecurrente� Cet arbre de g�en�eration est tr�es

semblable �a celui donnant les permutations excluant ce m�eme motif�



��
� Syst�emes de r�e�ecriture pour les tableaux de Young standard born�es ��

Proposition ����

� Pour tout entier k 
 �� l
arbre de g�en�eration des involutions de In��� � � ��k���� obtenu

par la m�ethode r�ecurrente est caract�eris�e par le syst�eme de r�e�ecriture���������������������������������������������������������

��
 �

�n
 p�� p�� � � � � pj� 	z 

��j�k��

� �n� �
 p�� p�� � � � � pj� n� ��

�
� �n� �
 p�� p�� � � � � pi��� s� pi�� � �� pi�� � �� � � � � pj � ��

pour tout i � �j� et pour tout s � �pi�� � �� pi�
�
� �n� �
 p�� p�� � � � � pj� s� pour tout s � �pj � �� n� ��

�n
 p�� p�� � � � � pk��� � �p�� p�� � � � � pk��� n� ��
�
� �n� �
 p�� p�� � � � � pi��� s� pi�� � �� pi�� � �� � � � � pk�� � ���

pour tout i � �k � �� et pour tout s � �pi�� � �� pi�
�p�� p�� � � � � pk��� s� pour tout s � �pk�� � �� n� ��

�p�� p�� � � � � pk�
�
� �p�� p�� � � � � pi��� s� pi��� �� pi�� � �� � � � � pk � ��

pour tout i � �k� et pour tout s � �pi�� � �� pi�

� A une involution � de In��� � � � �k���� correspond� par ce syst�eme de r�e�ecriture� une �eti�

quette dans laquelle pi est l
indice du premier �el�ement de la i	eme suite des minima de �

�voir d�e�nition ������

Exemple ���� L
involution � ! �������� poss�ede les trois suites des minima ���� ��� et ���

Ainsi� � n
appartient pas �a I������� mais a pour �etiquette ��� �� �� dans le cas de I������� et a

pour �etiquette ��
 �� �� �� dans le cas de I�������� et de I�����������

Lemme ���� Pour une involution � de In��� � � � �k����� nous avons les propri�et�es suivantes�

�i� Si � poss�ede j suites des minima� o�u j � ��� k� ��� tous ses sites sont actifs�

En adoptant les d�e�nitions de la proposition ����� � a pour �etiquette �n
 p�� p�� � � � � pj��

�ii� Si � poss�ede exactement k suites des minima� seuls les pk premiers sites engendrant des

involutions de In�� sont actifs�

En adoptant les d�e�nitions de la proposition ����� � a pour �etiquette �p�� p�� � � � � pk��

Preuve

� �i�� L�involution �������� � � � ��n��n��� appartient �a In����� � � � �k���� et toutes les involutions de

In�� engendr�ees �a partir de � appartiennent �a In����� � � � �k���� car � appartient �a In��� � � � �j�����

� �ii�� D�apr�es la proposition ����� � poss�ede une sous�suite � de type �� � � �k� L�involution

�������� � � � ��n��n��� n�appartient donc pas �a In����� � � � �k����� De plus� comme ��pk� appartient

�a �� toutes les insertions �a droite de ��pk� engendrent des involutions de In�� contenant au moins

une sous�suite de type �� � � � �k���� Par contre� aucune des insertions �a gauche de ��pk� n�engendre

d�involutions de In�� contenant une sous�suite de type �� � � � �k����

�



��Chapitre �� Permutations �a motifs exclus �enum�er�ees par quelques suites classiques

Preuve de la proposition ����� Clairement� l��etiquette de l�involution 	 de I���� � � � �k���� est ��� ��

Cherchons les �etiquettes des �ls d�une involution � de In��� � � � �k���� dans l�arbre de g�en�eration obtenu

par la m�ethode r�ecurrente�

� Ajout d�un point �xe engendrant l�involution �������� � � � ��n��n����

� � a pour �etiquette �n� p�� p�� � � � � pj� avec j � ��� k� �
�

L��etiquette de l�involution ainsi obtenue est alors �n� �� p�� p�� � � � � pj� n� ���

� � a pour �etiquette �n� p�� p�� � � � � pk����

L��etiquette de l�involution ainsi obtenue est alors �p�� p�� � � � � pk��� n� ���

� Insertion dans l�un des sites situ�es �a gauche du premier �el�ement de la derni�ere suite des minima

engendrant une involution de In���

� � a pour �etiquette �n� p�� p�� � � � � pj� avec j � ��� k� �
�

Soit � l�involution obtenue en ins�erant l��el�ement n�� dans le s�eme site de �� pour tout s � �pj
�

et en incr�ementant d�une unit�e tous les �el�ements de � sup�erieurs ou �egaux �a s�

Alors� il existe i � �j
 tel que pi�� � s � pi�

L��etiquette de � est alors �n� �� p�� p�� � � � � pi��� s� pi�� � �� pi�� � �� � � � � pj � ���

� � a pour �etiquette �p�� p�� � � � � pk��

Soit � l�involution obtenue en ins�erant l��el�ement n�� dans le s�eme site de �� pour tout s � �pk
�

et en incr�ementant d�une unit�e tous les �el�ements de � sup�erieurs ou �egaux �a s�

Alors� il existe i � �k
 tel que pi�� � s � pi�

L��etiquette de � est alors �p�� p�� � � � � pi��� s� pi�� � �� pi�� � �� � � � � pk � ���

� Insertion dans l�un des sites situ�es �a droite du premier �el�ement de la derni�ere suite des minima

engendrant une involution de In���

� � a pour �etiquette �n� p�� p�� � � � � pj� avec j � ��� k� �
�

Soit � l�involution obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le s�eme site de �� pour tout

s � �pj � �� n� �
� et en incr�ementant d�une unit�e tous les �el�ements de � sup�erieurs ou �egaux

�a s�

L��etiquette de � est alors �n� �� p�� p�� � � � � pj� s��

� � a pour �etiquette �n� p�� p�� � � � � pk����

Soit � l�involution obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le s�eme site de �� pour tout

s � �pk����� n��
� et en incr�ementant d�une unit�e tous les �el�ements de � sup�erieurs ou �egaux

�a s�

L��etiquette de � est alors �p�� p�� � � � � pk��� s��

�



Chapitre �

Permutations triables par deux

passages cons�ecutifs dans une pile

D�E� Knuth ���� s�est int�eress�e aux permutations qui peuvent �etre tri�ees par passage dans

une pile� Il les a caract�eris�ees comme �etant exactement les permutations excluant le motif ���

et celles	ci� du fait de leur nombre� sont parfois appel�ees permutations de Catalan�

Dans ce probl�eme du tri d�une permutation par passage dans une pile� nous constatons que

la pile ne doit contenir �a tout instant que des entiers allant en croissant �a partir du sommet

de pile� Ainsi� dans un certain sens� la pile v�eri
e une condition que nous pouvons quali
er de

contrainte de type �tour de Hano��� par r�ef�erence au probl�eme du m�eme nom�

Parmi les extensions possibles du probl�eme consid�er�e par D�E� Knuth� J� West ����� ����

s�est int�eress�e �a l��enum�eration des permutations triables par plusieurs passages cons�ecutifs dans

une pile� celle	ci devant �a tout instant ob�eir �a cette condition �tour de Hano���� Il a donn�e

une caract�erisation de l�ensemble des permutations sur �n� triables par deux passages cons�ecu	

tifs dans une pile en terme de permutations �a motifs exclus � il s�agit de Sn������ ������� De

plus� il en a conjectur�e la formule d��enum�eration ����n�

��n���
�n���
 dont les premi�eres valeurs sont

�� �� �� ��� ��� ���� � � �

Une premi�ere preuve de cette conjecture� bas�ee sur la r�esolution d�une r�ecurrence tr�es com	

plexe avec des outils de calcul formel� a �et�e donn�ee par D� Zeilberger ������

D�autre part� S� Dulucq� S� Gire et J� West ���� ���� en utilisant la m�ethode des arbres de

g�en�eration� ont �etabli une correspondance entre les permutations de Sn������ ������ dites per	

mutations non s�eparables et l�ensemble des cartes planaires point�ees non s�eparables ayant n��

ar�etes dont le nombre est exactement ����n�

��n���
�n���
 comme l�a montr�e W�T� Tutte ������ De plus�

cette bijection fait correspondre aux param�etres degr�e de la face distingu�ee et nombre de som	

mets de ces cartes les param�etres nombre de maxima �a droite et descentes de ces permutations�

Or� W�G� Brown ���� d�une part� et W�G� Brown et W�T� Tutte ���� d�autre part� ont donn�e des

formules exprimant la distribution de ces cartes suivant ces deux param�etres�

��



��Chapitre 
� Permutations triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile

Ainsi� la conjecture de J� West pouvant se ramener �a trouver une correspondance entre per	

mutations triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile et cartes planaires point�ees non

s�eparables� le r�esultat de S� Dulucq� S� Gire et J� West constitue une premi�ere �etape vers une

preuve combinatoire de cette conjecture� La seconde �etape� que nous allons reprendre partielle	

ment dans ce chapitre� a �et�e propos�ee par S� Dulucq� S� Gire et O� Guibert ���� ����

Signalons �egalement qu�I�P� Goulden et J� West ���� ont r�ecemment �etabli une nouvelle

correspondance entre permutations triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile et cartes

planaires point�ees non s�eparables�

Cette seconde �etape vers une preuve combinatoire de la conjecture de J� West� en partie

devin�ee gr�ace au logiciel forbid� �etablit une correspondance entre les permutations sur �n� triables

par deux passages cons�ecutifs dans une pile Sn������ ������ et les permutations non s�eparables

de Sn������ ������� en utilisant la m�ethode des arbres de g�en�eration des permutations� Toutefois�

la correspondance n�est pas directe et il nous est n�ecessaire de passer par quatre syst�emes de

r�e�ecriture di��erents �et donc sept autres ensembles de permutations �a motifs exclus�� Par contre�

les deux param�etres consid�er�es sur les cartes planaires point�ees non s�eparables se transportent

sur tous ces ensembles� de sorte que nous obtenons des formules d��enum�eration ra�nant la

formule conjectur�ee par J� West et d�emontr�ee par D� Zeilberger�

Comme la plupart des bijections interm�ediaires reliant ces deux ensembles de permutations �a

motifs exclus sont d�etaill�ees dans la th�ese de S� Gire ����� seule l�une des quatre correspondances

est pr�esent�ee ici�

Ensuite� nous relions� en utilisant toujours la m�eme m�ethode� un nouvel ensemble de permu	

tations �a motifs exclus �a ceux issus de notre correspondance�

Finalement� nous �enon�cons une conjecture dans laquelle nous proposons deux nouveaux

ensembles de permutations �a motifs exclus pour lesquels nous pensons qu�ils ont la m�eme formule

d��enum�eration que celle des permutations triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile�

��� Des permutations ��triables aux permutations non s�epa�

rables

Pour des raisons de simplicit�e� nous employons le terme de permutations �	triables pour

d�esigner les permutations triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile�

Soient Pilesn ! Sn������ ������ l�ensemble des permutations �	triables sur �n� et NS�epn !

Sn������ ������ l�ensemble des permutations sur �n� que nous quali
ons de non s�eparables�

D�esignons par NSn l�ensemble des cartes planaires point�ees non s�eparables ayant n ar�etes�

Th�eor	eme ��� �S� Dulucq� S� Gire� O� Guibert et J� West ���� ���� Le nombre de permutations




��� Des permutations ��triables aux permutations non s�eparables ��

sur �n� triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile est

jPilesnj !
����n�"

��n� ��"�n� ��"

En fait� en mettant en commun les r�esultats obtenus par S� Dulucq� S� Gire et J� West

���� ��� et S� Dulucq� S� Gire et O� Guibert ���� ���� nous obtenons des r�esultats beaucoup plus

pr�ecis comme le laisse deviner le sch�ema g�en�eral de notre preuve donn�e 
gure ���� Ce r�esultat�

dont nous d�eduisons plusieurs formules pour la distribution des permutations �	triables� est le

suivant�

Th�eor	eme ��� �S� Dulucq� S� Gire� O� Guibert et J� West ���� ���� Les ensembles

f� � Pilesn �maxd��� ! i� desc��� ! jg�

f� � Sn������ ������ �maxg��� ! i�montinv��� ! jg�

f� � Sn������ ������ �ming��� ! i� descinv��� ! jg�

f� � Sn������ ������ �maxg��� ! i�montinv��� ! jg�

f� � Sn������ ������ �ming��� ! i� desc��� ! jg�

f� � NS�epn �maxd��� ! i� desc��� ! jg et

fc � NSn�� � le degr�e de la face distingu�ee de c est i� �� c a j � � sommetsg

sont en correspondance�

Utilisant les r�esultats de W�G� Brown ���� et de W�G� Brown et W�T� Tutte ���� sur les cartes

planaires point�ees non s�eparables� nous en d�eduisons les formules d��enum�eration suivantes qui

peuvent �etre �etendues aux autres ensembles de permutations �a motifs exclus�

Corollaire ��� �S� Dulucq� S� Gire� O� Guibert et J� West ���� ���� Le nombre de permutations

sur �n� triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile ayant i maxima �a droite est

i� �

��n� i� ��"

minfn����i��gX
j�i��

��i� �j � ����j � i� ���j � ��"��n� j � i� ��"

�n� j � ��"�j � i� ��"�j � i�"��i� j � ��"

Corollaire ��� �S� Dulucq� S� Gire� O� Guibert et J� West ���� ���� Le nombre de permutations

sur �n� triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile ayant j descentes est

��n� j � ��"�n� j�"

��n� �j � ��"�n� j�"��j� ��"�j � ��"

Corollaire ��� �S� Dulucq� S� Gire� O� Guibert et J� West ���� ���� Le nombre de permutations

sur �n� triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile ayant k � � maxima �a droite et k

descentes est
�

n

�
n

k

��
n

k � �

�
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Permutations ��triables sur �n


Sn������ ������ 	 Pilesn ����


maxd� desc

	
��
�



Sn������ ������

maxg�montinv

	
�	 ���� ��




Sn������ ������

maxg�montinv

	
c




Sn������ ������ Sn������ ������

ming� descinv maxg�montinv

	 	
�	 ���
 �	

 


Sn������ ������ ������������������ c 
 Sn������ ������

ming� descinv maxg�montinv

	
��



Sn������ ������

ming� desc

	
�	 ���� ��




Sn������ ������

ming� desc

	
��
�
c




Sn������ ������ Sn������ ������ conjecture ����

maxd� descinv

	
�	 ���� ��




Sn������ ������ 	 NS�epn Sn������ ������ conjecture ����

maxd� desc

	
�	 ���� ��




Cartes planaires point�ees non s�eparables ayant n� � ar
etes

NSn�� ����


degr�e face distingu�ee���
� nombre sommets���


Figure ��� Sch�ema de la preuve de la conjecture de J� West�




��� La correspondance entre Sn������ ������ et Sn������ ������ ��

Toutes les correspondances par isomorphisme d�arbres de g�en�eration mettant en bijection

les permutations �	triables et les cartes planaires point�ees non s�eparables sont d�etaill�ees dans

la th�ese de S� Gire ����� except�ee la bijection entre Sn������ ������ et Sn������ ������ que nous

pr�ecisons ici�

Ensuite� nous relions l�ensemble Sn������ ������ �a l�un des ensembles en bijection avec les

permutations �	triables sur �n�� toujours par isomorphisme des arbres de g�en�eration�

��� La correspondance entre Sn������ ������ et Sn������ ������

Th�eor	eme ��� Les ensembles de permutations �a motifs exclus Sn������ ������ et

Sn������ ������ sont en correspondance�

De plus� ils v�eri�ent jf� � Sn������ ������ � ming��� ! i� descinv��� ! jgj ! jf� � Sn������

������ � ming��� ! i� descinv��� ! jgj�

Nous allons prouver ce r�esultat en montrant que les arbres de g�en�eration de ces ensembles de

permutations sont isomorphes et que la bijection induite conserve les deux param�etres minima

�a gauche et descentes inverses�

Proposition ��


� Le syst�eme de r�e�ecriture SDeuxP iles� �voir �gure ���� caract�erisant l
arbre de g�en�eration

T ������ ������ �resp� T ������ ������� est�����������������

��j�
 �
 �
 �

�xjmaxg
ming
 dinv
 t�� t�� � � � � tmaxg��� �
�x� � �

Pmaxg��
k�� tk j�
ming� �
 dinv � �
 �

�x� � �
Pmaxg��

k�i tk ji
ming
 dinv� �
 t�� t�� � � � � ti��� pour tout i � ��� maxg�

�maxg � �jmaxg � �
ming
 dinv
 t�� t�� � � � � tmaxg��� j � �� pour tout j � �x�maxg�

� L
�etiquette �xjmaxg
ming
dinv
 t�� t�� � � � � tmaxg��� du syst�eme de r�e�ecriture SDeuxP iles�

correspondant �a une permutation � de l
un quelconque des deux arbres de g�en�eration v�eri�e

� x est le nombre de sites actifs de ��

� maxg ! maxg����

� ming ! ming����

� dinv ! descinv����

� ti� pour tout i appartenant �a �maxg���� est le nombre d
�el�ements de � situ�es �a droite

�resp� gauche� d
un site temporairement inactif relativement �a ����� �resp� ������

et appartenant �a l
intervalle �gi��� gi� �o�u gi est le i	eme maximum �a gauche de � et

g� ! ���
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(4|1;3;2;)

(3|2;2;1;0)

(3|2;2;1;1)

(4|1;2;1;)

(4|2;1;1;0)

(4|3;1;0;0,0)

(3|1;2;1;)

(3|2;1;0;0)

(2|1;1;0;)

(5|1;4;3;)
(3|2;3;2;0)
(3|2;3;2;1)
(3|2;3;2;2)

(4|1;3;2;)
(4|2;2;2;0)
(4|3;2;1;0,0)

(5|1;3;2;)
(4|2;2;2;1)
(4|3;2;1;1,0)

(5|1;3;2;)
(3|2;2;1;0)

(3|2;2;1;2)

(5|1;2;2;)
(5|2;1;2;0)
(4|3;1;1;0,0)
(4|3;1;1;0,1)

(5|1;2;1;)
(5|2;1;1;0)
(5|3;1;1;0,0)
(5|4;1;0;0,0,0)

(3|2;2;1;1)

Figure ��� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SDeuxP iles��

Exemple ��� La permutation � ! ������������� appartenant �a S
������ ������ a pour �etiquette
��j�
 �
 �
 �� ��� En e�et� elle poss�ede � �ls dans T ������ ������� � maxima �a gauche ��el�ements

������� � minima �a gauche ��el�ements ����� � descentes inverses �indices ������� De plus� �a droite

des sites temporairement inactifs� nous trouvons les �el�ements � et �� le premier �etant inf�erieur

�a g� ! � et le dernier �etant compris entre g� ! � et g� ! ��

La permutation � ! ������������� appartenant �a S
������ ������ a pour �etiquette ��j�
 �
 �
 ���
En e�et� elle poss�ede � �ls dans T ������ ������� � maxima �a gauche ��el�ements ����� � minima

�a gauche ��el�ements ��������� � descentes inverses �indices ������� De plus� les � �el�ements ��� et

� situ�es �a gauche des sites temporairement inactifs sont inf�erieurs �a g� ! ��

Les 
gures ��� et ��� pr�esentent respectivement les arbres de g�en�eration T ������ ������ et

T ������ �������

L�introduction des param�etres nombre de minima �a gauche et nombre de descentes inverses

dans les �etiquettes du syst�eme de r�e�ecriture SDeuxP iles� n�est pas n�ecessaire �a la caract�erisation

des arbres de g�en�eration T ������ ������ et T ������ ������� Ces param�etres nous permettent

seulement d�obtenir un ra�nement des formules d��enum�eration�

Lemme ��� En reprenant les notations de la proposition ���� une permutation � de Sn������

������ �resp� Sn������ ������� v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� Le premier site et ceux entourant n sont actifs�

�ii� Tout �el�ement e situ�e entre gi et gi�� dans � v�eri�e gi�� � e � gi�
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�iii� Tous les �el�ements �a droite de n et situ�es avant le dernier des sites actifs sont sup�erieurs

�a gmaxg���

�iv� A gauche de n� tout site situ�e �a gauche d
un �el�ement qui n
est pas un maximum �a gauche

est inactif�

�v� Tout site situ�e �a gauche d
un maximum �a gauche est actif�

�vi� Un site actif inactiv�e par ����� �resp� ������ ne l
est que temporairement�

Preuve

� �i� r�esulte de la forme des motifs exclus�

� �ii�� Par d�e�nition d�un maximum �a gauche� nous avons e � gi� Supposons maintenant que e � gi���

Alors� la sous�suite gi��giegi�� est de type ����� interdite pour T ������ ������� et ne fait pas partie

d�une sous�suite de type ����� pour T ������ ������ car il n�existe pas d��el�ement �a gauche de gi��

qui soit compris entre gi et gi���

� �iii�� Si tel n��etait pas le cas� pour un �el�ement e situ�e tel qu�indiqu�e� la sous�suite gmaxg��ne�n���

serait de type ����� interdite pour T ������ ������� et ne ferait pas partie d�une sous�suite de type

����� pour T ������ �������

� �iv�� Soit e un �el�ement situ�e �a gauche de n qui ne soit pas un maximum �a gauche� Alors� il existe

e� � e tel que ����e�� � ����e�� La sous�suite e��n���en est de type ����� interdite pour T ������

������� et ne fait pas partie d�une sous�suite de type ����� pour T ������ �������

� �v�� Supposons que le site situ�e �a gauche de gi ne soit pas actif�

Si le site est inactiv�e par une sous�suite de type ���� ou ������ tous les sites �a sa droite seraient

�egalement inactifs� ce qui est en contradiction avec le fait que le site �a droite de n est toujours actif

d�apr�es �i��

Si le site est inactiv�e par une sous�suite de type ���� ou ������ l��el�ement de � jouant le r
ole de �

dans le motif serait inf�erieur ou �egal �a gi�� d�apr�es �ii� et l��el�ement de � jouant le r
ole de � dans le

motif serait situ�e �a droite du dernier site actif d�apr�es �ii� et �iii�� ce qui est en contradiction avec

le fait que le site �a droite de n est toujours actif d�apr�es �i��

� �vi�� Par exemple� la permutation �n����������� � � � ��n� r�eactive un tel site�

�

Lemme ���� En reprenant les notations de la proposition ���� une permutation � de Sn������

������ v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� A droite de n� tous les sites actifs sont cons�ecutifs �a partir de n�

�ii� A droite de n� tous les sites inactifs le restent d�e�nitivement�

�iii� A gauche de n� tous les sites inactifs ne le sont que temporairement�

�iv� ti ! jf������gi� � ��� ������gi� � ��� � � � � ������gi���� ��gj ! ����gi���� ����gi�� ��
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Preuve

� �i� et �ii�� Le motif ����� ne peut pas rendre inactif un site situ�e �a droite de n et un site inactiv�e

par ���� impose que tous les sites �a sa droite le restent d�e�nitivement�

� �iii�� Le motif ���� ne peut pas rendre inactif un site situ�e �a gauche de n�

� �iv�� C�est une cons�equence des propri�et�es �ii� et �iv� du lemme ��� et des cas �ii� et �iii� pr�ec�edents�

�

Lemme ���� En reprenant les notations de la proposition ���� une permutation � de Sn������

������ v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� A gauche de n� tous les sites inactifs le restent d�e�nitivement�

�ii� Tous les sites �a droite de n et situ�es �a gauche du dernier des sites actifs sont actifs ou

d�e�nitivement inactifs�

�iii� Soient ��k� et ��l� deux �el�ements situ�es �a la gauche de deux sites temporairement inactifs

et appartenant respectivement �a �gi��� gi� et �gj��� gj�� Alors� k � l !� i 
 j�

Preuve

� �i� et �ii�� Tous les sites �a la droite d�un site inactiv�e par ����� sont inactifs� Cependant� un site �a

droite du dernier site actif peut 
etre d�e�nitivement inactif�

� �iii�� Tous les �el�ements e situ�es �a droite de ��k� sont inf�erieurs �a gi pour �eviter que la sous�suite

gin��k�e ne soit de type �����

�

Preuve de la proposition ���� Par d�e�nition� l��etiquette de la permutation � est ��j�� �� �� ��

Soit � une permutation de Sn������ ������ �resp� Sn������ ������
 ayant pour �etiquette

�xjmaxg�ming� dinv� t�� t�� � � � � tmaxg����

� Insertion dans le premier site�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le premier site de ��

Tous les sites temporairement inactifs dans � s�activent dans �� n�� jouant le r
ole du � dans �����

�resp� �����
�

L��etiquette de � est alors �x� � �
Pmaxg��

k�� tkj��ming � �� dinv� �� ��

� Insertion dans l�un des sites actifs �a gauche de n autre que le premier site�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour tout

i � ���maxg
�

Tous les sites temporairement inactifs dans � dont l��el�ement situ�e �a droite �resp� gauche
 est sup�e�

rieur �a gi�� s�activent dans �� n � � jouant le r
ole du � dans ����� �resp� �����
� A l�inverse� tous

les sites temporairement inactifs dans � dont l��el�ement situ�e �a droite �resp� gauche
 est inf�erieur �a

gi�� sont inchang�es dans ��

Les autres sites restent inchang�es�

L��etiquette de � est alors �x� � �
Pmaxg��

k�i tkji�ming� dinv � �� t�� t�� � � � � ti����
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� Insertion dans l�un des sites actifs �a droite de n�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le �maxg � j��eme �resp�

�x� �� j�
�eme


 site actif de �� pour tout j � �x�maxg
�

Pour T ������ ������� les sites �a droite de n� � dans �� sauf le premier� sont d�e�nitivement inacti�

v�es par la sous�suite n�n���������n � �� � ���n��� de type ����� Pour T ������ ������� les j � �

derniers sites actifs de � deviennent temporairement inactifs dans � � de plus� les �el�ements situ�es �a

leur gauche sont sup�erieurs �a gmaxg��� Rappelons que pour T ������ ������ �resp� T ������ ������
�

les sites compris entre n et l��el�ement �a gauche de n � � dans � sont tous temporairement �resp�

d�e�nitivement
 inactifs�

Les autres sites sont inchang�es�

L��etiquette de � est alors �maxg � �jmaxg � ��ming� dinv� t�� t�� � � � � tmaxg��� j � ���

�

��� La correspondance entre Sn������ ������ et Sn������ ������

Th�eor	eme ���� Les ensembles de permutations �a motifs exclus Sn������ ������ et Sn������

������ sont en correspondance�

De plus� ils v�eri�ent jf� � Sn������ ������ � maxg��� ! i�montinv��� ! jgj ! jf� � Sn������

������ � maxg��� ! i�montinv��� ! jgj�

A
n d��etablir ce r�esultat� nous introduisons les notations suivantes�

Notation ���� Soit � une permutation de Sn������ ������ ou Sn������ ������� Nous convenons

des notations suivantes�

� x est le nombre de sites actifs de � dans l
arbre de g�en�eration des permutations correspon�

dant�

� xg �resp� xd� est le nombre de sites actifs �a gauche �resp� droite� de n�

� i !

�
� si ����n� � ����n� �� et n � �

� sinon

� c ! xd�i�� est le nombre de sites actifs �a droite de n except�es le dernier et �eventuellement

le premier d
entre eux si i vaut ��

Lemme ���� Une permutation de Sn������ ������ v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� Le dernier site et celui �a droite de n sont actifs�

�ii� A droite de n� seuls les sites �a droite des maxima �a droite peuvent �etre actifs�

Preuve

� �i� r�esulte de la forme des motifs exclus�
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� �ii�� Soit e un �el�ement situ�e �a droite de n qui ne soit pas un maximum �a droite� c�est �a dire qu�il

existe au moins un �el�ement e� �a sa droite qui lui est sup�erieur� Alors� la sous�suite ne�n���e� est

de type �����

�

Lemme ���� Une permutation de Sn������ ������ v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� Les deux derniers sites sont actifs�

�ii� Tous les �el�ements �a droite du premier des sites actifs �a droite de n d�ecroissent dans ��

�iii� Tous les sites actifs �a droite de n sont cons�ecutifs et situ�es compl�etement �a droite�

�iv� Si i ! �� tous les �el�ements �a droite de n d�ecroissent�

�v� Si i ! �� tous les sites �a droite de n sont actifs�

Preuve

� �i� r�esulte de la forme des motifs exclus�

� �ii�� Aucune sous�suite n�n���e�e� ne doit 
etre de type ���� o�u n � � est ins�er�e dans le premier

des sites actifs �a droite de n�

� �iii�� Soit e un �el�ement �a droite de n et �a droite d�un site actif� Alors� pour tout couple d��el�ements e�

et e� v�eri�ant ����n� � ����e�� � ����e��� la sous�suite n�n���e�e� de type ���� doit elle�m
eme

faire partie d�une sous�suite e�n�n���e�e� de type ������ De m
eme� la sous�suite e�n���e�e� de

type ���� fait partie d�une sous�suite e�e�n���e�e� de type ������ Le site �a droite de e est donc

actif�

� �iv�� Autrement� il existerait une sous�suite �n���ne�e� de type ���� �o�u e� serait un maximum �a

droite contrairement �a e���

� �v�� Supposons que la permutation � obtenue en ins�erant l��el�ement n� � dans le site �a droite de n

n�appartienne pas �a Sn�������� ������� L��el�ement n�� de � doit jouer le r
ole du plus grand �el�ement

des motifs exclus� ce qui rend impossible d�interdire le motif ���� d�apr�es �iv�� Consid�erons la sous�

suite e�n���e�e� de type ���� interdite de sorte qu�aucun �el�ement �a gauche de e n�appartienne �a


e�� e��� e est di��erent de n car sinon la sous�suite ene�e� de � devrait faire partie d�une sous�suite

de type ������ En�n� si e vaut n� il existe une sous�suite a�n���ne�e� de type ������ du m
eme

type que la sous�suite an�n���e�e�� Ainsi� dans chaque cas� nous avons obtenu une contradiction�

�

Notation ���� Conform�ement aux notations ��	�� nous convenons de celles�ci pour tout k �

�c��

� Soit � une permutation de Sn������ �������

Notons dj le j	eme maximum �a droite de � lue de droite �a gauche� djk d�esigne le maximum

�a droite situ�e juste �a gauche du �x� k�	eme site actif de ��

Alors� ak est l
�el�ement le plus �a gauche des �el�ements de � appartenant �a �djk��� djk ��
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Lorsque i ! � et k ! c� djc ! n et alors ac est soit l
�el�ement n � �� soit un �el�ement

�a sa gauche� Dans tous les autres cas� la sous�suite ndjk �n���djk�� de type ����

doit faire elle�m�eme partie d
une sous�suite de type ����� et impose l
existence d
un

�el�ement de la d�e�nition de ak�

Nous en d�eduisons �egalement que ak est toujours situ�e �a gauche de n�

� Soit � une permutation de Sn������ �������

ak est l
�el�ement le plus �a gauche des �el�ements de � appartenant �a ���n� k� ��� ��n� k���

Notons que nous avons toujours ��n � k � �� � ��n� k� d
apr�es les propri�et�es �ii�

et �iv� du lemme ��	� pour i valant respectivement � et ��

Lorsque i ! � et k ! c� ��n�c� ! n et alors ac est soit l
�el�ement n��� soit un �el�ement

�a sa gauche� Dans tous les autres cas� la sous�suite n�n�����n�k���n�k��� de type

���� doit faire elle�m�eme partie d
une sous�suite de type ����� et impose l
existence

d
un �el�ement de la d�e�nition de ak�

Nous en d�eduisons �egalement que ak est toujours situ�e �a gauche de n�

Nous allons maintenant prouver le th�eor�eme ���� en montrant que les arbres de g�en�eration

de ces ensembles de permutations sont isomorphes et que la bijection induite conserve les deux

param�etres maxima �a gauche et nombre de mont�ees inverses�

Proposition ���
 En reprenant les notations ��	� et ��	�� nous obtenons le r�esultat suivant�

� Le syst�eme de r�e�ecriture SDeuxP iles� �voir �gure ���� caract�erisant les arbres de g�en�eration

T ������ ������ et T ������ ������ est�����������������������

��j�
 �
 �
 �

�xjw
minv
 i
n�� n�� � � � � nc� �

�l � � � kjw�w� � � �wl���
minv
 �
n�� n�� � � � � nk��� pour tout l � �xg�
o�u k est tel que sk�� � l � sk

�x� �jw�
minv� �
 �
n�� n�� � � � � nc� xg � sc� si i ! �

�x� �jw�c�i�k�
minv � �
 �
n�� n�� � � � � nk� pour tout k � ��� c�

avec sk !
Pk

h�� nh et sc�� ! xg ! x� c� i� ��

� L
�etiquette �xjw
minv
 i
n�� n�� � � � � nc� du syst�eme de r�e�ecriture SDeuxP iles� correspondant

�a une permutation � sur �n� de l
un quelconque des deux arbres de g�en�eration v�eri�e

� w ! w�w� � � �wxg v�eri�e� pour tout l � �xg��

wl !

�
� si l
�el�ement �a droite du l	eme site actif est un maximum �a gauche

� sinon

Ainsi� maxg��� !
Pxg

l�� wl�

� minv ! montinv����
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� nk est le nombre de sites actifs situ�es entre ak�� et ak� pour tout k � �c� �situ�es �a

gauche de a� pour k ! ���

(3|1;0;1;)
(4|11;1;0;1)

(5|111;2;0;1)

(4|101;1;0;)

(3|1;1;1;)
(5|11;1;1;1)
(5|1101;2;0;)

(3|1;1;1;)

(5|101;1;1;)
(5|1011;2;0;)

(3|1;1;1;)
(4|11;2;0;1)
(4|101;2;0;)

(3|1;1;1;)
(4|11;1;1;)
(5|111;2;0;2)
(5|1101;2;0;)

(3|1;2;1;)
(4|11;2;1;)
(5|111;2;1;)
(5|1111;3;0;)

(3|1;0;1;)

(4|11;1;0;1)

(4|101;1;0;)

(3|1;1;1;)

(4|11;1;1;)

(4|111;2;0;)

(3|1;0;1;)

(3|11;1;0;)

(2|1;0;0;)

(4|11;1;1;)

Figure ��� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SDeuxP iles��

Exemple ���� La permutation � ! ������������������� appartenant �a S������� ������ a pour

�etiquette ��j���
 �
 �
 �� ��� En e�et� elle poss�ede � �ls dans T ������ ������� � maxima �a gauche

��el�ements ������ qui correspondent aux � sites actifs �a gauche de �� � mont�ees inverses �indices

��������� i ! �� xg ! �� xd ! � et c ! �� Les maxima �a droite sont d� ! �� d� ! � ! dj�� d� ! ��

d� ! � ! dj� et d� ! �� Nous avons a� ! � �� est l
�el�ement le plus �a gauche des �el�ements de �

appartenant �a �d�� d���� a� ! � �� est l
�el�ement le plus �a gauche des �el�ements de � appartenant

�a �d�� d��� et n� ! � �un seul site est actif �a gauche de a��� n� ! � �un seul site est actif entre

a� et a���

La permutation � ! ����������� appartenant �a S������� ������ a pour �etiquette ��j��
 �
 �
 ���
En e�et� elle poss�ede � �ls dans T ������ ������� � maxima �a gauche ��el�ements ���� qui corres�

pondent aux � sites actifs �a gauche de �� � mont�ees inverses �indices ����� i ! �� xg ! �� xd ! �

et c ! �� Nous avons a� ! � �� est l
�el�ement le plus �a gauche des �el�ements de � appartenant �a

������ ������ et n� ! � �un seul site est actif �a gauche de a���

Les param�etres w et minv ont �et�e ajout�es �a l��etiquette du syst�eme de r�e�ecriture SDeuxP iles�

a
n d�obtenir les formules d��enum�eration de Sn������ ������ et de Sn������ ������ suivant le

nombre de maxima �a gauche et le nombre de mont�ees inverses�

Lemme ���� Pour une permutation � de Sn������ ������� nous avons les propri�et�es suivantes

compte�tenu des notations ��	� et ��	��
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�i� Les deux premiers sites et celui �a gauche de n sont actifs�

�ii� Un site inactif le reste d�e�nitivement�

�iii� L
insertion de l
�el�ement n � � dans l
un des sites actifs laisse dans le m�eme �etat tous les

sites situ�es �a gauche de n� � dans la permutation obtenue�

�iv� Les sites entourant un maximum �a gauche sont actifs�

�v� ����ak� � ����ak��� pour tout � � k � k� � c�

�vi� Tout �el�ement situ�e �a gauche de ak est inf�erieur �a djk��� pour tout k � �c��

�vii� Tout �el�ement situ�e entre ak et djk est sup�erieur �a ak� pour tout k � �c��

Preuve

� �i�� �ii� et �iii� r�esultent de la forme des motifs exclus�

� �iv�� Les motifs ���� et ����� ne peuvent pas rendre inactif le site �a gauche d�un maximum �a

gauche g car les sous�suites e�e��n���e� et e�e�ge� sont du m
eme type respectivement ���� et

�����

Similairement� le site �a droite d�un maximum �a gauche g ne peut pas 
etre inactiv�e par ���� ou

����� car les sous�suites e�e��n���e� et e�e�ge� sont du m
eme type respectivement ���� ou �����

� �v�� Autrement� la sous�suite ak�akdj
k�
dj

k�
serait de type �����

� �vi�� Soit e un �el�ement situ�e �a gauche de ak� e � djk car sinon la sous�suite eakndjk serait de type

�����

� �vii�� Soit e un �el�ement situ�e entre ak et djk � e � djk�� car sinon la sous�suite akedjkdjk�� serait de

type ����� et e ��
djk��� ak� car sinon la sous�suite akedjkdjk�� serait de type ���� mais ne ferait

pas elle�m
eme partie d�une sous�suite de type ������ par d�e�nition de ak�

�

Lemme ���� Pour une permutation � de Sn������ ������� nous avons les propri�et�es suivantes

compte�tenu des notations ��	� et ��	��

�i� Le premier site et celui �a gauche de n sont actifs�

�ii� Un site inactif le reste d�e�nitivement�

�iii� L
insertion de l
�el�ement n � � dans l
un des sites actifs laisse dans le m�eme �etat tous les

sites situ�es �a gauche de n� � dans la permutation obtenue�

�iv� Le site �a gauche de tout maximum �a gauche est actif�

�v� ����ak� � ����ak��� pour tout � � k � k� � c�

�vi� Tout �el�ement situ�e �a gauche de ak est inf�erieur �a ��n� k � ��� pour tout k � �c� ���




��� La correspondance entre Sn������ ������ et Sn������ ������ ��

�vii� Tout �el�ement situ�e entre ak�� et ��n � k � �� est sup�erieur �a ��n � k � ��� pour tout

k � �c� ���

Preuve

� �i�� �ii� et �iii� r�esultent de la forme des motifs exclus�

� �iv�� Les motifs ���� et ����� ne peuvent pas rendre inactif le site �a gauche d�un maximum �a

gauche g car les sous�suites e��n���e�e� et e�ge�e� sont du m
eme type respectivement ���� et

�����

� �v�� Autrement� la sous�suite ak���n � k����n � k���n � k � �� serait de type ���� mais ne ferait

pas elle�m
eme partie d�une sous�suite de type ������ par d�e�nition de ak�

� �vi�� Soit e un �el�ement situ�e �a gauche de ak� e � ��n�k� car sinon la sous�suite en��n�k���n�k���

serait de type ���� ne ferait pas partie d�une sous�suite de type ������ par d�e�nition de ak�

� �vii�� Soit e un �el�ement situ�e entre ak�� et ��n � k � ��� e � ��n � k � �� car sinon la sous�suite

akak��e��n� k � �� serait de type �����

�

Preuve de la proposition ����� L��etiquette de la permutation � est ��j�� �� �� ��

Soit � une permutation de Sn������ ������ �resp� Sn������ ������
 ayant pour �etiquette

�xjw�minv� i�n�� n�� � � � � nc��

� Insertion dans l�un des sites actifs �a gauche de n�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le l�eme site actif de �� pour tout

l � �xg
�

Alors� il existe k � �c � �
 tel que l��el�ement n � � a �et�e ins�er�e entre ak�� et ak� avec ac�� 	 n et

dc�i 	 n�

� Pour T ������ �������

Les sites situ�es entre ak et djk sont inactifs dans � car la sous�suite �n���ak�n���djk est de

type ����� Le site �a droite de djk est inactif dans � car la sous�suite �n���djk�n���djk�� est

de type ���� et tous les �el�ements �a gauche de n�� sont inf�erieurs �a djk��� Les k derniers sites

actifs le restent dans �� Ceci est �egalement vrai pour k 	 c� � et i 	 ��

� Pour T ������ �������

Le site situ�e entre ��n � k � �� et ��n � k� est inactif dans � �etant donn�e que la sous�suite

�n����n�����n � k���n � k � �� est de type ���� et que tous les �el�ements �a gauche de n� �

sont inf�erieurs �a ��n � k � ��� Les k � � derniers sites actifs le restent dans ��

L��etiquette de � est alors �l � � � kjw�w� � � �wl����minv� ��n�� n�� � � � � nk����

� Si i vaut �� insertion dans le premier site actif �a droite de n�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n� � dans le �xg � ���eme site actif de �� c�est

�a dire dans le site situ�e �a droite de n �resp� ��n� c� ��
�

Tous les sites actifs le restent dans ��

� Pour T ������ ������� dc�� 	 n� � et dc 	 n� ��

� Pour T ������ ������� deux cas sont �a envisager�

� ��n � c � �� � ��n � c�� Alors� aucun �el�ement e �a gauche de n ne peut 
etre sup�erieur �a

��n� c� pour �eviter que la sous�suite en��n� c� ����n� c� ne soit de type �����
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� Permutations triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile

� ��n � c � �� � ��n � c�� Montrons que tous les �el�ements �a gauche de n sont inf�erieurs �a

��n� c�� Le site inactif �a gauche de ��n� c� �� impose l�existence d�un �el�ement e v�eri�ant

����n� � ����e� � n� c� � tel que la sous�suite � 	 e��n� c� ����n� c� de type ��� ne

fait pas partie d�une sous�suite de type ���� � e n�est pas situ�e �a gauche de n �a cause du site

actif �a gauche de n� ��n � c � �� fait partie de � car le site entre ��n � c � �� et ��n � c�

est actif� et ��n� c� fait partie de � car tous les sites �a droite de ��n � c� sont actifs� Tous

les �el�ements �a gauche de e sont donc sup�erieurs �a ��n � c � �� ou inf�erieurs �a ��n � c�� Or�

aucun �el�ement e� �a gauche de n n�est sup�erieur �a ��n � c� �� pour �eviter que la sous�suite

e�n��n� c� ����n � c� de type ���� ne fasse partie d�une sous�suite de type ������

Alors� ac�� 	 n et nc�� est le nombre de sites actifs compris entre ac et n�

L��etiquette de � est alors �x� �jw��minv � �� ��n�� n�� � � � � nc� x� c� ��
Pc

h�� nh��

� Insertion dans l�un des sites actifs �a droite de n autre que le premier si i vaut ��

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n� � dans le �x� k��eme site actif de �� pour

tout k � ��� c
�

Tous les sites actifs le restent dans ��

L��etiquette de � est alors �x� �jw�c�i�k��minv � �� ��n�� n�� � � � � nk��

�

��� A propos des permutations de Sn������ ������ et de

Sn������ ������

Nous proposons la conjecture suivante� v�eri
�ee �a l�aide du logiciel forbid jusqu��a l�ordre ���

Conjecture ����

jSn������ ������j ! jSn������ ������j!
����n�"

��n� ��"�n� ��"

Nous avons constat�e que les arbres de g�en�eration T ������ ������ et T ������ ������� ainsi que

tous ceux correspondant aux permutations obtenues en consid�erant les op�erations miroir� com	

pl�ement et inverse� ne satisfont �a l�un des syst�emes de r�e�ecriture des ensembles de permutations

�a motifs exclus que nous avons d�ej�a mis en correspondance avec les permutations �	triables�

De plus� aucune des distributions pr�ec�edemment obtenues n�apparait pour ces deux ensembles

de permutations �a motifs exclus en termes de minima#maxima �a gauche#droite et mont�ees�
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Permutations de Baxter

Faisant suite �a une conjecture d�E� Dyer� G� Baxter ��� a mis en �evidence une classe par	

ticuli�ere de permutations en �etudiant les points 
xes de fonctions continues commutant par

composition� Ces permutations� dites depuis permutations de Baxter� peuvent �etre d�e
nies en

termes de motifs exclus� Plus pr�ecis�ement� elles v�eri
ent les deux conditions suivantes � pour

tout � � i � j � k � l � n�

si ��i� � � ! ��l� et ��j� � ��l� alors ��k� � ��l��

si ��l� � � ! ��i� et ��k� � ��i� alors ��j� � ��i��

Ainsi� sur quatre �el�ements� seules les permutations ���� et ���� ne sont pas des permutations

de Baxter�

F�R�K� Chung� R�L� Graham� V�E� Hoggatt et M� Kleiman ���� ont montr�e� de ma	

ni�ere analytique� que le nombre de permutations de Baxter sur �n� est donn�e par la formulePn��
m��

�n��m ���
n��
m�����

n��
m���

�n��� ���
n��
� �

dont les premi�eres valeurs sont �� �� �� ��� ��� ���� � � �� apr�es avoir devin�e

cette formule avec le concours du logiciel de calcul formel MACSYMA�

Plus tard� C�L� Mallows ���� a donn�e une interpr�etation plus 
ne de ce r�esultat en

montrant que cette sommation correspondait �a la distribution des permutations de Bax	

ter suivant leur nombre de mont�ees� De plus� il donne une nouvelle formule pour ces

permutations o�u seul le param�etre m poss�ede une interpr�etation �nombre de mont�ees� �Pn��
m��

Pn
s��

Pn
i��

�
n��
m��

�
s�i

n��n���

h�
n�s��
n�m��

��
n�i��
m��

�
�
�
n�s��
n�m��

��
n�i��
m

�i
�

X� Viennot ����� a donn�e une preuve combinatoire de la formule obtenue par F�R�K� Chung�

R�L� Graham� V�E� Hoggatt et M� Kleiman en �etablissant une correspondance entre les permu	

tations de Baxter et certains tableaux semi	standard pour lesquels une formule d��enum�eration

est connue� correspondance qui repose sur un certain nombre de bijections classiques ���� ��� ����

D�autre part� R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot ���� ��� lors de la r�esolution d�un probl�eme

pos�e par R�C� Mullin ���� �a propos de l��enum�eration de certaines familles de cartes planaires�

ont �etabli une correspondance entre le langage produit de m�elange �ou shu$e� de deux mots de

parenth�eses et les couples d�arbres binaires complets� Parmi les divers objets mis en  uvre dans

��
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cette correspondance� apparaissent naturellement les permutations de Baxter alternantes� Ils en

d�eduisent que le nombre de telles permutations est cn�cn et cn���cn�

L�un des objectifs de ce chapitre est de fournir une preuve combinatoire uni
ant les r�esultats

de X� Viennot sur les permutations de Baxter ����� et ceux de R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot

sur les permutations de Baxter alternantes ����� tout en donnant une interpr�etation combinatoire

de la formule de C�L� Mallows �����

Avant cela� nous restons dans le contexte des permutations �a motifs exclus� En e�et� S� Gire

���� a montr�e que l�ensemble des permutations de Baxter sur �n� est exactement Sn�������

������� Elle a �egalement donn�e un syst�eme de r�e�ecriture caract�erisant l�arbre de g�en�eration de

ces permutations�

Nous montrons que les arbres de g�en�eration de divers objets consid�er�es par la suite� tels

que les permutations excluant simultan�ement les motifs ����� et ����� et triplets de chemins

deux �a deux disjoints� sont caract�eris�es par le syst�eme de r�e�ecriture donn�e par S� Gire pour les

permutations de Baxter�

Ensuite� nous consid�erons une nouvelle famille d�arbres� les arbres binaires jumeaux� Ceux	ci

sont obtenus en prenant les deux arbres binaires croissant et d�ecroissant associ�es �a une per	

mutation et en oubliant leurs �etiquetages� Cette application surjective est bijective lorsque les

permutations consid�er�ees sont les permutations de Baxter� Par exemple� les permutations ����

et ���� donnent le m�eme couple d�arbres binaires� mais seule la permutation ���� est une per	

mutation de Baxter�

Partant de cette caract�erisation des permutations de Baxter en termes d�arbres binaires ju	

meaux ����� nous mettons en correspondance permutations de Baxter et triplets de chemins

deux �a deux disjoints dans un huiti�eme de plan �ces triplets de chemins correspondent �a des

polyominos parall�elogrammes jumeaux� et retrouvons ainsi les chemins obtenus par X� Viennot

������ ce qui nous permet de conclure� De plus� dans ces di��erentes bijections� un certain nombre

de param�etres sont transport�es�

Ainsi� nous d�eduisons des travaux d�I�M� Gessel et X� Viennot ���� ��� un d�eterminant �� �

donnant le nombre de permutations de Baxter sur �n� distribu�ees suivant cinq param�etres� Des

cas particuliers nous permettent de retrouver les formules de F�R�K� Chung� R�L� Graham�

V�E� Hoggatt et M� Kleiman ���� et de C�L� Mallows ���� pour laquelle nous montrons que les

param�etres m� i et s correspondent aux nombres de mont�ees� de minima et maxima �a gauche

des permutations de Baxter�

De plus� dans la bijection que nous donnons entre permutations de Baxter et triplets de

chemins deux �a deux disjoints� le caract�ere alternant des permutations correspond au fait que

le second chemin est en escalier� Ainsi apparait naturellement un couple de chemins de Dyck�

Nous en d�eduisons que le nombre de permutations de Baxter alternantes sur ��n� e� �e ! � ou

�� est cn�e�cn� et a�nons ensuite ce r�esultat�
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��� Permutations de Baxter et triplets de chemins deux �a deux

disjoints

D�e
nition ��� Une permutation � de Sn est une permutation de Baxter si et seulement si�

pour tout entier p � �n� ��� � se factorise de mani�ere unique sous la forme

� ! ��p
�
�
�
� �p������ ou � ! ���p���

�
�
�
� p���

o�u tous les �el�ements de
�
� �resp�

�
�� sont inf�erieurs �a p �resp� sup�erieurs �a p� ���

Nous notons Baxtern l
ensemble des permutations de Baxter sur �n��

Exemple ��� La permutation ������� appartient �a Baxter�� Par exemple� pour p ! � nous

avons
�
�! �� et

�
�! �� et pour p ! � nous avons

�
�! ���� et

�
�! ��

Proposition ��� �S� Gire ����� Baxtern ! Sn������� �������

Remarquons que� d�apr�es la forme des motifs exclus� si � appartient �a Baxtern � alors �
�� �c

et ��� appartiennent �egalement �a Baxtern �

D�e
nition ��� Nous d�esignons par dBaxter�n�e l
ensemble des permutations de Baxter alter�

nantes sur ��n� e� o�u e � f�� �g�

Exemple ��� La permutation ����������������� appartient �a dBaxter���

D�e
nition ��� Soit Tn�m l
ensemble des triplets de chemins deux �a deux disjoints �voir �gure

��	� allant respectivement des � points de coordonn�ees ��� n� ��� ��� n�� ��� n� �� aux � points

de coordonn�ees �m�m�� �m� �� m� ��� �m� �� m� �� en empruntant seulement des pas Est et

Nord�

Nous posons Tn ! �n��m��Tn�m�

(m,m)

(1,n)

(0,n−1)

(2,n+1)

(m+1,m+1)

(m+2,m+2)

Figure ��� Un triplet de chemins deux �a deux disjoints appartenant �a T����

Ces triplets de chemins deux �a deux disjoints sont un cas particulier de chemins consid�er�es

par I�M� Gessel et X� Viennot ����� En e�et� ils ont montr�e que les k	uplets de chemins deux

�a deux disjoints empruntant des pas Est et Nord dans un huiti�eme de plan sont �enum�er�es par
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le d�eterminant d�une matrice carr�ee k � k �a coe�cients bin�omiaux� D�autre part� ils exhibent

une correspondance entre ces chemins et les tableaux de Young semi	standard� tableaux dans

lesquels les entiers sont non d�ecroissant en colonne et strictement croissant en ligne� De plus�

une formule d��enum�eration pour ces tableaux est connue depuis les travaux de J�B� Remmel et

R� Whitney �����

Ces r�esultats ont conduit X� Viennot ����� �a donner une preuve combinatoire pour l��enum�e	

ration des permutations de Baxter� en �etablissant une correspondance entre ces permutations

et les triplets de chemins deux �a deux disjoints� Cette correspondance se d�ecompose en une

bijection entre permutations et histoires de Laguerre ����� une bijection entre mots de Motzkin

�	color�es et polyominos parall�elogrammes ����� et 
nalement une bijection entre chemins deux �a

deux disjoints et tableaux de Young semi	standard ����� Il en d�eduit le r�esultat suivant�

Proposition ��
 �X� Viennot �	
��� Le nombre de permutations de Baxter sur �n� ayant m

mont�ees est �egal au nombre de triplets de chemins deux �a deux disjoints de Tn�m et est donn�e

par le d�eterminant ��������
�n��
m

� �n
m

� �n��
m

��n��
m��

� � n
m��

� �n��
m��

��
n��
m��

� �
n

m��

� �
n��
m��

�
�������� !

�
n��
m

�
�
�
n��
m��

�
�
�
n��
m��

��
n��
�

�
�
�
n��
�

�

��� Un syst�eme de r�e�ecriture unique pour engendrer ces objets

Nous montrons que les permutations de Baxter� les permutations excluant simultan�ement

les motifs ����� et ����� et les triplets de chemins deux �a deux disjoints sont tous en correspon	

dance� En e�et� il est possible de caract�eriser leurs arbres de g�en�eration par le m�eme syst�eme de

r�e�ecriture que celui �etabli par S� Gire pour les permutations de Baxter� De plus� ces ensembles

pr�esentent une m�eme triple distribution suivant certains param�etres que nous pr�eciserons�

Proposition ��� �S� Gire �����

� Le syst�eme de r�e�ecriture SBaxter �voir �gure ���� caract�erisant l
arbre de g�en�eration des

permutations de Baxter T ������� ������ est�������
��� �� ��

�m� g� d� � �m� �� d� ��� �m� �� d� ��� � � � � �m� g� d� ���

�m� �� g� �� d�� �m� �� g� �� d� ��� � � � � �m� �� g� �� ��

� L
�etiquette �m� g� d� du syst�eme de r�e�ecriture SBaxter correspondant �a une permutation �

de l
arbre de g�en�eration v�eri�e m ! mont���� g ! maxg��� et d ! maxd����

Pour d�emontrer cette proposition� S� Gire utilise le r�esultat suivant�

Lemme ��� �S� Gire ����� Un site situ�e �a gauche �resp� droite� de l
�el�ement n d
une permutation

de Baxter sur �n� est actif si et seulement si l
�el�ement �a sa droite �resp� gauche� est un maximum

�a gauche �resp� droite��
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(0,1,4)
(1,2,3)
(1,2,2)
(1,2,1)

(1,1,3)
(1,2,3)
(2,3,2)
(2,3,1)

(1,1,2)
(1,2,2)
(2,3,1)

(1,1,3)
(2,2,2)
(2,2,1)

(1,1,3)
(1,2,3)
(2,3,2)
(2,3,1)

(2,1,2)
(2,2,2)
(2,3,2)
(3,4,1)

(0,1,3)

(1,2,2)

(1,2,1)

(1,1,2)

(1,2,2)

(2,3,1)

(0,1,2)

(1,2,1)

(0,1,1)

Figure ��� Arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SBaxter�

Le param�etre m de l��etiquette du syst�eme de r�e�ecriture SBaxter n�est pas n�ecessaire �a la

caract�erisation de l�arbre de g�en�eration mais a �et�e ajout�e a
n d�obtenir des ra�nements dans

nos formules d��enum�eration�

Propri�et�e ���� Une permutation � de Baxtern v�eri�e mont��� ! montinv����

Preuve En e�et� d�apr�es le lemme ���� le param�etre m peut aussi bien 
etre le nombre de mont�ees que

de mont�ees inverses dans l�arbre de g�en�eration des permutations de Baxter� �

Proposition ����

� Le syst�eme de r�e�ecriture SBaxter caract�erise l
arbre de g�en�eration T ������� �������

� L
�etiquette �m� g� d� du syst�eme de r�e�ecriture SBaxter correspondant �a une permutation �

de l
arbre de g�en�eration v�eri�e m ! montinv���� g ! maxg��� et d ! maxd����

Lemme ���� Une permutation de Sn������� ������ v�eri�e les propri�et�es suivantes�

�i� Les deux premiers sites� le dernier et celui situ�e �a droite de n sont actifs�

�ii� Un site est actif si et seulement si il est situ�e �a droite d
un maximum �a gauche ou �a droite�

Preuve

� �i� r�esulte de la forme des motifs exclus�

� �ii��

Soit e un maximum �a gauche �resp� droite
 autre que n� le motif ����� �resp� �����
 ne pouvant pas

interdire un site �a gauche �resp� droite
 de n� Supposons que le motif ����� �resp� �����
 interdise

le site �a droite de e� c�est �a dire qu�existent e� et e� �a gauche de e �resp� e� entre n et e et e� �a
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droite de e
 tels que la sous�suite e�e��n���n �resp� ne��n���e�
 soit de type ���� �resp� ����
�

Alors� e�e�e�n���n �resp� ne�e�n���e�
 est de type ����� �resp� �����
�

R�eciproquement� soit e un �el�ement qui ne soit ni un maximum �a gauche� ni un maximum �a droite�

Alors� existent e� et e� respectivement �a gauche et �a droite de e� tous deux sup�erieurs �a e� La

sous�suite e�e�n���e� est de type ���� ou ���� sans qu�aucun �el�ement ne soit situ�e entre e et n���

�

Preuve de la proposition ����� L��etiquette de la permutation � est bien ��� �� ���

Soit � une permutation de l�arbre de g�en�eration des permutations ayant pour �etiquette �m� g� d��

� Insertion dans l�un des sites actifs �a gauche de n�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le i�eme site actif de �� pour tout

i � �g
�

L��etiquette de � est alors �m� i� d� ���

� Insertion dans l�un des sites actifs �a droite de n�

Soit � la permutation obtenue en ins�erant l��el�ement n � � dans le �g � d� �� j��eme site actif de

�� pour tout j � �d
�

L��etiquette de � est alors �m� �� g � �� j��

�

m

n

........................

....

d sommets

g sommets

m+1 ............................

....

g+1 sommets

n+1

j sommets

m ........................

....

d+1 sommets

n+1

i sommets

po
ur
 t
ou
t 
i 
de
 [
g]

pour tout j de [d]

g−i+1 sommets

d−j+1 sommets

Figure ��� R�egles de construction des triplets de chemins deux �a deux disjoints�



���� Un syst�eme de r�e�ecriture unique pour engendrer ces objets ��

Proposition ����

� Le syst�eme de r�e�ecriture SBaxter caract�erise un arbre de g�en�eration des triplets de chemins

deux �a deux disjoints �voir �gure ���� obtenu en appliquant les r�egles de construction

d�ecrites par la �gure ����

� L
�etiquette �m� g� d� du syst�eme de r�e�ecriture SBaxter associ�ee �a un triplet de chemins deux

�a deux disjoints de Tn�m est telle que d� � �resp� g � �� soit exactement le nombre de pas

Nord �resp� Est� initiaux du premier �resp� dernier� chemin�

Figure ��� Arbre de g�en�eration des triplets de chemins deux �a deux disjoints�

Preuve Un raisonnement par induction permet de montrer que tout triplet de chemins deux �a deux

disjoints peut 
etre obtenu en appliquant ces r�egles de construction� En e�et� soit �
�� 
�� 
�� un triplet

de chemins deux �a deux disjoints de Tn�m� Consid�erons le premier pas de 
�� S�il s�agit d�un pas Nord

�resp� Est
� sa suppression ainsi que la suppression du premier pas Nord �resp� Est
 de 
� �resp� 
�
 et la

suppression du premier pas de 
� �resp� 
�
 donne un triplet de chemins deux �a deux disjoints appartenant

�a Tn���m �resp� Tn���m��
�

De plus� d�apr�es les r�egles de construction� chaque triplet de chemins deux �a deux disjoints n�est obtenu

qu�une seule fois�

Il est imm�ediat de constater� compte�tenu des r�egles de construction� que cet arbre de g�en�eration est

caract�eris�e par le syst�eme de r�e�ecriture SBaxter� �



�� Chapitre �� Permutations de Baxter

��� Une correspondance entre permutations de Baxter et tri�

plets de chemins

Nous donnons ici une nouvelle correspondance entre permutations de Baxter et triplets de

chemins deux �a deux disjoints permettant d�uni
er les preuves combinatoires de X� Viennot

����� sur l��enum�eration des permutations de Baxter et celle de R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot

���� pour les permutations de Baxter alternantes�

Cette correspondance se compose de deux bijections� la premi�ere reliant les permutations

de Baxter et les arbres binaires jumeaux� la seconde reliant les arbres binaires jumeaux et les

triplets de chemins deux �a deux disjoints�

D�e
nition ���� L
ensemble des arbres binaires jumeaux Jn �voir �gure ���� est l
ensemble

Jn ! f�a�� a�� � compl�et�e�a��� compl�et�e�a�� � An et

%�code�compl�et�e�a���� ! %c�code�compl�et�e�a����g

o�u % consiste en l
�etiquetage des feuilles gauches �resp� droites� d
un arbre binaire �une fois

compl�et�e� par la lettre � �resp� �� except�e les deux feuilles extr�emes et %c est identique �a %

modulo l
�echange des lettres � et ��

Plus formellement� % est l
application surjective de Pz�z dans f�� �g� d�e�nie par

%�zlzwl��wl�� � � �w�n� ! %�zwl���%�wl��wl��� � � �%�w�n��w�n� avec %�zz� ! %�zz� ! ��

%�zz� ! �� %�zz� ! ��

01

0 0 0

0

0

1 1 1

1

1

Figure ��� Deux arbres binaires jumeaux�

Exemple ���� La �gure ��� repr�esente deux arbres binaires jumeaux de J� avec leurs �eti�

quetages sur f�� �g� et dont les codes des arbres binaires compl�et�es sont respectivement

zzzzzzzzzzzzzz et zzzzzzzzzzzzzz�


���� La bijection entre permutations de Baxter et arbres binaires jumeaux

Th�eor	eme ���� �S� Dulucq et O� Guibert ����� Il existe une bijection & �voir �gure ���� entre

permutations de Baxter et arbres binaires jumeaux�



���� Une correspondance entre permutations de Baxter et triplets de chemins��

& � Baxtern �� Jn

� ��� �a�� a��
De plus� �a une permutation de Baxter ayant m mont�ees� i minima �a gauche et s maxima �a

gauche correspond par & deux arbres binaires jumeaux dont le premier arbre binaire poss�ede

m ar�etes droites et i sommets sur sa branche gauche et dont le second arbre binaire poss�ede s

sommets sur sa branche gauche�

L�application & et son inverse sont d�e
nies de la fa�con suivante�

� & consiste� pour une permutation � appartenant �a Baxtern� �a construire ses arbres binaires

croissant et d�ecroissant� Les deux arbres binaires a� et a� sont ces deux arbres d�epouill�es

de l��etiquetage de leurs sommets�

� L�application inverse &�� peut �etre d�ecrite par l�algorithme suivant op�erant sur un couple
d�arbres binaires jumeaux �a�� a�� ayant n sommets�

pour k variant de n �a �� r�ep�eter le processus suivant �

consid�erant l�ordre in
xe sur les sommets de a� et a�� soit i l�ordre de la racine de a�

�etiqueter k le i	eme sommet �une feuille� f de a�

si f est une feuille gauche

alors soit s le dernier sommet de la branche gauche du sous	arbre droit de a�

gre�er le sous	arbre gauche de a� sur le sommet s

sinon soit s le dernier sommet de la branche droite du sous	arbre gauche de a�

gre�er le sous	arbre droit de a� sur le sommet s

supprimer la racine de a�

supprimer la feuille f de a�

Au cours de cet algorithme� l��etiquetage croissant des sommets de a� est r�ealis�e et la

permutation � est alors obtenue en projetant en ordre in
xe cet �etiquetage�

Exemple ���
 La �gure ��� illustre l
application & en pr�esentant une permutation de Baxter�

ses arbres binaires croissant et d�ecroissant� et les arbres binaires jumeaux correspondants�

La �gure ��� pr�esente l
application &�� en d�eroulant chaque �etape de l
algorithme pr�ec�edent �o�u

les i	emes sommets de a� et a� sont visualis�es entre crochets� la feuille f de a� �etiquet�ee k est

mise en �evidence� le sommet s est encadr�e et les ar�etes de a� et a� �a supprimer sont repr�esent�ees

en gras�� l
arbre binaire croissant ainsi obtenu� et la permutation de Baxter correspondante�

Preuve du th�eor�eme �����

� Consid�erons une permutation � et ses arbres binaires croissant et d�ecroissant d�epouill�es de leurs

�etiquetages� Supposons que ces deux arbres binaires ne soient pas jumeaux� Alors� il existe pour

chacun des deux arbres binaires compl�et�es une feuille �autre que la premi�ere ou la derni�ere� ayant



��� Chapitre �� Permutations de Baxter

4   2   3   6   5   7   1

,

4

7

5

6

3

1

2

1

7

5

6

3

2

4

Figure ��� L�application &� d�une permutation de Baxter aux arbres binaires jumeaux�

m
eme rang impair relativement �a l�ordre in�xe sur tous les sommets et m
eme orientation gauche

ou droite dans les deux arbres� Supposons que cette m
eme orientation soit par exemple la gauche�

Le sommet p�ere de cette feuille correspond dans les deux arbres binaires croissant et d�ecroissant �a

un m
eme �el�ement de la permutation �� Ce m
eme �el�ement serait donc soit une feuille� soit un point

simple �a droite des arbres binaires croissant et d�ecroissant associ�es �a �� Ainsi� il correspondrait dans

le cas de l�arbre binaire croissant �a un pic �mont�ee suivie d�une descente� ou une double�mont�ee de

�� et il correspondrait dans le cas de l�arbre binaire d�ecroissant �a un creux �descente suivie d�une

mont�ee� ou une double�descente de �� Ceci est bien �evidemment impossible�

� L�application inverse ��� associe une et une seule permutation de Baxter � �a un couple d�arbres

binaires jumeaux �a�� a���

� L�application ��� est bien d�e�nie�

� f est une feuille� Sinon� pour que les deux arbres soient jumeaux� il serait n�ecessaire d�avoir

la relation i 	 k 	 �� vraie seulement si les arbres sont r�eduits �a un sommet�

� f ayant un p�ere dans a�� la racine de a� a une ar
ete d�orientation contraire�

� A chaque �etape� les nouveaux arbres binaires obtenus sont jumeaux�

� ��� reconstitue un �a un l��etiquetage croissant d�un arbre binaire� ce qui code une et une seule

permutation�

� La permutation obtenue est bien une permutation de Baxter�

A l��etape k� pour tout k � ��� n
� l�application ��� supprime une feuille gauche �resp� droite


f correspondant �a l��el�ement k situ�e �a gauche �resp� droite
 d�un maximum �a gauche �resp�

droit
 d�une permutation de Sk��� Compte�tenu de la proposition ��� et du lemme ���� nous

en d�eduisons par induction que la permutation obtenue est une permutation de Baxter�

�



���� Une correspondance entre permutations de Baxter et triplets de chemins���

4

7

5

6

3

1
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,
7 [6]

[6]

[4]

6 [4]

,

5 [4]

[4]

,

4 [1]

[1]

,

3 [2]

[2]

,
[1]

2 [1]

,

1 [1]

[1]

,

4   2   3   6   5   7   1

Figure ��� L�application inverse &��� de deux arbres binaires jumeaux �a une permutation de
Baxter�



��� Chapitre �� Permutations de Baxter

Propri�et�e ���� Soit � une permutation de Baxter telle que &��� ! �a�� a���

Alors� &���� ! �a��� a��� et &��c� ! �a�� a���

Preuve D�une part� l�arbre binaire croissant �resp� d�ecroissant
 d�une permutation � quelconque est

exactement le miroir de l�arbre binaire croissant �resp� d�ecroissant
 de ��� D�autre part� les arbres binaires

croissant et d�ecroissant d�une permutation � quelconque sont �echang�es �et leurs �etiquetages compl�emen�

t�es� lorsque nous consid�erons la permutation �c� �


���� La bijection entre arbres binaires jumeaux et triplets de chemins

Th�eor	eme ���� Il existe une bijection ' �voir �gure ���� entre arbres binaires jumeaux et

triplets de chemins deux �a deux disjoints�

' � Jn �� Tn

�a�� a�� ��� t
De plus� �a deux arbres binaires jumeaux dont le premier arbre binaire poss�ede m ar�etes droites

et i sommets sur sa branche gauche et dont le second arbre binaire poss�ede s sommets sur

sa branche gauche correspond par ' un triplet de chemins deux �a deux disjoints allant des �

points de coordonn�ees ��� n � i�� ��� n�� �s � �� n� respectivement aux � points de coordonn�ees

�m�m�� �m� �� m� ��� �m� �� m� �� en empruntant des pas Est et Nord�

Lemme ���� �M� Delest et X� Viennot ��	�� Il existe une bijection �voir �gure ���� entre arbres

binaires ayant n sommets� m ar�etes droites et dont la branche gauche contient k sommets et

couples de chemins disjoints allant des points de coordonn�ees ��� n� k� et ��� n� respectivement

aux points de coordonn�ees �m�m� et �m� �� m� �� en empruntant des pas Est et Nord�

Preuve La bijection originale ���
 entre arbres binaires et polyominos parall�elogrammes� d�etaill�ee dans

la sous�section ������ peut 
etre vue sous une autre forme� En e�et� elle revient �a coder un arbre binaire

compl�et�e en le parcourant suivant l�ordre pr�e�xe par deux chemins deux �a deux disjoints� Le premier

chemin est obtenu en codant les ar
etes internes �qui ne supportent pas les feuilles� gauche �resp� droite


par un pas Nord �resp� Est
� le second chemin est obtenu en codant les feuilles �except�ees les deux

extr
emes� gauche �resp� droite
 par un pas Est �resp� Nord
� �

Figure ��� Arbre binaire compl�et�e et polyomino parall�elogramme en bijection�
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Figure ��� La bijection ' entre deux arbres binaires jumeaux et un triplet de chemins deux �a
deux disjoints�



��� Chapitre �� Permutations de Baxter

Preuve du th�eor�eme ����� Tout d�abord� d�apr�es le lemme ����� �a deux arbres binaires jumeaux

correspondent deux couples de chemins disjoints �ou deux polyominos parall�elogrammes�� D�apr�es la

d�e�nition du caract�ere jumeau de deux arbres et la correspondance entre arbres binaires et couples

de chemins disjoints �preuve du lemme ������ ces deux couples de chemins ont leurs seconds chemins

compl�ementaires� Une sym�etrie par rapport �a la diagonale du second couple permet de coller ces deux

couples de chemins� donnant ainsi un triplet de chemins deux �a deux disjoints�

Cette construction est clairement r�eversible� �

��� Enum�eration des permutations de Baxter

En composant les deux bijections & et ' des th�eor�emes ���� et ����� nous avons obtenu une

correspondance entre permutations de Baxter et triplets de chemins deux �a deux disjoints qui

transporte plusieurs param�etres� nous permettant de ra�ner les formules d��enum�eration connues

sur ces objets�


���� Permutations de Baxter

En utilisant les r�esultats d�I�M� Gessel et X� Viennot ���� ��� sur l��enum�eration de chemins

deux �a deux disjoints� nous obtenons des formules d��enum�eration pour les permutations de Bax	

ter qui pr�ecisent celles d�ej�a connues� nous permettant en particulier d�avoir une interpr�etation

naturelle de la formule de C�L� Mallows �����

Th�eor	eme ���� Le nombre de permutations de Baxter sur �n� ayant m mont�ees� i minima �a

gauche et s maxima �a gauche est�
n� �

m� �

�
s�i

n��n� ��

��
n � s � �

n�m� �

��
n� i� �

m� �

�
�

�
n� s� �

n�m� �

��
n� i� �

m

��

Preuve Le nombre de permutations de Baxter sur �n
 ayantm mont�ees� i minima �a gauche et s maxima

�a gauche est donn�e par le d�eterminant�������
�
n���i
m��

� �
n��
m��

� �
n���s
m�s��

��
n���i
m

� �
n��
m

� �
n���s
m�s

��
n���i
m��

� �
n��
m��

� �
n���s
m�s��

�
�������

En e�et� ces permutations de Baxter correspondent aux triplets de chemins deux �a deux disjoints allant

des � points de coordonn�ees ��� n � i�� ��� n�� �s � �� n� respectivement aux � points de coordonn�ees

�m�m�� �m � ��m � ��� �m � ��m � ��� Or� par une preuve en tout point identique �a celle d�ecrite dans

l�article d�I�M� Gessel et X� Viennot ���
 �la m
eme involution permet d�obtenir le m
eme r�esultat bien

qu�ici nous n�ayons pas un mineur de d�eterminant bin
omial� ou plus simplement en sp�ecialisant le r�esultat

g�en�eral expos�e dans leur autre article ���
� nous obtenons que le nombre de tels chemins est donn�e par

ce d�eterminant� dont le calcul fournit la formule annonc�ee et due �a C�L� Mallows ���
� �



���� Enum�eration des permutations de Baxter ���

Remarque ���� La formule du th�eor�eme ���	 d�enombre les sommets au niveau n ayant pour

�etiquette �m� s� i� dans l
arbre de d�erivation du syst�eme de r�e�ecriture SBaxter� En particulier�

elle s
applique aux permutations excluant simultan�ement les motifs ����� et ����� et donne leur

distribution suivant les nombres m de mont�ees inverses� s de maxima �a gauche et i de maxima

�a droite�

Preuve Soit � une permutation de Baxtern ayant m mont�ees� i minima �a gauche et s maxima �a

gauche� Alors� la permutation ���c�� elle�m
eme une permutation de Baxter sur �n
� poss�ede m mont�ees� i

maxima �a droite� s maxima �a gauche d�apr�es les propri�et�es ��� et ����� Les propositions ��� et ���� nous

permettent de conclure� �

Notre correspondance nous permet de retrouver le r�esultat d�u �a F�R�K� Chung� R�L� Graham�

V�E� Hoggatt et M� Kleiman ����� d�emontr�e ensuite combinatoirement par X� Viennot ������

Corollaire ���� Le nombre de permutations de Baxter sur �n� ayant m mont�ees est�
n��
m

�
�
�
n��
m��

�
�
�
n��
m��

��n��
�

�
�
�n��

�

�
Preuve Ces permutations correspondent �a des triplets de chemins deux �a deux disjoints allant des �

points de coordonn�ees ��� n � ��� ��� n�� ��� n� �� respectivement aux � points de coordonn�ees �m�m��

�m � ��m� ��� �m� ��m� ��� Or� le nombre de tels chemins est donn�e par le d�eterminant ���� ���
�������
�
n��
m

� �
n��
m��

� �
n��
m��

��
n��
m��

� �
n��
m

� �
n��
m��

��
n��
m��

� �
n��
m��

� �
n��
m

�
�������

�

En fait� nous obtenons une �enum�eration plus 
ne des permutations de Baxter en consid�erant

deux param�etres suppl�ementaires�

D�e
nition ���� Etant donn�ee une permutation � de Sn� consid�erons les param�etres suivants�

� md��� ! mont���i���i� �� � � ���n�� � �n�

avec i ! maxfj � �k 
 �� ��j�� ��j � k� � ��j � �� � ��j � �� � � � � � ��j � k � ��g

en consid�erant que ���� ! �� et ��n� �� ! ��

� dd��� ! desc���i���i� �� � � ���n�� � �n�

avec i ! maxfj � �k 
 �� ��j�� ��j � k� � ��j � �� � ��j � �� � � � � � ��j � k � ��g

en consid�erant que ���� ! n � � et ��n� �� ! n� ��

Remarquons que md��� �resp� dd���� vaut un de plus que le nombre d�ar�etes droites situ�ees

�a droite de la derni�ere ar�ete gauche de l�arbre binaire croissant �resp� d�ecroissant� de � parcouru

dans l�ordre in
xe�
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Th�eor	eme ���� Le nombre de permutations de Baxter � sur �n� ayant m mont�ees� i minima

�a gauche� s maxima �a gauche et telles que p ! md��� et q ! dd��� �voir �gure ��	
� est donn�e

par le d�eterminant ��������
�
n���i�p
m�p

� �
n���p
m�p

� �
n���s�p
m�s�p

��n���i
m

� �n��
m

� �n���s
m�s

��n���i�q
m

� �n���q
m

� �n���s�q
m�s

�
��������

Preuve Une lecture plus �ne des bijections � et  permet de constater que ces deux param�etres

suppl�ementaires sur les permutations de Baxter sont e�ectivement transport�es sur les triplets de chemins

deux �a deux disjoints� �

p=4

i=5

s=3

q=2

m=11

n=20

.................................

...

m=11.
.
.

Figure ���� Les cinq param�etres consid�er�es sur les triplets de chemins deux �a deux disjoints�


���� Permutations de Baxter alternantes

Nous retrouvons et pr�ecisons ici un r�esultat d�u �a R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot �����

Th�eor	eme ���� Le nombre de permutations de Baxter alternantes sur ��n � e� o�u e � f�� �g

ayant i minima �a gauche et s maxima �a gauche est

i

n� e� i

�
��n� e�� i� �

n� e

�
�

s � �

n� s� �

�
�n� s

n

�

Corollaire ���
 Le nombre de permutations de Baxter alternantes sur ��n � e� o�u e � f�� �g

est

cn�e�cn

Preuve Rappelons tout d�abord qu��a une permutation alternante correspond un arbre binaire crois�

sant �ou d�ecroissant� quasi�complet� En particulier� �a une permutation de Baxter alternante sur ��n




���� Enum�eration des permutations de Baxter ���

correspond un arbre binaire croissant �resp� d�ecroissant
 complet auquel il manque la feuille gauche �resp�

droite
 extr
eme tandis qu��a une permutation de Baxter alternante sur ��n � �
 correspond un arbre bi�

naire croissant complet auquel il manque les deux feuilles �gauche et droite� extr
emes et un arbre binaire

d�ecroissant qui lui est complet� De plus� un tel couple d�arbres binaires quasi�complets� du fait de cette

quasi�compl�etude� constitue un couple d�arbres binaires jumeaux� Ainsi� les permutations de Baxter alter�

nantes sont en bijection avec les couples d�arbres binaires complets� et nous obtenons le r�esultat annonc�e�

�

Exemple ���� La �gure ��		 illustre la correspondance entre permutations de Baxter alter�

nantes et triplets de chemins deux �a deux disjoints� et permet de constater que le deuxi�eme

chemin a une forme �x�ee �en escalier�� Nous retrouvons naturellement par ce passage les che�

mins de Dyck�

Preuve du th�eor�eme ����� Ce r�esultat est analogue �a celui du th�eor�eme ����� En e�et� aux permuta�

tions de Baxter alternantes sur ��n�e
 ayant i minima �a gauche et s maxima �a gauche correspondent deux

chemins de Dyck d�ebutant exactement par i et s�� pas montants �ou deux arbres binaires jumeaux dont

les branches gauches ont respectivement i et s � � sommets�� Ces objets sont �enum�er�es par les nombres

de Delannoy ce qui nous donne le r�esultat� �

En fait� nous a�nons encore ces r�esultats en consid�erant les param�etres de la d�e
nition �����

Th�eor	eme ���� Le nombre de permutations de Baxter alternantes � sur ��n� e� o�u e � f�� �g

ayant i minima �a gauche� s maxima �a gauche et telles que p ! md��� et q ! dd��� est��
�n� e� i� p� �

n� p

�
�

�
�n� e� i� p� �

n � i� p

��
�

��
�n� e � s � q � �

n � s

�
�

�
�n � e� s� q � �

n � �

��

Preuve C�est une cons�equence directe du th�eor�eme ���� pour les permutations de Baxter alternantes�

La formule se d�eduit de l��enum�eration des chemins de Dyck selon les hauteurs initiale et �nale� �

La s�erie g�en�eratrice des permutations de Baxter alternantes n�est pas alg�ebrique� comme l�a

montr�e D� Gouyou	Beauchamps ���� ���� Toutefois� signalons que le syst�eme de r�e�ecriture�
��� ��

�x� y� � ��� x� ��� ��� x� ��� � � � � �y� x� ��

caract�erise l�arbre de g�en�eration des permutations de Baxter alternantes� L��etiquette �x� y� cor	

respondant �a une permutation � sur ��n � e� avec e � f�� �g de l�arbre de g�en�eration v�eri
e

x ! maxd��� et y ! mind��� dans le cas e ! �� x ! mind��� et y ! maxd��� lorsque e ! ��
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Figure ���� D�une permutation de Baxter alternante au triplet de chemins deux �a deux disjoints �
deux chemins de Dyck�



Chapitre �

Mots de piles et tableaux de Young

standard rectangulaires

Parmi les g�en�eralisations naturelles de l�algorithme de tri au moyen d�une pile consid�er�e

par D�E� Knuth ����� J� West ����� ���� s�est int�eress�e aux permutations triables par plusieurs

passages cons�ecutifs dans une pile� celle	ci devant satisfaire �a une condition dite de type �tour

de Hano���� c�est �a dire v�eri
er qu��a tout instant les entiers croissent �a partir du sommet de la

pile�

S� Gire ���� a �etudi�e un probl�eme voisin� Elle consid�ere un ensemble de k piles plac�ees en

s�erie et s�int�eresse �a leurs mouvements lorsque la permutation identit�e les traverse�

Les mots du langage Y
�k�
n ! ff � f�� �� � � � � k � �g� � 	i � �k � ��� jf ji ! n
 	i � �k�� 	f !

f �f ��� jf �ji 
 jf �ji��g codent exactement les mouvements des k piles lorsque la permutation
�� � � �n les traverse �voir 
gure ����� Ce langage Y

�k�
n code �egalement les tableaux de Young

standard ����� rectangulaires de hauteur k � � et de longueur n� c�est �a dire de forme � !

�n� n� � � � � n� partition de l�entier �k � ���n� Nous d�eduisons de la formule des �equerres ���� que

jY
�k�
n j ! ��k � ���n�"

Qk
i��

i

�n�i�
 �

Pilek

k+1

Pile1

1

Pile2

2 ...

...

12...n

Figure ��� Mots de piles�

Dans le cas d�une seule pile �k ! ��� les mots de Y
���
n sont les mots de parenth�eses et il y a

une correspondance imm�ediate entre ces mots et les permutations �	triables�

���



��� Chapitre 
� Mots de piles et tableaux de Young standard rectangulaires

Ici� nous nous int�eressons aux cas de deux piles �k ! �� et aux objets correspondant aux

mouvements de ces deux piles que sont les tableaux de Young standard rectangulaires �� n� au

nombre de ���n�

�n���
�n���
n
 �

D�e
nition 
�� Notons A ! f�� �� �g l
alphabet des mots associ�es aux mouvements de deux

piles� et Y ! ff � A� � jf j� ! jf j� ! jf j�
 	f ! f �f ��� jf �j� 
 jf �j� 
 jf �j�g le langage des mots

codant les mouvements des piles �ensemble des mots de piles� correspondant aux tableaux de

Young standard rectangulaires de hauteur �� Posons Yn ! Y
���
n ! ff � Y � jf j ! �ng�

Le fait d�imposer certaines restrictions sur les piles �par exemple qu�elles v�eri
ent une condi	

tion de type �tour de Hano���� se traduit simplement par certaines restrictions sur ces tableaux

de Young standard�

Nous montrons en particulier que le nombre de tableaux de Young standard rectangulaires

�� n n�ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur la deuxi�eme ligne est donn�e par le carr�e du n	eme

nombre de Catalan� r�esultat �a rapprocher de ceux obtenus par D� Gouyou	Beauchamps ���� ��� �a

propos de l��enum�eration de tableaux de Young standard de hauteur au plus � et par L� Favreau

���� sur les tableaux oscillants de hauteur au plus ��

Nous obtenons les r�esultats suivants� les trois premiers ayant �et�e conjectur�es par S� Gire �����

Th�eor	eme 
�� Le nombre de mots du langage Cn ! Yn n fA���A�g �ensemble des mots de

piles sans facteur ��� codant les tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur � et de

longueur n n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur la deuxi�eme ligne est

cn�cn

Th�eor	eme 
�� Le nombre de mots du langage Bn ! Yn n fA���A��A���A��A���A�g �en�

semble des mots de piles sans facteur ��� ��� ��� codant les tableaux de Young standard rectan�

gulaires de hauteur � et de longueur n n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur une m�eme ligne

est �egal au nombre de permutations de Baxter de Sn������� ������ donn�e par

n��X
m��

�
n��
m

�
�
�
n��
m��

�
�
�
n��
m��

��n��
�

�
�
�n��

�

�
Th�eor	eme 
�� Le nombre de mots du langage Hn ! Yn n ff ! f ��g�f �� � g � Y g �ensemble

des mots de piles v�eri�ant la condition �tour de Hano���� codant les tableaux de Young standard

rectangulaires non s�eparables de hauteur � et de longueur n est �egal au nombre de cartes planaires

cubiques point�ees non s�eparables ayant �n sommets de CNS�n donn�e par �	
��

�n���n�"

��n� ��"�n� ��"

Th�eor	eme 
�� Le nombre de mots du langage Pn ! Yn n ff ! f ��g�f �� � g � Y g n

fA���A��A���A�g �ensemble des mots de piles v�eri�ant la condition �tour de Hano��� et sans



���

facteur ��� ��� codant les tableaux de Young standard rectangulaires non s�eparables de hauteur

� et de longueur n n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur une m�eme ligne est �egal au nombre

de cartes planaires point�ees non s�eparables ayant n� � ar�etes de NSn�� donn�e par �	
��

����n�"

��n� ��"�n� ��"

−1
  
3Y

−1
  
3Y

−2
  
2Y

−1  3
Y

−2  2
Y

−2  2
Y −32,21

−32,21−1
1,
33

−22

−1
1,
33

nC

Hn H’n

C’n

Bn B’n

Yn

Pn P’n

−13

Rn

Figure ��� Sch�ema des restrictions sur le langage Yn�

Le sch�ema de la 
gure ��� pr�esente les di��erentes restrictions apport�ees au langage Yn codant

les tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur � et de longueur n �ensemble des mots

de piles� auxquelles nous nous sommes int�eress�es�

La notation ��� signi
e que nous consid�erons les mots de piles ne comportant pas le facteur ��

et la notation ��Y� indique que nous interdisons tout facteur de la forme �g� o�u g � Y �

Nous pouvons remarquer� �a partir de la d�e
nition du langage Cn �resp� C�
n�� que pour tout mot

f de Cn �resp� C�
n�� le nombre de facteurs ��� ��� �� �resp� ��� ��� ��� de f d�etermine exactement

le nombre de chacun des autres facteurs de longueur deux de f �

Tandis que les langages Cn� Bn� Hn et Pn apparaissant dans la partie gauche de la 
gure ���

correspondent �a des restrictions naturelles sur les tableaux de Young standard rectangulaires de

hauteur � et de longueur n� les langages C�
n� B

�
n� H

�
n et P

�
n traduisent des restrictions sur une

famille particuli�ere d�arbres �	� que nous d�e
nissons maintenant et pour laquelle nous �enon�cons

quelques propri�et�es�

D�e
nition 
�� Un arbre �	� 
liforme �resp� arbre �	� 
liforme non s�eparable� �voir �gure ����

est un arbre 	��



��� Chapitre 
� Mots de piles et tableaux de Young standard rectangulaires

� ayant autant de points simples que de points doubles �condition C���

� v�eri�ant qu
�a tout instant du parcours pr�e�xe� il y a au moins autant de points simples

que de points doubles �condition C���

� tel qu
un sommet �ls unique ne peut �etre une feuille �condition C�� �resp� ne poss�edant

aucun sommet �ls unique racine d
un arbre 	�� �liforme �condition C�����

Notons Fn �resp� Fn� l
ensemble des arbres 	�� �liformes �resp� arbres 	�� �liformes non s�epa�

rables� ayant n points simples�

Figure ��� Un arbre �	� 
liforme appartenant �a F� et un arbre �	� 
liforme non s�eparable
appartenant �a F ��

Les mots du langage C �
n �resp� H

�
n� �ensemble des mots de piles sans facteur �� �resp� sans

facteur �g� o�u g � Y �� sont les codages pr�e
xes sur P��� tt f�g� des arbres �	� 
liformes de Fn
�resp� Fn��

Par exemple� les mots ��������������������������� de C�
� et ������������ de H

�
� codent les

arbres �	� 
liformes respectivement de F� et de F � illustr�es par la 
gure ����

Propri�et�e 
�
 Les conditions C� et C�� pour un arbre 	�� su�sent �a d�e�nir les arbres 	��

�liformes non s�eparables�

Preuve Soit a un arbre ��� �liforme non s�eparable de Fn cod�e par le mot f de H
�
n et supposons que a

ne respecte pas la condition C�� Alors� f admet un facteur droit f � � P��� tt f�g� pr�ec�ed�e d�une lettre

�� Si f � �� Y � alors f � admet un facteur gauche f �� � P��� tt f�g� suivi d�une lettre �� Si f �� �� Y � alors f ��



���

admet un facteur droit f ��� � P��� tt f�g� pr�ec�ed�e d�une lettre �� ce qui nous ram�ene �a l��etape initiale de

notre raisonnement� Par induction� nous obtenons alors un facteur f � de f appartenant �a Y et pr�ec�ed�e

de la lettre �� ou un facteur �f � de f contenant un facteur de la forme �g� o�u g � Y � Dans les deux cas�

ceci est en contradiction avec la condition C��� �

Propri�et�e 
�� Le miroir d
un arbre 	�� �liforme non s�eparable est �egalement un arbre 	��

�liforme non s�eparable�

Preuve En e�et� l�op�eration miroir sur un arbre ��� �liforme ne peut violer que la condition C�� et non

les conditions C� et C��� �

Remarquons que l�ensemble des arbres �	� 
liformes n�est pas clos par l�op�eration miroir�

Corollaire 
�� Soit a un arbre 	�� �liforme non s�eparable de Fn et a� son miroir cod�es res�

pectivement par les mots f et f� de H �
n �ensemble des mots de piles sans facteur �g� o�u g � Y ��

Alors� nous avons en particulier jf j�� ! jf�j��� jf j�� ! jf�j�� et jf j�� ! jf�j���

Preuve
23131211 21 22 3231 33

Une fois consid�er�e le tableau ci�dessus repr�esentant tous les facteurs de longueur deux sur un arbre ���

�liforme� il su�t de constater comment l�op�eration miroir agissant sur un arbre transforme ces facteurs�

�

Nous rappelons maintenant la d�e
nition d�une famille de cartes planaires consid�er�ee par

W�T� Tutte ����� qui interviendra dans la preuve du th�eor�eme ����

n=1

n=3

(1)

(3) (3) (3)(3)

n=2

(1) (3)

(3)(3) (3)(3)

Figure ��� Les premi�eres cartes planaires cubiques non s�eparables �voir exemple ������
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D�e
nition 
��� Une carte planaire cubique point�ee non s�eparable �voir �gure ���� est une

carte planaire sans point d
articulation dont tous les sommets sont de degr�e trois et pour laquelle

un brin est point�e�

Nous notons CNS�n l
ensemble des cartes planaires cubiques point�ees non s�eparables ayant �n

sommets�

Exemple 
��� La �gure ��� pr�esente les cartes planaires cubiques point�ees non s�eparables ayant

�� � et � sommets� les nombres entre parenth�eses indiquant le nombre de cartes di��erentes

obtenues en pointant l
un des brins du sommet distingu�e rep�er�e par ��

cn�cn
Pn��

m��
�n��m ���

n��
m�����

n��
m���

�n��� ���
n��
� �

�n���n�

��n���
�n���


����n�

��n���
�n���


Cn Bn Hn Pn
� � � �
( ( ( (
)� )� )� )�

)� )� )� )�

* * * *
+ + + +
� � � �

C�
n B�

n H �
n P �

n

� �
pr�efixe�� pr�efixe��

� �

Fn F n

�
,
�

CNS�n

Figure ��� Sch�ema g�en�eral des correspondances reliant les ensembles des mots de piles�

La 
gure ��� pr�esente bri�evement les quatre correspondances reliant Cn� Bn� Hn� Pn respec	

tivement �a C�
n� B

�
n� H

�
n� P

�
n que nous allons mettre en �evidence par la suite�

Parmi les objets interm�ediaires qui seront mis en jeu� nous retrouverons des ensembles de per	

mutations �a motifs exclus d�ej�a rencontr�es dans les chapitres � et �� Il s�agira des permutations

non s�eparables �excluant simultan�ement les motifs ���� et ������ et des permutations de Baxter

�excluant simultan�ement les motifs ����� et ������� alternantes ou non� Signalons �egalement

que plusieurs familles de cartes� comme les cartes planaires point�ees non s�eparables� sont reli�ees

aux objets que nous consid�erons�

En
n� nous �etudierons plusieurs autres restrictions apport�ees au langage Yn des mots de

piles� Par exemple� nous montrerons que le langage Rn �voir 
gure ���� est directement en




��� Tableaux �� n sans entiers cons�ecutifs sur la deuxi�eme ligne ���

correspondance avec l�ensemble des arbres ternaires complets ayant n sommets internes�


�� Tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur �

n�ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur la deuxi�eme ligne

Nous �etablissons maintenant les r�esultats suivants qui pr�ecisent le th�eor�eme ����

Th�eor	eme 
��� Les mots du langage Cn �ensemble des mots de piles sans facteur ��� codant

les tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur � et de longueur n n
ayant pas deux

entiers cons�ecutifs sur la deuxi�eme ligne sont en correspondance avec les mots du langage C�
n

�ensemble des mots de piles sans facteur ��� codant les arbres 	�� �liformes ayant n points

simples� Ils sont d�enombr�es par

jCnj ! jC�
nj ! cn�cn

Proposition 
��� Les mots de ff � Cn � jf j�� ! n�� jf j�� ! n�� jf j�� ! n�g codant les ta�

bleaux de Young standard rectangulaires de hauteur � et de longueur n n
ayant pas deux en�

tiers cons�ecutifs sur la deuxi�eme ligne et poss�edant n� couples d
entiers cons�ecutifs sur la pre�

mi�ere ligne� n� couples d
entiers cons�ecutifs sur la troisi�eme ligne� n� couples d
entiers con�

s�ecutifs situ�es sur les premi�ere et troisi�eme lignes sont en correspondance avec les mots de

ff � � C�
n � jf

�j�� ! n�� jf �j�� ! n�� jf �j�� ! n�g codant les arbres 	�� �liformes ayant n points

simples et poss�edant n� points doubles �ls droits� n� points simples �ls gauches� n� points doubles

�ls gauches�

Corollaire 
��� Le nombre de tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur � et de

longueur n n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur la deuxi�eme ligne et poss�edant i couples

d
entiers cons�ecutifs situ�es sur les premi�ere et deuxi�eme lignes et j couples d
entiers cons�ecutifs

situ�es sur les deuxi�eme et troisi�eme lignes est �egal au nombre d
arbres 	�� �liformes ayant n

points simples et poss�edant i �ls uniques et j feuilles gauches donn�e par

jff � Cn � jf j�� ! i� jf j�� ! jgj ! jff � � C�
n � jf

�j�� ! i� jf �j�� ! jgj !

�

n�

�
n

i

��
n

i� �

��
n

j

��
n

j � �

�

Nous pr�esentons successivement les bijections (� )� * et + qui conduisent �a ces r�esultats�

����� Tableaux � � n n�ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur la deuxi�eme

ligne et m�elanges de deux mots de parenth�eses

D�e
nition 
��� Soit M ! f� � Pa�a tt P
b�b
� 	� ! ��b���� j��ja � j��jag le langage produit de

m�elange �ou shu�e� de deux langages de parenth�eses� et notons M�n ! f� �M � j�j ! �ng�



��� Chapitre 
� Mots de piles et tableaux de Young standard rectangulaires

Lemme 
��� Il existe une bijection ( entre mots du produit de m�elange de deux mots de pa�

renth�eses et mots de piles sans facteur ��� Celle�ci est donn�ee par le morphisme

( � M�n �� Cn

� ��� f
d�e�ni par

�������������
(�a� ! �

(�b� ! ��

(�a� ! ��

(�b� ! �

Preuve Soient � � M�n et f 	 !���� nous avons alors

� j�j 	 �n� j�ja 	 j�ja� j�jb 	 j�j
b
	� jf j� 	 jf j� 	 jf j� 	 n�

� �� 	 ������ j��ja � j��ja� j�
�jb � j��j

b
et �� 	 ��b���� j��ja � j��ja 	� �f 	 f �f ��� jf �j� � jf �j� �

jf �j��

De plus� l�ensemble f�� ��� ��� �g constituant un code pr�e�xe� l�application r�eciproque de ! est clairement

d�e�nie� �

Exemple 
��
 Le mot aaaababbab de M�� est en correspondance par ( avec le mot

��������������� de C��

����� M�elanges de deux mots de parenth�eses� permutations de Baxter alter�

nantes et couples d�arbres binaires complets

A
n de r�esoudre un probl�eme pos�e par R�C� Mullin ����� R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot

���� ��� ont �etabli le r�esultat suivant�

Lemme 
��� �R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot �	��� Il existe une bijection ) �voir �gure ����

entre mots du produit de m�elange de mots de parenth�eses� permutations de Baxter alternantes

et couples d
arbres binaires complets�

) � M�n �� dBaxter�n �� An �An

� ��� � ��� �a�� a��

Ainsi� ces trois familles d
objets sont �enum�er�ees par le carr�e du n	eme nombre de Catalan�

La premi�ere bijection� not�ee )�� met en correspondance un mot du produit de m�elange de

mots de parenth�eses � de M�n et une permutation de Baxter alternante � de dBaxter�n� Partant

de l�arbre binaire complet r�eduit �a trois sommets� c�est �a dire deux feuilles libres et un sommet

interne �etiquet�e �� elle consiste en l�application s�equentielle des op�erateurs correspondant aux

lettres ��� ��� � � � � ��n du mot �� Ces op�erateurs �voir 
gure ���� agissent sur un arbre binaire

complet croissant de la mani�ere suivante �

� op�erateur a � �etiqueter la feuille gauche libre la plus �a droite et lui gre�er deux ar�etes�

� op�erateur b � �etiqueter la feuille droite libre la plus �a gauche et lui gre�er deux ar�etes�

� op�erateur b � �etiqueter la feuille gauche libre la plus �a droite�

� op�erateur a � �etiqueter la feuille droite libre la plus �a gauche�




��� Tableaux �� n sans entiers cons�ecutifs sur la deuxi�eme ligne ���

k

1 .. k−1

k

1 .. k−1

k

1 .. k−1

k

1 .. k−1

a b

_
b

1 .. k−1

_
a

Figure ��� Les quatre op�erateurs de la bijection )��

A l�issue de l�application des op�erateurs� nous obtenons un arbre binaire complet croissant dont

la projection in
xe est la permutation � de dBaxter�n�

La deuxi�eme bijection� not�ee )�� consiste �a prendre respectivement les arbres binaires com	

plets croissant et d�ecroissant de � en oubliant leurs �etiquetages� Notons que R� Cori� S� Dulucq

et X� Viennot ���� pr�esentent di��eremment la construction du second arbre�

Exemple 
��� La �gure ��� pr�esente la bijection ) appliqu�ee au mot de l
exemple ��	��

Un examen attentif des bijections ( et ) nous conduit �a la propri�et�e suivante�

Propri�et�e 
��� Soit f un mot de Cn �ensemble des mots de piles sans facteur ��� et une

factorisation quelconque f ! f �f ��f ��� telle que f �� ! x�y ou f �� ! xy avec x et y appartenant �a

f�� �g� Soient � le mot du produit de m�elange de deux mots de parenth�eses tel que (��� ! f � �

la permutation de Baxter alternante en bijection avec � par )� et les arbres binaires complets

croissant et d�ecroissant associ�es �a �� Soit p ! jf �xj� � jf �xj��
Alors� le tableau de la �gure ��� indique quels sont les liens entre le facteur f �� de f � le facteur
�p�p�� de �� les positions de p et p � � dans � ainsi que dans les arbres binaires complets

croissant abc��� et d�ecroissant abd��� associ�es�

Voici quelques commentaires suppl�ementaires pour une lecture plus ais�ee du tableau de la


gure ���� La premi�ere colonne correspond aux huit possibilit�es pour le facteur f ��� la deuxi�eme
colonne donne les seize facteurs possibles �p�p�� sur l�alphabet fa� a� b� bg� la troisi�eme colonne

regroupe pour la permutation � les positions de p et p � � et les facteurs se trouvant dans

l�intervalle correspondant �d�e
nition ��� des permutations de Baxter�� les quatri�eme et cinqui�eme

colonnes pr�ecisent les positions respectives de p et p�� dans les arbres binaires complets croissant

et d�ecroissant associ�es �a � en indiquant le rang �ordre in
xe� des sommets supportant ces

�etiquettes�
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Figure ��� La bijection ) entre un mot du produit de m�elange de deux mots de parenth�eses� une
permutation de Baxter alternante et son arbre binaire croissant� et un couple d�arbres binaires
complets�




��� Tableaux �� n sans entiers cons�ecutifs sur la deuxi�eme ligne ���

f �� �p�p�� � abc��� abd���

��� aa ou ba ��p�p������

p [2i]

[2i+1]p+1 p [2i−1]

[2i]p+1

��� ab ou bb ��p
�
� �p������

p [2i]

[2j]p+1

[2j−1]p+1p [2i−1]

��� aa ou ba ��p
�
� �p������ p [2i+1] [2j+1]p+1

p [2i]

[2j]p+1

��� ab ou bb ��p
�
�
�
� �p������

[2k]

p [2i+1]

[2j]p+1

[2k]

p [2i]

[2j−1]p+1

�� ab ou bb ���p���p���

p [2i+2]

[2i+1]p+1 p [2i+1]

[2i]p+1

�� aa ou ba ���p���
�
� p���

p [2j+2]

[2i+2]p+1

p [2j+1]
[2i+1]p+1

�� ab ou bb ���p���
�
� p��� p [2j+1][2i+1]p+1

p [2j]

[2i]p+1

�� aa ou ba ���p���
�
�
�
� p���

[2k+2]

p [2j+1]

[2i+2]p+1

[2k]

p [2j]

[2i+1]p+1

Figure ��� Relations liant le mot f de Cn� le mot � de M�n� la permutation � de dBaxter�n se
correspondant par ( et )�
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Preuve Toutes ces relations se d�eduisent directement du morphisme ! et des op�erateurs de la bijection

"�� Les seuls points qui demandent une attention particuli�ere sont� pour l�arbre binaire d�ecroissant abd����

le cas o�u �p�� 	 b �resp� a
 qui imposent �a p d�
etre l�extr�emit�e d�une ar
ete gauche �resp� droite
 ce qui

correspond �a l�interdiction du motif ����� �resp� �����
� motifs absents dans les permutations de Baxter�

�

Remarque 
��� La composition des bijections ( et ) est �equivalente �a la construction d�ecrite

par la �gure ��� qui permet de mettre directement en correspondance les mots de Cn �ensemble

des mots de piles sans facteur ��� et les arbres binaires complets croissant et d�ecroissant d
une

permutation de Baxter alternante sur ��n�� et donc avec les couples d
arbres binaires complets

de An � An�

1

3

1 .. k−1

1 .. k−1

k

1 .. k−1

k

1 .. k−1

k

1 .. k−1

k

21

23

3

1

k+1 .. 2n

k+1 .. 2n

k

k+1 .. 2n

k

k+1 .. 2n

k

k+1 .. 2n

k

12

32

Figure ��� Les op�erateurs permettant de construire directement les arbres binaires complets
croissant et d�ecroissant d�une permutation de Baxter alternante depuis un mot de piles sans
facteur ���

Cette construction est directement inspir�ee de celle de R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot ���� 


en particulier� la construction de l�arbre binaire croissant est identique� L�arbre binaire complet

croissant �resp� d�ecroissant� de la permutation de Baxter alternante � s�obtient en lisant les

facteurs �� ��� �� �� �resp� ��� �� ��� �� du mot f de Cn parcouru de gauche �a droite �resp� de

droite �a gauche� et en appliquant l�op�erateur correspondant
 la 
gure ��� illustre l�op�eration �a

e�ectuer pour le k	eme facteur rencontr�e� avec k allant de � �a �n �resp� de �n �a ���

����� Couples d�arbres binaires complets et arbres ��� �liformes

D�e
nition 
��� Nous d�esignons par * le codage des couples d
arbres binaires complets d�e�ni

par

* � An �An �� P��� � P���

�a�� a�� ��� �suffixe�a��� pr�efixe�a���
o�u pr�efixe et suffixe sont les codages des arbres binaires complets d�e�nis dans la sous�section

	�����




��� Tableaux �� n sans entiers cons�ecutifs sur la deuxi�eme ligne ���

Exemple 
��� Au couple d
arbres binaires complets de l
exemple ��	� �voir �gure ���� corres�

pond par * le couple de mots de parenth�eses ������������ ������������

Lemme 
��� Il existe une bijection + entre mots de piles sans facteur �� et couples d
arbres

binaires complets de m�eme taille� Celle�ci est donn�ee par le morphisme

+ � C�
n �� P��� � P���

f � ��� �a� b�
d�e�ni par

�������
+��� ! ��� ��

+��� ! ��� ��

+��� ! ��� ��

Preuve # est clairement une application de C�
n vers P��� � P��� �codant An � An��

R�eciproquement� soit �a� b� � P����P��� avec jaj 	 jbj 	 �n� Alors� a et b se factorisent de mani�ere unique

en a 	 ��k���k� � � ���kn et b 	 �l���l�� � � ��ln�� Le mot f � 	 �l���k��l���k� � � ��ln��kn appartient �a C�
n

et v�eri�e #�f �� 	 �a� b�� �

Exemple 
��� Le couple de mots de parenth�eses ������������ ����������� de P��� � P��� de

l
exemple ���� est en bijection par + avec le mot ��������������� de C�
��

Remarque 
��� Notons que le m�eme morphisme + mettrait en bijection les mots de piles sans

facteur �� et les couples d
arbres binaires complets de m�eme taille� Dans ce cas� son application

r�eciproque consisterait �a placer� entre deux lettres � successives� le bloc de lettres � �a la droite

du bloc de lettres ��

Preuve du th�eor�eme ����� Clairement� la composition des bijections !� "�� "�� $ et # met en

correspondance les langages Cn et C�
n� avec les couples d�arbres binaires complets de An�An ce qui nous

permet d�en d�eduire la formule d��enum�eration� �

Preuve de la proposition ����� Soit f un mot de Cn tel que jf j�� 	 n�� jf j�� 	 n�� jf j�� 	 n��

Soient �� �� �u� v� � �a� b� et f � appartenant respectivement �aM�n� dBaxter�n� Px�x�Py�y �codant An�An��

P��� � P��� et C�
n en correspondance avec f successivement par les bijections !� "�� "�� $ et #�

Nous d�eduisons de ces bijections et de la propri�et�e ���� les relations suivantes�

� j�jaa � j�jba 	 n�� j�jab � j�j
bb
	 n�� j�jab� j�j

bb
	 n��

� jfp � ��n� �
 � � 	 ���p���
�
� p���gj 	 n��

jfp � ��n� �
 � � 	 ���p���
�
� p���gj 	 n��

jfp � ��n� �
 � � 	 ���p���p���gj 	 n��

� jfi � �n� �
 � u 	 u�xxu��� v 	 v�yyv��� ju�xjx 	 jv�yjy 	 igj 	 n��

jfi � �n� �
 � u 	 u�xxu��� v 	 v�yyv��� ju�xjx 	 jv�yjy 	 igj 	 n��

jfi � �n� �
 � u 	 u�xxu��� v 	 v�yyv��� ju�xjx 	 jv�yjy 	 igj 	 n��

� jfi � �n� �
 � a 	 a���a��� b 	 b���b��� ja��j� 	 jb��j� 	 igj 	 n��

jfi � �n� �
 � a 	 a���a��� b 	 b���b��� ja��j� 	 jb��j� 	 igj 	 n��

jfi � �n� �
 � a 	 a���a��� b 	 b���b��� ja��j� 	 jb��j� 	 igj 	 n��

� jf �j�� 	 n�� jf
�j�� 	 n�� jf

�j�� 	 n��

Ceci nous assure donc le r�esultat� �

Preuve du corollaire ����� Nous d�eduisons de la propri�et�e ���� et de la distribution des arbres

binaires complets selon le nombre de sommets et de feuilles gauches �ou droites�� donn�ee par les nombres
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18  19  10  11  9  17  12  15  14  16  13  20  1  4  3  8  5  6  2  7
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112311232112232333112211233233

préfixe() = 1121122112221122112223232223233322233233suffixe() =
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_
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_

b
_

a ab a
_

a a
_

b b b
_

a b
_

aa
_

a
_

a
_

Figure ���� La correspondance entre un mot de piles sans facteur �� et un mot de piles sans
facteur ���




��� Tableaux �� n sans entiers cons�ecutifs sur une m�eme ligne ���

de Narayana� la formule pour le langage Cn� La m
eme distribution pour C�
n est une cons�equence de la

proposition ����� �

Exemple 
��
 La �gure ��	
 illustre la correspondance composant les bijections (� )�� )�� *

et +� permettant ainsi de relier les langages Cn �ensemble des mots de piles sans facteur ��� et

C�
n �ensemble des mots de piles sans facteur ����


�� Tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur �

n�ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur une m�eme ligne

Nous �etablissons maintenant les r�esultats suivants qui pr�ecisent le th�eor�eme ����

Th�eor	eme 
��� Les mots du langage Bn �ensemble des mots de piles sans facteur ��� ��� ���

codant les tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur � et de longueur n n
ayant pas

deux entiers cons�ecutifs sur une m�eme ligne sont en correspondance avec les mots du langage

B�
n �ensemble des mots de piles sans facteur ��� ��� ��� codant les arbres 	�� �liformes ayant n

points simples et ne poss�edant aucun point double �ls droit ni aucun point simple �ls gauche� Ils

sont d�enombr�es par

jBnj ! jB�
nj !

n��X
m��

�n��
m

�
�
�n��
m��

�
�
�n��
m��

��n��
�

�
�
�n��

�

�
Proposition 
��� Les tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur � et de longueur

n n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur une m�eme ligne et poss�edant m couples d
entiers

cons�ecutifs situ�es sur les premi�ere et troisi�eme lignes sont en correspondance avec les arbres 	��

�liformes ayant n points simples et ne poss�edant aucun point double �ls droit ni aucun point

simple �ls gauche et poss�edant m points doubles �ls gauches� Ils sont d�enombr�es par

jff � Bn � jf j�� ! mgj ! jff � � B�
n � jf

�j�� ! mgj !

�n��
m

�
�
�n��
m��

�
�
�n��
m��

��
n��
�

�
�
�
n��
�

�
Pour �etablir ces r�esultats� nous caract�erisons sur la correspondance entre mots de Cn et de

C�
n� la restriction apport�ee �a Cn pour obtenir Bn �interdiction des facteurs �� et ����

Lemme 
��� Le morphisme ( �voir lemme ��	�� est une bijection entre Bn �ensemble des mots

de piles sans facteur ��� ��� ��� et fM�n ! f� �M�n � j�jaa ! j�jba ! j�j
ab
! j�j

bb
! �g �langage

du produit de m�elange de deux mots de parenth�eses sans facteur aa� ba� ab� bb��

Preuve C�est une cons�equence directe de la d�e�nition du morphisme !� �

D�e
nition 
��� Soit gBaxter�n l
ensemble des permutations de Baxter alternantes � telles que�

pour tout p � ��n� ��� si � ! ���p���
�
�
�
� p��� alors

�
�! ���

�
�! � �

�
� et

�
� sont soit tous deux

vides� soit tous deux non vides��
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Lemme 
��� La bijection ) �voir lemme ��	�� met en correspondance le langage fM�n� l
en�

semble des permutations gBaxter�n et l
ensemble des arbres binaires jumeaux Jn �voir d�e�nition

��	�� compl�et�es�

Preuve C�est une cons�equence de la propri�et�e ���� en appliquant les restrictions aux objets consid�er�es�

Clairement� gBaxter�n est bien l�ensemble recherch�e compte�tenu de sa d�e�nition�
La restriction sur le couple d�arbres binaires complets se traduit par la caract�erisation des arbres binaires

jumeaux de Jn compl�et�es� En e�et� pour tout p � ��n� �
� une feuille gauche de l�arbre binaire complet

croissant �etiquet�ee p�� est indic�ee �i�� dans l�ordre in�xe si et seulement si une feuille droite de l�arbre

binaire complet d�ecroissant �etiquet�ee p a le m
eme indice �exception faite des deux feuilles extr
emes�

c�est �a dire pour tout i � �n � �
�� R�eciproquement� montrons que si une permutation � appartient �adBaxter�nn gBaxter�n� alors les arbres abc��� et abd��� e�euill�es ne sont pas jumeaux� En e�et� d�apr�es la
sixi�eme �resp� septi�eme
 ligne du tableau ��gure ���� de la propri�et�e ����� les ��j � ���eme �resp� ��i� ���eme


sommets de abc��� et abd��� sont tous deux des feuilles droites �resp� gauches
� �

11  12  3  5  4  10  9  13  6  8  7  14  1  2

a a bb b a
_
b a

_
a

_
a

_
b

_
b

_
a

_
a

123121321213131232323

Figure ���� La correspondance entre mot de piles sans facteur ��� ��� �� et arbres binaires ju	
meaux compl�et�es�

Preuve du th�eor�eme ���� et de la proposition ����� Les bijections !� " et � �voir th�eor�eme �����

mettant en correspondance les mot de piles sans facteur ��� ��� �� et les permutations de Baxter� nous

d�eduisons du corollaire ���� �et de la propri�et�e ����� la formule d�enombrant les mots du langage Bn selon




��� Tableaux �� n non s�eparables ���

le nombre de facteurs ��� La proposition ���� nous permet de conclure pour les mots du langage B�
n selon

le nombre de facteurs ��� �

Exemple 
��� La �gure ��		 pr�esente les bijections ( et ) appliqu�ees �a un mot de piles sans

facteur ��� ��� ���


�� Tableaux de Young standard rectangulaires non s�eparables

de hauteur �

Nous �etablissons maintenant les r�esultats suivants qui pr�ecisent le th�eor�eme ����

Th�eor	eme 
��� Les mots du langage Hn �ensemble des mots de piles sans facteur �g� o�u

g � Y � c
est �a dire v�eri�ant la condition �tour de Hano���� codant les tableaux de Young standard

rectangulaires non s�eparables de hauteur � et de longueur n sont en correspondance avec les mots

du langage H �
n �ensemble des mots de piles sans facteur �g� o�u g � Y � codant les arbres 	��

�liformes non s�eparables ayant n points simples� eux�m�emes en bijection avec les cartes planaires

cubiques point�ees non s�eparables ayant �n sommets de CNS�n� Ils sont d�enombr�es par

jHnj ! jH �
nj ! jCNS�nj !

�n���n�"

��n� ��"�n� ��"

De plus� cette correspondance met en bijection les mots f de Hn tels que jf j�� ! n�� jf j�� !

n�� jf j�� ! n� et les mots f � de H �
n tels que jf �j�� ! n�� jf �j�� ! n�� jf �j�� ! n��

A
n de prouver ce r�esultat� nous �etudions la restriction apport�ee �a Cn pour obtenir Hn

�interdiction du facteur �g� pour tout g � Y � sur la composition des bijections (� )�� )�� *

et + entre mots de Cn et de C�
n� Ensuite� nous montrons que les mots de H

�
n sont les mots du

langage de Lehman	Lenormand ���� codant les cartes planaires cubiques point�ees non s�eparables

ayant �n sommets de CNS�n�

Nous pr�esentons au pr�eablable deux conjectures�

Conjecture 
��� Les mots de Hn�m ! ff � Hn � jf j�� � jf j�� ! mg codant les tableaux de

Young standard rectangulaires non s�eparables de hauteur � et de longueur n et poss�edant m

couples d
entiers cons�ecutifs sur les premi�ere et troisi�eme lignes et les mots de H �
n�m ! ff � �

H �
n � jf

�j�� � jf �j�� ! mg codant les arbres 	�� �liformes non s�eparables ayant n points simples

et poss�edant m points doubles �ls droits et points simples �ls gauches sont au nombre de

jHn�mj ! jH �
n�mj !

�
n� �

m

�
����n�"

��n� ��"�n� ��"

Notons une cons�equence du th�eor�eme ���� et du corollaire ��� permettant d�a�rmer que�

pour tout m � ��� n� ��� les langages Hn�m� H
�
n�m� H

�
n�n���m et Hn�n���m sont en bijection�
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Conjecture 
��� Les mots de Hn n fA
���A�g codant les tableaux de Young standard rectan�

gulaires non s�eparables de hauteur � et de longueur n n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur

la troisi�eme ligne et les mots de H �
n n fA

���A�g codant les arbres 	�� �liformes non s�eparables

ayant n points simples et ne poss�edant aucun point simple �ls gauche sont au nombre de

����n� ��"

�n� ��"��n� ��"

Rappelons que cette formule d�enombre certaines cartes planaires consid�er�ees par W�T� Tutte�

�a savoir les cartes planaires cubiques point�ees non s�eparables �	connexes ����� ou encore les

triangulations planaires ������

����� Tableaux �� n non s�eparables et arbres ��� �liformes non s�eparables

Lemme 
��
 Le morphisme ( �voir lemme ��	�� met en correspondance les mots du langage

Hn �ensemble des mots de piles sans facteur �g� o�u g � Y � et les mots du langage M�n ! f� �

M�n � 	� ! ��b	x��� o�u x � fa� bg� a	 �� Mg �langage des mots non s�eparables du produit de

m�elange de deux mots de parenth�eses��

Preuve Ce r�esultat est une cons�equence directe de la d�e�nition du morphisme !� �

Lemme 
��� La bijection )� �voir lemme ��	�� met en correspondance les mots du langage

M�n et les permutations de dNS�ep�n !
bS�n������ ������ �ensemble des permutations non s�epa�

rables alternantes��

Preuve Remarquons tout d�abord qu�exclure le motif ���� revient �a exclure simultan�ement les motifs

����� et ������ Ainsi� l�ensemble des permutations non s�eparables alternantes est �egal �a l�ensemble des

permutations de Baxter alternantes n�admettant pas de surcroit le motif ������

Soient � une permutation de dBaxter�n et � un mot deM�n en bijection par "�� Il nous faut donc montrer

que � contient un facteur b�a ou b�b avec a� appartenant �aM si et seulement si � contient une sous�suite

de type ������

Plus pr�ecis�ement� nous allons prouver que si � admet une telle factorisation �� �M�nnM�n�� alors l�arbre

binaire complet croissant obtenu par application des op�erateurs du mot � �voir �gure ���� est exactement

de la forme pr�esent�ee �gure ����� ce qui conduit �a l�obtention d�une sous�suite rtpsq de type ����� pour

la permutation ��

R�eciproquement� nous montrons que si une permutation de Baxter alternante � admet une telle sous�suite

�� � dBaxter�nn dNS�ep�n�� alors son arbre binaire complet croissant ne peut 
etre que de la forme indiqu�ee

par la �gure ����� De ce fait� la suite des op�erateurs appliqu�ee ne peut correspondre qu��a un mot � se

factorisant en � 	 ��b�x��� avec x 	 a ou x 	 b et a� appartenant �a M �

� Consid�erons la factorisation � 	 ��b�x��� avec a� appartenant �a M et x � fa� bg� Notons p 	 j��bj

et q 	 j��b�xj�

Apr�es avoir appliqu�e successivement tous les op�erateurs du facteur ��� nous sommes dans la situa�

tion o�u la feuille situ�ee �a l�extr�emit�e de la branche gauche est libre �c�est le cas pour tout facteur

gauche de �� et au moins deux feuilles droites sont libres �les op�erateurs suivants sont ceux de
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1..p−1

r s

t

......

qp

p..q−1

1

Figure ���� Arbre binaire complet croissant correspondant aux mots s�eparables du produit de
m�elange de deux mots de parenth�eses et aux permutations de Baxter alternantes admettant une
sous	suite de type rtpsq�

b��� Soient r et s les �etiquettes des p�eres respectivement des premi�ere et deuxi�eme feuilles libres �a

droite� Par construction� r est sup�erieur �a s puisque "� �etiquette la feuille libre �a droite la plus �a

gauche�

Appliquons maintenant les op�erateurs du facteur b�� Alors� le sous�arbre droit du sommet �etiquet�e

r est un arbre dont tous les sommets� except�e la derni�ere feuille de la branche gauche qui est libre�

sont �etiquet�es par les entiers de p �a q � ��

Ensuite� l�op�erateur x � fa� bg �etiquette q le �ls droit du sommet d��etiquette s�

En�n� ��� contient au moins une lettre a ou b ayant pour e�et d��etiqueter t la feuille libre de la

branche gauche du sous�arbre issu du sommet d��etiquette p obtenu apr�es l�application des op�era�

teurs du facteur ��b��

Ainsi� l�arbre binaire complet croissant obtenu est du type de celui pr�esent�e �gure �����

� Choisissons tout d�abord les �el�ements r et s de la sous�suite rtpsq de type ������

Soit e�e�e�e	 une sous�suite quelconque de � de type �����

Il est possible de choisir r et t�� en remplacement respectivement de e� et e�� de sorte que r soit

juste �a gauche de t� et que la sous�suite rt�e�e	 soit �egalement de type ����� Pour cela� prenons r

l��el�ement appartenant �a 
e�� e	� situ�e entre e� �inclus� et e� �exclu� et le plus �a droite� De m
eme�

prenons t� l��el�ement sup�erieur �a e	 situ�e entre r �exclu� et e� �inclus� et le plus �a gauche� Ainsi� il

ne peut pas y avoir d��el�ement e situ�e entre r �exclu� et t� �exclu� car comme cet �el�ement devrait


etre inf�erieur �a e�� la sous�suite ret�e� serait de type ���� mais ne ferait pas elle�m
eme partie d�une

sous�suite de type ������

Il est �egalement possible de choisir s et q�� en remplacement respectivement de e� et e	� de sorte

que s soit juste �a gauche de q� et que la sous�suite rt�sq� soit �egalement de type ����� Pour cela�

prenons s l��el�ement inf�erieur �a r situ�e entre e� �inclus� et e	 �exclu� et le plus �a droite� De m
eme�

prenons q� l��el�ement appartenant �a 
r� t�� situ�e entre s �exclu� et e	 �inclus� et le plus �a gauche�

Ainsi� il ne peut pas y avoir d��el�ement e situ�e entre s �exclu� et q� �exclu� car comme cet �el�ement

devrait 
etre sup�erieur �a t�� la sous�suite t�seq� serait de type ���� mais ne ferait pas elle�m
eme

partie d�une sous�suite de type ������

Alors� parmi l�ensemble de telles sous�suites rt�sq� de �� prenons�en une avec ����s� � ����r�
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minimal�

Nous allons reconstituer l�arbre binaire complet croissant de � �partiellement �etiquet�e� illustr�e

ci�dessous�

r s

t

qp

p..q−1
p’

p’’

q’’

s’ u

q’

t’’t’

Recherchons maintenant les �el�ements q et p de la sous�suite rtpsq de type ������

Dans l�arbre binaire complet croissant� r �resp� s
 �etiquette un sommet interne car il est inf�erieur �a

t� �resp� q�
 situ�e �a sa droite dans ��

Soit q l��etiquette du �ls droit du sommet �etiquet�e s dans l�arbre binaire complet croissant� Alors� q

appartient �a 
r� q�
� En e�et� l��etiquetage de l�arbre binaire complet �etant croissant� q doit appartenir

�a 
s� q�
� De plus� q est sup�erieur �a r car sinon la sous�suite rsq�q serait de type ���� mais ne ferait

pas elle�m
eme partie d�une sous�suite de type ������

Soit p le plus petit des �el�ements sup�erieurs �a r situ�e entre t� �exclu� et s �exclu�� Tout d�abord�

p existe et est inf�erieur �a q car la sous�suite rt�sq de type ���� doit faire elle�m
eme partie d�une

sous�suite de type ������ Ensuite� tous les �el�ements e situ�es entre t� �exclu� et p �exclu� sont

sup�erieurs �a p car sinon la sous�suite rt�ep serait de type ���� mais ne ferait pas elle�m
eme partie

d�une sous�suite de type ������ En�n� t� n�est pas le �ls droit de r dans l�arbre binaire complet

croissant car sinon la sous�suite rt�s�q �o�u s� serait le successeur de t� dans �� serait de type ����

�s� est un anc
etre de r� mais ne ferait pas elle�m
eme partie d�une sous�suite de type ������ Nous

en d�eduisons que p est l��etiquette du �ls droit de r dans l�arbre binaire complet croissant�

Montrons maintenant que tous les �el�ements appartenant �a �p� q� sont cons�ecutifs et constituent �a

eux tous le sous�arbre de racine �etiquet�ee p dans l�arbre binaire complet croissant�

Aucun �el�ement e situ�e �a gauche de r ne peut appartenir �a 
p� q� car sinon la sous�suite ert�p serait

de type ���� mais ne ferait pas elle�m
eme partie d�une sous�suite de type ������ De plus� tous les

�el�ements e situ�es entre p et s sont inf�erieurs �a q car sinon la sous�suite pesq serait de type ���� et

donc plus minimale que la sous�suite rt�sq�

Soit t�� l��el�ement sup�erieur �a q situ�e entre t� �inclus� et p �exclu� et le plus �a droite� Alors� tous les

�el�ements e situ�es entre r et t�� sont sup�erieurs �a q car sinon la sous�suite et��sq serait de type ����

et donc plus minimale que la sous�suite rt�sq�

p �etant inf�erieur �a son successeur dans �� le sommet d��etiquette p est un sommet interne� Soit p��

l��etiquette du dernier sommet de la branche droite de racine le sommet d��etiquette p et soit s�

��eventuellement s� le successeur de p�� dans �� s� est inf�erieur �a r car c�est l�un de ses anc
etres dans
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l�arbre binaire complet croissant� Alors� tous les �el�ements e situ�es entre s� et s sont inf�erieurs �a r

car sinon la sous�suite rt�s�e serait de type ���� et donc plus minimale que la sous�suite rt�sq�

Soit q�� l��etiquette du dernier sommet de la branche droite de racine le sommet d��etiquette q � tous

les �el�ements situ�es entre q� �inclus� et q�� �inclus� valent au moins q� Soit u l��el�ement situ�e �a droite

de q�� dans �� u �etant inf�erieur �a s car c�est l�un de ses anc
etres� alors� aucun �el�ement e situ�e �a

droite de u ne peut appartenir �a 
p� q� car sinon la sous�suite sq��ue serait de type ���� mais ne

ferait pas elle�m
eme partie d�une sous�suite de type ������

Recherchons �nalement l��el�ement t de la sous�suite rtpsq de type ������

Soit t la plus petite des �etiquettes sup�erieures �a q appartenant �a la branche gauche de racine le

sommet d��etiquette p� Le p�ere du sommet d��etiquette t est un sommet d��etiquette p� inf�erieure �a

q et p� est le successeur de t�� dans � puisque toutes les �etiquettes des sommets appartenant au

sous�arbre du sommet d��etiquette t doivent 
etre au moins �egales �a t� En particulier� t�� est l��etiquette

du dernier sommet de la branche droite du sommet d��etiquette t�

L�arbre binaire complet croissant de la permutation � ainsi reconstitu�e correspond e�ectivement �a

celui pr�esent�e �gure �����

�

D�e
nition 
��� L
ensemble des arbres binaires complets s�eparables Dn �voir �gure ��	�� est

l
ensemble

Dn ! f�a�� a�� � a�� a� � An et -d�a���-g�a�� �! �g

o�u

� -d est l
ensemble des couples d
entiers �x��� y��� tels que x et y sont les num�eros d
ordre

in�xe respectivement d
un sommet interne s et d
une feuille t appartenant �a la branche

respectivement gauche et droite d
un m�eme sommet interne droit de a��

� -g est l
ensemble des couples d
entiers �x� y� tels que x et y sont les num�eros d
ordre

in�xe respectivement d
une feuille s et d
un sommet interne t appartenant �a la branche

respectivement gauche et droite d
un m�eme sommet interne gauche de a��

Ainsi� deux arbres binaires complets s�eparables �a�� a�� poss�edent chacun un sous�arbre tronqu�e

�la branche principale est rompue� qui co��ncident relativement �a la num�erotation en ordre in�xe

des sommets ��a une unit�e pr�es�� Plus pr�ecis�ement� le sous�arbre de a� �resp� a�� est tronqu�e �a

gauche �resp� droite� et est issu d
une ar�ete droite �resp� gauche��

Exemple 
��� La �gure ��	� repr�esente deux arbres binaires complets s�eparables �a�� a�� de

D��� En e�et� l
intersection des ensembles -d�a�� ! f��� ��� ��� ���� ��� ���� ��� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ���g et -g�a�� ! f��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���� ��� ���� ��� ���� ���� ���g est

�egale �a f��� ���� ���� ���g�

Remarque 
��� Soit �a�� a�� un couple d
arbres binaires complets s�eparables de Dn� Alors�

les mots de parenth�eses u ! code�a�� de Px�x et v ! code�a�� de Py�y sont tels qu
il existe au
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Figure ���� Deux arbres binaires complets s�eparables�

moins une factorisation u ! u�xx
ku�xu�xu� � v ! v�yv�v�yv� avec u� � Px�x� x

kxu� � Px�x�

v� � Py�ynf�g� v� � Py�y� ju�xxku�jx ! jv�yjy et jxu�jx ! jv�yv�jy�

Lemme 
��� La bijection )� �voir lemme ��	�� met en correspondance les permutations dedNS�ep�n et les arbres binaires complets non s�eparables ayant n sommets internes�

Preuve Soient � une permutation de Baxter alternante et �a�� a�� un couple d�arbres binaires complets

en bijection par "��

Nous allons prouver que � appartient �a dBaxter�nn dNS�ep�n �c�est �a dire que � poss�ede une sous�suite

de type ����� si et seulement si �a�� a�� appartient �a Dn� En fait� nous montrons plus pr�ecis�ement que

����i� ��� p� ������i� ��� p� �� � � � ����j� � p� �� � dBaxterq�p avec q � p 	 �j � �i si et seulement

si ��i� �� �j� � %d�a�� �%g�a���

La �gure ���� pr�esente deux arbres binaires complets partiellement �etiquet�es et indic�es de fa�con �a mettre

en �evidence les relations liant � et �a�� a���

[2i+2]

[2j+1]

p

p .. q−1

q−1

[2j]

[2i+1]

p .. q−1

Figure ���� Arbres binaires complets s�eparables partiellement �etiquet�es repr�esentant les arbres
binaires complets croissant et d�ecroissant d�une permutation de Baxter alternante admettant
une sous	suite de type �����

� Soit f le mot en bijection avec � par ! et "�� Compte�tenu des lemmes ���� et ����� f appartient

�a CnnHn et se factorise en f �x��f ����yf ��� avec x� y � f�� �g� �f ��� � Y � jf �xj� � jf �xj� 	 p � � et

jf ���j�� jf
���j� 	 �n� q � en particulier� le facteur �� �resp� �y
 de la factorisation de f code la p�eme
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�resp� q�eme
 lettre de !�f�� Alors� il su�t d�appliquer les op�erateurs de la �gure ��� �voir remarque

����� permettant de construire les deux arbres binaires complets s�eparables a� et a� �a partir du

mot f �

� Soit p �resp� q � �
 l��etiquette de la racine du sous�arbre contenant ���i � �� et ���j� dans l�arbre

binaire complet croissant �resp� d�ecroissant
 de �� Nous avons ���j��� � p�� �resp� ���i� � q
 car

c�est un anc
etre de p �resp� q � �
 autre que son p�ere dans l�arbre binaire complet croissant �resp�

d�ecroissant
� Soit ���k � �� �resp� ���l�
 l��etiquette du p�ere de p �resp� q � �
 dans l�arbre binaire

complet croissant �resp� d�ecroissant
 v�eri�ant ���j � �� � ���k � �� � p �resp� q � � � ���l� �

���i�
 car c�est un descendant de ���j � �� �resp� ���i�
 et c�est le p�ere de p dans l�arbre binaire

complet croissant �resp� d�ecroissant
� Finalement� comme p � q � �� nous avons que la sous�suite

���k � �����i����j � �����l� est de type �����

�

Lemme 
��� La composition des bijections + �voir lemme ����� et * �voir d�e�nition �����

permet de mettre en correspondance les mots f de H �
n �ensemble des mots de piles sans facteur

�g� o�u g � Y codant les arbres 	�� �liformes non s�eparables� et les couples �a�� a�� d
arbres

binaires complets non s�eparables�

Preuve

� Compte�tenu de la remarque ���� et des d�e�nitions des codages pr�e�xe et su�xe d�un arbre binaire

complet� la bijection $ met en correspondance les couples �a�� a�� d�arbres binaires complets non

s�eparables et les couples �a� b� de mots de parenth�eses de P����P��� tels qu�il existe pas de factori�

sation a 	 a�a���a��� � b 	 b��b��b��� avec a�� � P���nf	g� b�� � P���nf	g� ja�j� 	 jb�j� et ja���j� 	 jb���j��

� Soient f 	 f ��f ���f ��� � C�
nnH

�
n et �a� b� le couple de mots de parenth�eses de P��� � P��� mis en

correspondance par #� La suppression des lettres � dans les mots f �� f ��� f ��� conduit respectivement

aux mots a�� a��� a��� pour a 	 a�a���a��� et la suppression des lettres � dans les mots f �� f ��� f ��� conduit

respectivement aux mots b�� b��� b��� pour b 	 b��b��b���� et qui v�eri�ent �a��� b��� � P���nf	g�P���nf	g�

ja�j� 	 jb�j� 	 jf �j� et ja���j� 	 jb���j� 	 jf ���j��

Il est clair que r�eciproquement� pour un couple de mots de parenth�eses �a� b� 	 �a�a���a���� b��b��b����

avec �a��� b��� � P���nf	g � P���nf	g� ja
�j� 	 jb�j� 	 jf �j� et ja

���j� 	 jb���j� 	 jf ���j�� le facteur f
�� tel

que #�f ��� 	 �a��� b��� appartient �a Y nf	g et est encadr�e par les lettres � et ��

�

����� Arbres ��� �liformes non s�eparables et cartes planaires cubiques poin�

t�ees non s�eparables

Rappelons tout d�abord que le parcours de l�arbre recouvrant d�une carte planaire point�ee

ayant n ar�etes permet de la coder par un mot de longueur �n d�un langage non alg�ebrique L

appel�e langage de Lehman	Lenormand ���� sur l�alphabet fx� x� y� yg�

R� Cori ���� a montr�e que ce langage L est l�unique solution de l��equation L ! � �

yLyL � xD�L� o�u l�op�erateur D est d�e
ni de la mani�ere suivante� Si w ! w�w� � � �wm

avec wi � Px�x tt fy� yg� pour tout i � �m� et m maximal� alors D�w� !
Pm

i�� di�w� o�u
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di�w� ! w�w� � � �wixwi��wi�� � � �wm pour tout i � ��� m��

Notons de plus qu�une carte planaire point�ee non s�eparable est cod�ee par un mot du langage

Lnfw ! w�w��w��� � L � w�� � L et w�w��� �! �g�

Lemme 
��� Il existe une bijection , �voir �gure ��	�� entre arbres 	�� �liformes non s�epa�

rables ayant n points simples de F n et cartes planaires cubiques point�ees non s�eparables ayant

�n sommets de CNS�n�

121123233123

x y x
_

y
_

x x x yx y x
_

y
_

x
_

x
_

yx x x
_

y y
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y
_

x
_

x
_

y
_

1 2

Figure ���� La bijection , entre un arbre �	� 
liforme non s�eparable et une carte planaire cubique
point�ee non s�eparable�

L�application , et son inverse sont d�e
nies de la fa�con suivante�




��� Tableaux ��n non s�eparables sans entiers cons�ecutifs sur une m�eme ligne���

� , consiste� pour un arbre �	� 
liforme non s�eparable� �a prolonger �a droite chacune des

ar�etes menant �a la derni�ere� puis �a l�avant	derni�ere� � � � � et en
n �a la premi�ere des feuilles

jusqu�au prochain point simple �ou la racine� non satur�e relativement �a un parcours en

profondeur� Le brin point�e de la carte planaire cubique point�ee non s�eparable ainsi obtenue

correspond �a l�ancien arc partant de la racine de l�arbre�

� L�application inverse ,�� consiste �a ajouter �a l�arbre recouvrant de la carte planaire
cubique point�ee non s�eparable une feuille pour toute ar�ete de la carte n�appartenant pas

�a l�arbre recouvrant et rencontr�ee pour la premi�ere fois lors du parcours en profondeur�

Preuve Clairement� l�application & est bien d�e�nie� En e�et� l�op�eration de prolongement des feuilles

est valide en raison des conditions C� et C� que v�eri�ent les arbres ��� �liformes non s�eparables et

la carte ainsi construite est planaire et cubique� De plus� le fait qu�elle soit non s�eparable r�esulte de la

condition C���

L�application &�� est �egalement bien d�e�nie et est clairement� par construction� l�application r�eciproque

de &� �

Notons que� partant d�un arbre �	� 
liforme non s�eparable� le mot du langage de Lehman	

Lenormand s�obtient en e�ectuant un parcours en profondeur de l�arbre et en codant une ar�ete

externe �dont l�extr�emit�e est une feuille� par la lettre y� une ar�ete interne gauche ou droite par

la lettre x �a l�aller et la lettre x au retour� une ar�ete interne centrale par la lettre x �a l�aller et

le facteur xy au retour� et en ajoutant une lettre y �a la 
n du mot�

Preuve du th�eor�eme ����� La composition des bijections !� "� $� # et & met en correspondance Hn�

H�
n et CNS�n� Or� W�T� Tutte ����
 a �etabli la formule d��enum�eration de ces cartes� L��equidistribution

des motsHn et H�
n suivant le nombre de facteurs de longueur deux se d�eduit directement de la proposition

����� �


�� Tableaux de Young standard rectangulaires non s�eparables

de hauteur � n�ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur une

m�eme ligne

Nous �etablissons maintenant les r�esultats suivants qui pr�ecisent le th�eor�eme ����

Th�eor	eme 
��� Les mots du langage Pn �ensemble des mots de piles sans facteur �g�� ��� ��

o�u g � Y � codant les tableaux de Young standard rectangulaires non s�eparables de hauteur � et de

longueur n n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur une m�eme ligne sont en correspondance avec

les mots du langage P �
n �ensemble des mots de piles sans facteur �g�� ��� �� o�u g � Y � codant les

arbres 	�� �liformes non s�eparables ayant n points simples et ne poss�edant aucun point double

�ls droit ni aucun point simple �ls gauche� et sont en bijection avec les cartes planaires point�ees



��� Chapitre 
� Mots de piles et tableaux de Young standard rectangulaires

non s�eparables ayant n � � ar�etes de NSn��� Ils sont d�enombr�es par

jPnj ! jP �
nj ! jNSn��j !

����n�"

��n� ��"�n� ��"

Proposition 
��� Les tableaux de Young standard rectangulaires non s�eparables de hauteur �

et de longueur n n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur une m�eme ligne et poss�edant s couples

d
entiers cons�ecutifs situ�es sur les troisi�eme et premi�ere lignes sont en correspondance avec les

arbres 	�� �liformes non s�eparables ayant n points simples ne poss�edant aucun point double �ls

droit ni aucun point simple �ls gauche et ayant s points simples �ls droits et sont en bijection avec

les cartes planaires point�ees non s�eparables ayant n�� ar�etes et s sommets� Ils sont d�enombr�es

par

jff � Pn � jf j�� ! sgj ! jff � � P �
n � jf

�j�� ! sgj ! jfc � NSn�� � c poss�ede s sommetsgj !

��n� s� ��"�n� s�"

��n� �s� ��"�n� s�"��s� ��"�s� ��"

Lemme 
��
 La correspondance composant les bijections ( �voir lemme ��	��� ) �voir lemme

��	�� et & �voir th�eor�eme ��	�� relie les mots de Pn �ensemble des mots de piles sans facteur

�g�� ��� �� o�u g � Y � et les permutations non s�eparables de Sn������ �������

De plus� cette correspondance met en bijection les mots f de Pn tels que jf j�� ! s et les permu�

tations � de Sn������ ������ telles que desc��� ! s�

Preuve Rappelons que les bijections ! et "� mettent en correspondance� d�une part les mots de Cn

et les permutations de Baxter alternantes de bS�n������� ������� et d�autre part les mots de Hn et les

permutations non s�eparables alternantes de bS�n������ ������� De plus� les bijections !� " et � mettent en

correspondance les mots de Bn et les permutations de Baxter de Sn������� ������� Or� l�interdiction d�un

facteur �g� pour tout g � Y dans les mots de Cn pour n�autoriser que les mots deHn �equivaut �a l�exclusion

du motif ����� dans les permutations de Baxter alternantes pour n�autoriser que les permutations non

s�eparables alternantes� Nous appliquons ici cette m
eme interdiction aux mots de Bn pour n�autoriser que

les mots de Pn� ce qui revient �a exclure le motif ����� dans les permutations de Baxter pour n�autoriser

que les permutations non s�eparables de Sn������ �������

De plus� d�apr�es la propri�et�e ����� le nombre de facteurs �� d�un mot de Pn correspond au nombre de

descentes d�une permutation de Sn������ ������� �

Preuve du th�eor�eme ����� Les bijections !� " et � �voir th�eor�eme ����� mettent en correspondance

les mots de Pn et les permutations non s�eparables sur �n
� S� Dulucq� S� Gire et J� West ���� ��
 relient

ces permutations aux cartes planaires point�ees non s�eparables ayant n� � ar
etes� cartes d�enombr�ees par

W�T� Tutte ����
� Le th�eor�eme ���� nous permet de conclure pour les mots de P �
n� �

Preuve de la proposition ����� Ce r�esultat se d�eduit du th�eor�eme ���� et de la formule d�enombrant

les cartes planaires point�ees non s�eparables ayant n� � ar
etes et s sommets� formule due �a W�G� Brown

et W�T� Tutte ���
� �




�
� D�autres restrictions sur les mots de piles ���

Remarquons qu�une des fa�cons de prouver la conjecture ���� consisterait �a montrer que

�n �m��jHn�m��j ! m�jHn�mj ou bien que �n�m��jH �
n�m��j ! m�jH �

n�mj� et ce pour tout n 
 �

et pour tout m � �bn��� c�� En e�et� d�apr�es le th�eor�eme ����� Hn�� ! Pn et H
�
n�� ! P �

n satisfont

la conjecture�


�� D�autres restrictions sur les mots de piles

En consid�erant plusieurs autres restrictions sur les mots de piles� nous mettons en �evidence

di��erents langages en bijection avec l�ensemble des couples de chemins de Dyck ne se coupant

pas� avec les arbres binaires� ou encore avec les arbres ternaires complets�

����� Mots de piles et couples de chemins de Dyck ne se coupant pas

Nous consid�erons maintenant certains chemins �a rapprocher de ceux �etudi�es par M� Desainte

Catherine et X� Viennot ���� et par S� Hee Choi et D� Gouyou	Beauchamps �����

Le langage des facteurs gauches de mots de parenth�eses sur fz� zg� de longueur l et de hauteur


nale p� est le langage FGDl�p ! fw � fz� zg� � jwj ! l
 jwjz�jwjz ! p
 	w ! w�w��� jw�jz 
 jw�jzg�
Nous notons Vl�p �voir 
gure ����� l�ensemble des couples de facteurs gauches de mots de

parenth�eses� de m�eme longueur l et de m�eme hauteur 
nale p� dont les chemins correspondants

ne se coupent pas � Vl�p ! f�u� v� � FGDl�p � FGDl�p sur fx� xg
� � fy� yg� � 	u ! u�u��� v !

v�v��� ju�j ! jv�j !� ju�jx � ju�jx 
 jv�jy � jv�jyg�

Ainsi� V�n�� �voir 
gure ����� d�esigne l�ensemble des couples de mots de parenth�eses de m�eme

longueur �n codant des chemins de Dyck ne se coupant pas�
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Figure ���� Un couple de facteurs gauches de mots de parenth�eses dont les chemins correspon	
dants ne se coupent pas de V�����
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Figure ���� Un couple de mots de parenth�eses codant des chemins de Dyck ne se coupant pas
de V�����



��� Chapitre 
� Mots de piles et tableaux de Young standard rectangulaires

D� Gouyou	Beauchamps ���� ��� a �etabli combinatoirement les deux r�esultats suivants�

jVl�pj ! jf� � Il������� � � a p points 
xesgj !
�p� ��"l"�l� ��"

p" l�p� "�
l�p
� � ��"� l�p� � ��"� l�p� � ��"

n��X
k��

jV�n����k��j ! jI�n���������j! cn�cn et
nX

k��

jV�n��kj ! jI�n�������j! cn���cn

Th�eor	eme 
��� Les tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur � et de longueur

n n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur la premi�ere ligne et les tableaux de Young standard

rectangulaires de hauteur � et de longueur n n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs situ�es sur les

deuxi�eme et premi�ere lignes sont en bijection avec les couples de chemins de Dyck ne se coupant

pas de longueur �n� Ils sont d�enombr�es par

jff � Yn � jf j�� ! �gj ! jff � Yn � jf j�� ! �gj ! jV�n��j !
�"��n�"��n� ��"

n"�n� ��"�n� ��"�n� ��"

En consid�erant les op�erations miroir et compl�ementaire d�un mot� nous en d�eduisons que

cette m�eme formule d�enombre l�ensemble des mots de piles sans facteur �� et l�ensemble des

mots de piles sans facteur ���

Corollaire 
��� Les tableaux de Young standard n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur la

premi�ere ligne� poss�edant l�p
� entiers sur les deux premi�eres lignes et l�p

� entiers sur la troi�

si�eme ligne� et les tableaux de Young standard n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs situ�es sur les

deuxi�eme et premi�ere lignes� poss�edant l�p
� entiers sur les deux premi�eres lignes et l�p

� entiers

sur la troisi�eme ligne� sont en bijection avec les couples de facteurs gauches de mots de paren�

th�eses de m�eme longueur l et de m�eme hauteur �nale p dont les chemins correspondants ne se

coupent pas� Ils sont d�enombr�es par

�p� ��"l"�l� ��"

p" l�p� "�
l�p
� � ��"� l�p� � ��"� l�p� � ��"

Lemme 
��� Il existe une bijection (�� entre couples de chemins de Dyck ne se coupant pas et

mots de piles sans facteur ��� Celle�ci est donn�ee par le morphisme

(�� � V�n�� �� YnnfA���A�g
�u� v� ��� f

d�e�ni par

�������������
(���x� y� ! ��

(���x� y� ! ��

(���x� y� ! �

(���x� y� ! �

Preuve Soient �u� v� � V�n�� et f 	 !���u� v�� Nous avons alors

� jujx 	 jujx 	 jvjy 	 jvjy 	 n 	� jf j� 	 jf j� 	 jf j� 	 n�

� Soient u 	 u�u��� v 	 v�v�� tels que ju�j 	 jv�j et f � 	 !���u
�� v��� alors

� ju�jx � ju�jx � jv�jy � jv�jy 	� jf �j� � jf �j��

� jv�jy � jv�jy 	� jf �j� � jf �j��




�
� D�autres restrictions sur les mots de piles ���

De plus� l�ensemble f��� ��� �� �g constituant un code pr�e�xe� l�application r�eciproque de !�� est clairement

d�e�nie� �

Exemple 
��� Le mot ��������������������������� de Y�nfA
���A�g est en correspondance

par (�� avec le couple de mots de parenth�eses ne se coupant pas de V���� illustr�e par la �gure

��	��

Lemme 
��� Il existe une bijection +�� entre mots de piles sans facteur �� et couples de che�

mins de Dyck ne se coupant pas� Celle�ci est donn�ee par le morphisme

+�� � YnnfA
���A�g �� V�n��

f ��� �u� v�
d�e�ni par

�������
+����� ! �x� ��

+����� ! ��� y�

+����� ! �x� y�

L�application r�eciproque consiste �a envoyer� avant chaque couple �x� y�� d�abord toutes les

lettres x sur � avant toutes les lettres y sur ��

Preuve Soient f � YnnfA
���A�g et �u� v� 	 #���f�� Nous avons alors

� jf j� 	 jf j� 	 jf j� 	 n 	� jujx 	 jujx 	 jvjy 	 jvjy 	 n�

� pour toute factorisation f 	 f �f �� telle que #���f �� 	 �u�� v��� jf �j� � jf �j� 	� ju�jx � jv�jy et donc

ju�jx � ju�jx � jv�jy � jv�jy car ju
�jx 	 jv�jy�

�

Exemple 
��� Le mot ��������������������������� de Y�nfA
���A�g est en correspondance

par +�� avec le couple de mots de parenth�eses ne se coupant pas de V���� illustr�e par la �gure

��	��

Preuve du th�eor�eme ����� Les bijections !�� et #�� mettent en correspondance les couples de chemins

de Dyck ne se coupant pas avec les mots de piles respectivement sans facteur �� et sans facteur ��� Nous

obtenons alors le r�esultat d��enum�eration annonc�e �a partir de la formule de D� Gouyou�Beauchamps ���� ��


d�enombrant Vl�p� en posant l 	 �n et p 	 �� �

Preuve du corollaire ����� Il su�t d��etendre les morphismes !�� et #�� aux couples de facteurs

gauches de mots de parenth�eses ne se coupant pas de Vl�p� �

Exemple 
��� Les mots ������������������������������ et

������������������������������ sont en correspondance respectivement par (�� et +�� avec

le couple de facteurs gauches de mots de parenth�eses ne se coupant pas de V���� illustr�e par la

�gure ��	��

����� Mots de piles et arbres binaires

Th�eor	eme 
��� Les tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur � et de longueur n

n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs sur la premi�ere ligne� n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs

situ�es sur les premi�ere et troisi�eme lignes et les tableaux de Young standard rectangulaires de
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hauteur � et de longueur n n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs situ�es sur les deuxi�eme et pre�

mi�ere lignes� n
ayant pas deux entiers cons�ecutifs situ�es sur les troisi�eme et premi�ere lignes sont

en bijection avec les mots de parenth�eses de longueur �n� Ils sont d�enombr�es par

jff � Yn � jf j�� ! jf j�� ! �gj ! jff � Yn � jf j�� ! jf j�� ! �gj ! cn

Plusieurs autres ensembles des mots de piles excluant deux facteurs de longueur deux sont

�egalement d�enombr�es par le n	eme nombre de Catalan� Ils s�obtiennent bijectivement �a partir de

l�un des deux langages donn�es par le th�eor�eme ����� en utilisant la bijection + �entre mots de

piles sans facteur �� ou �� et arbres binaires�� avec la correspondance composant les bijections

(� )� * et + �entre mots de piles sans facteur �� et mots de piles sans facteur ��� ou encore en

appliquant les op�erations miroir et compl�ementaire sur un mot�

Lemme 
��� Les mots de piles sans facteur ��� �� sont exactement les mots de parenth�eses de

P�����

Preuve Il su�t de remarquer que tout mot de piles f appartenant �a Yn tel que jf j�� 	 jf j�� 	 � v�eri�e

jf j�� 	 n� �

Lemme 
��
 Les mots de piles sans facteur ��� �� sont exactement les mots de f�g�P��� ayant
autant de � que de ��

Preuve Il su�t de remarquer que tout mot de piles f appartenant �a Yn tel que jf j�� 	 jf j�� 	 � v�eri�e

jf j�� 	 n� �� �

Preuve du th�eor�eme ����� Ce r�esultat est une cons�equence des deux lemmes pr�ec�edents� �

����� Mots de piles et arbres ternaires complets

D�e
nition 
��� Un arbre ternaire complet est un arbre dessin�e et enracin�e pour lequel chaque

sommet interne poss�ede exactement trois �ls�

De mani�ere g�en�erale� le nombre d�arbres p	aires ayant pn� � sommets �n sommets internes

et �p� ��n� � feuilles� est �pn�

��p���n���
n
 �����

Le syst�eme de r�e�ecriture

�
�p�

�t� � �p�� �p� ��� � � � � �p� t� ��
caract�erise un arbre de g�en�e	

ration des arbres p	aires o�u l��etiquette �t� associ�ee �a un arbre indique que ses t feuilles les plus

�a gauche sont actives �c�est �a dire qu�il est possible de les faire cro��tre��

Th�eor	eme 
��� Les mots du langage Rn �ensemble des mots de piles sans facteur �g�� �g�

o�u g � Y � sont en bijection avec les arbres ternaires complets ayant �n � � sommets� Ils sont

d�enombr�es par

jRnj !
��n�"

��n� ��"n"




�
� D�autres restrictions sur les mots de piles ���

Preuve Cette bijection est obtenue par le codage suivant d�un arbre ternaire complet a�

tern�a� 	

�
	 si a est r�eduit �a un sommet

� tern�gauche�a�� � tern�central�a�� � tern�droit�a�� sinon

Clairement� ce codage constitue une bijection entre arbres ternaires complets ayant n sommets internes

et mots du langage Rn� �

112123321121233123233112312323123

Figure ���� Codage d�un arbre ternaire complet ayant �� sommets internes par un mot de R���

Exemple 
��� La �gure ��	� illustre cette bijection�

Remarquons pour terminer que nous avons ��jRnj ! �n � ���jPnj o�u Pn est l�ensemble des

mots de piles sans facteur �g�� ��� �� avec g � Y 
 il est �egalement possible de consid�erer� au

lieu de Pn� l�ensemble des mots de piles sans facteur �g�� ��� �� avec g � Y � ou l�ensemble des

mots de piles sans facteur �g�� ��� �� avec g � Y ou encore l�ensemble des mots de piles sans

facteur �g�� ��� �� avec g � Y � Prouver combinatoirement cette formule fournirait� compte	tenu

des r�esultats obtenus dans cette th�ese� une preuve combinatoire de la formule d�enombrant les

cartes planaires point�ees non s�eparables ayant n� � ar�etes� probl�eme soulev�e par R� Cori �����
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Perspectives

La m�ethode des arbres de g�en�eration se r�ev�ele �etre une technique pouvant avoir plusieurs

applications et dont il est naturel d�aborder certaines questions qu�elle pose�

Comme nous l�avons montr�e� cette m�ethode peut �etre utilis�ee pour e�ectuer la g�en�eration

al�eatoire d�objets combinatoires�

Dans de nombreux cas� nous avons obtenu des syst�emes de r�e�ecriture di��erents permettant

d�engendrer des objets combinatoires ayant la m�eme formule d��enum�eration� Par exemple� nous

avons exhib�e cinq syst�emes de r�e�ecriture correspondant �a des objets �enum�er�es par les coe�cients

binomiaux centraux� Ainsi� il est naturel de se demander s�il existe des op�erations qui transfor	

ment les r�egles �et les �etiquettes� d�un syst�eme de r�e�ecriture pour en obtenir un autre� avec pour

unique contrainte que les deux arbres de d�erivation correspondants aient le m�eme nombre de

sommets par niveau. Ce principe est �a rapprocher de la notion de r�e�ecriture de termes en pro	

grammation fonctionnelle� Un exemple simple utilisant cette technique nous a permis de relier

combinatoirement involutions vexillaires �motif ���� interdit� et involutions excluant le motif

�����

M�P� Sch�utzenberger ���� ��� a montr�e les liens qui pouvaient exister entre certains probl�emes

d��enum�eration et certaines classi
cations de langages� Qu�en est	il pour la m�ethode des arbres

de g�en�eration. Nous pouvons actuellement a�rmer que des objets combinatoires dont les s�eries

g�en�eratrices sont rationnelles� alg�ebriques ou di��erentiablement 
nies peuvent �etre engendr�es

par des arbres de g�en�eration se caract�erisant ensuite par un syst�eme de r�e�ecriture�

Par exemple� les nombres de Fibonacci �s�erie g�en�eratrice rationnelle� et les nombres de Catalan

�s�erie g�en�eratrice alg�ebrique� sont obtenus avec les syst�emes de r�e�ecriture caract�erisant respecti	

vement l�arbre de g�en�eration T ����� ���� ���� et l�arbre de g�en�eration des mots de parenth�eses�

D�autre part� la s�erie g�en�eratrice associ�ee au syst�eme de r�e�ecriture obtenu en e�ectuant le pro	

duit cart�esien de deux syst�emes de r�e�ecriture caract�erisant l�arbre de g�en�eration des mots de

parenth�eses est di��erentiablement 
nie� En e�et� D� Gouyou	Beauchamps a montr�e lors de l��enu	

m�eration des tableaux de Young standard de hauteur au plus � ���� ��� que la s�erie g�en�eratrice

correspondante est di��erentiablement 
nie puisque la suite des carr�es des nombres de Catalan sa	

tisfait une P	r�ecurrence� c�est �a dire une r�ecurrence lin�eaire homog�ene �a coe�cients polynomiaux

�����

���
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Introduite par F�R�K� Chung� R�L� Graham� V�E� Hoggatt et M� Kleiman ���� pour d�enom	

brer les permutations de Baxter ���� la m�ethode des arbres de g�en�eration a �et�e utilis�ee dans

de nombreux travaux portant sur l��enum�eration d�ensembles de permutations �a motifs exclus

����� ��� ��� ���� ��� ���� et a permis �a S� Dulucq� S� Gire� O� Guibert et J� West ���� ��� d��etablir

une correspondance entre permutations triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile et

cartes planaires point�ees non s�eparables� prouvant ainsi une conjecture de J� West ����� �����

Ainsi� les correspondances obtenues par isomorphisme d�arbres de g�en�eration des permuta	

tions viennent en compl�ement des trois bijections classiques miroir� compl�ementaire et inverse

sur les permutations �a motifs exclus ������ Les r�esultats d�evelopp�es dans les chapitres � et �� en

partie devin�es �a l�aide du logiciel forbid� en sont une illustration�

Toutefois� certaines familles de permutations �a motifs exclus� bien qu�ayant une m�eme for	

mule d��enum�eration �par exemple� �� ensembles sont d�enombr�es par les coe�cients binomiaux

centraux�� ne peuvent �etre reli�ees entre elles par la m�ethode des arbres de g�en�eration ou par ces

trois bijections classiques�

Ainsi� apparait la n�ecessit�e d�obtenir des r�esultats rev�etant un caract�ere g�en�eral sur l��enu	

m�eration des permutations �a motifs exclus� les seuls connus �a ce jour �etant ceux d�E� Babson et

J� West ����� �� �����

Un vaste travail reste �a entreprendre pour �enum�erer involutions et permutations alternantes

�a motifs exclus� �a l�instar des r�esultats de R� Simion et F�W� Schmidt ���� et de J� West ����� ����

pour les permutations �a motifs exclus�

Le d�enombrement de tels ensembles pour des motifs simples constituerait une premi�ere �etape

de ce travail� d�autant que des formules classiques en Combinatoire apparaissent comme par

exemple les nombres de Motzkin�

Une telle approche est �egalement motiv�ee par les travaux ���� ��� ��� ���� �� ��� sur les

tableaux de Young standard de hauteur born�ee� tableaux en bijection ���� ��� ��� avec les invo	

lutions excluant le motif identit�e�

Les involutions excluant le motif ����� et les permutations de Baxter alternantes ont m�eme

formule d��enum�eration �alternativement le carr�e des nombres de Catalan et le produit de

deux nombres de Catalan successifs�� formule prouv�ee combinatoirement respectivement par

D� Gouyou	Beauchamps ���� et par R� Cori� S� Dulucq et X� Viennot ����� mais sans que n�ait

�et�e encore trouv�e de bijection directe reliant ces deux ensembles�

Nous pensons avoir franchi une premi�ere �etape vers un tel r�esultat� En e�et� nous avons

caract�eris�e un nouvel ensemble d�involutions �a motifs exclus� directement en correspondance

avec les involutions excluant le motif ������ et poss�edant des distributions qui co��ncident �les

premi�eres valeurs ont �et�e v�eri
�ees �a l�aide du logiciel forbid� avec certaines distributions des

permutations de Baxter alternantes� Ces distributions font appara��tre les nombres de Delannoy

et de Narayana�
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Les permutations vexillaires� introduites par A� Lascoux et M�P� Sch�utzenberger ����� sont

telles que les partitions correspondant aux tables d�inversion de ces permutations et de leurs

inverses sont conjugu�ees� Elles correspondent �egalement aux permutations excluant le motif

���� ����� En combinant les travaux de J� West ����� et d�I�M� Gessel ����� nous obtenons une

formule les d�enombrant�

Nous nous sommes int�eress�es aux involutions vexillaires et avons conjectur�e qu�elles sont

�enum�er�ees par les nombres de Motzkin�

Pour l�instant� nous avons seulement montr�e que les involutions vexillaires sans point 
xe

sont en bijection avec les permutations vexillaires� Plus pr�ecis�ement� nous avons �etabli qu�une

permutation � appartient �a Sn������ si et seulement si l�involution sans point 
xe �n��
�������n�

������� � � � �n� ����n���������� � � ���n� appartient �a I�n�������

En d�epit de la correspondance de S� Dulucq� S� Gire� O� Guibert et J� West ���� ��� reliant

cartes planaires point�ees non s�eparables� permutations non s�eparables et permutations triables

par deux passages cons�ecutifs dans une pile� il n�existe pas de preuve combinatoire de la formule

d�enombrant ces objets� probl�eme soulev�e par R� Cori �����

Une �etude approfondie de la caract�erisation des cartes planaires point�ees non s�eparables en

terme d�arbres bien �etiquet�es due �a S� Dulucq et J	G� Penaud ���� ou du codage des permutations

triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile par des chemins de Raney d�u �a I�P� Goulden

et J� West ���� pourrait �eventuellement permettre de r�esoudre ce probl�eme�

Nous pouvons �egalement consid�erer une autre approche qui fait directement suite �a nos

travaux� En e�et� nous avons obtenu quatre langages de mots de piles en bijection avec les

permutations non s�eparables� Or� un autre langage de mots de piles est en correspondance avec les

arbres ternaires complets� Exprimer l�un des quatre langages en bijection avec les permutations

non s�eparables en fonction de celui codant les arbres ternaires complets constituerait donc une

solution �a ce probl�eme�

Plusieurs nouvelles questions portant sur l��enum�eration des mots de langages correspondant

�a des restrictions sur les mots de piles restent sans r�eponse� Toutefois� nous avons remarqu�e

que dans plusieurs cas apparaissent des formules �enum�erant des familles de cartes planaires

consid�er�ees par W�T� Tutte�

Par exemple� nous conjecturons qu�un de ces langages est d�enombr�e par la formule donnant

le nombre de triangulations planaires ����� ou de cartes planaires cubiques point�ees non s�epa	

rables �	connexes ������ De m�eme� il serait fort utile d��etablir une correspondance permettant

d�expliquer le rapport du nombre de cartes planaires cubiques point�ees non s�eparables ����� au

nombre de cartes planaires point�ees non s�eparables ������

Plus g�en�eralement� nous avons souvent constat�e que des permutations �a motifs exclus et

des cartes planaires ont m�eme formule d��enum�eration� Ceci est source de nouvelles recherches

laissant appara��tre de nombreux probl�emes�
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Annexe A

Catalogue sur les permutations �a

motifs exclus

Ce catalogue� inspir�e de celui de J� West ������ compl�et�e par les r�esultats obtenus dans cette

th�ese et quelques recherches bibliographiques� pr�esente les r�esultats que nous connaissons �a ce

jour sur l��enum�eration des permutations �a motifs exclus� Il ne pr�etend pas toutefois �etre exhaustif

sur le sujet�

Propri�et�es et r�esultats g�en�eraux

Nous pr�esentons tout d�abord des r�esultats tr�es g�en�eraux� c�est �a dire des propri�et�es pouvant

s�appliquer �a toute une classe de permutations �a motifs exclus�

� jSn��� � � ��l���� �m���m � � ���j ! �� 	n � l�m ����

� jSn��� � � ��k����j � �k�
�k����n

n�k
�
��k���

o�u �k est une constante ����

jIn��� � � �k�j ! jIn�k�k��� � � ���j

� T ���a�a� � � � ak� �! T ���a�a� � � � ak� �����

T ����a�a� � � �ak� �! T ����a�a� � � �ak� ���

T ��� � � �rar��ar�� � � �ak� �! T �r�r��� � � ��ar��ar�� � � � ak� �����

� � � Sn���� ��� � � � � �p� �� �� � Sn���
�� ���� � � � � �p�� �� �c � Sn���

c� ��
c� � � � � �p

c� ��

��� � Sn���
��� ����� � � � � �p��� �����

� � In���� ��� � � � � �p��� ��c � In����c� ���c� � � � � �p�c� �corollaire �����
� � In���� ��� � � � � �p��� � � In������ ����� � � � � �p��� �corollaire �����
� � bS�k���� ��� � � � � �p��� ��c � bS�k����c� ���c� � � � � �p�c� �corollaire �����
� � bS�k������ ��� � � � � �p��� �� � bS�k������� ���� � � � � �p�� �corollaire �����

���
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Exclusion d�au moins une permutation d�ordre �

Nous pr�esentons les r�esultats d��enum�eration connus sur les permutations excluant des motifs

dont le plus petit d�entre eux est une permutation d�ordre ��

Les motifs exclus sont tous des permutations d�ordre �

� jSn���j !
��n�


�n���
n
 ! cn le n
	eme nombre de Catalan� 	� � S� ����

� jSn����� ����j! jSn����� ����j! �
n�� ����

jSn����� ����j! �
n�� ����

� jSn����� ����j! � �
�n
�

�
����

� jSn����� ���� ����j ! fn le n
	eme nombre de Fibonacci d�e
ni par fn ! fn�� � fn�� �f� !

f� ! �� ����

� jSn����� ���� ����j! jSn����� ���� ����j! jSn����� ���� ����j! n ����

Deux motifs exclus � deux permutations d�ordre � et �

� jSn����� �����j ! jSn����� �����j ! jSn����� �����j ! jSn����� �����j ! jSn����� �����j !

jSn����� �����j! jSn����� �����j! jSn����� �����j! jSn����� �����j! f�n�� le �n� ��	eme

nombre de Fibonacci d�e
ni par fn ! fn�� � fn�� �f� ! f� ! �� �����

� jSn����� �����j! ���n�� �
�n��

�

�
� � �����

� jSn����� �����j! �n�� �
�
n��
�

�
� �n� � ���

� jSn����� �����j!
�n
�

�
� �

�n
�

�
� n �����

� jSn����� �����j!
�
n
�

�
� �

�
n
�

�
�
�
n
�

�
�
�
n
�

�
� � �����

� jSn����� �����j a pour fonction g�en�eratrice
���x��

���x��x���x� �����

� jSn����� �����j! �� �n� ���n�� �����
jSn����� �����j! �� �n� ���

n�� ����

� jSn����� �����j!
�n
�

�
�
�n��

�

�
�
�n
�

�
� � �����

Trois motifs exclus � une permutation d�ordre � et deux d�ordre �

� jSn����� ����� �����j ! jSn����� ����� �����j ! jSn����� ����� �����j !
Pbn��� c

k��

� n
�k��

�
�k !

pn le n	eme nombre de Pell v�eri
ant pn ! �pn�� � pn�� �p� ! �� p� ! �� �section ����

� jSn����� ����� �����j a pour fonction g�en�eratrice
��x

���x�x��x��x� ����
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Exclusion d�au moins une permutation d�ordre �

Nous pr�esentons les r�esultats d��enum�eration connus sur les permutations excluant des motifs

dont le plus petit d�entre eux est une permutation d�ordre ��

Un seul motif exclu d�ordre �

� jSn������j! �
Pn

k��

��k
k

��
n
k

�� �k���k���n��kn
�k�����k����n�k��� ����

T ������ �! T �������! T ������ �����

� T ������ �! T ������ ����

� jSn������j� jSn������j � jSn������j� 	n � � ����

Deux motifs exclus d�ordre �

� jSn������ �����j!
Pn��

i��

�
n���i
n���i

�
ci le �n� ��

	eme nombre de Schr�oder �����

jSn������ �����j!
Pn��

i��

�n���i
n���i

�
ci ����

jSn������ �����j ! jSn������ �����j ! jSn������ �����j ! jSn������ �����j ! jSn������

�����j ! jSn������ �����j! jSn������ �����j! jSn������ �����j!
Pn��

i��

�
n���i
n���i

�
ci �section

����

� jSn������ �����j a pour fonction g�en�eratrice
���x��x���x�C�x�

��
x��x���x� ! x

�� �x
��C�x�

����

jSn������ �����j a pour fonction g�en�eratrice
���x��x���x�C�x�

��
x��x���x� ! x

�� �x
��C�x�

����

o�u C�x� ! ��p���x
�x est la fonction g�en�eratrice des nombres de Catalan

Quatre motifs exclus d�ordre �

� jSn������ ����� ����� �����j ! jSn������ ����� ����� �����j ! jSn������ ����� �����

�����j ! jSn������ ����� ����� �����j ! jSn������ ����� ����� �����j ! jSn������ �����

����� �����j ! jSn������ ����� ����� �����j ! jSn������ ����� ����� �����j ! jSn������

����� ����� �����j ! jSn������ ����� ����� �����j ! jSn������ ����� ����� �����j !

jSn������ ����� ����� �����j!
��n��
n��

�
�section ����

Classes des sym�etries ��� c���� compl�etes d�ordre �

� jSn������ ����� ����� �����j! ��n� 	n 
 � ����

� jSn������ �����j! � � �
n���n

����n����n����
� � � �n�

�
� ��� � �p

�
�
n��

� ��� �p
�
�
n��
� ����

� jSn������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����j! �
n � �� 	n 
 � ����

� jSn������ ����� ����� �����j! ��jSn����� ����� �����j 	n 
 � ����
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� Sn������ ����� � ensemble des permutations obtenues par m�elange d�une sous	suite crois	

sante et d�une sous	suite d�ecroissante ����

Autres r�esultats

Nous pr�esentons 
nalement des r�esultats sur l��enum�eration de permutations excluant des mo	

tifs dont au moins l�un d�entre eux est une permutation barr�ee� et ceux portant sur l��enum�eration

des involutions excluant le motif identit�e�

Permutations triables par deux passages cons�ecutifs dans une pile

� jSn������ ������j !
����n�


��n���
�n���
 �����

� T ������ ������ est isomorphe �a l�arbre de g�en�eration ���� ��� des cartes planaires point�ees

non s�eparables ayant n� � ar�etes �enum�er�ees par ����n�

��n���
�n���
 �����

� jSn������ ������j ! jSn������ ������j ! jSn������ ������j !
����n�


��n���
�n���
 ���� ��� section

����

� jSn������ ������j !
����n�


��n���
�n���
 �section ����

Nombres de Motzkin

� jIn������j!
Pbn� c

i��

�
n
�i

�
ci ����

� jSn����� �����j !
Pbn� c

i��

�n
�i

�
ci ����

� jSn����� �����j ! jIn������j!
Pbn� c

i��

�n
�i

�
ci �section ����

Nombres de permutations de Baxter et produit de nombres de Catalan

� jSn������� ������j ! jSn������� ������j !
Pn��

m��
�n��m ���

n��
m�����

n��
m���

�n��� ���
n��
� �

���� ���� chapitre ��

� j bSn������� ������j ! cdn� e�cbn� c ���� chapitre ��

Involutions excluant le motif identit�e d�ordre au plus 	

� jIn�����j !
� n
bn� c
�

� jIn������j!
Pbn� c

i��

�n
�i

�
ci ����

� jIn�������j! cdn��
�

e�cbn��
�

c ����

� jIn��������j! �
Pbn

�
c

i��
n
��i���


�n��i�
i
�i���
�i���
�i���
 ����
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R�esum�e

Ces travaux portent sur la Combinatoire des permutations �a motifs exclus

et de certains mots codant les mouvements de deux piles�

Nous obtenons des formules d��enum�eration pour plusieurs ensembles de

permutations �a motifs exclus en utilisant la m�ethode des arbres de g�en�eration

avec le concours du logiciel forbid que nous avons d�evelopp�e� C�est ainsi que la

correspondance que nous donnons entre permutations triables par deux pas	

sages cons�ecutifs dans une pile et permutations non s�eparables �elles	m�emes

en bijection avec les cartes planaires point�ees non s�eparables� aboutit sur l�ob	

tention d�une preuve de la conjecture de J� West�

Ensuite� nous �etablissons une nouvelle bijection entre permutations de Bax	

ter et certains triplets de chemins deux �a deux disjoints� Cette correspondance�

dans laquelle le caract�ere alternant des permutations s�interpr�ete naturelle	

ment� uni
e des travaux ant�erieurs sur le sujet�

Finalement� nous prouvons combinatoirement trois conjectures sur l��enu	

m�eration de certains mots de piles en faisant intervenir tableaux de Young

standard� permutations de Baxter� permutations non s�eparables et cartes pla	

naires cubiques point�ees non s�eparables�

Mots clefs

arbres �enum�eration

bijection mots

cartes planaires permutations �a motifs exclus

combinatoire tableaux de Young
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