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Introduction

Le travail que nous présentons ici a pour theme la Combinatoire des permutations, et porte
plus particulierement sur I’énumération de permutations a motifs exclus, c’est & dire de permu-
tations pour lesquelles certaines sous-suites (sous-mots) d’un type donné sont interdites.

Un ensemble particulier de permutations & motifs exclus, les permutations triables par deux
passages consécutifs dans une pile, nous amene a résoudre plusieurs conjectures portant sur
I’énumération de certaines classes de mots et de tableaux de Young standard.

La plupart des résultats sont obtenus en mettant en correspondance les ensembles considérés

avec des objets classiques en Combinatoire, notamment certaines familles de cartes planaires.

Avant-propos

L’un des centres d’intérét important en Combinatoire des mots [71] est constitué par la
recherche et 'analyse de régularités dans les mots, et de fagon duale la recherche de mots ne
comportant pas certaines régularités.

Ces propriétés de régularités, a rechercher ou a éviter, s’expriment souvent en terme de facteurs
ou de sous-mots.

Ainsi, A. Thue [100, 101, 71, 8] a été le premier a chercher & mettre en évidence des mots
ne comportant pas certaines régularités, et ce plus particulierement les mots sans facteur che-
vauchant et les mots sans carré. Par exemple, le mot de Thue-Morse abbabaabbaababba . . ., qui
ne comporte pas de facteurs se chevauchant (et est donc sans cube), permet d’obtenir un mot
sans carré sur un alphabet & trois lettres.

D’autre part, la présence de sous-mots particuliers dans un mot est lié au principe de régularité
illustré par le théoréeme de B.L. Van der Waerden [106]. Tout mot suffisamment long sur un
alphabet fini contient une méme lettre & des positions satisfaisant une progression arithmétique.
Ce résultat, depuis sa démonstration, a suscité de nombreux travaux dans divers domaines [71].

L’intérét porté aux sous-mots s’est également manifesté dans diverses directions, comme
I’atteste le chapitre 6 de M. Lothaire [71]. Par exemple, dans 1’ensemble partiellement ordonné
construit en considérant la relation d’ordre partiel “étre sous-mot de”, tout ensemble de mots
deux a deux incomparables sur un alphabet fini est lui-méme fini. Toutefois, il existe de tels en-

sembles de mots deux & deux incomparables arbitrairement grands. Ce résultat, di & G. Higman
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[58], a été maintes fois redécouvert.

Ainsi, de nombreux travaux se situant dans divers domaines ont porté sur les mots compor-

tant ou excluant des facteurs ou des sous-mots particuliers.

Ceux que nous présentons ici ont pour cadre les permutations a motifs exclus, c’est & dire
les permutations ne comportant pas certaines sous-suites d’un type donné. Par exemple, les
permutations n’admettant pas de sous-suite croissante de longueur supérieure a k sont les per-
mutations excluant le motif identité 12...(k+1) en correspondance avec les paires de tableaux
de Young standard de méme forme et dont la plus grande part de la partition est au plus égale
a k.

La plupart des travaux sur le sujet ont eu pour objectif d’énumérer des ensembles spécifiques
de permutations & motifs exclus. Certains travaux ont toutefois permis d’obtenir des résultats
plus généraux, comme par exemple ceux d’A. Regev [79] qui a donné une expression pour le
comportement asymptotique du nombre de permutations ne comportant pas de motif 12...k,
et de P. Erdos et G. Szekeres [34] qui ont montré qu’aucune permutation d’ordre supérieur a
[.m ne peut exclure simultanément les motifs 12...(+1) et (m+1Lym...1. Il est & noter que
ce dernier résultat, antérieur a la correspondance de Robinson-Schensted [83, 89], en est une

conséquence immeédiate.

Les autres travaux portent pour la plupart sur ’énumeération des permutations ne comportant
pas un ou plusieurs motifs de forme donnée. Citons dans ce cadre les travaux de R. Simion et
F.W. Schmidt [95] ou les motifs interdits correspondent a des permutations de S5 (permutations

ayant 3 éléments) et ceux de J. West [114] ou les deux motifs exclus appartiennent a S5 et S4.

D’autres auteurs ont pour leur part étudié certains ensembles de permutations qui peuvent
étre caractérisées en terme de permutations a motifs exclus.
Par exemple, les permutations vexillaires considérées par A. Lascoux et M.P. Schiitzenberger [69]
sont les permutations ne comportant pas de motif de type 2143, c’est a dire de sous-suite julk
avec ¢ < j < k < l. Rappelons qu'une permutation est vexillaire si et seulement si les partitions
correspondant aux tables d’inversion (ou codes de Lehmer) de cette permutation et de son inverse
sont conjuguées. Notons qu’une formule d’énumération existe pour ces permutations et résulte
d’un article d’I.M. Gessel [42] et d’un travail de J. West [110] consacré aux permutations a motifs
exclus qui montre que les permutations ne comportant pas le motif 2143 et celles interdisant le
motif 1234 sont en bijection.
De méme, S. Gire [45] a caractérisé les permutations de Baxter [4] comme étant celles excluant
simultanément les motifs 25314 (c’est & dire les sous-suites de type 2413 ne faisant pas elles-
mémes partie de sous-suites de type 25314 ) et 41352. Les permutations de Baxter ont fait 1’objet
de plusieurs travaux [15, 74, 108, 30] ayant pour but d’établir une formule d’énumération tenant

compte de différentes distributions de ces permutations.

Ce sont également les permutations de Baxter, mais alternantes cette fois-ci, qui interviennent

dans un article de R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [18] mettant en correspondance les mélanges
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de deux mots de systemes de parentheses bien formés et les couples de tels mots de parentheses.
En fait, il n’existe que peu de résultats concernant I’énumération des permutations alternantes
a motifs exclus, et il en est de méme pour le dénombrement des involutions a motifs exclus.

Cependant, les involutions ne comportant pas le motif 12...(k+ 1) sont en correspondance,
par 'algorithme de Robinson-Schensted [83, 89], et d’apreés un résultat de M.P. Schiitzenberger
[92], avec les tableaux de Young standard de hauteur au plus k. Parmi les travaux ayant porté
sur I’énumération de ces tableaux, citons ceux d’A. Regev [79] qui donne le comportement
asymptotique du nombre de tels tableaux de hauteur au plus k, ainsi qu’une formule exacte tres
classique en Combinatoire (nombres de Motzkin) pour ceux de hauteur au plus 3. Pour sa part,
D. Gouyou-Beauchamps [49] a obtenu combinatoirement des formules remarquables (notamment

le produit de deux nombres de Catalan) pour de tels tableaux de hauteur au plus 4 et 5.

De nombreuses suites de nombres, tres classiques en Combinatoire, apparaissent dans des
problemes d’énumération de permutations a motifs exclus. C’est le cas des nombres de Pell, des
coefficients binomiaux centraux, des nombres de Motzkin ou encore des nombres de Schroder qui
sont obtenus par l'interdiction de motifs particuliers. Certains de ces résultats ont été obtenus
par J. West [110, 112] ou par S. Gire [45]. De méme, suite aux travaux de D.E. Knuth [62], les
permutations excluant un motif quelconque correspondant a une permutation de .S3 sont énumé-
rées par les nombres de Catalan. En effet, D.E. Knuth s’est intéressé aux permutations triables
par passage dans une pile et a montré qu’elles correspondent exactement aux permutations ne
comportant pas de sous-suite de type 231. Du fait de leur nombre, ces permutations sont parfois
appelées permutations de Catalan.

En considérant 1'une des généralisations possibles de ce probleéme de tri, J. West [110, 113] a
montré que les permutations triables par deux passages consécutifs dans une pile sont exacte-
ment les permutations ne comportant pas de motif 2341 et 35241. Il conjecturait également une
remarquable formule pour I’énumération de ces permutations, conjecture démontrée par D. Zeil-
berger [119]. Par la suite, S. Dulucq, S. Gire et J. West [28] et S. Dulucq, S. Gire et O. Guibert
[27] ont mis en correspondance permutations triables par deux passages consécutifs dans une
pile, permutations non séparables (excluant simultanément les motifs 2413 et 41352) et cartes
planaires pointées non séparables, ces cartes ayant été énumérées par W.T. Tutte [105] et leur

nombre correspondant exactement a la formule conjecturée par J. West.

L’intérét porté aux cartes planaires remonte au célebre probleme des quatre couleurs et les
travaux de W.T. Tutte [102, 103, 104, 105] sur ’énumération des cartes planaires avaient pour
objectif de déterminer le nombre de cartes planaires 4-coloriables et de le comparer au nombre
de cartes planaires. Ces travaux ont eu ensuite de nombreux développements, notamment sous
I'impulsion de R. Cori [16], de R. Cori et J. Richard [19] et de D. Arques [1].

Or, les connexions entre cartes planaires et permutations a motifs exclus ne se limitent pas
uniquement aux cartes planaires pointées non séparables et permutations non séparables. Ainsi,

comme nous le montrons dans ces travaux, les permutations non séparables alternantes sont en
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bijection avec les cartes planaires cubiques pointées non séparables dénombrées par W.T. Tutte
[103]. D’autre part, la correspondance de R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [18] entre mots du
mélange de deux mots de parentheses et couples de mots de parentheses, qui fait intervenir
les permutations de Baxter alternantes (et donc des permutations & motifs exclus), résout un
probléme posé par R.C. Mullin [76] sur les cartes planaires. En effet, les mots du mélange de deux
mots de parentheses codent les cartes planaires pointées cubiques hamiltoniennes tandis que les
couples de mots de parentheses sont en bijection avec les cartes planaires pointées triangulaires

hamiltoniennes.

Présentation générale de nos travaux

En Combinatoire, plusieurs approches ou méthodes sont possibles pour énumérer une famille
d’objets combinatoires, et leur emploi dépend du contexte du probleme.
Parmi les plus classiques, citons la méthodologie due & M.P. Schiitzenberger [91, 93], qui a
montré 'existence d’une étroite relation entre problemes d’énumération en Combinatoire et
classification de langages en théorie des langages. Cette méthode permet d’obtenir une équation
algébrique dont est solution la série génératrice des objets considérés et la formule de Lagrange
permet d’obtenir une expression pour le nombre d’objets de taille n. Quand cette méthode
ne s’applique pas, le recours aux équations avec opérateurs [16, 19] permet dans certains cas
d’aboutir au résultat.
D’autres approches sont possibles, comme la théorie des especes de structures dont A. Joyal [60]
a montré efficacité pour le traitement combinatoire des séries formelles. Le livre de F'. Bergeron,
G. Labelle et P. Leroux [7] expose cette méthodologie dans ses moindres détails.
Une autre méthode consiste a trouver une bijection entre les objets considérés et une autre
famille d’objets pour laquelle des résultats d’énumération sont connus ou plus simples a établir.
A propos de la formule des équerres dénombrant les tableaux de Young standard d’une forme
donnée, D.E. Knuth [63] estime que toute formule simple devrait avoir une explication naturelle.
Depuis, de nombreux travaux ont tenté d’obtenir une telle explication pour cette formule des
équerres, usant notamment de preuves probabilistique [52] et combinatoires [80, 40, 117, 78, 64].

Dans les travaux que nous présentons ici, nous aurons recours a ces méthodes bijectives, et
a l'utilisation de la méthode des arbres de génération utilisée pour la premiere fois de maniere
explicite par F.R.K. Chung, R.L. Graham, V.E. Hoggatt et M. Kleiman [15] dans leurs travaux
sur I’énumération des permutations de Baxter [4].
Cette méthode consiste a considérer un arbre de génération des objets étudiés, obtenu par cer-
taines regles de croissance de ces objets, et a caractériser cet arbre par un systeme de réécriture
ol chaque régle de réécriture décrit une regle de croissance. Des équations de récurrence peu-
vent alors étre déduites de ce systeme de réécriture et permettre, dans certains cas, d’obtenir

une formule d’énumération pour les objets étudiés. Notons que lorsque deux familles d’objets
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combinatoires ont des arbres de génération caractérisés par le méme systeme de réécriture, ces
deux arbres sont isomorphes et cela induit une bijection entre ces objets.

F.R.K. Chung, R.L. Graham, V.E. Hoggatt et M. Kleiman [15] se sont étonné que, jusqu’alors,
personne n’ait utilisé cette méthode des arbres de génération. Depuis, et plus particulierement
suite a la these de J. West [110], cette approche a inspiré de nombreux travaux portant princi-
palement sur I’énumération de permutations a motifs exclus [53, 45, 28, 27, 97, 114, 112].
Notons également qu’E. Barcucci, A. Del Lungo, E. Pergola et R. Pinzani [3] ont utilisé une
démarche similaire pour obtenir de nouvelles équations fonctionnelles dont sont solutions les

séries génératrices de plusieurs objets classiques en combinatoires tels certaines classes d’arbres.

Afin de faciliter nos recherches sur le dénombrement de permutations a motifs exclus, nous
avons développé un logiciel, dénommé forbid, qui met en ceuvre cette méthode des arbres de
génération dans le cas des permutations, des permutations alternantes et des involutions & motifs
exclus. De plus, ce logiciel donne la distribution de ces objets suivant la plupart des parametres

classiques sur les permutations.

C’est notamment grace au logiciel forbid et a cette méthode des arbres de génération que
nous avons pu caractériser les arbres de génération des permutations et involutions excluant le
motif identité.

Cela nous a également permis de prouver combinatoirement que plusieurs ensembles de permu-
tations a motifs exclus sont énumérés par des formules classiques en Combinatoire. Par exemple,
certains sont énumérés par les nombres de Pell tandis que d’autres sont dénombrés par les coef-
ficients binomiaux centraux. De méme, nous avons montré que des ensembles de permutations
a motifs exclus sont en bijection avec les arbres 1-2, prolongeant ainsi les travaux de S. Gire
[45] sur de tels ensembles énumérés par les nombres de Motzkin, et ceux de J. West [110, 112]
et de S. Gire [45] sur ceux énumérés par les nombres de Schréder. Ensuite, nous avons mis en
bijection plusieurs objets combinatoires avec les permutations de Baxter et un autre ensemble

de permutations a motifs exclus.

Nous avons prolongé ce premier travail sur les permutations de Baxter et avons mis en
évidence une nouvelle correspondance (voir également S. Dulucq et O. Guibert [30]) entre ces
permutations et certains triplets de chemins deux & deux disjoints. Cette correspondance unifie
les preuves combinatoires pour 1’énumération des permutations de Baxter de X. Viennot [108]
et des permutations de Baxter alternantes de R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [18]. De plus, elle
nous permet d’affiner plusieurs formules d’énumération connues. Ainsi, nous donnons notamment

une interprétation combinatoire d’une formule due & C.L. Mallows [74] qui elle-méme précise
celle de F.R.K. Chung, R.L. Graham, V.E. Hoggatt et M. Kleiman [15].

A mi-chemin entre les permutations de Baxter qui excluent les motifs 25314 et 41352 et les
permutations excluant les motifs 2413 et 3142 (énumérées par les nombres de Schroder [112])
se trouvent les permutations non séparables ne comportant pas les motifs 2413 et 41352. En
effet, les motifs 2413 et 3142 s’obtiennent a partir des motifs respectivement 25314 et 41352 en
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supprimant 1’élément barré.

S. Dulucq, S. Gire et J. West [28] ont montré que ces permutations non séparables sont direc-
tement en bijection avec les cartes planaires pointées non séparables par isomorphisme de leurs
arbres de génération. Nous avons montré (voir également S. Gire [45] et S. Dulucq, S. Gire et
O. Guibert [27]) que ces permutations sont également en bijection avec les permutations triables
par deux passages consécutifs dans une pile. La réunion de ces travaux [28, 27] constitue donc

une preuve de la conjecture de J. West [110, 113] sur I’énumération de ces permutations.

D.E. Knuth s’est intéressé a plusieurs algorithmes de tri et, en particulier, a considéré les
permutations triables par passage dans une pile, montrant qu’il s’agissait des permutations
ne comportant pas le motif 231. Dans cet algorithme, la pile ne peut contenir a tout instant
que des entiers allant en croissant a partir du sommet; ainsi, dans un certain sens, la pile
vérifie une condition dite de type “tour de Hanoi” par référence au probleme du méme nom.
La généralisation de ce probleme considérée par J. West [110, 113] consiste a imposer cette

contrainte sur les piles a chaque passage des éléments de la permutation.

Pour sa part, S. Gire [45] s’est intéressée, non plus aux seules permutations, mais également
aux mouvements de deux piles placées en série lorsqu’elles sont traversées par la permutation
identité. Le langage obtenu est le langage de Yamanushi codant les tableaux de Young standard
rectangulaires de hauteur 3.

Elle a conjecturé des formules d’énumération pour trois langages (I'un d’entre-eux prenant en
compte la contrainte “tour de Hanoi”) correspondant a des restrictions sur ces tableaux, notant
que ces formules dénombraient également les permutations de Baxter alternantes, les permu-
tations de Baxter et les cartes planaires cubiques pointées non séparables, cartes énumeérées
par W.T. Tutte [103]. Nous avons prouvé combinatoirement ces conjectures (voir également
S. Dulucq et O. Guibert [29] pour deux d’entre-elles). Nous remarquons ainsi de nouveau les
liens étroits existant entre permutations de Baxter (alternantes ou non) et permutations non
séparables (alternantes ou non) : les permutations non séparables alternantes sont en bijection
avec les cartes planaires cubiques pointées non séparables et un quatrieme langage se dégageant
naturellement des trois considérés par S. Gire est directement en correspondance avec les per-
mutations non séparables. Il est intéressant de constater que les permutations non séparables,
apparues pour résoudre le probléme des permutations triables par deux passages consécutifs

dans une pile, interviennent de nouveau dans ce travail sur les mots de piles.

Il est également surprenant d’observer qu’une méme formule dénombre les permutations de
Baxter alternantes étudiées par R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [18] et les involutions excluant
le motif 54321 considérées par D. Gouyou-Beauchamps [49]. Toutefois, les preuves combinatoires
apportées par ces auteurs sont différentes et ne permettent pas de mettre directement en bijection
ces ensembles de permutations alternantes et d’involutions a motifs exclus. C’est 1’une des raisons
qui a motivé 'intégration du traitement des permutations alternantes et involutions a motifs

exclus au logiciel forbid.
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Plan détaillé de la theése

Cette these s’articule en deux parties. La premiere partie, constituée des chapitres 1 a 3,
expose les objets, résultats classiques, méthodes et outils utilisés. La seconde partie, allant des
chapitres 4 a 7, détaille les résultats que nous avons obtenus. L’annexe A constitue un catalogue
des résultats que nous connaissons a ce jour sur les permutations a motifs exclus.

Le premier chapitre présente les objets étudiés dans cette these.

1l s’agit des permutations, et plus particulierement des permutations a motifs exclus, permu-
tations pour lesquelles certaines sous-suites sont interdites. Quelques bijections classiques et
résultats généraux completent cette présentation.

Nous consacrons la fin de ce chapitre a des rappels de bijections classiques mettant en corres-
pondance des objets fréquemment étudiés en Combinatoire. Dans le méme temps, nous donnons
des formules les dénombrant. Nous rencontrerons par la suite ces objets que nous mettrons alors
en bijection avec certaines de permutations a motifs exclus.

Le deuxieme chapitre expose la méthode des arbres de génération d’objets combinatoires.

1l s’agit de construire un arbre infini dont les sommets sont les objets de ’ensemble étudié de
telle maniere qu’il contienne au niveau n tous les objets de taille n, chacun apparaissant une fois
et une seule. Chaque objet est ensuite remplacé dans I’arbre par une étiquette qui le caractérise,
de sorte que ’arbre ainsi étiqueté correspond a ’arbre de dérivation d’un systeme de réécriture.
Ainsi, la donnée d’une part d’un axiome correspondant a 1’étiquette de la racine et d’autre part
d’un ensemble de régles de réécriture précisant les étiquettes de tous les fils d’un sommet d’une
étiquette donnée, permet de caractériser I’arbre de génération des objets considérés.
Cette méthode présente plusieurs intéréts. Tout d’abord, lorsque les arbres de génération de deux
ensembles d’objets combinatoires se caractérisent par le méme systeme de réécriture, ils sont
isomorphes et induisent ainsi une bijection entre les deux ensembles considérés. Ensuite, il est
possible, a partir d’un systeme de réécriture quelconque, d’obtenir des récurrences permettant
d’énumeérer I’ensemble d’ob jets combinatoires étudié. Ce sont les deux principales applications de
cette méthode, méme si d’autres utilisations s’averent possibles, comme la génération aléatoire
par exemple.

La méthode des arbres de génération peut bien évidemment s’appliquer aux permutations a

motifs exclus et étre programmée. C’est ce qu’illustre le troisieme chapitre.
L’arbre de génération des permutations s’obtient en insérant 1’élément n 4+ 1 dans une per-
mutation d’ordre n. Nous privilégions cette facon de faire croitre les permutations, méme s’il
existe d’autres possibilités [45, 97] qui conduisent & des arbres de génération des permutations
éventuellement différents. Par contre, nous considérons d’autres familles de permutations, les
involutions et les permutations alternantes. Ainsi, nous obtenons deux arbres de génération des
involutions, c’est a dire deux facons de faire croitre les involutions, et un arbre de génération
des permutations alternantes.

Nous avons développé le logiciel forbid qui permet de construire les arbres de génération de 'une
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quelconque des familles de permutations, pour un ou plusieurs motifs exclus choisi par 'utili-
sateur. forbid fournit alors des informations sur 1’arbre de génération, sur ’ensemble étudié, et

des distributions de cet ensemble selon des parametres classiques sur les permutations.

En utilisant la méthode des arbres de génération, et avec I’aide du logiciel forbid, nous avons
montré que plusieurs ensembles de permutations & motifs exclus sont énumérés par des suites
classiques en Combinatoire. Ces résultats figurent dans le quatrieme chapitre.

Tout d’abord, nous obtenons que les arbres de génération de trois ensembles de permutations a
motifs exclus, énumérés par les nombres de Pell, se caractérisent tous par le méme systeme de
réécriture.

Ensuite, nous mettons onze ensembles de permutations a motifs exclus en bijection avec les
mots du Grand Dyck dénombrés par les coefficients binomiaux centraux, quatre systemes de
réécriture différents étant nécessaires pour établir cette bijection. De plus, nous obtenons un
autre ensemble de permutations a motifs exclus ayant méme formule d’énumération.

S. Gire [45] a exhibé un systéme de réécriture caractérisant les arbres de génération des arbres 1-2
(suivant le nombre d’arétes) et d’un ensemble de permutations a motifs exclus, objets énumérés
par les nombres de Motzkin. Nous montrons que ce systeme de réécriture caractérise également
les arbres de génération des buissons, d’un autre ensemble de permutations a motifs exclus et
de deux ensembles d’involutions a motifs exclus.

J. West [110, 112] a caractérisé le systeme de réécriture de 1’arbre de génération d’un ensemble
de permutations a motifs exclus énuméré par les nombres de Schréder et S. Gire [45] a montré
que ce systeme de réécriture caractérise les arbres de génération d’un autre ensemble de permu-
tations a motifs exclus et des arbres 1-2 (suivant le nombre de sommets internes). Nous prouvons
que le méme systeme de réécriture caractérise les arbres de génération de huit autres ensembles
de permutations a motifs exclus.

Enfin, nous caractérisons les systemes de réécriture des tableaux et paires de tableaux de Young
standard de hauteur bornée, c’est a dire des involutions et permutations excluant le motif iden-
tité.

Le cinquieme chapitre prouve combinatoirement une conjecture de J. West [110, 113].

La conjecture de J. West consistait a relier combinatoirement les permutations triables par deux
passages consécutifs dans une pile et les cartes planaires pointées non séparables. S. Dulucq,
S. Gire et J. West [28] ont établi une partie de cette conjecture en mettant en correspondance
permutations non séparables et cartes planaires pointées non séparables. Notre travail, également
présenté dans la these de S. Gire [45] et dans ’article de S. Dulucq, S. Gire et O. Guibert [27],
consiste en une bijection entre permutations triables par deux passages consécutifs dans une pile
et permutations non séparables, et utilise de nouveau la méthode des arbres de génération des
permutations.

Apres avoir rappelé le résultat général, nous détaillons 'une des quatre correspondances de la

bijection, c’est a dire I’'un des quatre systemes de réécriture et les deux arbres de génération des
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permutations ainsi caractérisés. Ensuite, nous montrons qu’un autre ensemble de permutations
a motifs exclus se relie combinatoirement & la bijection.

Le sixiéme chapitre est entierement consacré aux permutations de Baxter [4].
S. Gire [45] a caractérisé le systeme de réécriture de 1’arbre de génération des permutations de
Baxter. Nous montrons dans un premier temps que ce systeme de réécriture caractérise également
les arbres de génération d’autres objets combinatoires.
Ensuite, nous établissons une bijection entre permutations de Baxter et triplets de chemins deux
a deux disjoints, différente de celle de X. Viennot [108]. Nous obtenons combinatoirement une
nouvelle formule dénombrant les permutations de Baxter qui généralise celles de F.R.K. Chung,
R.L. Graham, V.E. Hoggatt et M. Kleiman [15] et de C.L. Mallows [74]. De plus, cette bijection
traduit naturellement la propriété d’alternance, nous permettant de retrouver et d’affiner le
résultat de R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [18] sur I’énumération des permutations de Baxter
alternantes.

Le septieéme chapitre résout trois conjectures de S. Gire [45].
S. Gire a considéré trois restrictions différentes de 1’ensemble des mots de piles, conjecturant
les formules d’énumération des trois langages ainsi obtenus. Nous établissons tout d’abord une
bijection entre le premier de ces langages et ’ensemble des permutations de Baxter alternantes,
permutations dénombrées combinatoirement par R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [18]. Or, les
deux derniers langages étudiés par S. Gire sont tous deux des restrictions différentes du premier.
En considérant ces deux restrictions dans la bijection obtenue pour le premier langage, nous
avons caractérisé les deux ensembles de permutations résultants : il s’agit des permutations de
Baxter et des permutations non séparables alternantes. Nous mettons alors en bijection ces per-
mutations non séparables alternantes et les cartes planaires cubiques pointées non séparables,
cartes dénombrées par W.T. Tutte [103]. De plus, nous établissons une bijection entre permu-
tations non séparables et mots appartenant a l'intersection des deuxieéme et troisieme langages
considérés par S. Gire. Enfin, nous nous sommes intéressés a d’autres restrictions naturelles de

I’ensemble des mots de piles et avons ainsi obtenu plusieurs autres résultats d’énumération.
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Chapitre 1
Généralités

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions classiques sur les permutations et les

permutations a motifs exclus, et présentons quelques objets combinatoires classiques.

1.1 Permutations

Une permutation 7 = 7(1)7(2)...7(n) sur [n] = {1,2,...,n}, notée sous forme de mot, est
une bijection de [n] dans [n].

S, désigne I’ensemble des n! permutations sur [n].

Définition 1.1 Pour toute permutation = de S,, nous notons
e 7" la permutation miroir de © définie par 7*(i) = w(n + 1 — 1) pour tout i € [n]
e 7° la permutation complémentaire de 7 définie par 7°(i) = n+ 1 — w(7) pour tout i € [n]
o 7! la permutation inverse de m vérifiant 771(i) = j <= 7(j) = ¢ pour tout i, j € [n]

Sur 'ensemble des permutations de 5, nous serons amenés a nous intéresser aux parametres

sulvants.

Définition 1.2 FEtant donnée une permutation © de S,, nous appelons

e descente un indice i € [n — 1] tel que w(i) > w(i+1);

le nombre de descentes de m est noté desc(r)

e montée un indice i € [n — 1] tel que 7(¢) < 7(i+1);

le nombre de montées de © est noté mont(w)

e descente inverse un indice i € [n — 1] tel que #=1(3) > 77 1(i + 1) ;

le nombre de descentes inverses de 1 est noté descinv(r)

11
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e montée inverse un indice i € [n — 1] tel que 771(i) < 77 1(i 4+ 1);

le nombre de montées inverses de © est noté montinv(w)

e maximum a gauche un élément 7 (i) tel que w(¢) > 7(j) pour tout 1 < j < i;

le nombre de mazima a gauche de © est noté maxg(w)

e maximum a droite un élément n(7) tel que (i) > w(j) pour tout i < j < n;

le nombre de mazima a droite de m est noté mazd(r)

e minimum a gauche un élément n(7) tel que 7(¢) < 7(j) pour tout 1 < j < i;

le nombre de minima a gauche de 7w est noté ming(r)

e minimum a droite un élément n(7) tel que (i) < w(j) pour tout i < j < n;

le nombre de minima a droite de 7 est noté mind(n)

Exemple 1.3 La permutation 761254893 posséde 4 descentes (indices 1,2,5,8), 4 montées (in-
dices 3,4,6,7), 4 descentes inverses (indices 3,4,5,6), 4 montées inverses (indices 1,2,7,8), 3
mazima a gauche (éléments 7,8,9), 2 mazima a droite (éléments 3,9), 3 minima a gauche (élé-

ments 7,6,1), 3 minima a droite (éléments 3,2,1).

Propriété 1.4 Pour toute permutation w de S, nous avons desc(w)+ mont(nt) =n — 1 et les

relations décrites par la figure 1.1.

-1

-1

mont ™ montinv maxg <+ maxd
c * c * c [¢]

-1
desc ™ descinv ming ™ mind

-1

Figure 1.1 Effet des trois bijections classiques sur les paramétres montées/descentes et les mi-
nima/maxima.

Nous désignons par I,, ’ensemble des involutions sur [n], c’est a dire les permutations 7 de

S, vérifiant 7 = 771, Un élément ¢ d’une involution 7 est un point fize si et seulement si 7() = 1.

Exemple 1.5 La permutation 62583174 est une involution de Ig ayant 2 points fizes (éléments
2,7).
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Nous désignons par S, I’ensemble des permutations alternantes sur [n], c’est a dire les per-

mutations 7 de S, vérifiant 7(2i — 1) < 7(27) > 7(2i + 1) pour tout i € [[Z]].
Exemple 1.6 La permutation 381429675 est une permutation alternante de Sy.

Plusieurs bijections classiques relient les permutations a d’autres objets combinatoires. Nous

en citons deux (voir figure 1.2) que nous utiliserons par la suite.

e La correspondance de Robinson-Schensted [83, 89], dont X. Viennot [107] a donné une
interprétation géométrique, met en bijection les permutations et les paires de tableaux de

Young standard de méme forme.

e La construction suivante (voir notamment [98]) permet d’obtenir un arbre binaire (com-
plet) croissant a partir d’une permutation (alternante) donnée.
abe(u) = < abe(v), z,abe(w) > ot u = vaw,z = min{u; : v = wyug... Uy}

Cette construction est bijective; il suffit de lire la projection en ordre infixe de 1’étiquetage

des sommets de I’arbre binaire croissant pour obtenir la permutation.

78 3 2561094

/

7 7
3|8 419
215 3|5
11469 [1[2|6]S8

Figure 1.2 Permutation en bijection avec une paire de tableaux de Young standard et un arbre
binaire croissant.

1.2 Permutations a motifs exclus

Nous allons maintenant introduire les permutations a motifs exclus, c’est a dire les permu-

tations pour lesquelles certaines sous-suites (sous-mots) sont interdites.

Définition 1.7 Une permutation © de S, contient une sous-suite de type 7 appartenant a Sy,
si et seulement s7il existe une suite d’indices 1 < i1y < ir2) < -+ < iy < 1 tels que

T(i1) < w(ig) < -+ < w(ig).
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Nous notons S, (1) Uensemble des permutations de S, qui ne contiennent pas de sous-suite

de type T.

Exemple 1.8 La permutation 761254893 appartient a Sg(2413) car aucune de ses sous-suites
de longueur 4 n'est de type 2413, mais n'appartient pas a So(3142) notamment car la sous-suite
T(2)n(4)m(T)7(9) = 6283 est de type 3142.

Définition 1.9 Une permutation barrée 7 sur [k] est une permutation de Sy ayant un élément
distingué (nous parlons de permutations p-barrées lorsque p éléments sont distingués).
Nous notons 7 la permutation sur [k] identique a T mais sans distinction d’élément, et T la per-
mutation sur [k —1] correspondant au type de la sous-suite composée des éléments non distingués
de T.
Une permutation © de S, contient une sous-suite de type T st et seulement si © contient une
sous-suite de type T qui ne fait pas elle-méme partie d’une sous-suite de type 7.

Nous notons S,,(T) Uensemble des permutations de S, qui ne contiennent pas de sous-suite

de type T.

Exemple 1.10 La permutation © = 761254893 appartient a So(41352) car toutes les sous-
suites de type 3142 font partie de sous-suites de type 41352. Par exemple, la sous-suite
T(2)7(4)m(8)7(9) = 6293 de type 3142 fait partie de la sous-suite 7(2)w(4)7(6)7(8)7(9) = 62493
de type 41352.

Par contre, T n’appartient pas d So(2134) notamment car la sous-suite 7(2)7(4)7(7) = 628 de

type 213 ne fait pas partie d’une sous-suite de type 2134.

Parla suite, nous emploierons le terme motif pour désigner une permutation, une permutation

barrée ou une permutation p-barrée.

Notation 1.11 Etant donné un ensemble de motifs {r1,79,...,7p}, Sp(m1,72,...,7p) désigne
Pensemble des permutations appartenant ¢ S,(m1) N Sy(2) N ...NS,(7,).

De méme, 1,(m1,72,...,7,) et gn(ﬁ,rg, ..., Tp) désignent respectivement les ensembles des in-
volutions et permutations alternantes excluant simultanément les motifs 71,19, ...,7p.

Propriété 1.12 (J. West [110]) Pour tout ensemble de motifs {my,m2,...,7,}, nous avons

T € Sp(T1,72,...,Tp) <= 7 € Sp(n*, ..., 1) <= 7° € S, (nfnf, ..., ) —= a1 e
R | -1
Sp(m~h ™o ).
Corollaire 1.13 Pour tout ensemble de motifs {ry,72,...,7,}, nous avons
e T€l,(m,Te...,Tp) = T € L(T*, 7", ..., 7,%)
R | -1
T€lL(r,m...,p)—=nel,(n ...,
e T € SQk(Tl,TQ, .. .,Tp) = ¥ ¢ SQk(Tl*C,TQ*C, .. .,Tp*c)

T E 52k+1(7'1,7'2,. . .,Tp) <= 71* € Szk+1(7’1*,7’2*,. . .,Tp*)
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1.3 Rappels sur quelques objets combinatoires classiques

Nous rappelons ici quelques correspondances classiques entre arbres binaires, mots de paren-
theses et polyominos parallélogrammes, chacune de ces familles étant énumérée par les nombres
de Catalan. Nous terminons ce paragraphe en rappelant une interprétation combinatoire des co-
efficients binomiaux, des nombres de Motzkin et de Schroder, interprétation que nous utiliserons

par la suite.

1.3.1 Arbres binaires, mots de parenthéses et polyominos parallélogrammes

La figure 1.3 illustre les correspondances entre arbres binaires, mots de parentheses et poly-
ominos parallélogrammes que nous allons présenter maintenant.

Le langage des mots de parenthéses (ou systemes de parentheses bien formés ou encore mots
de Dyck) est le langage P,z = {w € {2, T}* : |w|, = |w|z Vw = w'w”, ||, > |v'|z}.

Il est fréquent de représenter un mot de parentheéses w de P,z par un chemin de Dyck w. Le
i€ pas du chemin w est un pas unitaire Nord-Est ou Sud-Est selon que la i¥"¢ lettre du mot
est respectivement x ou 7.

Nous notons A,, ’ensemble des arbres binaires complets ayant 2n + 1 sommets (n sommets
internes et n + 1 feuilles).

Une bijection classique [62] met en correspondance les arbres binaires complets ayant 2n + 1
sommets et les arbres binaires ayant n sommets. Elle consiste a supprimer simultanément toutes
les feuilles de I’arbre binaire complet pour obtenir ’arbre binaire. Nous notons complété(a)
P’arbre binaire complet obtenu a partir de 'arbre binaire a.

Une bijection entre un arbre binaire complet a de A, et un mot de parentheses de P,z de

longueur 2n est définie par le codage suivant.

code(a) = {

Notons a* le miroir de I’arbre binaire @ obtenu en échangeant les sous-arbres gauche et droit

€ si a est réduit & un sommet

x code(gauche(a)) T code(droit(a)) sinon

de chaque sommet.

Un polyomino parallélogramme [21] est la donnée, sur le réseau carré, de deux chemins dis-
joints ayant méme origine et méme extrémité finale, et n’empruntant que des pas unitaires Nord
et Est.

M. Delest et X. Viennot [21] ont donné une correspondance entre polyominos parallélo-
grammes et chemins de Dyck (ou mot de parenthéses). Celle-ci est obtenue en associant a un
polyomino parallélogramme deux suites d’entiers, la premiere correspondant au nombre de cel-
lules de chaque colonne, la seconde indiquant le nombre de cellules en contact pour chaque paire
de colonnes consécutives. Ces deux suites d’entiers sont alors les hauteurs des pics (facteurs 27)
et les hauteurs augmentées d’une unité des creux (facteurs zz) du chemin de Dyck (ou mot de

parenthéses) correspondant.
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XX XXX XXXXXXXX X

- 3232 -
(222)

Figure 1.3 Mot de parentheses en bijection avec un arbre binaire complet, un arbre binaire, un
chemin de Dyck, deux suites d’entiers et un polyomino parallélogramme.

1.3.2 Nombres de Catalan

Le nombre de mots de parenthéses de longueur 2n est donné par le n°™° nombre de Catalan
_ (2n)!
Cn = (n+1)In!*

Nous serons amenés par la suite a considérer certaines distributions classiques sur les nombres
de Catalan. Nous les rappelons ici, et donnons leur interprétation sur les mots de parentheses.

N 2n—k—1
en = Y=t g 00 ery” = (M) -

scrutins [41] ou distribution a [65]).
<a>

n,k

de méme que les mots de parentheéses w de longueur 2n comportant k facteurs premiers w =

(2”_nk_1) (nombres de Delannoy [36] ou nombres de

Les nombres ¢ énumerent les mots de parenthéses w de longueur 2n de la forme w = 2*7Zw’

wiwy ... w, ol w; € Py T pour tout ¢ € [k]. Ce résultat est immédiat en considérant le miroir
de I’arbre binaire complet codé par un mot de parentheses.

n—1 n—1

G- (%)
oo ()

= Th S b 57 = = B2 = HGZD ) (rombres de Na-

k/ \k—1 k—1/\k—-1

rayana [77] ou distribution g8 [65]).
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Les nombres c§§> énumerent les mots de parenthéses w de longueur 2n ayant k facteurs z7,

c’est a dire le nombre de chemins de Dyck ayant &k pics.

1.3.3 Coefficients binomiaux, nombres de Motzkin et nombres de Schroder

Le langage G D,z = {w € {2,Z}" : |w|, = |w|z} est parfois appelé langage du Grand Dyck.

¢ coefficient binomial

Le nombre de mots de G D,z de longueur 27 est donné par le ném
central (znn)

Un arbre 1-2 est un arbre dessiné (ou ordonné) et enraciné dans lequel chaque sommet
possede au plus deux fils.

Le langage P,z LLI {y}* désigne le langage de Motzkin (ou LU est le symbole du produit
de mélange).

Nous utiliserons par la suite les deux codages suivants (voir figure 1.4), appelés préfixe et
suffixe, d’un arbre 1-2 (ou d’un arbre binaire complet) a possédant n arétes par un mot de
Motzkin de P,z LU {y}* (ou un mot de parentheses de P, 3) de longueur n.

£
préfize(a) = § y préfive(sous_arbre_central(a))

x préfize(sous_arbre_gauche(a)) T préfize(sous_arbre_droit(a))
suivant que la racine de a soit respectivement une feuille, un point simple, un point double.
£

suf fize(a) = S suffive(sous_arbre_central(a)) y

suf fize(sous_arbre_gauche(a)) v suf fize(sous_arbre_droit(a)) T
suivant que la racine de a soit respectivement une feuille, un point simple, un point double.

Clairement, pour un arbre binaire complet @, nous avons préfize(a) = code(a).

Remarquons que le codage préfixe du miroir d’un arbre 1-2 correspond au miroir et com-
plémentaire du codage suffixe de I’arbre 1-2. Sur ’exemple illustré par la figure 1.4, nous avons
préfize(a”) = suf fize(a)* = zaxyraTYTLaTTTYTYYTYTTTY.

De plus, nous avons la propriété suivante. Soit s un sommet interne d’un arbre binaire
complet ¢ de numéro ¢ dans 'ordre infixe, en ne numérotant que les sommets internes. Alors, le
i¢7¢ T [resp. z] du codage préfixe [resp. suffixe] de a correspond & ’aréte droite [resp. gauche]
de s.

Un buisson [23] est un arbre dessiné et enraciné dans lequel aucun sommet, sauf éventuelle-
ment la racine, ne possede qu’un seul fils.

Les buissons possédant n arétes sont en correspondance (voir figure 1.5) avec les mots de
longueur 2n du langage P,z\{{z,7}*zewzz{z,T}* : w € P,z}. Cette bijection résulte du
codage classique d’un arbre par un parcours préfixe ol une aréte est codée par la lettre z [resp.
7| lors de sa premiere [resp. seconde] visite.
eme

Les arbres 1-2 et les buissons possédant n arétes sont énumérés par le n nombre de

Motzkin Zfé (5)ei
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Le nombre d’arbres 1-2 possédant n sommets internes est donné par le n®™¢ nombre de

Schroder S ("F) ¢,

n—i

préfixe( @) = XY YXYXYXXXXYXYXXX XX XX Y X

suffixe(aQ) = yxx;ygyyxyxxxxxxyxxxyxx

Figure 1.4 Codages préfixe et suffixe d’un arbre 1-2.

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX XX XX

Figure 1.5 Un buisson.



Chapitre 2

Arbre de génération d’une famille

d’objets combinatoires

En Combinatoire, lorsque nous considérons une famille d’objets combinatoires, il est naturel
de s’intéresser a la facon dont peuvent croitre ces objets dans le but de les caractériser et de les
énumérer. Cette approche se retrouve en particulier dans le cadre de la théorie des especes de
structures [60, 7] et des grammaires d’objets [32, 33].

Nous abordons ici cette problématique en considérant la notion d’arbre de génération d’une
famille d’objets combinatoires. Un tel arbre peut étre défini lorsque chaque objet de la famille
est obtenu de maniére unique a partir d’un autre objet plus petit (de la méme famille) par une
certaine regle de croissance, et lorsqu’il existe un unique objet de taille minimale. Ainsi, a chaque
sommet de l’arbre correspond un objet de la famille.

A travers un exemple simple dans ce chapitre, et d’autres plus complexes dans les suivants,
nous montrons qu’a de nombreux objets combinatoires peuvent étre associés un arbre de géné-
ration. Pour chacun d’eux, la regle de croissance des objets permet de caractériser I'arbre de
génération par un systeme de réécriture duquel il est possible de déduire des équations de récur-
rence. Par la suite, nous utiliserons a de nombreuses reprises le fait que, lorsque deux arbres de
génération sont caractérisés par le méme systeme de réécriture, ils sont isomorphes et induisent
une bijection entre les deux familles d’objets combinatoires sous-jacentes.

Afin d’illustrer cette présentation de la méthode des arbres de génération, nous utilisons les

mots de parentheses comme exemple de référence.

2.1 Arbre de génération

Soit £ = U,>ok, un ensemble d’objets combinatoires ou E, désigne I’ensemble des objets
de taille n. Supposons que Fy soit réduit & un seul objet, le générateur.

L’arbre de génération de ’ensemble F est un arbre pour lequel

19
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e chaque objet de £, apparait une fois et une seule sur un sommet de niveau n,

e les arétes de ’arbre reliant les sommets au niveau n & ceux au niveau n + 1 correspondent

aux regles de génération permettant de construire les objets de F, 41 & partir des objets

de F,,.

Exemple 2.1 Un mot de parenthéses w non vide se factorise de maniére unique sous la forme
w = wywy...w, ot les w; sont des mots de parenthéses non vides et p est mazimal (les w;
sont alors des mots de parenthéses premiers). Un tel mot w permet d’engendrer p + 1 mots de
parenthéses, a savoir les mots rwiws . . . Wi 1TW;Wiyq ... w, pour tout ¢ € [p+1]. Partant du mot
vide, nous obtenons ainsi tous les mots de parenthéses, ce qui conduit a l'arbre de génération
des mots de parenthéses donné par la figure 2.1.

Notons que ces régles de génération correspondent exactement aux opérateurs d et D introduits
par R. Cori [16].

XXX XX XX X
XXX XX XX X
XXX XX XXX
XXX XX XX X
XXX XX XXX

_
XXX X XX XX XX XXX XX XX X <
XXXXXXXX ———
_ XXX XX XXX ‘EEEEE
XX XX XX o
= XXXXXXXX ———
Nt i
XX XX XX XXX XX XX X <
_ XXXXXXXX
XXX X
- XXX XX XXX ‘EEEE
XX XX XX .
XXXXX XXX ———

Figure 2.1 Arbre de génération des mots de parentheses.

Remarque 2.2

(i) 1l est possible d’étendre la définition d’arbre de génération a la notion de forét d’arbres
de génération. Ceci correspondrait au cas ou ['ensemble considéré posséderait plusieurs

générateurs (c’est a dire plusieurs objets minimauz).
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(ii) Il serait également envisageable d’autoriser des arétes reliant deux sommets situés auzx
niveaur n et n+ k (avec k > 1) dans le cas ou les régles de génération des objets auraient

pour effet de les faire croitre de k unités.

2.2 De larbre de génération au systeme de réécriture

Un arbre de génération d’un ensemble d’objets combinatoires peut étre caractérisé par un
systéme de réécriture. Celui-ci est obtenu en associant a chaque objet (sommet de I’arbre) une
étiquette et en déduisant des regles de génération des objets un ensemble de régles de réécriture
pour ces étiquettes.

Le systéeme de réécriture caractérisant 1’arbre de génération considéré se compose alors d’un
axiome (étiquette initiale correspondant a l'objet générateur) et d’un ensemble de regles de

réécriture. Nous le représentons ainsi.

étiquette_initiale
étiquette; ~+ étiquettey_filsy, étiquettey_filsy, ..., étiquettey_filsy,
étiquettey ~ étiquettey_filsy, étiquettey_filsy, .. ., étiquettey_fils,,
éliquette, ~» étiquette,_filsy, étiquette, _filsq,. .., étiquette, _fils,,
ou étiquette;_filsy, étiquette;_filsy, ..., étiquette;_filsy, sont les t; étiquettes obtenues a partir

de I’étiquette étiquette; pour tout @ € [r].

Exemple 2.3 Le systeme de réécriture

{ (0)
(p) ~ (p+1),(p),....(1)

dont Uarbre de dérivation est donné figure 2.2 caractérise l'arbre de génération des mots de
parentheses donné dans l'exemple 2.1. En effet, pour cette famille d’objets, létiquette d’un mot

de parentheses correspond a la taille de sa factorisation en mots premiers.

Un arbre de génération d’un ensemble d’objets combinatoires peut étre caractérisé par un
systeme de réécriture dans lequel certains termes des étiquettes correspondent a la valeur de
certains parametres associés a ces objets. Ces termes, qui ne sont pas forcément tous nécessaires
a la caractérisation de 1’arbre, peuvent étre toutefois utiles pour considérer une distribution

particuliere des objets.

Exemple 2.4 Le systéme de réécriture

{ (07_1)
(p,e) ~ (p+1,c+1),(p,c)(p—1,¢),...,(1,¢)

caractérise 'arbre de génération des mots de parenthéses. Il est tel qu’a chaque mot de paren-
théses w correspond une étiquette (p,c) ot p est le nombre de facteurs premiers de w et ¢ est le
nombre de facteurs Tx de w (nombre de creux du chemin de Dyck correspondant). Pour cela, il

est nécessaire d’associer l'étiquette (0,—1) au mot vide.
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(4)
3
2
@

®3)
2 2 < @)

-

—

©) —
—
—
—

Q) —
—
—
—
—
—
—
—

2
0y ——— 8
0 —

©
@ < @

1

o ®

2
)y ——— 8

Figure 2.2 Arbre de dérivation du systéme de réécriture caractérisant ’arbre de génération des
mots de parentheses.

Remarque 2.5 Deux arbres de génération caractérisés par le méme systéme de réécriture sont
isomorphes (symbolisé par =2 ). Cet isomorphisme induit une bijection entre les deux ensembles
d’objets correspondants qui transporte tous les parametres associés aux étiquettes du systéme de

réécriture.

Exemple 2.6 Considérons un nouvel arbre de génération des mots de parenthéses basé sur la
construction suivante. Partant d’un mot de parenthéses w codant un chemin de Dyck de hauteur
initiale p, w = 2PTw’, nous engendrons p+1 mots de parenthéses, a savoir les mots x'TxPH ~'Fw’
pour tout i € [p+1]. Clairement, nous obtenons ainsi, en itérant cette construction, chaque mot
de parentheses une fois et une seule. L’arbre de génération correspondant est caractérisé par le

systeme de réécriture

{ (0)
()~ (1):(2),..(p+ 1)

identique a celui de exemple 2.3.
Nous en déduisons que la distribution des mots de parenthéses suivant le nombre de facteurs
premiers est identique a la distribution de ces mémes mots suivant leur hauteur initiale ; il s’agit

des nombres de Delannoy.
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2.3 Du systeme de réécriture aux récurrences

A partir d’un systéme de réécriture caractérisant un arbre de génération d’objets combina-
toires, il est toujours possible d’établir des équations de récurrence pour le nombre de ces objets

en fonction de leur taille et des parametres de I’étiquette.

Exemple 2.7 Considérons le systéme de réécriture caractérisant larbre de génération des mots

de parentheses donné dans Uexemple 2.3

{ (0)
(p) ~ (p+1),(p)..., (1)

Soit ¢, (py le nombre d’etiquettes (p) obtenues au niveau n de 'arbre de génération et c,, le nombre
total d’étiquettes a ce méme niveau. Ainst, d’apres ce que nous avons vu précédemment, c, (,)
est le nombre de mots de parenthéses de longueur 2n ayant exactement p facteurs premiers.

Nous déduisons du systeme de réécriture les récurrences suivantes.

0 = 1

1) = 1

Cn,(1) = o Cr—1,(k) pour tout n > 1

Cn(p) = Zz;;q Cret1,(k) Pour tout n > 1 et pour tout p € [2,n]

Cn = 2p=1Cnp) pour tout n > 1
Nous pouvons alors vérifier que ¢, (,) = (2”n—_291—1) _ <2n—np—1) pour tout 1 < p < n et que e, =
% pour tout n > 0.

2.4 Arbres de génération et génération aléatoire

La méthode des arbres de génération est directement utilisable pour la génération aléatoire

d’objets combinatoires.
En effet, tirer de facon uniforme et équiprobable 'un des éléments de taille n de 1’ensemble
étudié correspond a choisir aléatoirement un chemin partant de la racine et aboutissant a ’un
des sommets du niveau n de 'arbre de génération. Pour cela, il est nécessaire de connalitre, pour
chaque sommet de ’arbre de génération, son nombre de descendants au niveau n. Ainsi, pour un
sommet donné, il sera possible de choisir équiprobablement 1’un de ses fils. Ce calcul est donc tres
similaire de celui a réaliser pour résoudre les récurrences du systeme de réécriture caractérisant
P’arbre de génération : les regles de réécriture sont identiques et 1’étiquette d’initialisation a
prendre en compte est celle du sommet considéré.

Nous pouvons alors en déduire un algorithme en temps linéaire qui tire uniformément et
équiprobablement I'un des éléments de ’ensemble étudié. Toutefois, cet algorithme manipule de
grands nombres, et nous nous retrouvons confrontés aux mémes problemes que ceux présents
dans la méthode de T. Hickey et J. Cohen [57] pour la génération aléatoire de mots d’un langage

engendré par une grammaire algébrique.
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Exemple 2.8 Afin de générer aléatoirement un mot de parenthéses, de facon uniforme et équi-

(e)

. . . Id . .
probable, il est nécessaire de calculer ¢;;*” le nombre de sommets au niveau n issus d’un sommet

d’étiquette (e) du niveau r. Pour cela, nous devons résoudre les récurrences du systéme de réé-

criture

{ (¢)
(p) ~ (1),(2),..,(p+1)
qui correspond au systéme de réécriture des mots de parenthéses de l'exemple 2.6 (seule l’éti-

() = (2n=2rey _ (222r4e) oy

tout 1 < e < r < n et plus précisément que le nombre de sommets ayant pour étiquette (p),

r(e) _ (2n—2r+e—p—1 2n—2r+e—p—1
pour tout p € [n], est Cn,((p)) = (") -

.. . . P .. Id
quette d’initialisation est modifiée). Nous pouvons vérifier que ¢,

). Nous en déduisons Ualgorithme de

génération aléatoire d’un mot de parenthéses illustré par la figure 2.3.

Entrée: n>1

Sortie : un mot de parentheses w de longueur 2n
w o— ¢

e «— 1

pour 7 variant de 1 an — 1
r+1,(p)
choisir le fils d’étiquette (p) (p € [e 4 1]) avec la probalité == .

cnle)

w/ PR $6+1_pfw/

€ < P

retourner z°zw’

Figure 2.3 Algorithme de génération aléatoire d’un mot de parentheses.



Chapitre 3

Arbres de génération de

permutations : le logiciel forbid

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux arbres de génération des permutations et de deux
familles particulieres : les involutions et les permutations alternantes. Nous montrons comment
ces arbres peuvent étre construits et caractérisons chacun d’eux par un systeme de réécriture. De
maniere plus générale, nous considérons les arbres de génération de ces familles de permutations
lorsque certains motifs sont interdits.

Ensuite, nous présentons un logiciel, baptisé forbid et développé en langage C, pour ’ob-
tention de n’importe quelle famille de permutations (permutations, involutions, permutations
alternantes) excluant un ou plusieurs motifs. Nous décrivons les différents états de sortie que
permet ce logiciel : arbre de génération, ensemble des permutations, distributions de ces permu-

tations suivant la plupart des parametres classiques sur les permutations, ...

3.1 Arbres de génération de permutations a motifs exclus

3.1.1 Arbre de génération des permutations

Définition 3.1 (J. West [110]) L’arbre de génération des permutations excluant l'ensemble de

motifs {Ty,Ta,...,Tp} vérifie
e sa racine est constituée par la permutation 1 de S,

e les fils d’une permutation © de S, (1,72, ...,T,) sont toutes les permutations appartenant
a Sy41(m1,72, ..., Tp) Obtenues en insérant Iélément n + 1 dans 7, c¢’est a dire les permu-

tations (n+Lyr(1)w(2)...7(n), 7(1)n+Hm(2)...7(n), ..., 7(V)7(2)...7(n)(n+1).

L’arbre de génération des permutations excluant les motifs de {r,7o,...,7,} est noté

T(T1, T2,y Tp)-

25



26 CHAPITRE 3. ARBRES DE GENERATION DE PERMUTATIONS : LE LOGICIEL forbid

Remarque 3.2 D’autres constructions pour 'arbre de génération des permutations sont égale-
ment possibles comme U'a proposé S. Gire [}5]. Par exemple, il est possible d’insérer Uélément
1 dans la permutation © dont tous les éléments ont préalablement €té incrémentés d’une unité,
ou bien d’insérer les éléments e appartenant a [n + 1] devant la permutation © dont tous les

éléments supérieurs ou €gaux a e ont préalablement €té incrémentés d’une unité, ...

L’arbre de génération de toutes les permutations (voir figure 3.1) est caractérisé par le sys-
teme de réécriture

(2)

(1) ~ (t4+1),t+1),...,(t+1)

t fois
Ce systéme de réécriture vérifie qu’a chaque permutation de S,, correspond 1’étiquette (n + 1).

4321 —=<=
M2 —=
3241 —=<=
3R14 —<=

4231 —==
2431 —==
234] —-—==
2314 —==

4213 ==
2413 ——==
2143 ===
2134 ——==

4312 —-—
3412 ——
3142 ——
3124 ——=

4132 —==
1432 ——==
1342 ——==
1324 ——==

4123 ———=
1423 ———=
1243 ——==
1234 ——==

321

21 231

213

312

12 132

123

A A A A A

Figure 3.1 Arbre de génération de toutes les permutations.

Pour un ensemble de motifs exclus, ’arbre de génération T'(7y,7,...,7,) est donc un sous-
arbre de ’arbre de génération de toutes les permutations. Par exemple, la figure 3.2 représente

I’arbre de génération des permutations 7/(312) jusqu’au niveau 4.

Définition 3.3 (J. West [110], O. Guibert [53], S. Gire [45]) Ftant donnée une permutation =

de S,(T1,T2,...,Tp), unsite est soit une position entre deux éléments consécutifs n(1) et w(i+1)
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4301 —-——

1 3421
341 ——
3014 ——
3] <—
21 231 < 2311 <—
2314 ——
2143 <——

213 ——
. 2134 ———
143 <=
132 < 1342 <—
1324 ——

12

1243 <—

128 ——
1234 ———

Figure 3.2 T(312), 'arbre de génération des permutations excluant le motif 312.

pour tout 1 € [n — 1], soit la position a gauche de w(1), soit la position a droite de w(n).
Un site est dit actif si ['insertion de l’élément n+1 dans cette position de la permutation = donne
une permutation appartenant ¢ Sp41(71,72,...,Tp) ; le site est dit inactif dans le cas contraire.
Un site est dit temporairement inactif s’l est inactif pour Uinsertion de l’élément n + 1 dans
cette position de la permutation 7 et qu’existe k > 1 tel que Uinsertion de l’élément n + k dans
cette position de la permutation 7' obtenue en insérant les éléments de [n 4+ 1,n+ k — 1] dans 7
rend ce site actif; le site inactif est dit définitivement inactif dans le cas contraire.

Nous représentons par les symboles ., . et o les sites respectivement actif, temporairement

inactif et définitivement inactif.

Exemple 3.4 La permutation ,2.1,5.4,6,3, de Ss(2314,42513) posséde 4 sites actifs car
{7215463, 2175463, 2154763,2154673} C S7(2314,42513), 2 sites temporairement inactifs car
2715463 ¢ S7(2314,42513) mais 72815463 € Sg(2314,42513) et 2157463 ¢ 57(2314,12513) mais
72158463 € Sg(2314,42513), et 1 site définitivement inactif car pour tout e > 6 la sous-suite
563e est de type 2314.

La propriété suivante nous sera particulierement utile pour établir certains résultats des

chapitres suivants.

Propriété 3.5 (O. Guibert [53], S. Gire [{5]) Soient T et 3 deux permutations respectivement
non barrée et barrée sur [k], p et 5 étant obtenus a partir de 3 conformément a la définition

1.9. Alors, nous avons les propriétés suivantes.
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(i) Les 7=Y(k) — 1 premiers sites et les k — 771(k) derniers sites de toute permutation
appartenant a S,(T) sont actifs.
(ii) Les 37 (k—1)—1 premiers sites et les k—1— 3~ (k—1) derniers sites de toute permutation

T appartenant a S,(3) sont actifs.

(iii) Etant donnée une permutation ™ appartenant a S, (1), un site inactif de = reste définiti-

vement inactif.

(iv) Etant donnée une permutation ™ appartenant a S,(3), un site inactif de 7 reste définiti-
vement tnactif si élément distingué est k — 1 et si les éléments k et k — 1 sont consécutifs

dans un ordre quelconque dans 3, ou bien si [’élément distingué est différent de k — 1.

(v) Soient T une permutation appartenant a S,(7) et ©' une permutation obtenue en insérant
Uélément n+1 dans w. Alors ©' n’appartient pas a S,,41(7) si et seulement si elle admet une
sous-suite ©'(11)7'(13) .. .7'(ly) de type T telle qu’il existe i et j appartenant a [k] vérifiant
T(l)=n+1,7(i)=keta'(l;)=n,7(j)=k -1

Remarque 3.6 Soit 3 une permutation barrée, 3 et 5 étant obtenus a partir de 3 conformément
a la définition 1.9. Soit x Uélément distingué de (3 et posons i = 37 (x).

Sifli—)=a+1ouf(i+1)=a+1, aors S,(5) = S.(5).

Preuve Par définition, si la permutation = appartient & S, (8), # appartient également & Sy, (3).

Supposons maintenant que 7 n’appartienne pas a Sy, (B), c’est & dire que 7 posséde une sous-suite o de
type B Posons k = |3|. Si & ne fait pas elle-méme partie d’une sous-suite de type 8, 7 n’appartient pas
4 S, (). Sinon, parmi toutes les sous-suites o'y’ de type 3 avec & = o'c” et |o'| = i — 1, choisissons
celle dont ’élément y est situé le plus & droite [resp. gauche] possible dans 7 si (i — 1) vaut  + 1 ou
x — 1 [resp. sinon], de sorte que la sous-suite ¢/(1)0’(2)...0'(i — 2)yo” [resp. o'yo" (2)6”(3)...0"" (k —9)]
est de type ¢ mais ne fait pas elle-méme partie d’une sous-suite de type § : m n’appartient donc pas &
Su(B). 0

Il est naturel de se demander si I’arbre de génération d’un ensemble de permutations a motifs

exclus peut étre fini. Ceci ne peut se produire que dans un seul cas.

Propriété 3.7 Soit {r,7e,...,7,} un ensemble de permutations non barrées. Alors,
Sp(T1,T2,. .., Tp) est vide a partir d’un certain rang n si et seulement s’il existe [, m > 0 tels que

{12...d+L),m+Lym... 1} C{m, 7. .., Tp}.

Preuve Seul le motif 12.. .7 [resp. s(s—1)...1] permet d’exclure toutes les permutations 12...n [resp.
n(n—1y...1] pour tout n > r [resp. s]. Or, P. Erdos et G. Szekeres [34] ont montré que S, (12...(+1),
(m+1ym...1) est vide pour tout n > l.im. O

Ce résultat se généralise aux permutations p-barrées. En effet, exclure le motif identité [resp.
miroir de l'identité] sur [k] avec p éléments distingués revient a exclure le motif identité [resp.
miroir de 'identité] sur [k — p]. Par exemple, S,,(123456789,4321) = 5,,(1234, 321).
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3.1.2 Arbre de génération des involutions

Définition 3.8 [’arbre de génération des involutions excluant ['ensemble de motifs

{T1,72,...,7p} obtenu par la méthode dite des points fixes vérifie
e sa racine est constituée par linvolution 1 de Iy,

o les fils de Uinvolution m de I,(11,72,...,7,) sont les involutions appartenant a
Loy1 (11,72, ..., Tp) suivantes : involutions 7(1)m(2)...7(i—1)(mAD)m(e+1)m(e+2) ... 7(n)t,
pour chaque point fize ¢ de w, et l'involution 7(1)7(2)...7(n)n+1).

L’arbre de génération de toutes les involutions par la méthode des points fixes (voir figure
3.3) est caractérisé par le systeme de réécriture

(1)

(p) ~ (p=1,(p=1),..,(p=D,(p+ 1)

p fois
Ce systeme de réécriture est tel qu’a chaque involution correspond une étiquette (p) ou p est le

nombre de points fixes de cette involution.

A partir de ce systeme de réécriture, nous obtenons I’équation de récurrence suivante.

[111] 1
[yl = |Ln—1ip-1| +(p+1)./Lh—1pt1] pour tout 0 < p < n, petn ayant méme parité
ou I, , est 'ensemble des involutions sur [n] ayant p points fixes.

] —— 3 ———_ 48

2134

1 3 ——— 342

3214

12 130 ——— #

1324

4231
1432
123 < 1243

1234

ARAAAT AT A

Figure 3.3 Arbre de génération de toutes les involutions par la méthode des points fixes.

Une seconde construction permet d’obtenir un autre arbre de génération des involutions.
Cette construction est basée sur la formule de récurrence classique pour les involutions. Notons

que J.S. Beissinger [5] donne une construction équivalente sur les tableaux de Young standard.

Définition 3.9 [’arbre de génération des involutions excluant ['ensemble de motifs

{T1,72,...,7p} obtenu par la méthode dite récurrente vérifie

e sa racine est constituée par Uinvolution ¢ de Iy,
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e les fils de Uinvolution 7 de I,,(11,72,...,7,) sont Uinvolution n(1)n(2)...7(n)(n+1) lors-
qu’elle appartient @ I,41(71,72,...,7,) €t les involutions =7 (1)xT(2)...7%(i — 1)(n+2)
()t (i4+1)...xF(n)i pour tout i € [n+ 1] si elles appartiennent d Ip2(T1, oy ...y Tp),

ou (7)) =w(j) [resp. w(j)+ 1] si w(j) < ¢ [resp. > i].

L’arbre de génération de toutes les involutions par la méthode récurrente (voir figure 3.4)

est caractérisé par le systeme de réécriture

L (n42),(n42),...,(n+2)

n+1 fois
Ce systeéme de réécriture est tel qu’a chaque involution de I,, correspond ’étiquette (n) .

A partir de ce systeme de réécriture, nous obtenons I’équation de récurrence suivante.

{|IO| = |h] = 1

|1, |In—1| + (n —1).|I,—2| pour tout n > 2

1 o 12 " 123 1234 T

Figure 3.4 Arbre de génération de toutes les involutions par la méthode récurrente.
La propriété suivante nous sera utile dans certaines démonstrations ultérieures.
Propriété 3.10 Soit 7 une permutation non barrée sur [k]. Nous avons les propriétés suivantes.
(i) Sim e 1,(7) et T(k) # k, alors 7(1)7(2)...7(n)(n+1) € L141(7).

(i) Un site inactif qui ne permet pas d’engendrer une involution sur [n + 2] a partir d’une

involution de 1,(T) par la méthode récurrente reste définitivement inactif.

Preuve

e (i). En effet, "élément n+ 1 qui est inséré ne peut pas correspondre & 1’élément k& du motif exclu 7.
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e (ii). L’insertion ne change pas 'ordre des éléments précédents.

3.1.3 Arbre de génération des permutations alternantes

Définition 3.11 [’arbre de génération des permutations alternantes excluant l'ensemble de

motifs {Ty,Ta,...,Tp} vérifie
e sa racine est constituée par la permutation alternante ¢ de Sy,

e les fils d’une permutation alternante 7w de gn(ﬁ, T2,...,Tp) sont les permutations
alternantes appartenant a §n+1(7'1, T2, .. .,Tp) suivantes : permutations alternantes
TH (1)t (2)...xT(n)i pour tout i € {1,2,...,7x(n)} [resp. {m(n)+ 1,x(n)+2,...,n+1}]
si n est pair [resp. impair], ou ©¥(j) = 7 (j) [resp. w(j)+ 1] si w(j) < ¢ [resp. > i].

L’arbre de génération de toutes les permutations alternantes (voir figure 3.5) est caractérisé

par le systeme de réécriture

(1,0)
(z,y) ~ (y+1i,2+1—1) pour tout i € [z]
Ce systeme de réécriture est tel qu’a chaque permutation alternante 7 de S, correspond une

étiquette (x,y) vérifiant « + y = n + 1 et z [resp. y] = 7(n) si n est pair [resp. impair].

45231 —-—=—
45132 —

35241 =
35142 ——
25143 ——

T

34152 ——

2314 < 2153 ——

1 12 —

3412

231 2413

23154

25341 =
15342 ———
15243 —

24351 ——==
14352 ———==
14253 ——
13254 ———

1423
132

1324

Figure 3.5 Arbre de génération de toutes les permutations alternantes.
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3.2 Le logiciel forbid

Nous nous limitons ici a 'aspect utilisation du logiciel forbid puisque les principaux algo-
rithmes, comme par exemple I'implémentation de certaines propriétés pour 'amélioration des
performances, ont déja été exposés dans [53].

forbid est un logiciel d’aide a la recherche sur les permutations a motifs exclus pour lequel
de nombreuses options sont possibles. Nous présentons ici celles que nous pensons étre les plus
utiles.

forbid construit, & partir d’une liste de motifs exclus fournie par 'utilisateur, 'arbre de

génération (jusqu’a un certain niveau) de la famille désirée. Cette famille peut étre celle des
permutations, celle des involutions (les deux méthodes de construction de I’arbre de génération
des involutions sont possibles) ou celle des permutations alternantes.
Différents états de sortie, au choix de 'utilisateur, peuvent étre obtenus. Un premier groupe per-
met d’obtenir ’arbre de génération sous diverses formes : arbre ASCII, fichier destiné au logiciel
de visualisation de graphes CABRI, régles de réécriture (pour éventuellement deviner le systeme
de réécriture), ...Un deuxieme groupe fournit I’ensemble des permutations a motifs exclus et le
couple de tableaux de Young standard correspondant par 'algorithme de Robinson-Schensted.
Un troisieme groupe procure les distributions de cet ensemble de permutations & motifs exclus
suivant de nombreux parametres (minima ou maxima a gauche ou a droite, montées, excédences,
indices des éléments extrémes, cycles, points fixes, ...).

Nous adoptons les notations syntaxiques “Backus Normal Form” pour présenter forbid.
< typel> désigne une expression du type indiqué

<Jtype >+  désigne une suite de <typel> de longueur quelconque

< type >+ désigne une suite de <typel> de longueur non nulle

= indique que les expressions gauche et droite sont équivalentes

Mot représente la chaine de caractéres Mot
[] signale que ce qui est entre crochets est optionnel
{} exprime un choix unique parmi les objets (séparés par des virgules) entre accolades

La syntaxe de la commande forbid est la suivante.
forbid <dfamillest> <Isortiest> [+]<Iniveau_max> <dmotif_exclub>* [—r[+] <dperm_racinel>
] [ — £ [<fichiert]]

e forbid : nom du programme exécutable

o dfamillest> ::= {p,a,i,1}+ ou chaque caractére correspond a une famille différente

— p pour les permutations
— a pour les permutations alternantes
— 1 pour les involutions par la méthode récurrente

— I pour les involutions par la méthode des points fixes

o Jsortiest> = {a,Y,p,c,f,r, %, t,s,me,i,y,x}+ ot chaque caractére correspond a une

sortie différente
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[+] < niveau_maz> : limite la hauteur de ’arbre de génération, construit jusqu’au niveau

niveau_max (absence du symbole 4) ou jusqu’aux niveaux k + niveau_max pour chaque

permutation racine de <Iperm_racine I> sur [k] (présence du symbole +)

e Jdperm_racinel> : une permutation non barrée, racine de ’arbre construit

Exemple 3.12 La commande
forbid p am +3 236-4-15 2413 41-352 -r 1 321 12 -f resultat

<dmotif_exclut> : un motif (permutation p-barrée, barrée ou non barrée) a exclure

— £ [<fichiert>] : spécifie le fichier (I’écran par défaut) devant recevoir les résultats

demande au logiciel forbid, parmi l'ensemble des permutations excluant simultanément les motifs

236415, 2413 et 41352 les permutations issues de 1, 321 et 12 dans l'arbre de génération des

permutations, et respectivement sur [4], [6] et [5] au plus. La sortie, redirigée vers le fichier

resultat, se compose de larbre ASCII (sortie a) et des distributions selon le nombre de montées

et montées inverses (sortie m).

Une page d’aide est donnée par le logiciel forbid; il suffit pour cela de taper la commande

forbid sans option.

Nous présentons maintenant en détail chacune des sorties du logiciel forbid, en les illustrant

avec ’ensemble des permutations excluant le motif 312.

e L’option a fournit ’arbre de génération sous forme d’un fichier texte ASCII.

Dans ce cas, les permutations & motifs exclus sur [n] sont représentées sur une meéme

colonne. Chaque permutation est donnée avec ses sites actifs (

suivie de son nombre de fils (entre parentheses).

Exemple 3.13 Arbre ASCII de S,,(312).

Commande : forbid p a 4 312 -r 1 -f exemple

_1.(2) _2_1_(3)

1.2_(2)

3_2_1_(4)

.2.3_1_(3)

.2.1_3_(2)

.1.3_.2_(3)

.1.2_3_(2)

.3.2_4_1_(3)

.3.2.1_4_(2)
.2_4_3_1_(4)

.2.3_4_1_(3)

.2.3.1_4_(2)
.2.1_4_3_(3)

.2.1.3_4_(2)
.1_4_3_2_(4)

.1.3_4_2_(3)

.1.3.2_4_(2)
.1.2_4_3_(3)

.1.2.3_4_(2)

) et inactifs (.), et est
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e L’option Y fournit I’ensemble des permutations a motifs exclus.
Chaque ligne éditée correspond a une permutation (dont les éléments sont séparés par un
caractere blanc). De plus, pour chaque permutation obtenue, cette option fournit la paire
de tableaux de Young standard de méme forme (codés par des mots de Yamanushi) lui

correspondant par I’algorithme de Robinson-Schensted.

Exemple 3.14 5,(312).
Commande : forbid p Y 4 312 -r 1 -f exemple

1 1 1
21 12 12
321 123 123
4321 1234 1234
3421 1231 1123
3241 1231 1213
3214 1231 1231
231 121 112
2431 1213 1123
2341 1211 1112
2314 1211 1121
213 121 121
214 1212 1212
213 1211 1211
12 11 11
132 112 112
143 1123 1123
134 1121 1112
132 1121 1121
123 111 111
1243 1112 1112
123 1111 1111

e L’option p fournit le mot parenthésé codant 1’arbre de génération obtenu, ou figure no-

tamment le nombre de sites actifs.

Exemple 3.15 Mot parenthésé de 5,(312).
Commande : forbid p p 4 312 -r 1 -f exemple
(((23)(234)) ((23) (234) (2345)))

e L’option c fournit le fichier destiné au logiciel CA BRI correspondant a ’arbre de génération

obtenu, en vue de sa visualisation.
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Un fichier texte, décrivant 1’arbre de génération, est créé. Le logiciel CABRI reconnait
alors ce dernier et le dessine. Chaque permutation est donnée avec ses sites actifs (_) et

inactifs (.).

Exemple 3.16 La commande forbid p ¢ 3 312 -r 1 -f exemple_cabri crée le fi-
chier exemple_cabri a destination du logiciel CABRI pour S,(312).

e L’option r fournit toutes les regles de réécriture obtenues, en éliminant les redondances.
L’arbre de génération est parcouru en regardant localement le nombre de fils ¢ d’un sommet
et pour chacun de ses fils, leur nombre de fils, respectivement ty,¢5,...,%;. La regle de

réécriture ainsi obtenue est ¢ ~» {1,t9,...,%; . Toutesles régles de réécriture rencontrées

°

sont éditées par ordre croissant sur t et sur les ¢;.

Exemple 3.17 Reégles de réécriture de S,(312).
Commande : forbid p r 10 312 -r 1 -f exemple

#fils --> #fils de tous les successeurs

2 -=> 2 3

3 -=> 2 3 4

4 -=> 2 3 4 5

5 -=> 2 3 4 5 6

6 -=> 2 3 4 5 6 7

7 -=> 2 3 4 5 6 7 8

8 -=> 2 3 4 5 6 7 8 9

9 -=> 2 3 4 5 6 7 8 910

10 -=> 2 3 4 5 6 7 8 91011
#regles differentes comptees = 9

e L’option * fournit la valeur de plusieurs parametres sur les permutations obtenues.
Cette sortie est donnée sous forme tabulaire, ou chaque colonne correspond a un parametre
différent et chaque ligne correspond a une permutation.

Les parametres considérés sont les suivants.

— n l'ordre de la permutation
— fils le nombre de fils de la permutation correspondante dans I’arbre de génération
— sig le nombre de minima & gauche (ou saillants inférieurs a gauche),

sid le nombre de minima a droite (ou saillants inférieurs a droite),

ssg le nombre de maxima a gauche (ou saillants supérieurs a gauche),

ssd le nombre de maxima a droite (ou saillants supérieurs a droite)

— mont le nombre de montées,

mont-1 le nombre de montées inverses
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exc>= le nombre d’excédences larges (éléments supérieurs ou égaux a leurs indices),
exc> le nombre d’excédences strictes (éléments supérieurs a leurs indices)
pi-1(n) I'indice du plus grand élément,

pi-1(1) l'indice de 1’élément 1,

pi(n) le dernier élément,

pi(1) le premier élément

cycles le nombre de cycles,

+1gcyc la longueur du plus long cycle,

ptfix le nombre de points fixes

invers le nombre d’inversions

major 'index du major (somme des indices des descentes) de la permutation,

major-1 l'index du major de la permutation inverse

Exemple 3.18 Les valeurs de ces paramétres pour S,,(312) sont donnés par la figure 3.6.

Les options t, s, m, e, i, y, x fournissent les distributions de ’ensemble des permutations

a motifs exclus selon un parametre particulier.

Chaque distribution est donnée sous forme tabulaire, avec en abscisse ’ordre des permu-

tations et en ordonnée les valeurs du parametre. De plus, la premiere ligne totalise chaque

colonne, énumérant ainsi les permutations obtenues selon leur ordre.

Les différents parametres sont les suivants.

t le nombre de fils

s le nombre de minima ou maxima & gauche ou & droite (ou saillants)
m le nombre de montées et de montées inverses

e le nombre d’excédences strictes et larges

i les indices et valeurs relativement & n et 1

y le nombre de cycles et la longueur du plus long cycle

x le nombre de points fixes

Exemple 3.19 Distribution de |5,(312)| suivant le nombre de mazima. Nous reconnais-

sons les premiers termes des nombres de Narayana et de Delannoy (distributions des

nombres de Catalan).
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Commande : forbid p s 10 312 -r 1 -f exemple

Perm. : #saillants superieurs gauches sur les ordonnees
Sn= =1 =2 =5 =14 =42 =132 =429 =1430 =4862 =16796

10: - - - - - - - - - 1

9: - - - - - - - - 1 45

8: - - - - - - - 1 36 540

7: - - - - - - 1 28 336 2520

6: - - - - - 1 21 196 1176 5292

5. - - - - 1 15 105 490 1764 5292

4: - - - 1 10 50 175 490 1176 2520

3: - - 6 20 50 105 196 336 540

2: -1 3 6 10 15 21 28 36 45

1: 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1: 2: 3: 4: 5: 6: T: 8: 9: 10: [n]

Perm. : #saillants superieurs droits sur les ordonnees
Sn= =1 =2 =5 =14 =42 =132 =429 =1430 =4862 =16796

10: - - - - - - - - - 1

9: - - - - - - - - 1 9

8: - - - - - - - 1 8 44

7: - - - - - - 1 7 35 154

6: - - - - - 1 6 27 110 429

5: - - - - 1 5 20 75 275 1001

4: - - - 1 14 48 165 572 2002

3: - - 3 9 28 90 297 1001 3432

2: - 1 5 14 42 132 429 1430 4862

1: 1 1 5 14 42 132 429 1430 4862

1: 2: 3: 4: b&5: 6: 7: 8: 9: 10: [n]
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Figure 3.6 Les parametres générés par 'option * de forbid.



Chapitre 4

Permutations a motifs exclus
énumeérées par quelques suites

classiques

Afin d’illustrer cette méthode consistant a construire ’arbre de génération d’une famille
d’objets combinatoires, nous avons considéré quelques classes de permutations a motifs exclus
pour lesquels nous obtenons des résultats nouveaux. Pour cela, le logiciel forbid nous a été d’une
grande utilité, nous permettant souvent de deviner des formules d’énumération et parfois nous
suggérant des bijections par isomorphisme d’arbres de génération.

L’ensemble des résultats obtenus vient compléter le catalogue (voir annexe A) déja important
relatif a I’énumération d’ensembles de permutations a motifs exclus auquel de nombreux auteurs
ont contribué.

La particularité des résultats obtenus ici réside dans le fait que les formules d’énumération
obtenues sont toutes tres classiques en Combinatoire.

Ainsi, nous mettons en évidence des ensembles de permutations a motifs exclus dont les formules
d’énumération sont proches des nombres de Catalan [13] tels les coefficients binomiaux centraux
qui énumerent les mots du langage que nous appelons Grand Dyck et les nombres de Motzkin
[75] et de Schréder [90] qui dénombrent en particulier les arbres 1-2 selon deux parametres

différents.

Dans un premier temps, nous mettons en correspondance trois ensembles de permutations
a motifs exclus et montrons qu’ils sont énumérés par les nombres de Pell satisfaisant la formule
de récurrence p, = 2p,_1 + pn—2 (p1 = 1,p2 = 2).

Ensuite, nous mettons en évidence de nombreux ensembles de permutations a motifs exclus
en bijection avec les mots du Grand Dyck et donc énumérés par les coefficients binomiaux

centraux (*7).

39
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n
De plus, nous complétons les travaux de S. Gire [45] sur les nombres de Motzkin Zfé (;) ¢
et ceux de J. West [110, 112] et S. Gire [45] sur les nombres de Schroder -7 (Zi'z) Ci.
En particulier, nous montrons que les arbres de génération d’un ensemble de permutations et de
deux ensembles d’involutions & motifs exclus sont caractérisés par le méme systeme de réécriture,
qui lui-méme caractérise un arbre de génération des arbres 1-2 suivant le nombre de sommets.
Nous procédons de méme pour d’autres ensembles de permutations en les reliant & ces mémes
arbres, mais considérés cette fois-ci distribués suivant leur nombre de sommets internes.
Pour terminer, nous nous intéressons aux tableaux de Young standard de hauteur bornée
ainsi qu’a des paires de tels tableaux. Ceci revient a considérer respectivement les involutions et
les permutations excluant le motifidentité. Nous donnons les systemes de réécriture caractérisant

les arbres de génération de ces objets.

4.1 Nombres de Pell

Les nombres de Pell, dont les premieres valeurs sont 1,2,5,12,29,70,..., apparaissent dans
un exercice proposé par G.L. Alexanderson [59].
Nous allons montrer que ces nombres énumerent trois ensembles de permutations a motifs

exclus que nous mettons en correspondance par isomorphisme de leurs arbres de génération.

Théoréme 4.1 Les ensembles de permutations a motifs exclus 5,(123,2143,3214),
S,(213,1234,1243) et S, (132,2341,3241) sont en bijection et sont énumérés par le n°™¢ nombre
de Pell donné par
125 n
= 2ok
ne 2 ()

défini par la formule de récurrence p, = 2p,—1 + pn—2 (p1 = 1,p2 = 2).

Pour établir ce résultat, nous montrons que les arbres de génération T'(123,2143,3214),
T(213,1234,1243) et 1'(132,2341,3241) sont isomorphes en les caractérisant par le méme sys-

teme de réécriture.

Proposition 4.2

o Le systeme de réécriture Sp.y (voir figure 4.1) caractérisant les arbres de génération T'(123,
2143,3214), T(213,1234,1243) et T(132,2341,3241) est
(2)
(2) ~ (2),(3)
(3) ~ (2),(2),3)

o Les étiquettes (2) et (3) du systéme de réécriture Sp.y correspondent au nombre de sites

actifs d’une permutation de 'un quelconque des trois arbres de génération.
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@ —

(23] < @) —

2 @ —
) < 3 ——

QR ——

(@) — (2 ——
@ Q) ——

2 —

®) @ —_ G —
2 —

) < 3 ——

e ——

Figure 4.1 Arbre de dérivation du systeme de réécriture Sp.y;.

Lemme 4.3 Les permutations © de 5,(123,2143,3214) ont les trois premiers sites actifs si

(1) = n, les deux premiers sites actifs sinon.

Preuve Clairement, compte-tenu de la forme des motifs exclus, les deux premiers sites de 7 sont tou-
jours actifs.

Supposons qu’il y ait un site actif autre que 'un des trois premiers. Alors, la permutation
a()w(2)m(3)...(n+1)... appartient a S,41(123,2143,3214). Le motif 123 étant interdit, nous devrions
avoir m(3) < m(2) < w(1) et ainsi la sous-suite w(1)x(2)7(3)(n+1) serait de type 3214, ce qui est interdit.
S’il y a 3 sites actifs, alors w(1)7(2)(n+1). .. € Sp41(123,2143,3214). Si w(1) < n, alors soit la sous-suite
a(1)w(2)(n+1) est de type 123 si #(1) < 7(2), soit la sous-suite #(1)7(2)(n+1)n est de type 2143 sinon.
A Dinverse, si w(1) = n, le troisieme site est actif d’aprés la forme des motifs exclus. O

Les deux lemmes suivants se démontrent de fagon analogue.

Lemme 4.4 Les permutations © de 5,(213,1234,1243) ont les trois premiers sites actifs si

7(2) = n, les deux premiers sites actifs sinon.

Lemme 4.5 Les permutations © de 5,(132,2341,3241) ont les premier, deuxiéme et dernier

sites actifs si m(1) = n, les premier et dernier sites actifs sinon.

Preuve de la proposition 4.2. Clairement, la permutation 1 engendre les permutations 12 et 21 et
admet donc 2 fils dans chacun des trois arbres de génération.

D’aprés les lemmes précédents, une permutation = de S,,(123,2143,3214) [resp. S,(213,1234,1243) et
Sn(132,2341,3241)] telle que 7=1(n) = 1 [resp. 2 et 1] permet d’engendrer 3 permutations, chacune
d’elles en engendrant respectivement 3,22 [resp. 2,3,2 et 3,2,2]. Par contre, si #=1(n) # 1 [resp. 2 et 1],
la permutation 7 n’engendre que 2 permutations, chacune d’elles en engendrant respectivement 3,2 [resp.
2,3 et 3,2]. O
Preuve du théoréeme 4.1. Soit maintenant p, le nombre de permutations de S,(123,2143,3214),
S, (213, 1234, 1243) ou S, (132, 2341, 3241).

D’apres le systeme de réécriture Speyr, nous avons py, (2) = pn—1,(2)+2Pn—1,(3) €6 Pn (3) = Pn—1,(2)FPn-1,(3)
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oll pp, (1) est le nombre d’étiquettes (¢) au niveau n (t = 2, 3). Ainsi, nous obtenons que p,, = py, (2)+Pn (3) =

2(Pr—1,2) ¥ Pn=1,3)) + Pn—1,(3) = 2Pn—1 + Pn—2, avec p; = l et py = 2.
Nous pouvons également déduire du systeme de réécriture Sp.; que ( Pn(2) Dn,(3) ) =

n—1
11 not
( 1 0 ) ( 5 1 ) . Alors, nous avons que p, = Zk:% ! (2k"+1)2k pour tout n > 1 avec Pn,(2) =

b ()28 et b = i (G302 H

4.2 Coefficients binomiaux centraux

Les coeflicients binomiaux centraux, dont les premieres valeurs sont 1,2,6,20,70,252,...,
apparaissent lors de I’énumération de divers objets combinatoires, comme par exemple dans le
cas des polyominos convexes dirigés comptés suivant le périmetre [14, 109].

Nous montrons que onze ensembles de permutations & motifs exclus sont en correspondance
avec les mots du Grand Dyck, par isomorphisme de leurs arbres de génération (il est cependant
nécessaire d’exhiber quatre systémes de réécriture différents), et sont donc énumérés par les
coefficients binomiaux centraux. De plus, nous prouvons analytiquement qu’il en est de méme

pour un autre ensemble de permutations a motifs exclus.

Théoréme 4.6 Les ensembles de permutations a motifs exclus S,(1234,1243,1423,4123), S, (
1324, 1342,1432,4132), S,,(2134,2143,2413,4213), S,(2314,2413,3142,3241), S, (1234,1324,
2134,2314), S,(1234,2134,2314,3124), S,(1324,2134,2314,3124), S,(1324,2134,3124,3214),
S,(1324,2314, 3124, 3214), S,(1342,2341,3142,3241) et S, (1324,1342,2314,2341), sont en bi-

jection avec les mots de G D, de longueur 2n — 2, et sont donc énumérés par le (n — 1)ém6

()

La méme formule énumeére les permutations de S, (1342,2341,2431,3241).

coefficient binomial central

Le schéma général de la preuve qui suit est donné par la figure 4.2 ol les ensembles regroupés

seront caractérisés par le méme systeme de réécriture.

Proposition 4.7

o Le systéme de réécriture SgrondDyck1 (V0Ir figure 4.3) caractérisant les arbres de génération
T(2134,2143,2413,4213), T(1234, 1243,1423,4123) et T(1324, 1342, 1432,4132) est
(1,2)
(p,t) ~ (1,t+1),(2,t+1),...,(p+1,t+1),(0),(0),...,(0)

t—p—1 fols

o L’étiquette (p,t) du systéme de réécriture SgrandDyck1 correspondant a une permutation w

sur [n] de Uun quelconque des trois arbres de génération vérifie
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Sn(1234,1243,1423,4123)

S,(1324,1342,1432,4132)

5.(2134,2143,2413,4213)
1

*
—1
|
5,(2314,2413,3412,3421)

5,(2314,2413,3142,3241)
1

*
—1
|
5,(1342,2413,2431,3142)

‘Mots de GD. > de longueur 2n — 2‘
S, (1234, 1324, 2134, 2314
S, (1234,2134, 2314, 3124
S,(1324,2134, 2314, 3124
S,(1324,2134, 3124, 3214
S,(1324,2314, 3124, 3214
S,(1342,2341, 3142, 3241

i
~1
*

|
Sn(3124,3142,3214,3241)

Sn(1324,1342,2314,2341) ‘Sn(1342,2341,2431,3241)

e | e | e | e | — | —

Figure 4.2 Schéma des bijections entre mots de G'D. >z et plusieurs ensembles de permutations a
motifs exclus.
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— p=7"Yn) pour 7 € T(2134,2143,2413,4213),

p=min{t:7(i) < 7(¢+ 1)} (oup=mnsim=mnn—-1y...1) pour 7 € T(1234,1243,
1423, 4123),

— p=mazd(m) pour T € T(1324,1342,1432,4132),

t est le nombre de sites actifs de 7.

L étiquette (0) indique pour sa part que la permutation correspondante n'a aucun site actif.

15 —=<=
(25 —<=
(0)
0)
(15 —=<=
(25 —<=
(35 —==
0)

(1.4

(1,3) 2,4)

15 —=<=
(25 —<=
(0)
(0)

15 —=<=
(25 ——=
(35 —==
(0)

15 —=
(25 —<=
(35 —==
45 —=

(1.2
()

(2,3 2,9

(34

AAMN N A

Figure 4.3 Arbre de dérivation du systeme de réécriture Sgrandpycki -

Lemme 4.8 Les permutations de S, (2134,2143,2413,4213) [resp. 5,(1234,1243,1423,4123) et
Sn(1324,1342,1432,4132)] ont soit tous leurs sites actifs, soit aucun lorsqu’elles contiennent
une sous-suite de type 213 [resp. 123 et 132].

Preuve 1l suffit de remarquer que {2134,2143,2413,4213} = {213 LW 4} [resp. {1234,1243,1423,
4123} = {123 LI 4} et {1324, 1342, 1432, 4132} = {132 LU 4}]. O

Preuve de la proposition 4.7. Compte-tenu du lemme précédent, nous pouvons utiliser les travaux
de J. West [110] qui a montré que les arbres de génération T'(213), T'(123) et T'(132) sont caractérisés
(1)

() ~ 1,@2),....(f+1)

f est identique & celle que nous donnons pour le parameétre p de I’étiquette (p,t) dans notre systéme de

par le systéme de réécriture pour lequel I'interprétation de I’étiquette

réécriture (en fait, f =p+1).
Soit # une permutation appartenant & I’arbre de génération T'(2134, 2143, 2413, 4213) [resp. T'(1234,
1243, 1423, 4123) et T(1324, 1342, 1432, 4132)].
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Si w appartient & 7'(213) [resp. T'(123) et T(132)], son étiquette est (p,?) et elle engendre p+1 permutations
appartenant & 7'(213) [resp. T(123) et T'(132)] ayant un site actif supplémentaire : leurs étiquettes sont
done (1,t4+1),(2,t+1),...,(p+ 1,t +1). De plus, m engendre ¢ — (p + 1) permutations n’appartenant
pas & T(213) [resp. T(123) et T(132)]; elles ont donc toutes (0) pour étiquette.

Dans le cas ol la permutation 7 n’appartient pas & T(213) [resp. 7(123) et T(132)], son étiquette est (0)

et elle n’engendre aucune permutation.

Remarquons que la permutation 1 a bien pour étiquette (1,2). O
Proposition 4.9

o Le systéme de réécriture SgrondDyckz (V0Ir figure 4.4) caractérisant les arbres de génération
T(2314,2413,3412,3421) et T(2314,2413,3142,3241) est
(4,2)
(A, 1)
(B.1)
(C51)

o L’étiquette (X,t) du systéme de réécriture SgrandDycke correspondant a une permutation

(B,3),(B.4),....(B,t+1),(A,1+1)
(B,3),(B,4),....(B,1),(C.1),(A,1)
~ (C,2),(C,3),. . (Cot+ 1)

[avd
[avd

7 sur [n] de 'un quelconque des deux arbres de génération vérifie

— X = A si le dernier site est actif et m1(n) = n,
— X = B si le dernier site est actif et 7(n) # n,

— X = C sgile dernier site est inactif,

t est le nombre de sites actifs de 7.

Lemme 4.10 Pour une permutation © de S,(2314,2413,3412,3421), nous avons les propriétés

suivantes.
(i) Les premier et avant-dernier sites et celui situé a gauche de n sont actifs.
(ii) Le dernier site est actif si et seulement si ™ appartient a 5,(231).

(iii) Tous les sites a droite de n jusqu’a lantépénultiéme sont inactifs.

(iv) Les autres sites sont actifs si et seulement si tous les éléments situés a leur gauche sont

inférieurs a tous ceux situés a leur droite et a la gauche de n.

(v) Linsertion de l’élément n+1 dans l'un des sites actifs a gauche de n laisse dans le méme

€tat tous les sites situés a gauche de n + 1 dans la permutation obtenue.
Preuve

e (i) résulte de la forme des motifs exclus. En particulier, ’avant-dernier site est toujours actif car
seul le motif 2314 pourrait 'inactiver par une sous-suite (i1 )w(i2)w(é3) de type 231 formée sur les
n — 1 premiers éléments de 7; mais alors la sous-suite w(iy)m(iz)w(i3)m(n) est de 'un des types
2413, 3412 ou 3421, ces motifs étant tous exclus.
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Figure 4.4 Arbre de dérivation du systeme de réécriture Sgrandpyck2-

ii) résulte du motif 2314 interdit et de la forme des trois autres.

iil) permet d’éviter les motifs 3412 et 3421 & partir de la sous-suite nw(n — 1) (n).

iv) résulte de la forme du motif exclu 2413.

(
(
(
(

v) résulte de la forme des motifs exclus.

Pour des raisons analogues, nous obtenons le résultat suivant.

Lemme 4.11 Pour une permutation © de S,(2314,2413,3142,3241), nous avons les propriétés

suivantes.

(i) Le premier site et ceux entourant n sont actifs.

(ii) Le dernier site est actif si et seulement si ™ appartient a 5,(231).
(iii) Les autres sites situés a droite de n sont inactifs.

(iv) Les autres sites sont actifs si et seulement si tous les éléments situés a leur gauche sont

inférieurs a tous ceux situés a leur droite et a la gauche de n.

(v) Linsertion de l’élément n+1 dans l'un des sites actifs a gauche de n laisse dans le méme

€tat tous les sites situés a gauche de n + 1 dans la permutation obtenue.

Preuve de la proposition 4.9. Clairement, dans les deux arbres de génération des permutations, la
permutation 1 doit étre étiquetée (A, 2) (elle engendre les deux permutations 12 et 21).
Soit m une permutation de S,(2314, 2413, 3412, 3421) [resp. S, (2314, 2413, 3142, 3241)] d’étiquette (X, 1).
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o X = A.

— Insertion dans I'un des sites actifs autre que le dernier.

¢ gite actif de @, pour

Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le *™
tout i € [t — 1].
Le dernier site reste actif.
L’étiquette de v est alors (B, + 2).
— Insertion dans le dernier site.

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (A, ¢ + 1).
e X =25.

— Insertion dans I'un des sites actifs autre que les deux derniers sites actifs.

¢ gite actif de @, pour

Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le *™
tout i € [t — 2].
Le dernier site reste actif.
L’étiquette de v est alors (B, + 2).

— Insertion dans I’avant-dernier des sites actifs.
La sous-suite n(n+1)m(n) est de type 231 et inactive le dernier site.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (C,1).

— Insertion dans le dernier site.
Le site & gauche de m(n) [resp. a droite de n] s’inactive car la sous-suite n(n+2)w(n)(n+1) est
de type 2413.

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (A,1).
e X =C.

— Insertion dans I'un des sites actifs autre que le dernier site actif.

¢ gite actif de @, pour

Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le *™
tout i € [t — 1].
A droite de n + 1, seul "avant-dernier site [resp. le site & droite de n + 1] reste actif.
L’étiquette de v est alors (C, i+ 1).

— Insertion dans le dernier site actif.
Tous les sites actifs & gauche de n restent actifs et les deux sites entourant n 4+ 1 sont actifs.

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (C, ¢+ 1).

Proposition 4.12 Un arbre de génération des mots de GD. (voir figure 4.5) est
£
15 ~ ZZ,
2z
d'Tw' ~ 2T T T pour tout i € [0,14 1]
ot € est le mot vide, | >0, v € {2,Z} et Z = z.

Preuve Cet arbre de génération est construit de maniére analogue & celui obtenu pour les mots de

parenthéses en s’intéressant a leur distribution suivant la hauteur initiale (exemple 2.6). O
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Figure 4.5 Arbre de génération des mots de G D, =.

Proposition 4.13

o Le systéme de réécriture SgrondDycks (voir figure 4.6) caractérisant cet arbre de géné-
ration des mots de GD,z et les arbres de génération T(1342,2413,2431,3142), T(1234,
1324,2134,2314), T(1234, 2134, 2314, 3124), T (1324, 2134, 2314, 3124), T(1324, 2134, 3124,
3214), T(1324, 2314, 3124, 3214) et T(1342, 2341, 3142, 3241) est

{ (0)
() ~ (1),(1),(2),....00+ 1)
o L’étiquette (1) du systéme de réécriture Sgrandpycks est telle que

l

— le mot de GD, 3 est de la forme w = z'Tw’ avec x € {z,Z} et Z = z,

— 142 est le nombre de sites actifs d’une permutation de ['un quelconque des sept arbres

de génération.
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Figure 4.6 Arbre de dérivation du systeme de réécriture SgrandpDycks caractérisant notamment
les mots de G D, =.

Lemme 4.14 Pour une permutation de S,(1342,2413,2431,3142), nous avons les propriétés

suivantes.
(i) Les premier et dernier sites sont actifs.
(ii) Les autres sites actifs sont soit tous situés a gauche de n, soit tous situés a droite de n.

(11i) Un site est actif si et seulement si tous les éléments situés a sa gauche sont soit inférieurs,

soit supérieurs a tous ceux situ€s a sa droite.

Preuve

e (i) résulte de la forme des motifs exclus.

e (ii). Supposons qu’un site situé & gauche [resp. droite] de n soit actif, excepté le premier [resp.
dernier]. Alors, tous les sites a droite [resp. gauche] de n sauf le dernier [resp. premier] sont inactifs
a cause de la sous-suite w(1)n(n+1yw(n) [resp. #(1)(n+1nz(n)] de type 1342 [resp. 2431].

o (iil).
Considérons un site actif autre que les premier et dernier. Si I’élément n est situé & droite [resp.
gauche] de ce site, alors, pour éviter les motifs 2413 et 2431 [resp. 3142 et 1342], tous les éléments
a gauche de ce site doivent étre inférieurs [resp. supérieurs] & tous ceux & sa droite.
Soit k € [n] tel que les k premiers [resp. derniers] éléments de 7 forment une permutation de [k] et
donc que les n — k derniers [resp. premiers] éléments de 7 forment une permutation de [k + 1,n].
L’activation du site situé a droite du k"¢ [resp. (n — k)éme] élément de 7 ne peut créer que des
sous-suites de type 1234, 1324, 2134, 2314, 3124, 3214, 1243, 2143, 1423, 1432, 4123, 4132, 4213,
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4231, 4312, 4321 [resp. 1234, 1324, 2134, 2314, 3124, 3214, 2341, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132, 4213,
4231, 4312, 4321] dont aucune n’est & exclure.

a

Lemme 4.15 Si une permutation © appartenant a S,(1234,1324,2134,2314), [resp. 5,(1234,
2134,2314,3124), S,(1324,2134,2314,3124), S,(1324,2134,3124,3214), S,(1324,2314,3124,
3214)] a l + 2 sites actifs dans Uarbre de génération correspondant, alors ses |+ 2 premiers sites
sont actifs et le type la sous-suite 7(1)w(2)...7(l + 1) appartient a S;4+1(123,132,213,231) =
{d+ 1. 1,0+ 1)l...312} [resp.  S131(123,213,231,312) = {d + Dl... 1,10 + 1)l...2},
Si11(132,213,231,312) = {12...0+1),d+Dl...1}, Si11(132,213,312,321) = {12...(0+1),
23 ...+ 1)1}, Spp1(132,231,312,321) = {12...(+1),2134 .. .(+1)}].

De plus, pour une permutation de S,(1324,2314,3124,3214), le site situé a droite de n est actif.

Preuve Les motifs exclus étant des permutations de S; ayant 4 pour dernier élément, lorsqu’un site
est inactif, tous ceux a sa droite sont également inactifs. De plus, les trois premiers sites sont actifs.

R. Simion et F.W. Schmidt [95] ont montré que | S, (71, T2, 73, T4)| = 2 pour tout n > 2 lorsque 71, 72, T3, T4
sont des permutations de Ss différentes deux & deux et vérifiant {123,321} ¢ {71, 72, 73, 7a}. Il est alors

aisé de caractériser les deux permutations a motifs exclus des ensembles correspondants. O
Lemme 4.16 Une permutation de S,(1342,2341,3142,3241) vérifie les propriétés suivantes.
(i) Les premier, deuziéme et dernier sites sont actifs.
(ii) Les autres sites a droite de n sont inactifs.

(1ii) L’insertion de [’élément n+1 dans l'un des sites actifs a gauche de n laisse dans le méme

€tat tous les sites situés a gauche de n + 1 dans la permutation obtenue.

Preuve

e (i) et (iii) résultent de la forme des motifs exclus.
e (ii). Autrement, la sous-suite n7(7~1(n) + 1)(n+1)m(n) serait de type 3142 ou 3241 et la sous-suite
1

7(1)n(n+1Dym(n) serait de type 1342 ou 2341.

O
Preuve de la proposition 4.13. Pour les mots de GD, =, le résultat se déduit immédiatement de la
proposition 4.12 définissant I’arbre de génération de ces mots.
Considérons maintenant le cas des permutations a motifs exclus. Clairement, I’étiquette de la permutation
1 doit étre (0) dans tous les cas. Soit # une permutation de I’'un quelconque des arbres de génération des

permutations ayant pour étiquette (/).

e 7€ 5,(1342,2413,2431,3142).
Il nous suffit de considérer le cas ou les [ sites actifs autres que les premier et dernier sites sont a

gauche de n. En effet, dans le cas contraire, I’étude de 7* se raméne au cas considéré.
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— Insertion dans le premier site.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (1).
— Insertion dans I'un des sites actifs autre que les premier et dernier sites.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le i€ site actif de =, pour
tout ¢ € [2,{+ 1].
L’étiquette de v est alors (i — 1).
— Insertion dans le dernier site.

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ({ 4+ 1).
o 7 € 5,(1234,1324,2134,2314).

— Insertion dans le premier site.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ({ 4+ 1).
— Insertion dans le deuxieme site.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (1).
— Insertion dans I'un des sites actifs autre que les deux premiers sites.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le i¥™¢ site de =, pour tout
i€[3,1+72].
L’étiquette de v est alors (i — 2).

o € S,(1234,2134,2314, 3124).
Le type des [ 4+ 1 premiers éléments de m est ([+1)...1 [resp. 1d+1)l...2].

— Insertion dans le premier site.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ({ + 1) [resp. (1)].
— Insertion dans le deuxieme site.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (1) [resp. ({ + 1)].
— Insertion dans I'un des sites actifs autre que les deux premiers sites.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le i¥™¢ site de =, pour tout
i€[3,1+72].
L’étiquette de v est alors (¢ — 2) [resp. (¢ — 2)].

o € S,(1324,2134,2314, 3124).
Le type des [ 4+ 1 premiers éléments de  est 12...(+1) [resp. ((+1)l...1].

— Insertion dans le premier site.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (1) [resp. ({ + 1)].
— Insertion dans le deuxieme site.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (1) [resp. (1)].
— Insertion dans I'un des sites actifs autre que les deux premiers sites.
Soit v la permutation obtenue en insérant 1’élément n + 1 dans le 7°7¢
i€[3,1+72].
L’étiquette de v est alors (¢ — 1) [resp. (¢ — 2)].

site de 7, pour tout

o € S,(1324,2134,3124,3214).
Le type des [ 4+ 1 premiers éléments de m est 12...(l+1) [resp. 23...d+11].

— Insertion dans le premier site.

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (1) [resp. (1)].
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— Insertion dans I'un des sites actifs autre que les premier, avant-dernier et dernier sites actifs.

Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le :¥7¢
ie[2,1].

L’étiquette de v est alors (¢ — 1) [resp. (¢ — 1)].

site de m, pour tout

— Insertion dans I’avant-dernier site actif.

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ({) [resp. ({ 4+ 1)].
— Insertion dans le dernier site actif.

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors ({ 4 1) [resp. ({)].
o € S,(1324,2314,3124,3214).

— Insertion dans le premier site.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (1).
— Insertion dans I'un des sites actifs autre que le premier site.

Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le :¥7¢

ie2,0+2).
L’étiquette de v est alors (i — 1).

site de m, pour tout

o 7€ S5,(1342,2341,3142, 3241).

— Insertion dans le premier site.

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (1).
— Insertion dans I'un des sites actifs autre que le premier site.

Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le i¥™¢
tout ¢ € [2,{+ 2].

L’étiquette de v est alors (i — 1).

site actif de «, pour

Proposition 4.17

o Le systéme de réécriture SgrondDycka (V0Ir figure 4.7) caractérisant les arbres de génération
T(3124,3142, 3214, 3241) et T(1324, 1342, 2314, 2341) est
(4,2)
(A,t) ~ (B,2),(B,3),....(B,t—1),(A,t4+1),(A,t+1)
(B,t) ~ (B,2),(B,3),....(B,t+1)

o L’étiquette (X,t) du systéme de réécriture SgrandDycka correspondant a une permutation

7w de 'un quelconque des deux arbres de génération vérifie
— X = A si tous les sites sont actifs,
— X = B sinon,
— t est le nombre de sites actifs de .
Lemme 4.18 Une permutation © de S,(3124,3142,3214,3241) vérifie les propriétés suivantes.

(i) Tous les sites sont actifs si el seulement si 71 (n) > n — 1.
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Figure 4.7 Arbre de dérivation du systeme de réécriture Sgrandpycka-

(ii) Sin Y (n) < n—2, tous les sites situés ¢ gauche et @ droite de m(x~1(n)+ 1) sont respec-

tivement actifs et inactifs.

Preuve D’aprés la forme des motifs exclus, le site situé a droite de n est actif et aucun des motifs
exclus ne peut inactiver le dernier site si 7(n — 1) = n.

Ensuite, si 771(n) < n — 2, le site & droite de w(7~1(n) + 1) est inactif car autrement la sous-suite
nr(r71(n) + 1)(n+1)m(n) serait de type 3142 ou 3241.

Enfin, tous les sites & droite d’un site inactif sont également inactifs. En effet, d’une part cela est immédiat
8’il est inactivé par 3124 ou 3214, et, d’autre part, s’il est inactivé & cause d’une sous-suite (i1 )m(iz)
(m+1ym(iz) de type 3142 [resp. 3241], alors la sous-suite m(i1)w(é2)7(iz)(n+1) serait de type 3124 [resp.
3214]. O

Lemme 4.19 Pour une permutation = de S,,(1324,1342,2314,2341), soit p € [0,n—1] I’élément
mazimum tel que 7(1)w(2)...7(p) = n(n—1)...(n + 1 — p). Alors, nous avons les propriétés

suivantes.
(i) Tous ses sites sont actifs si et seulement si 7(n) =n — p.
(ii) Sit=n"Yn— p) appartient a |p+ 1,n[, seuls les t premiers sites de ™ sont actifs.

Preuve Tout d’abord, tous les sites & droite d’un site inactif sont également inactifs. En effet, d’une part
c’est évident s’1l est inactivé par 1324 ou 2314, et, d’autre part, s’il est inactivé & cause d’une sous-suite
w(i1)m(i2)(n+ ym(iz) de type 1342 [resp. 2341], alors la sous-suite w(iy)m(iz)w(é3)(n+1) serait de type
1324 [resp. 2314].
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Ensuite, tous les sites & gauche de n — p sont actifs. Autrement, soit il existerait une sous-suite
7(i1)m(i2)7(i3)(n+1) de type 1324 ou 2314 avec i3 < 771 (n — p) de sorte que, comme i; > p, la sous-suite
7 (i1)m(i2)w(iz)(n — p) serait du méme type, soit il existerait une sous-suite (i1 )m(iz)(n+1)7(iz) de type
1342 ou 2341 avec iz < 7~ 1(n — p) de sorte que, comme i1 > p, les sous-suites 7(i1)m(iz)(n — p)w(iz) et
7 (i1)m(i2)w(iz)(n — p) seraient respectivement du méme type et de type 1324 ou 2314.

Enfin, les sites & droite de n—p sont inactifs si 7= (n—p) < n puisque la sous-suite 7(p+1)(n—p)(n+Lym(n)
est de type 1342 ou 2341; par contre, le dernier site est actif si #(n) =n —p. O
Preuve de la proposition 4.17. La permutation 1 ayant ses deux sites actifs dans les deux arbres de

génération des permutations, son étiquette est (4, 2).
Soit m une permutation de S, (1342, 2341, 3142, 3241) [resp. S, (1324, 1342, 2314, 2341)] d’étiquette (X, 1).

o X = A.

— Insertion dans I'un des n — 1 premiers [resp. du deuxiéme & avant-dernier] sites de 7.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le i [resp. (i + 1)ém€] site
de 7, pour tout i € [t — 2] = [n — 1].
L’étiquette de v est alors (B,i+ 1).
— Insertion dans I’avant-dernier [resp. premier] site de 7.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (A, ¢ + 1).
— Insertion dans le dernier site de 7.

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (A, ¢ + 1).
e X =25.

— Insertion dans I'un des ¢ — 1 premiers [resp. du deuxiéme au $*7¢] sites de 7.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le i [resp. (i + 1)ém€] site
de 7, pour tout i € [t —1].
L’étiquette de v est alors (B,i+ 1).

— Insertion dans le dernier [resp. premier] site actif de .

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (B,t + 1).

Proposition 4.20

o Le systéme de réécriture SGrandDycks (voir figure 4.8) caractérisant Uarbre de génération
T(1342,2341,2431,3241) est
(0,2)
(p,t) ~ (t=p—1,1=p+1),(0,2),(0,2),...,(0,2),(p,p+3),(p,p+4),....(p, 1 + 1)

p fols

o L’étiquette (p,t) du systéme de réécriture SgrandDycks correspondant a une permutation w
de Uarbre de génération vérifie
- p=0sin(l)=1,
— p+ 1 est le nombre de sites actifs situés a gauche du dernier élément de © inférieur

a (1) sinon,
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— t est le nombre de sites actifs de .

(1.3)
0.2
(1.4)

(1.3

(1.3

13 0,2 ©0.3)

(24
0.2
()
(1.5

(1.4)

0.2
(1.3
0.2
()
(25

(24)

(24
0.3)
04

(0,3) (0,3)

(3.5
6.3
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()

04
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Figure 4.8 Arbre de dérivation du systeme de réécriture Sgrandpycks-

Lemme 4.21 Une permutation © de S,(1342,2341,2431,3241) vérifie les propriétés suivantes.
(i) Les premier et dernier sites sont actifs.
(ii) Si (1) # n, tous les sites a droite de n jusqu’a l'avant-dernier sont inactifs.

(iii) A droite du dernier élément de 7 inférieur a (1) # 1, un site est actif si et seulement si

tous les €léments a sa gauche sont inférieurs a tous ceuxr a sa droite.

Preuve

e (i) résulte de la forme des motifs exclus.

(
(ii). Autrement, la sous-suite w(1)n(n—+1)yw(n) serait de type 1342 ou 2341.

o (iil).

Si un tel site est inactif, en raison d’une sous-suite 7(¢)7(j)(n+1)w(l) de type 1342, 2341, 3241, ou
d’une sous-suite w(j)(n+1yw(k)w(!) de type 2431, alors 7(j) > w({) et w(j) [resp. w(I)] est & gauche

[resp. droite] du site inactif.

Soient w(j) et w(!) deux éléments respectivement & gauche et & droite du site considéré, avec
7(j) > w(l); comme w(l) > w(1), le site est inactif car la sous-suite w(1)w(j)(n+1yw(l) serait de
type 1342.

Preuve de la proposition 4.20. L’étiquette de la permutation 1 doit étre (0, 2).
Soit 7 une permutation de S,(1342,2341,2431,3241) d’étiquette (p,1).
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e Insertion dans le premier site.
Soit v la permutation obtenue en insérant 1’élément n + 1 dans le premier site de .
Le deuxiéme site de y est actif. Les p sites actifs de 7, du deuxiéme au (p + 1)ém€, deviennent
inactifs pour v a cause de la sous-suite nw(1)(n+ 1)e de type 3241 on e est le dernier élément
inférieur & 7(1). Les £ — p — 1 derniers sites actifs de 7 restent actifs dans ~.
L’étiquette de v est alors (t —p—1,t —p+1).
e Insertion dans I’un des sites actifs & gauche du dernier élément inférieur & 7(1) autre que le premier
site.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le :¥7¢
ie2,p+1].

Les sites & gauche de n+1 dans v, excepté le premier, sont inactifs car la sous-suite w(1)(n+2)(n+1)e

site actif de 7, pour tout

est de type 2431 ol e est le dernier élément inférieur a w(1).
L’étiquette de v est alors (0, 2).
e Insertion dans I'un des sites actifs & droite du dernier élément inférieur & =(1).
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le :¥7¢
i€p+ 2,14

Les sites & gauche de n + 1 dans v sont inchangés car aucune sous-suite n’est de type 2431.

site actif de 7, pour tout

L’étiquette de v est alors (p,i+ 1).

O
Preuve du théoreme 4.6. 1l résulte des propositions 4.7, 4.9, 4.13 et 4.17 et des opérations de symé-

trie par miroir et inverse, comme le montre la figure 4.2. Il nous reste & prouver (analytiquement) que

|S,(1342,2341,2431,3241)| = (2”_2). Nous déduisons du systéeme de réécriture Sgrandpyers les récur-

n—1

rences suivantes.

In,(0,2) = ZZ:B 23;12 q-9n—1,(¢u) POUT tout n > 1

In (t-2,6) = ZZ-':—é_tgn—l,(u,u+t—1) pour tout n > 2 et ¢t > 2

In,(p,t) = > In—1,(pu) pour tout n >2et 0 < p<t—2

In = Y0 9n) pour tout n > 1

91,(0,2) =1

g1.#£002 = 0
Des calculs simples permettent de vérifier que g, (, ¢) = (Znn__ZS_t) pourtout n >3et0<p<t—2<n—1
et que g, = (Zn"__lz) pour tout n > 1. O

4.3 Nombres de Motzkin

Les nombres de Motzkin [75], dont les premiéres valeurs sont 1,2,4,9,21,51,..., apparais-
sent dans de nombreux travaux en Combinatoire Enumérative comme par exemple ceux de
R. Donaghey [23, 24], R. Donaghey et L.W. Shapiro [25], J. Riordan [82], P. Hanlon [55].

Dans le contexte de nos travaux, S. Gire [45] a montré que les permutations de S,(321, 3142)
sont énumérées par les nombres de Motzkin en établissant une correspondance par isomorphisme
d’arbres de génération entre ces permutations et les arbres 1-2 distribués suivant le nombre

d’arétes.
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Nous prolongeons ici ces résultats de S. Gire en montrant qu’un autre ensemble de permuta-
tions et que deux ensembles d’involutions & motifs exclus sont caractérisés par le méme systeme
de réécriture que les arbres 1-2.

Enfin, nous nous intéressons aux permutations vexillaires introduites par A. Lascoux et
M.P. Schiitzenberger [69]. Ces permutations sont exactement celles pour lesquelles les partitions
associées aux tables d’inversion (ou codes de Lehmer) de la permutation et de son inverse sont
conjuguées. J. West [110] a montré que ces permutations, qui excluent le motif 2143 [72], sont
en correspondance avec celles excluant le motif 1234, ce qui a permis de déduire des travaux
d’T.M. Gessel [42] une formule les énumérant. Ici, nous conjecturons que les involutions vexillaires

sont énumérées par les nombres de Motzkin.

Théoréme 4.22 Les ensembles de permutations a motifs exclus S, (321, 3142), S,(231,4132), et
les ensembles d’involutions a motifs exclus 1,(3412), 1,,(4321), 1,,(1234), sont en correspondance

avec les arbres 1-2 ayant n arétes et les buissons ayant n — 1 arétes, et sont donc énumérés par

%] .
2 (21) ‘i

=0

le n®™¢ nombre de Motzkin

De plus, les ensembles I,,(2143) et 1,(1243) sont en bijection.

Conjecture 4.23 Les involutions vexillaires sur [n] sont énumérées par le n°™¢ nombre de

Motzkin et nous avons plus précisément

|1,,(2143)| = |1,,(1432)| = (") ¢i

‘Arbres 1-2 ayant n arétes‘ [45]
S,(321,3142) | [45]
‘Buissons ayant n — 1 arétes‘

S,(231,4132)

1,(3412) 1,(2143)| conjecture 4.23
1,(4321) 1,(1243)| conjecture 4.23
1
/
|
1,(1234) 1,(1432)| conjecture 4.23

Figure 4.9 Schéma des correspondances entre arbres 1-2, buissons et plusieurs ensembles de
permutations et involutions a motifs exclus.

Le schéma général de la preuve qui suit est donné par la figure 4.9 ol les ensembles regroupés

seront caractérisés par le méme systeme de réécriture.
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Proposition 4.24 (S. Gire [45])

o Le systéme de réécriture Spjorzkin1 (vOir figure 4.10) caractérisant Uarbre de génération
[45] des arbres 1-2 suivant le nombre d’arétes et Uarbre de génération T(321,3142) est

{ (2)
(t) ~ (1)7 (2)7 . '7(t - 1)7 (t + 1)
o [’étiquette (1) du systéme de réécriture Sprotzkin1 correspond au nombre de
— sommets de la branche droite ayant au plus un fils (sommets non doubles) pour larbre
1-2,
— sites actifs d’une permutation de 'arbre de génération T(321,3142).
@ — 0 — 3
o — @

@ — 9
@ ©)

(1)
@)
@ % P

)

¢

AMET AT ) A

Figure 4.10 Arbre de dérivation du systeme de réécriture Sasotzking -

Proposition 4.25

o Le systéme de réécriture Syrotskin1 caractérise Uarbre de génération T(231,4132) et les
arbres de génération des involutions par la méthode des points fives de I1,(3412) et de
1,(4321).

o [’étiquette (1) du systéme de réécriture Sprotzkin1 correspond au nombre de

— sites actifs dans le cas des permutations de S, (231,4132),
— points fizes actifs pour les involutions de 1,(3412) et 1,,(4321).

Lemme 4.26 Une permutation = de S,(231,4132) vérifie les propriétés suivantes.
(i) Le dernier site est actif.

(ii) Le k¢ site est actif si et seulement si m(k) = k et tous les éléments @ sa gauche [resp.

droite] sont inférieurs [resp. supérieurs] a k.
Preuve

e (i) résulte de la forme des motifs exclus.
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e (ii).
Si le k¢ site est actif, comme le motif 231 est interdit, nous avons {x(k), 7(k + 1),...,7(n)} =
[k, n]. Si w(k) > k, alors la permutation obtenue en activant le site situé & gauche de w(k) contien-

drait la sous-suite (n+1)w(k)k de type 321 ne faisant pas elle-méme partie d’une sous-suite de type

4132.
Siw(k)=ket {m(1),7(2),...,m(k—1)} = [k — 1], le motif 231 ne peut clairement pas inactiver le
ké™¢ site. Il en est de méme pour le motif 4132 car toute sous-suite (n+1)7w(iy)w(i2) de type 321

avec k < 7y fait partie d’une sous-suite (n+hkw(é1)w(i2) de type 4132,

Lemme 4.27 Une involution © de 1,(3412) [resp. 1,(4321)] vérifie les propriétés suivantes.
(i) L’involution n(1)x(2)...7(n)(n+1) appartient a I,11(3412) [resp. I,41(4321)].

(i) Un point fize j [resp. i] de © est actif si et seulement s’il n'existe pas de cycle (i, k) [resp.
(j, k)] de m avec i < j < k.

Preuve

e (i) résulte de la forme du motif exclu.
e (ii). En effet, I’activation du point fixe j [resp. é] engendrerait la sous-suite k(n+1)ij [resp. (n+1)kji]
de type 3412 [resp. 4321].

a

Remarque 4.28 Une correspondance directe entre les involutions de 1,(3412) et les mots du
langage de Motzkin P,z LU {y}* s’obtient en codant un point fize par la lettre y et le début et

la fin d’un cycle par respectivement les lettres x et T, deux cycles ne pouvant se chevaucher.

Preuve de la proposition 4.25. Tout d’abord, la permutation ou l’involution 1 a clairement pour
étiquette (2).
Soit 7 une permutation ou une involution de 'un quelconque des arbres de génération ayant pour étiquette
(t).

o 7€ S,(231,4132).

— Insertion dans I'un des sites actifs autre que le dernier site.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le i%™¢

tout i € [t — 1].
L’étiquette de v est alors (7).

site actif de «, pour

— Insertion dans le dernier site.

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (¢ + 1).
o 7 € I,(3412) [resp. 1,(4321)].

— Transformation d’un point fixe actif en un cycle.
Soit v l'involution obtenue en transformant le i*™¢ point fixe actif de 7 en un cycle avec
I’élément n + 1, pour tout ¢ € [t — 1].
L’étiquette de v est alors (¢) [resp. (¢ — ¢)].
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— Ajout d’un point fixe.
L’étiquette de 'involution ainsi obtenue est alors (¢ + 1) [resp. (¢ + 1)].

Proposition 4.29 Un arbre de génération des mots de P, z\{{z, T} vawzz{z,T}* 1w € P, 7}

codant les buissons (voir figure 4.11) est

TTTT
{ WIWg . e W~ WIW . Wi BW Wit .. WETE pour tout 1 € [t — 1)U {t + 1}
ot les w; sont des mots de parenthéses premiers, pour tout 1 € [t].

_ - XX XX XX XX XX
XXXXXX ——————  XXXXXXXX —— - _
XX XX XX XX XX

vV XXXXXXXX —— XXXXXXXXXX

- XX XX XX XX XX
_ KXXXXXRX —

XXX XXX XX XX XX XX XX

XX XX XX XX XX

- _ XX XX XX XX XX

MR A

XX XX XX XX XX

Figure 4.11 Arbre de génération des mots codant les buissons.

Cet arbre de génération des buissons, du fait de sa construction, est clairement caractérisé

par le systeme de réécriture Sasorskind-

Nous allons maintenant caractériser les ensembles d’involutions ,,(2143) et 1,,(1243) & 'aide

des deux systemes de réécriture suivants.

Lemme 4.30 Le systéme de réécriture Sprorzkinz (voir figure 4.12) donné par

(1)

(t) ~ (t+1)
B (2,04 1), (Bt 4 1), (T4 1t 4 1)
(p,t) ~ (p,p)

2
A (2,64 1),(3,t+ 1), . (p+ L+ 1), (1), (pt—1), ..., (p,p+ 1)
et le systéme de réécriture Syroppina (vOIr figure 4.13) défini par
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(1)~ (2
2 (3)
(1)~ (1)
2 (t42),(2,t+1),(3, 6+ 1), ..., (t,t+ 1) pour tout t > 2
(p, 1) ~ (p,p)
X (pH L+ 1), (2,4 1), 3,0+ 1), (pot+ 1), (p, 1), (ot — 1), (pap+ 1)

sont équivalents dans le sens ou les arbres de dérivation qu’ils engendrent possédent des étiquettes

identiques a chaque niveau.

(€3]

(€3]

Figure 4.13 Arbre de dérivation du systeme de réécriture Sasoszking-

a transformation de Sprotzkin2 €0 Sarotzrina S effectue en remplagant pour tout z
Preuve Lat i tion de S S “effect placant p tout z > 1

o laregle (z+1) ~ (x+2) parlaregle (r) 2 (x+2) ,
o laregle (z) 2 (x+1,z+1) parlaregle (z+1) ~ (z+1z+1).

Les autres régles sont conservées. O
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Proposition 4.31

o L’arbre de génération des involutions de 1,(2143) [resp. 1,(1243)] par la méthode récur-

rente est caractérisé par le systéme de réécriture Syrotzkina [T€SD- ShMotzkin2']-

o Les étiquettes (1) et (p,t) du systéme de réécriture Sajotzkinz [T€SP. ShMotzkina'] coOTrespon-

dant & une involution © sur [n] de Uarbre de génération vérifient

—p=min{d : 7(d — 1) > 7(d)} [resp. min{m : 7(m — 1) < 7w(m)}] pour = € I,(2143)
[resp. 1,(1243)] et @ # 12...n [resp. n(n—1)...1],

— t est le nombre de sites actifs de w, c’est a dire le nombre d’involutions respectivement
de I,,42(2143) [resp. I,,42(1243)] obtenues a partir de .

Lemme 4.32 Une involution © de 1,(2143) [resp. 1,(1243)] d’étiquette (t) ou (p,t) définie

conformément a la proposition 4.31 vérifie les propriétés suivantes.
(i) L’involution n(1)x(2)...7(n)(n+1) appartient a I,11(2143) [resp. I,41(1243)].

(ii) Les sites de lUinvolution 12...n [resp. n(n —1)...1], qui appartient a 1,(2143) [resp.
1,(1243)] pour tout n > 0, sont tous actifs.

(iii) L’involution 7 # 12...n [resp. n(n—1)...1] a pour étiquette (p,t). Ses p premiers sites

sont actifs et le dernier site est inactif.

(iv) Sim #12...n [resp. n(n—1)...1] a pour étiquette (p,t), Uajout du point fize (n + 1) ou
Uinsertion d’un cycle (k,n 4 2) avec k > p dans Uun des sites actifs de © inactive, dans
Uinvolution v ainsi obtenue, tous les sites situés entre y(p) et n+ 1 ou entre v(p) et n+ 2.
Sim#12...n [resp. n(n—1)...1], Uinsertion d’un cycle (k,n+2) dans l'un des sites actifs
de 7 laisse dans le méme €tat tous les sites situés a droite de n + 2 dans involution ~

ainsi obtenue.

Preuve

e (i) et (ii) résultent de la forme du motif exclu.
o (iil).
— Etudions linvolution sur [n + 2] obtenue en insérant le couple (i,n + 2) avec ¢ € [p] en

incrémentant d’une unité les éléments de 7 supérieurs ou égaux a ¢.
Les éléments & gauche de I’élément n + 2 forment toujours une sous-suite croissante [resp.
décroissante] ce qui interdit & n + 2 de jouer le role de 4 dans le motif 2143 [resp. 1243].
Par définition, nous avons #(1) < 7(2) < --- < w(p — 1) > #(p) [resp. #(1) > 7(2) >
-+ > a(p—1) < w(p)]. Comme 7 est une involution, nous avons 7= 1(1) < 771(2) < -+ <
7 p—1) > 77 p) [resp. #71(1) > 771(2) > - > 7 Yp—1) < 77 1(p)]. Cela interdit &
i de jouer le role de 3 dans le motif 2143 [resp. 1243] puisque tous les éléments inférieurs a ¢

forment une sous-suite croissante [resp. décroissante].
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— Le dernier site est inactif car autrement la sous-suite w(1)7(p)(n+2)(n+1) serait de type 2143
[resp. 1243].

o (iv).

— En effet, la sous-suite v(1)y(p)(n+1) ou y(1)y(p)(n+2) de type 213 [resp. 123] et inactive les
sites & droite de y(p) et ceux & gauche de n+ 1 ou n 4+ 2.

— Sile I*™ site de v avec | > k est inactif, le (- 1)ém€ site de 7 ’est également. En effet, le seul
cas & considérer serait I’existence d’une sous-suite ¥ (i1)yT (i2)(n+4Hk ou v¥ (i1)y T (i2)(n+3)l
avec iy < [ ou is < k qui soit de type 2143 [resp. 1243], ou v¥(j) = 7(j) ou v(j) + 1 selon que
¥(j) < lou > 1. Dans ce cas, la sous-suite (41 )y(i2)(n+2)({—1) serait du méme type.

Preuve de la proposition 4.31. Clairement, I’étiquette de I'involution ¢ est (1).

Soit 7 une involution de I’'un des arbres de génération par la méthode récurrente.

o T e 1,(2143).

— m=12...n a pour étiquette () avec t = n + 1.
* Ajout d’un point fixe engendrant I'involution 12...(n+1).
L’étiquette de 'involution ainsi obtenue est alors (¢ + 1).
# Insertion dans I'un des sites actifs.
Soit v l'involution obtenue en insérant le cycle (i,n + 2) dans le i®™¢
i€ [t].
L’étiquette de v est alors (¢ + 1,¢+ 1).

site de 7, pour tout

— m#12...n a pour étiquette (p,1).
* Ajout d’un point fixe engendrant I'involution #(1)7(2)...w(n)(n+1).
L’étiquette de 'involution ainsi obtenue est alors (p, p).
* Insertion dans ’'un des p premiers sites.

Soit v l'involution obtenue en insérant le cycle (i,n + 2) dans le i®™¢

i € [p].
L’étiquette de v est alors (¢ + 1,¢+ 1).
* Insertion dans I’'un des ¢t — p derniers sites actifs.

site de 7, pour tout

Soit v l'involution obtenue en insérant le cycle (i, n + 2) dans le 7¢™¢

tout ¢ € [p+ 1,1].
L’étiquette de v est alors (p,p+ 1+1¢ —1).

site actif de 7, pour

o 7€ I,(1243).

— 7 = ¢ a pour étiquette (1).
Elle permet d’engendrer les involutions 1 d’étiquette (2) et 21 d’étiquette (3).
— 7 =nmn—1)...1 a pour étiquette () avec t = n + 1, pour tout n > 0.
* Ajout d’un point fixe engendrant I'involution n(n—1y...1(n+1).
L’étiquette de 'involution ainsi obtenue est alors (¢,1).
* Insertion dans le premier site (engendrant I'involution (n+2)n+1)...1).
L’étiquette de 'involution ainsi obtenue est alors (¢ + 2).
* Insertion dans 'un des sites actifs autre que le premier site.

€

Soit v l'involution obtenue en insérant le cycle (i,n + 2) dans le i®™¢ site de 7, pour tout
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i€[2,1].
L’étiquette de v est alors (¢, + 1).
— m#nmn—1)...1 a pour étiquette (p,1).

* Ajout d’un point fixe engendrant I'involution #(1)7(2)...w(n)(n+1).
L’étiquette de 'involution ainsi obtenue est alors (p, p).

* Insertion dans le premier site (engendrant I'involution (n4+2)(x(1)+1)(x(2)+1) ... (w(n)+1)1).
L’étiquette de 'involution ainsi obtenue est alors (p 4+ 1,4 1).

* Insertion dans I’'un des p premiers sites autre que le premier site.

€

Soit v l'involution obtenue en insérant le cycle (i,n + 2) dans le i®™¢ site de 7, pour tout

i €[2,p].
L’étiquette de v est alors (¢, + 1).
* Insertion dans I’'un des ¢t — p derniers sites actifs.

€

Soit v I'involution obtenue en insérant le cycle (¢,n + 2) dans le i*™¢ site actif de 7, pour

tout ¢ € [p+ 1,1].
L’étiquette de v est alors (p,p+ 1+1¢ —1).

Preuve du théoréme 4.22. 1l résulte des propositions 4.24, 4.25, 4.29 et 4.31.
De plus, les ensembles d’involutions I,,(4321) et I,(1234) sont en bijection puisque les tableaux de Young
standard correspondant a ces involutions par l'algorithme de Robinson-Schensted sont transposés I’'un de

Pautre. a

4.4 Nombres de Schroder

Les nombres de Schréder [90], dont les premieres valeurs sont 1,2,6,22,90,394, ..., sont liés
a I’énumération de nombreux objets combinatoires classiques. Ils apparaissent dans les travaux
de D.E. Knuth [62], G. Kreweras [66], D.G. Rogers [84], D.G. Rogers et L.W. Shapiro [86, 87],
D. Gouyou-Beauchamps et B. Vauquelin [50], L.W. Shapiro et A.B. Stephens [94]. Notons que,
parfois, les nombres 1,3,11,45,197,... sont également appelés nombres de Schréder.

Récemment, J. West [110, 112] a montré que les permutations excluant les deux motifs 2413
et 3142 sont énumérés par les nombres de Schroder. S. Gire [45] a pour sa part prolongé ce
résultat en montrant que ces permutations sont en correspondance avec celles excluant les deux
motifs 3124 et 3214 et avec les arbres 1-2 distribués suivant le nombre de sommets internes. Fn
fait, les arbres de génération de ces trois ensembles sont caractérisés par le méme systeme de
réécriture.
Nous montrons que huit nouveaux ensembles de permutations a motifs exclus ont des arbres de
génération également caractérisés par ce systeme de réécriture, et sont donc dénombrés par les

nombres de Schroder.

Théoréme 4.33 Les ensembles de permutations a motifs exclus S,,(1234,2134), 5,,(1324,2134),
S,(1324,2314), 5,(2134,3124), S,(2314,3124), S, (1342, 2341), S,(3142,3241), S, (3412, 3421),
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S.(2413,3142) et S,(3124,3214) sont en bijection avec les arbres 1-2 ayant n — 1 sommets

internes et sont donc énumérés par le (n — 1) nombre de Schréder

Proposition 4.34 (J. West [110, 112])

o Le systéme de réécriture Sschrsder (vOIr figure 4.14) caractérisant l'arbre de génération
T(2413,3142) est

{ (2)
(1) ~ (3),(4).,(1+ 1), (t+1)

o [’étiquette () du systéme de réécriture Ssenrsder correspond au nombre de sites actifs de

la permutation associée dans 'arbre de génération.
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Figure 4.14 Arbre de dérivation du systéme de réécriture Sgeprsd4er caractérisant notamment les
arbres 1-2 suivant le nombre de sommets internes.

Proposition 4.35 (S. Gire [45])

o Le systeme de réécriture Sseprsder caractérise Uarbre de génération [45] des arbres 1-2

suivant le nombre de sommets internes et 'arbre de génération T(3124,3214).

o [’étiquette (1) du systéme de réécriture Ssenrsder correspond au nombre de
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— mots premiers du mot de Schréder (ou mot de Motzkin) codant l'arbre 1-2 augmenté
de 2,

— sites actifs de la permutation associée dans 'arbre de génération.
Proposition 4.36

o Le systéme de réécriture Sgenrider caractérise les arbres de génération T(1234,2134),
T(1324,2134), T(1324,2314), T(2134,3124), T(2314,3124), T(1342,2341), T(3142,3241)
et T(3412,3421).

o [’étiquette (1) du systéme de réécriture Ssenrsder correspond au nombre de sites actifs de

la permutation associée pour ['un quelconque des huit arbres de génération.

Lemme 4.37 Pour wune permutation de S5,(1234,2134), S5,(1324,2134), S5,(1324,2314),
S,(2134,3124), S,(2314,3124), S,,(1342,2341), S,(3142,3241), S,(3412,3421), linsertion de
lélément n + 1 dans l'un des sites actifs laisse dans le méme €tat tous les sites situés a gauche

de n + 1 dans la permutation obtenue.

Preuve En effet, tous les motifs exclus sont des permutations de S; pour lesquelles ’élément 3 est situé

a gauche de I’élément 4. O

Lemme 4.38 Si une permutation m appartenant a S,(1234,2134) [resp. S,(1324,2134),
Sn(1324,2314), 5,(2134,3124), S,,(2314,3124)] a t sites actifs dans Uarbre de génération cor-
respondant, alors ses t premiers sites sont actifs et le type la sous-suite T(1)n(2)...7(t—1) ap-
partient a S,_1(123,213) [resp. Si_1(132,213), Se_1(132,231), Si_1(213,312), S;_1(231,312)].
De plus, pour une permutation de S,(1324,2314) ou 5,(2314,3124), le site situé a droite de n

est actif.

Preuve Ce résultat se déduit clairement de la forme des motifs exclus dont le dernier élément 4 est

aussi le plus grand élément. O
Remarque 4.39
(i) $u(123,213) = {r : Va(i) € [2,0], [{j 1 j < i, (7)< m(D)}] € {0, 1}}.

(77) S,,(132,213)={r:30=eyg < ey <---< ¢ =n tel que
T =(e—1+ ey +2)...epej—2 + D)(ej—2+ 2)...ej—1 ... (o + D)(eg + 2)...e1}.

(iii) S,(132,23)={r:1<j<i=7Y1)<k<nr(j)>n(j+1) et n(k—1)<m(k)}.
(iv) S,(213.312)={r:1<j<i=7"'n)<k<na(j)<a(j+1) etn(k—1)>r(k)}.

(v) 5,(231,312)={7r:30=€y < e; <---< e =n tel que
T=ey(er —1)...(eg+ Degea — 1y ..(er + ). .oeger — 1) (ei—1 + D}
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Preuve R. Simion et F.W. Schmidt [95] ont montré que |S,(123,213)] = [S,(132,213)] =
[Sn(132,231)] = |S,(213,312)] = |5,(231,312)] = 2"~! pour tout » > 1. Afin de n’étudier que les
cas utiles, remarquons que {132,231} = {213,312}° et {132,213} = {231,312}". Ensuite, notons que
les arbres de génération des permutations 7'(123,213), T'(132,213), T'(132,231) sont caractérisés par le
(2)

2) ~ (2),(2)

plus précisément, les deux sites actifs sont respectivement les deux premiers, le premier et celui a droite

systeme de réécriture { pour lequel ’étiquette correspond au nombre de sites actifs;

de n, le premier et le dernier. Nous en déduisons alors la caractérisation des permutations a motifs exclus

des ensembles correspondants. O
Lemme 4.40 Une permutation de S,(1342,2341) vérifie les propriétés suivantes.

(i) Les deux premiers et le dernier sites sont actifs.

(ii) Si (1) # n, les sites a droite de n jusqu’a Uavant-dernier sont inactifs.
Preuve

e (i) résulte de la forme des motifs exclus.

e (ii). Autrement, la sous-suite 7(1)n(n+1ym(n) serait de type 1342 ou 2341.

O
Lemme 4.41 Une permutation de S,(3142,3241) vérifie les propriétés suivantes.
(i) Les deux premiers sites, celui situé a droite de n et le dernier sont actifs.
(ii) Tous les autres sites a droite de n sont inactifs.
Preuve
e (i) résulte de la forme des motifs exclus.
e (ii). Autrement, la sous-suite nw(7~1(n) + 1)(n+1)w(n) serait de type 3142 ou 3241.
O
Lemme 4.42 Une permutation de S,(3412,3421) vérifie les propriétés suivantes.
(i) Le premier et les deux derniers sites sont actifs.
(ii) Les sites a droite de n jusqu’a lantépénultiéme sont inactifs.
Preuve
e (i) résulte de la forme des motifs exclus.
e (ii). Autrement, la sous-suite n(n+1yw(n — 1)7(n) serait de type 3412 ou 3421.
O

Preuve de la proposition 4.36. La permutation 1 ayant ses deux sites actifs, pour chacun des ensembles
considérés, son étiquette est (2).

Soit 7 une permutation de 'un quelconque des arbres de génération des permutations ayant pour étiquette

().
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o € S,(1234,2134).

— Insertion dans I'un des deux premiers sites.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (¢ + 1).
— Insertion dans I'un des sites actifs autre que les deux premiers sites.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le :¥7¢
i€[3,1].

L’étiquette de v est alors (7).

site de m, pour tout

e 7€ 5,(1324,2134).
Soit k = #(j) = max{w(1),n(2),...,7(t —1)}.

— Insertion dans le premier site ou dans le site situé & droite de k.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (¢ + 1).
— Insertion dans I'un des sites a gauche de k autre que le premier site.

Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le :¥7¢

i€2,4].
L’étiquette de v est alors (7 + 1).
— Insertion dans I'un des sites actifs situé a droite de k autre que le premier d’entre eux.

site de m, pour tout

Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le :¥7¢

i€[j+ 2,1
L’étiquette de v est alors (7).

site de m, pour tout

o € S,(1324,2314).

— Insertion dans le premier site ou dans le dernier site actif.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (¢ + 1).
— Insertion dans I'un des sites actifs autre que les premier et dernier sites actifs.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le :¥7¢
ie2,t—1].
L’étiquette de v est alors (7 + 1).

site de m, pour tout

o € S,(2134,3124).
Soit k = #(j) = max{w(1),n(2),...,7(t —1)}.

— Insertion dans I'un des sites a gauche de k autre que le dernier d’entre eux.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le :¥7¢
ielj—1].

L’étiquette de v est alors (7 + 2).
— Insertion dans I'un des sites entourant k.

site de m, pour tout

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (¢ + 1).
— Insertion dans I'un des sites actifs & droite de k autre que le premier d’entre eux.

Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le :¥7¢

i€[j+ 2,1
L’étiquette de v est alors (7).

site de m, pour tout

o € S,(2314,3124).

Reprenons les notations de la remarque 4.39 selon lesquelles la sous-suite w(1)7(2)...7(t — 1) est
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de type 7 = ey(e1 — ). .(eg + Deaea — y...(e1 + ). . cegter — Do o(ej_1 + 1) avec 0 = eg < e1 <
< er=t—1.

— Insertion dans le premier site ou dans 1'un des sites actifs correspondant a une montée, autre
que le dernier site actif.
Soit v la permutation obtenue en insérant 1’élément n + 1 dans le (e; + 1)ém€ site de m (c’est
a dire dans le site situé & gauche de €;4q relativement & 7), pour tout j € [0,/ — 1].
L’étiquette de v est alors (e;41 + 2).
Insertion dans ’'un des sites actifs correspondant a une descente autre que le dernier site actif.

Soit v la permutation obtenue en insérant 1’élément n + 1 dans le (e; + i)éme

site de m (c’est
& dire dans l'un des sites situés entre ;11 et e; + 1 relativement a 7), pour tout j € [0,{ — 1]
et pour tout i € [2,e;41 — ¢;].

L’étiquette de v est alors (e; + 4+ 1).

Insertion dans le dernier site actif.

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (¢ + 1).

Notons que les insertions dans les ¢ — 1 premiers sites engendrent chacune des étiquettes
(3),(4),...,(t+ 1) exactement une fois puisque les étiquettes générées vont de eg + 3 & e; + 2.
o 7€ S,(1342,2341).

— Insertion dans le premier ou dernier site.

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (¢ + 1).

Insertion dans I'un des sites actifs autre que les premier et dernier sites.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le i%™¢
tout ¢ € [2,t — 1].

L’étiquette de v est alors (7 4+ 1).

site actif de «, pour

e T € .5,(3142,3241).

Insertion dans 'un des sites actifs autre que les deux derniers sites actifs.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le i%™¢
tout i € [t — 2].

L’étiquette de v est alors (i + 2).

Insertion dans I’avant-dernier des sites actifs ou dans le dernier site.

site actif de «, pour

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (¢ + 1).
e T € .5,(3412,3421).

Insertion dans I'un des sites actifs autre que les deux derniers sites.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le i%™¢
tout i € [t — 2].

L’étiquette de v est alors (i + 2).

Insertion dans I’'un des deux derniers sites.

site actif de «, pour

L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (¢ + 1).

Preuve du théoréeme 4.33. 1l résulte des propositions 4.34, 4.35 et 4.36. |
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4.5 Systemes de réécriture pour les tableaux de Young stan-

dard bornés

L’algorithme de Robinson-Schensted [83, 89] donne une correspondance entre permutations
sur [n] et paires de tableaux de Young standard de méme forme A F n. Cette correspondance met
en évidence de nombreuses propriétés et permet en particulier la lecture de certains parametres
des permutations sur les tableaux associés.

Par exemple, la longueur de la plus longue sous-suite croissante [resp. décroissante| d’une per-
mutation est la longueur [resp. hauteur] des tableaux correspondants [89]. Rappelons que des
résultats plus fins, caractérisant exactement la forme des tableaux, ont été obtenus par C. Greene
[51]. Pour sa part, M.P. Schiitzenberger [92] a montré que lorsque la permutation considérée est
une involution, les deux tableaux obtenus par l'algorithme de Robinson-Schensted sont iden-

tiques.

Ainsi, s’intéresser aux paires de tableaux de méme forme et aux tableaux de Young standard
de longueur [resp. hauteur] au plus k revient a considérer respectivement les permutations et
les involutions excluant le motif identité 12...(k+1) [resp. miroir de I'identité (k+1)k...1]. En
effet, ’exclusion de ces motifs consiste & interdire des sous-suites croissantes [resp. décroissantes]

de longueur k + 1.

Ce probleme, que nous abordons ici sous une forme purement combinatoire, a été considéré
dans la these d’l. Schur. Depuis, de nombreux auteurs se sont intéressés au dénombrement des
paires de tableaux de Young standard de hauteur bornée [73, 62, 85, 95, 42, 110] et des tableaux
de Young standard de hauteur bornée [79, 47, 48, 49, 99, 118, 37]. Nous pouvons en particulier
citer les résultats asymptotiques obtenus par A. Regev [79], ainsi que les conjectures énoncées

par F. Bergeron, L. Favreau et D. Krob [6].

Notre apport consiste ici a établir des systemes de réécriture caractérisant les arbres de géné-
ration des permutations de S,,(12...(k+1)) et des involutions de [,,(12...(k+1)), et & en déduire
des équations de récurrence dans le cas des permutations de S, (12...(k+1)). Malheureusement,

leur complexité ne nous a pas permis de pouvoir les exploiter.

Avant de présenter notre contribution a ce probleme, rappelons tout d’abord les résultats

connus dans ce cadre.

15,(123)] = ¢, P.A. MacMahon [73]
1S2(1234)] = 25770 () (1) (ATl i3 M. Gessel [42]

[1,(123)] = <L J)

[L,(1234)] = S (1)es A. Regev [79)

|1,(12345)| = ¢ L |-Cpntly D. Gouyou-Beauchamps [49]
|1,,(123456)] = ZL 2] (5.)-Ci % D. Gouyou-Beauchamps [49]
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4.5.1 Paires de tableaux de Young standard de hauteur bornée

J. West [110] s’est intéressé aux arbres de génération T(123) et 7'(1234). Nous généralisons
ses résultats en donnant une caractérisation de I’arbre de génération 7'(12...(k+1)), et ce pour

tout entier k.

¢ suite des minima d’une permutation 7 la suite constituée

Définition 4.43 Nous appelons i*™
des minima a gauche de la sous-suite obtenue en supprimant de © les éléments desi—1 premieres
suites des minima.

Nous notons p; Uindice dans o du premier élément constituant la i suite des minima de o,

avec p; = n + 1 si si cette suite est vide, et adoptons par convention le fait que pg = 0.

Exemple 4.44 Les premiére, deuzrieme et troisiéme suites des minima de la permutation 7 =
547298136 sont respectivement les suites 5421, 73 et 986. Nous avons alors pg = 0, p1 = 1 =
771(5), po=77H7) =3, p3 = 7719) =5 et p; = 10 pour tout i > 4.

Proposition 4.45 Soit 7 une permutation de S, admettant exactement k suites des minima.

Alors, la plus longue sous-suite croissante de w est exactement de longueur j.

Preuve Soit y un élément de la (¢ + 1)ém€

suite des minima de w. Alors, il existe un élément =z
appartenant & la ¢°™¢ suite des minima tel que z < y et 7~ 1(2) < 77 1(y). Ainsi, 7 posséde une sous-suite
croissante de longueur k. De plus, deux éléments d’une sous-suite croissante de 7 ne peuvent appartenir

€

a la méme ™€ suite des minima de 7. a

Remarque 4.46 La preuve précédente nous permet de constater que la suite 7(1)n(2)...7(p;)

contient une sous-suite croissante de longueur j pour tout j € [k].

Proposition 4.47

e Pour tout entier positif k, Uarbre de génération T'(12 . . .(k+1)) est caractérisé par le systéme
de réécriture
(2,2,...,2
k-1 fois
(P2, D35+ spk) ~ (pe+ 1ips+ 1, pp+ 1),
(P2, D35+« s Pie1, 8, Pig1 + Lipigz + 1, pr + 1)
pour tout i € [2,k] et pour tout s € [pi—1 + 1, pi]

e A une permutation ™ de S,(12...(k+1)) correspond, par ce systéme de réécriture, une

€

étiquette (p2,ps,...,pr) dans laquelle p; est Uindice du premier élément de la i suite

des minima de 7 (voir définition 4.43).

Exemple 4.48 La permutation m = 6254713 posséde les trois suites des minima 621, 543 et 7.
Ainsi, T n’appartient pas ¢ S7(123) mais a pour étiquette (3,5) dans T(1234) et pour étiquette
(3,5,8,8) dans T(123456).
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Lemme 4.49 Pour une permutation d’étiquette (ps,ps,...,pr) dans larbre de génération

T(12...(k+1)), seuls les py premiers sites sont actifs.

Preuve Ce résultat est une conséquence de la proposition 4.45. O
Preuve de la proposition 4.47. Clairement, 1’étiquette de la permutation 1 est (2,2,...,2) par défi-
nition des étiquettes.

Soit m une permutation de ’arbre de génération T'(12...(k+1)) ayant pour étiquette (pa, ps, ..., pr).

e Insertion dans le premier site.
L’étiquette de la permutation ainsi obtenue est alors (p2+ 1,ps+1,...,pp + 1).
e Insertion dans 'un des p; premiers sites autre que le premier site.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n+41 dans le s°7*¢ site de 7, pour tout s € [2, pz].
Alors, il existe 7 € [2, k] tel que p;—1 < s < p;.
L’étiquette de v est alors (pa2,ps,. .., Di—1, 8, Pit1+ L, piga+ 1, .. .,pp + 1).

a

Corollaire 4.50 Soit P(n;pz,ps,...,px) le nombre de permutations de S,(12...(k+1)) ayant
pour €tiquette (pa,ps,....px) ou 2 < py < p3 < --- < pp < n+1, et posons P(n;pg,ps,....p;,
n+l,n+1,...,n4+1)=P(n;p2,ps,....D0;)-
Nous avons alors les équations de récurrence suivantes.
P1;) =1
P(n;pa,p3y - pr) =
Pn—1;pa—1,ps—1,...,ppr—1)

+ P(n—1;p2,pss- -y Pr-1)

+ I TR P — 15 pa, 3y Pic1s Sy Pidt — LiPig2 — Loy pr — 1)
[92(12 .. (k+1))| = [Sa(12...k)| = 2 2<py<pa<<pr<n P(n;p2,p3,. .5 Pk)

22:1192) _ (27%;192

Par exemple, nous avons P(n;ps) = ( ) pour tout pg € [2,n]. Aussi, avant méme
de connaitre P(n;pa,ps,...,pr) dans le cas général, il serait bien évidemment utile d’avoir une

formule pour P(n;py, ps), probleme étudié par J. West [110].
Conjecture 4.51 Le nombre de permutations 7 de S,,(1234) telles que (1) < n(2) < 7(3) = n

( - 3) St (D

P(”; 2, 3) = Z [—1 — <l+1)‘<l+1)

=1
(l-l-l).( +1 )( +1 )
momtll w2l dénombre les permutations de Baxter ayant [ élé-

(T)-(%)

est

Remarquons que Zi;io

ments [15, 108].

4.5.2 Tableaux de Young standard de hauteur bornée

Nous donnons ici une caractérisation de I’arbre de génération des involutions excluant le
motif 12...(k+1), arbre obtenu par la méthode récurrente. Cet arbre de génération est tres

semblable a celui donnant les permutations excluant ce méme motif.
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Proposition 4.52

e Pour tout entier k > 2, l'arbre de génération des involutions de I,(12...(k+1)) obtenu

par la méthode récurrente est caractérisé par le systéme de réécriture

(0;)

(n;plvp%"'vpj ~ (n+17p17p277p]7n+1)
—_———
0<j<k—2
2
> (n—l_ 2;p17p27' c 9 Pi—1,5, Pit1 + 17pi+2 + 17' -5 Py + 1)

pour tout 1 € [j] et pour tout s € [pi—1 + 1,p;]
(n+2;p1,p2,...,pj,8) pour tout s € [p; +1,n+ 1]
(P1,P2s - s Pr—1, 0+ 1)

(n+ 251, P25 s Pic1s s Pig1 + Lipiga + 1,0 premr + 1),

pour tout © € [k — 1] et pour tout s € [pi—1 + 1, p;]

(n;plvp% s 7pk—1)

Qo g

(p17p27 .- '7pk—178) pour lout s € [pk—l + 17n‘|‘ 1]

2
(p17p27"'7pk) ~r (P17P27---7Pi—1757pi+1‘|‘1api+2‘|‘17---7pk‘|'1)
pour tout i € [k] et pour tout s € [pi—1 + 1, p;]

e A une involution = de 1,(12...(k+1)) correspond, par ce systéme de réécriture, une éti-

€

quette dans laquelle p; est Uindice du premier élément de la i°™° suite des minima de ©

(voir définition 4.43).

Exemple 4.53 L’involution 1 = 57381624 possede les trois suites des minima 531, 762 et 84.
Ainsi, T n’appartient pas a Is(123), mais a pour étiquette (1,2,4) dans le cas de Is(1234) et a
pour étiquette (8;1,2,4) dans le cas de I3(12345) et de I5(1234567).

Lemme 4.54 Pour une involution = de 1,(12...(k+1)), nous avons les propriétés suivantes.

(i) Si T posséde j suites des minima, ou j € [0,k — 1], tous ses sites sont actifs.

En adoptant les définitions de la proposition 4.52, T a pour étiquette (n;p1,p2,...,p;).

(ii) Si 7 posséde exactement k suites des minima, seuls les py premiers sites engendrant des
involutions de I, sont actifs.
En adoptant les définitions de la proposition 4.52, © a pour étiquette (p1,pa, ..., Pk).
Preuve
e (i). L’involution 7(1)m(2) ... m(n)(n+1) appartient & I,,41(12...(k+1)) et toutes les involutions de
I42 engendrées & partir de w appartiennent & I,,42(12. .. (k+1)) car = appartient a I,(12...(j+1)).
e (ii). D’aprés la proposition 4.45, 7 posséde une sous-suite o de type 12...k. L’involution
a(1)w(2) ... w(n)(n+1) n’appartient donc pas & I, 41(12...(k+1)). De plus, comme 7 (py,) appartient
& o, toutes les insertions & droite de #(py) engendrent des involutions de I, 4o contenant au moins
une sous-suite de type 12...(k+1). Par contre, aucune des insertions & gauche de w(py) n’engendre

d’involutions de I, 1o contenant une sous-suite de type 12...(k+1).

a
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Preuve de la proposition 4.52. Clairement, I’étiquette de I'involution & de Iy(12...(k+1)) est (0;).
Cherchons les étiquettes des fils d’une involution 7 de I,,(12...(k+1)) dans I’arbre de génération obtenu

par la méthode récurrente.
e Ajout d’un point fixe engendrant I'involution #(1)7(2) ... w(n)(n+1).
— 7 a pour étiquette (n;p1,p2,...,p;) avec j € [0,k — 2].

L’étiquette de l'involution ainsi obtenue est alors (n + 1;p1,pa,...,pj,n+ 1).
— 7 a pour étiquette (n;p1,pa, ..., Pr_1)-
L’étiquette de 'involution ainsi obtenue est alors (p1,pa,...,pp—1,7+ 1).

e Insertion dans I'un des sites situés a gauche du premier élément de la derniére suite des minima

engendrant une involution de I, 4a.

— 7 a pour étiquette (n;p1,p2,...,p;) avec j € [0,k —1].
Soit ¥ I'involution obtenue en insérant 1’élément n+2 dans le s°¢ site de 7, pour tout s € v,
et en incrémentant d’une unité tous les éléments de & supérieurs ou égaux a s.
Alors, il existe 7 € [5] tel que p;—1 < s < p;.
L’étiquette de v est alors (n+ 2;p1,pa, ..., pi—1, 8, Pit1 + L,piva+1,...,p; +1).
— 7 a pour étiquette (p1,pa,...,pr).
Soit v I’involution obtenue en insérant 1’élément n+2 dans le s°7¢ site de «, pour tout s € [px],
et en incrémentant d’une unité tous les éléments de & supérieurs ou égaux a s.
Alors, il existe 7 € [k] tel que p;i—1 < s < p;.
L’étiquette de v est alors (p1,pa, ..., Pi—1, 8, Dig1 + Lipiga + 1, ... pr + 1).

e Insertion dans 'un des sites situés a droite du premier élément de la derniére suite des minima
engendrant une involution de I, 4a.

— 7 a pour étiquette (n;p1,p2,...,p;) avec j € [0,k — 2].

¢ site de w, pour tout

Soit v l'involution obtenue en insérant 1’élément n + 2 dans le s*™
s € [p;j +1,n+ 1], et en incrémentant d’une unité tous les éléments de 7 supérieurs ou égaux
as.
L’étiquette de v est alors (n + 2;p1,p2, ..., pj, $).

— 7 a pour étiquette (n;p1,pa, ..., Pr_1)-

Soit v l'involution obtenue en insérant ’élément n + 2 dans le s°™¢

site de @, pour tout
$ € [pk—1+1,n+1], et en incrémentant d’une unité tous les éléments de 7 supérieurs ou égaux
as.

L’étiquette de v est alors (p1,pa,...,Pr—1,9).



Chapitre 5

Permutations triables par deux

passages consécutifs dans une pile

D.E. Knuth [62] s’est intéressé aux permutations qui peuvent étre triées par passage dans
une pile. Il les a caractérisées comme étant exactement les permutations excluant le motif 231

et celles-ci, du fait de leur nombre, sont parfois appelées permutations de Catalan.

Dans ce probleme du tri d’une permutation par passage dans une pile, nous constatons que
la pile ne doit contenir & tout instant que des entiers allant en croissant a partir du sommet
de pile. Ainsi, dans un certain sens, la pile vérifie une condition que nous pouvons qualifier de

contrainte de type “tour de Hanoi” par référence au probleme du méme nom.

Parmi les extensions possibles du probleéme considéré par D.E. Knuth, J. West [110, 113]
s’est intéressé a ’énumération des permutations triables par plusieurs passages consécutifs dans
une pile, celle-ci devant a tout instant obéir a cette condition “tour de Hanoi”. Il a donné
une caractérisation de I’ensemble des permutations sur [r] triables par deux passages consécu-
tifs dans une pile en terme de permutations & motifs exclus : il s’agit de S,(2341,35241). De
plus, il en a conjecturé la formule d’énumération % dont les premieres valeurs sont
1,2,6,22,91,408, . ..

Une premiere preuve de cette conjecture, basée sur la résolution d’une récurrence tres com-
plexe avec des outils de calcul formel, a été donnée par D. Zeilberger [119].

D’autre part, S. Dulucq, S. Gire et J. West [28, 45], en utilisant la méthode des arbres de
génération, ont établi une correspondance entre les permutations de S, (2413,41352) dites per-
mutations non séparables et 'ensemble des cartes planaires pointées non séparables ayant n + 1
2.(3n)! i comme I’a montré W.T. Tutte [105]. De plus,

2n+1)Y(n+1
cette bijection fait correspondre aux parametres degré de la face distinguée et nombre de som-

arétes dont le nombre est exactement 0

mets de ces cartes les parametres nombre de maxima a droite et descentes de ces permutations.
Or, W.G. Brown [11] d’une part, et W.G. Brown et W.T. Tutte [12] d’autre part, ont donné des

formules exprimant la distribution de ces cartes suivant ces deux parametres.

75
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Ainsi, la conjecture de J. West pouvant se ramener a trouver une correspondance entre per-
mutations triables par deux passages consécutifs dans une pile et cartes planaires pointées non
séparables, le résultat de S. Dulucq, S. Gire et J. West constitue une premiere étape vers une
preuve combinatoire de cette conjecture. La seconde étape, que nous allons reprendre partielle-
ment dans ce chapitre, a été proposée par S. Dulucq, S. Gire et O. Guibert [27, 45].

Signalons également qu’l.P. Goulden et J. West [46] ont récemment établi une nouvelle
correspondance entre permutations triables par deux passages consécutifs dans une pile et cartes

planaires pointées non séparables.

Cette seconde étape vers une preuve combinatoire de la conjecture de J. West, en partie
devinée grace au logiciel forbid, établit une correspondance entre les permutations sur [n] triables
par deux passages consécutifs dans une pile 5,,(2341,35241) et les permutations non séparables
de S,,(2413,41352), en utilisant la méthode des arbres de génération des permutations. Toutefois,
la correspondance n’est pas directe et il nous est nécessaire de passer par quatre systemes de
réécriture différents (et donc sept autres ensembles de permutations & motifs exclus). Par contre,
les deux parametres considérés sur les cartes planaires pointées non séparables se transportent
sur tous ces ensembles, de sorte que nous obtenons des formules d’énumération raffinant la
formule conjecturée par J. West et démontrée par D. Zeilberger.

Comme la plupart des bijections intermédiaires reliant ces deux ensembles de permutations a
motifs exclus sont détaillées dans la these de S. Gire [45], seule I'une des quatre correspondances
est présentée ici.

Ensuite, nous relions, en utilisant toujours la méme méthode, un nouvel ensemble de permu-
tations a motifs exclus a ceux issus de notre correspondance.

Finalement, nous énoncons une conjecture dans laquelle nous proposons deux nouveaux
ensembles de permutations a motifs exclus pour lesquels nous pensons qu’ils ont la méme formule

d’énumération que celle des permutations triables par deux passages consécutifs dans une pile.

5.1 Des permutations 2-triables aux permutations non sépa-

rables

Pour des raisons de simplicité, nous employons le terme de permutations 2-triables pour
désigner les permutations triables par deux passages consécutifs dans une pile.

Soient Piles, = S,(2341,35241) I’ensemble des permutations 2-triables sur [n] et N Sép, =
5,(2413,41352) I’ensemble des permutations sur [n] que nous qualifions de non séparables.

Désignons par NS, ’ensemble des cartes planaires pointées non séparables ayant n arétes.

Théoréme 5.1 (S. Dulucq, S. Gire, O. Guibert et J. West [27, 28]) Le nombre de permutations
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sur [n] triables par deux passages consécutifs dans une pile est

2.(3n)!
(2n+ D)Y(n+ 1)!

|Piles,| =

En fait, en mettant en commun les résultats obtenus par S. Dulucq, S. Gire et J. West
[28, 45] et S. Dulucq, S. Gire et O. Guibert [27, 45], nous obtenons des résultats beaucoup plus
précis comme le laisse deviner le schéma général de notre preuve donné figure 5.1. Ce résultat,
dont nous déduisons plusieurs formules pour la distribution des permutations 2-triables, est le

suivant.

Théoréme 5.2 (S. Dulucq, S. Gire, O. Guibert et J. West [27, 28]) Les ensembles
{m € Piles, : mazd(w) = 1,desc(m)=j},
{m € 5,(3241,24153) : mazg(7) = i, montinv(r) = j},
{m € 5,(2413,42315) : ming(7) = i, descinv(7) = j},
{7 € S,(3412,24531) : maxg(r) = i, montinv(r) = j},
{m € 5,(3142,45312) : ming(w) = 1, desc(T) = j},
{m € NSép,, : mazd(m) = 1i,desc(r)=j} et
{c € NS, 11 : le degré de la face distinguée de ¢ est i+ 1,¢ a j+ 2 sommets}

sont en correspondance.

Utilisant les résultats de W.G. Brown [11] et de W.G. Brown et W.T. Tutte [12] sur les cartes
planaires pointées non séparables, nous en déduisons les formules d’énumération suivantes qui

peuvent étre étendues aux autres ensembles de permutations a motifs exclus.

Corollaire 5.3 (S. Dulucq, S. Gire, O. Guibert et J. West [27, 28]) Le nombre de permutations

sur [n] triables par deux passages consécutifs dans une pile ayant i mazima a droite est

i1 min{n—|—1,2i+2}(

(2n — i+ 1)!

3i—2j42)(2j —i—1)(j—2)!Bn—j—i41)!
(n=J+ DG —i= DG -2 - j +2)!

j=i+1

Corollaire 5.4 (S. Dulucq, S. Gire, O. Guibert et J. West [27, 28]) Le nombre de permutations

sur [n] triables par deux passages consécutifs dans une pile ayant j descentes est

(2n—j — Dl(n+j)!
(2n =25 — Dl(n— )42 + DI + 1)!

Corollaire 5.5 (S. Dulucq, S. Gire, O. Guibert et J. West [27, 28]) Le nombre de permutations

sur [n] triables par deux passages consécutifs dans une pile ayant k + 1 maxzima a droite et k

L)

descentes est
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‘ Permutations 2-triables sur [n] ‘

S,(2341,35241) = Piles, |[119]

maxd, desc

I
-1
*
|
| 5,(3214,74135) |
maxg, montinv

I
=~ [27, 45]

|
| 5,(3241,74153)

maxg, montinv

1

c

|
Sn(2314,42513) Sn(3412,24531)
ming, descinv maxg, montinv

1 1

= [27] =

| |
Sn(2413,42315) ¢ — | Sn(3142,24351)
ming, descinv maxg, montinv

1

-1

|

Sn(3142,42315)

ming, desc

I
=~ [27, 45]

|
Sn(3142,45312)

ming, desc

i
~1
*

C
|
| 5,(2413,45312) | | 5,(1342,31254) | conjecture 5.21

maxd, descinv

I
=~ [27, 45]

|
| 5,(2413,41352) = N Sép,

maxd, desc

I
=~ [28, 45]

!

Cartes planaires pointées non séparables ayant n 4+ 1 arétes ‘
NS,41 |[105]

degré face distinguée[ll], nombre sommets[12]

| 5,(1423,92513) | conjecture 5.21

Figure 5.1 Schéma de la preuve de la conjecture de J. West.
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Toutes les correspondances par isomorphisme d’arbres de génération mettant en bijection
les permutations 2-triables et les cartes planaires pointées non séparables sont détaillées dans
la these de S. Gire [45], exceptée la bijection entre S,(2314,42513) et S,,(2413,42315) que nous
précisons ici.

Ensuite, nous relions ’ensemble 5,,(3412,24531) & I'un des ensembles en bijection avec les

permutations 2-triables sur [n], toujours par isomorphisme des arbres de génération.

5.2 La correspondance entre S,(2314,42513) et S,(2413,42315)

Théoréme 5.6 Les ensembles de permutations a motifs exclus S,(2314,42513) et
5,.(2413,42315) sont en correspondance.
De plus, ils vérifient |{r € S,(2314,42513) : ming(w) = i,descinv(r) = j}| = {7 € S,(2413,
42315) : ming(w) = i, descinv(w) = j}.

Nous allons prouver ce résultat en montrant que les arbres de génération de ces ensembles de
permutations sont isomorphes et que la bijection induite conserve les deux parametres minima

a gauche et descentes inverses.

Proposition 5.7

o Le systéme de réécriture Speyypiles1 (vOir figure 5.2) caractérisant Uarbre de génération
T(2314,42513) [resp. T(2413,12315)] est
(2]1;1505)
(z|maxg; ming; dinvyty, ty, ... typagg—1) ~
(z+1+ Z?jfg_l tr|1; ming + 1;dinv 4 1;)
(z+1+ Z?jfg_l tr|i; ming; dinv + 1;t1,ta, ..., t;_1) pour tout i € [2, mazg]

(mazg + 2|maxg + 1; ming; dinvity, ty, ... typazg—1,J — 1) pour tout j € [ — mazg]

o L’étiquette (z|maxg; ming;dinvity, ta, ... tyarg—1) du systéme de réécriture SpeygPilest
correspondant a une permutation © de 'un quelconque des deux arbres de génération vérifie
— 1z est le nombre de sites actifs de w,
— mazg = mazg(w),
— ming = ming(n),
— dinv = descinv(T),

— t;, pour tout i appartenant a [maxg—1], est le nombre d’éléments de 7 situés a droite
[resp. gauche] d’un site temporairement inactif relativement a 42513 [resp. 42315]

et appartenant a Uintervalle |g;_1,g:[ (ot g; est le i°™° mazimum a gauche de T et
Jgo = 0)
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(51;4;3;)

(312;3;2,0)
(312;3:2,1)
(312:3:2;2)

(41,3;2;)
(42,2,2,0)
(413,2,1,0,0)

(511;3;2;)
(42,2,2;1)
(413;2;1;1,0)

(511;3;2;)

(3)2:2,1,0)
(3)2,2,1;1)
(312,2,1;,2)

(611:2,2)
(512:1,2,0)
(413;1;1,0,0)
(413;1;1,0,1)

(5l1;2,1;)

(512;1;1,0)
(5/3;1;1;0,0)
(514;1;0;0,0,0) ===

(411;3;2)

(311,2,1;) (32,2,1,0)

(312;2;1;1)

(211,10
(4l1;2;1;)

(312;1;0,0) (412;1;1,0)

ARA RERA MARA LARELN RAMA

(413;1;0;0,0)

A A AN A

Figure 5.2 Arbre de dérivation du systeme de réécriture Speyspitest -

Exemple 5.8 La permutation 7 = ,2.1,5.4,6,3, appartenant d Se(2314,42513) a pour étiquette
(4]3;2;3;1,1). En effet, elle possede 4 fils dans T(2314,42513), 3 mazima a gauche (éléments
2,5,6), 2 minima a gauche (éléments 2,1), 3 descentes inverses (indices 1,3,4). De plus, a droite
des sites temporairement inactifs, nous trouvons les éléments 1 et 4, le premier étant inférieur
a g1 = 2 et le dernier étant compris entre g1 = 2 et g2 = 5.

La permutation ™ = 45,6,4.241.3. appartenant a S¢(2413,42315) a pour étiquette (3]2;4; 3; 3).
En effet, elle posséde 3 fils dans T(2413,42315), 2 mazima a gauche (éléments 5,6), 4 minima
a gauche (€léments 5,4,2,1), 3 descentes inverses (indices 1,3,4). De plus, les 3 éléments 4,1 et

3 situés a gauche des sites temporairement inactifs sont inférieurs a g1 = 5.

Les figures 5.3 et 5.4 présentent respectivement les arbres de génération 7(2314,42513) et
T(2413,42315).

L’introduction des parametres nombre de minima a gauche et nombre de descentes inverses
dans les étiquettes du systeme de réécriture Speyrpirest D'est pas nécessaire a la caractérisation
des arbres de génération T(2314,42513) et T'(2413,42315). Ces parametres nous permettent

seulement d’obtenir un raffinement des formules d’énumeération.

Lemme 5.9 En reprenant les notations de la proposition 5.7, une permutation = de 5,(2314,
42513) [resp. S, (2413,42315)] vérifie les propriétés suivantes.

(i) Le premier site et ceux entourant n sont actifs.

(ii) Tout élément e situé entre g; et g;41 dans T vérifie g;—1 < e < g;.
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321

21 231

213

312

12 132

123

A A A AN

4321
3421
3241
3214

4231
2431
2341

4213
2143
2134

4312
3412
3142
3124

4132
1432
1342
1324

4123
1423
1243
1234

ARAR EAAR AAALEAAALE RARA

Figure 5.3 Arbre de génération T(2314,42513).
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4321
3421
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3142
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1423
1243
1234

Figure 5.4 Arbre de génération T(2413,42315).
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(iii) Tous les éléments a droite de n et situés avant le dernier des sites actifs sont supérieurs

a4 Ymawg—1-

(iv) A gauche de n, tout site situé a gauche d’un élément qui n’est pas un mazimum a gauche

est inactif.
(v) Tout site situé a gauche d’un maximum a gauche est actif.

(vi) Un site actif inactivé par 42513 [resp. 42315] ne lest que temporairement.

Preuve

e (i) résulte de la forme des motifs exclus.

(ii). Par définition d’un maximum & gauche, nous avons e < g;. Supposons maintenant que e < g;_1.

Alors, la sous-suite g;_1g;eg; 41 est de type 2314, interdite pour T/(2314,42513), et ne fait pas partie

d’une sous-suite de type 42315 pour T'(2413,42315) car il n’existe pas d’élément & gauche de g;_;

qui soit compris entre ¢; et gi41.

o (iil). Si tel n’était pas le cas, pour un élément e situé tel qu'indiqué, la sous-suite gpqpg—1n€(N—+1)
serait de type 2314, interdite pour 7(2314,42513), et ne ferait pas partie d’une sous-suite de type
42315 pour T(2413,42315).

e (iv). Soit e un élément situé & gauche de n qui ne soit pas un maximum & gauche. Alors, il existe
e’ > e tel que m=1(e’) < m71(e). La sous-suite e’(n+1)en est de type 2413, interdite pour 7'(2413,
42315), et ne fait pas partie d’une sous-suite de type 42513 pour T'(2314,42513).

e (v). Supposons que le site situé a gauche de g; ne soit pas actif.

Si le site est inactivé par une sous-suite de type 2314 ou 42315, tous les sites & sa droite seraient

également inactifs; ce qui est en contradiction avec le fait que le site a droite de n est toujours actif

d’apreés (i).

Si le site est inactivé par une sous-suite de type 2413 ou 42513, 1’élément de 7 jouant le réle de 2

dans le motif serait inférieur ou égal & ¢g;_1 d’apres (ii) et ’élément de 7 jouant le role de 1 dans le

motif serait situé a droite du dernier site actif d’aprés (ii) et (iii), ce qui est en contradiction avec

le fait que le site & droite de n est toujours actif d’aprés (i).

e (vi). Par exemple, la permutation (n+1yw(1)m(2)...7(n) réactive un tel site.

a

Lemme 5.10 En reprenant les notations de la proposition 5.7, une permutation 7 de 5,(2314,

42513) vérifie les propriétés suivantes.
(i) A droite de n, tous les sites actifs sont consécutifs a partir de n.
(i) A droite de n, tous les sites inactifs le restent définitivement.

(1ii) A gauche de n, tous les sites inactifs ne le sont que temporairement.

(iv) ti = {m(7 = gi) + 1, m(x7Hgi) +2), -, 7(77Hgigr) = DM =77 gig1) =77 (gi) — 1.
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Preuve

e (i) et (ii). Le motif 42513 ne peut pas rendre inactif un site situé & droite de n et un site inactivé
par 2314 impose que tous les sites a sa droite le restent définitivement.
e (iii). Le motif 2314 ne peut pas rendre inactif un site situé a gauche de n.

e (iv). C’est une conséquence des propriétés (ii) et (iv) du lemme 5.9 et des cas (ii) et (iii) précédents.

a

Lemme 5.11 En reprenant les notations de la proposition 5.7, une permutation 7 de 5,(2413,

42315) vérifie les propriétés suivantes.
(i) A gauche de n, tous les sites inactifs le restent définitivement.

(ii) Tous les sites a droite de n et situés a gauche du dernier des sites actifs sont actifs ou

définitivement inactifs.

(iii) Soient w(k) et 7(l) deux éléments situés a la gauche de deux sites temporairement inactifs

et appartenant respectivement a 1g;,_1,¢9:[ et 1g;—1,9;[. Alors, k <l = 1> j.

Preuve

e (i) et (ii). Tous les sites & la droite d’un site inactivé par 42315 sont inactifs. Cependant, un site &
droite du dernier site actif peut étre définitivement inactif.
e (iii). Tous les éléments e situés & droite de w(k) sont inférieurs & g; pour éviter que la sous-suite

ginm(k)e ne soit de type 2413.

O
Preuve de la proposition 5.7. Par définition, 1’étiquette de la permutation 1 est (2|1;1;0;).
Soit 7 wune permutation de S,(2314,42513) [resp. S,(2413,42315)] ayant pour étiquette

(z|mazg; ming; dinv;ti, ta, ... tmawvg—1)-

e Insertion dans le premier site.
Soit v la permutation obtenue en insérant 1’élément n + 1 dans le premier site de .
Tous les sites temporairement inactifs dans 7 s’activent dans v, n+1 jouant le role du 4 dans 42513
[resp. 42315].
L’étiquette de v est alors (z + 1+ Z?jf‘q_l tp]1; ming + 1; dinv + 1;).
e Insertion dans I’'un des sites actifs & gauche de n autre que le premier site.

Soit 7 la permutation obtenue en insérant 1’élément n + 1 dans le 7°¢

site actif de &, pour tout
i € [2, maxyg].

Tous les sites temporairement inactifs dans 7 dont 1’élément situé a droite [resp. gauche] est supé-
rieur & g;_; s’activent dans v, n + 1 jouant le role du 4 dans 42513 [resp. 42315]. A 'inverse, tous
les sites temporairement inactifs dans = dont ’élément situé a droite [resp. gauche] est inférieur &
gi—1 sont inchangés dans ~.

Les autres sites restent inchangés.

marg—1

L’étiquette de v est alors (. + 14 >, tp)é; ming; dinv + 151,12, ..., ti_1).
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e Insertion dans I'un des sites actifs a droite de n.

Soit 4 la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le (maxg + j)éme [resp.
(x+1-7)
Pour T'(2314,42513), les sites & droite de n+ 1 dans v, sauf le premier, sont définitivement inacti-
vés par la sous-suite n(n+1)y(y~1(n + 1) + 1)(n+2) de type 2314. Pour T'(2413,42315), les j — 1

derniers sites actifs de © deviennent temporairement inactifs dans v; de plus, les éléments situés a

éme] site actif de #, pour tout j € [# — mazyg].

leur gauche sont supérieurs a gpaesg—1. Rappelons que pour 7(2314,42513) [resp. 1'(2413,42315)],
les sites compris entre n et 1’élément & gauche de n 4+ 1 dans v sont tous temporairement [resp.
définitivement] inactifs.

Les autres sites sont inchangés.

L’étiquette de v est alors (maxg + 2|maxg + 1; ming; dinv;t1,ta, .. ., tmasg—1,4 — 1).

5.3 La correspondance entre 5,(3142,24351) et S,(3412,24531)

Théoréme 5.12 Les ensembles de permutations a motifs exclus S,(3142,24351) et S, (3412,
24531) sont en correspondance.

De plus, ils vérifient [{r € 5,(3142,24351) : mazg(w) = i, montinv(x) = j}| = {7 € S,(3412,
24531) : mazg(7T) = ¢, montinv(w) = j}|.

Afin d’établir ce résultat, nous introduisons les notations suivantes.

Notation 5.13 Soit © une permutation de S,,(3142,24351) ou S,,(3412,24531). Nous convenons

des notations suivantes.

e x est le nombre de sites actifs de m dans Uarbre de génération des permutations correspon-

dant,

o xg [resp. xd] est le nombre de sites actifs a gauche [resp. droite] de n,

, 1 sit7i(n)<7m Hn—1)etn>1
°* i=
0 sinon

o ¢ = xd—i—1 est le nombre de sites actifs a droite de n exceptés le dernier et éventuellement

le premier d’entre eux si 1 vaut 1.
Lemme 5.14 Une permutation de S,(3142,24351) vérifie les propriétés suivantes.
(i) Le dernier site et celui a droite de n sont actifs.

(i) A droite de n, seuls les sites a droite des maxima a droite peuvent étre actifs.

Preuve

e (i) résulte de la forme des motifs exclus.
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(ii). Soit e un élément situé & droite de n qui ne soit pas un maximum a droite, ¢’est & dire qu’il
existe au moins un élément ¢’ & sa droite qui lul est supérieur. Alors, la sous-suite ne(n+1)e’ est
de type 3142.

Lemme 5.15 Une permutation de S,(3412,24531) vérifie les propriétés suivantes.

(i) Les deux derniers sites sont actifs.

(ii) Tous les éléments a droite du premier des sites actifs a droite de n décroissent dans 7.

(iii) Tous les sites actifs a droite de n sont consécutifs et situés complétement a droite.

(iv) Sii=0, tous les éléments a droite de n décroissent.

(v) Sii=0, tous les sites a droite de n sont actifs.

Preuve

(i) résulte de la forme des motifs exclus.

(ii). Aucune sous-suite n(n+1jejes ne doit étre de type 3412 oti n 4 1 est inséré dans le premier
des sites actifs a droite de n.

(iii). Soit e un élément & droite de n et a droite d’un site actif. Alors, pour tout couple d’éléments ey
et ey vérifiant 771 (n) < 771(e1) < 77 1(e2), la sous-suite n(n+1jeres de type 3421 doit elle-méme
faire partie d’une sous-suite e'n(n+1yejes de type 24531. De méme, la sous-suite e(n+1)ejes de
type 3421 fait partie d’une sous-suite e¢’e(n+1)ejes de type 24531. Le site a droite de e est donc
actif.

(iv). Autrement, il existerait une sous-suite (n—1)nejes de type 3412 (ol 3 serait un maximum a
droite contrairement & eq).

(v). Supposons que la permutation v obtenue en insérant 1’élément n + 1 dans le site & droite de n
n’appartienne pas & S,11(3412,24531). L’élément n+1 de v doit jouer le r6le du plus grand élément
des motifs exclus, ce qui rend impossible d’interdire le motif 3412 d’aprés (iv). Considérons la sous-
suite e(n+1)ejes de type 3421 interdite de sorte qu’aucun élément a gauche de e n’appartienne a
Jea, e1[. e est différent de n car sinon la sous-suite enejey de 7 devrait faire partie d’une sous-suite
de type 24531. Enfin, si e vaut n, il existe une sous-suite a(n— 1)nejes de type 24531, du méme

type que la sous-suite an(n+1)e;es. Ainsi, dans chaque cas, nous avons obtenu une contradiction.

a

Notation 5.16 Conformément aux notations 5.13, nous convenons de celles-ci pour tout k €

[c].

Soit © une permutation de S, (3142,24351).
Notons d; le G5 mazimum a droite de T lue de droite a gauche. d;, désigne le maximum
a droite situ€ juste d gauche du (x — k)éme site actif de .

Alors, ay, est Uélément le plus a gauche des éléments de © appartenant a ]d;, _1,d;,].
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Lorsque 1 = 0 et k = ¢, d;, = n et alors a. est soit 'élément n — 1, soit un élément
a sa gauche. Dans tous les autres cas, la sous-suite nd; (n+1)d;,_1 de type 3241
doit faire elle-méme partie d’une sous-suite de type 24351 et impose Uexistence d’un
élément de la définition de ay.

Nous en déduisons également que aj est toujours situé a gauche de n.

e Soit T une permutation de S,(3412,24531).

ay, est U’élément le plus a gauche des éléments de © appartenant a [w(n—k+ 1), 7(n— k).

Notons que nous avons toujours m(n — k + 1) < w(n — k) d’aprés les propriétés (ii)

et (i) du lemme 5.15 pour t valant respectivement 1 et 0.

Lorsquei =0 etk = ¢, 1(n—c) = n et alors a. est soit ’élément n—1, soit un élément
a sa gauche. Dans tous les autres cas, la sous-suite n(n+1yr(n—k)r(n—k+1) de type
3421 doit faire elle-méme partie d’une sous-suite de type 24531 et impose existence
d’un élément de la définition de ay.

Nous en déduisons également que aj est toujours situé a gauche de n.

Nous allons maintenant prouver le théoreme 5.12 en montrant que les arbres de génération
de ces ensembles de permutations sont isomorphes et que la bijection induite conserve les deux

parametres maxima a gauche et nombre de montées inverses.
Proposition 5.17 Fn reprenant les notations 5.13 et 5.16, nous obtenons le résultat suivant.

o Le systéme de réécriture Speyzpilesz (V0Ir figure 5.5) caractérisant les arbres de génération
T(3142,24351) et T(3412,24531) est

(2/1;0;0;)
(z|w; minv;i;ng, ng, ..., n) ~
(I + 14 k|lwyws ... w113 minv; 1301, ng, ..., ng—1) pour tout | € [zg]

ot k est tel que sp_1 <1 < s
(z + lwlyminv+ 1;0;n1,n2,. .., 0,29 — S.) si1=1

(2 + 1|w0 =% 1; minv + 1;0; nq, ng, . . ., ng) pour tout k € [0, c]

avecskzzgzlnh et ser1 =2g=x—c—1—1.

o [’étiquette (x|w;minv;i;ny, na, ..., n.) du systéme de réécriture Speyypiles2 correspondant

a une permutation T sur [n] de 'un quelconque des deux arbres de génération vérifie

— W= wiwy ... Wy, vErifie, pour tout | € [zg],

1 si Uélément a droite du 1™ site actif est un mazimum & gauche
wp = .
0 sinon

Ainsi, maxg(m) =372, wy,

— minv = montinv(T),
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— nyg est le nombre de sites actifs situés entre ay_1 et ay, pour tout k € [c] (situés a

gauche de ay pour k =1).

@rLoLn) —=

@01 < @A) —

(4101,1,0) —==

@LLL) @ —

(FL0:L) (4111;1;0,1) < glﬂolllzlg) éé
(G/111,2,0;1) ==

@LLy)  2—

L (41111) —=

(41101;1,0;) < (5l10L,11) —=

(211,0,0;) i
GrLL) @ #—

@11 < (411,2,01) ——==

(4101,2,0) —==

@LLy) 2 2—

(B111:1:0) (411;1;1;) < Eglﬁllzlga é'é
(5/1101;2,0;) —~==

@21 @ #—=

. (411,21) ——==

(4111;2;0;) < (BI11121) —=

(5]1111;3,0;) ===

Figure 5.5 Arbre de dérivation du systeme de réécriture Speyzpitess-

Exemple 5.18 La permutation m = 43,7,9.8:4464501e2, appartenant a 59(3142,54351) a pour
étiquette (7T|111;4;1;1,1). En effet, elle posséde 7 fils dans T(3142,24351), 3 mazima ¢ gauche
(éléments 3,7,9) qui correspondent auz 3 sites actifs a gauche de 9, 4 montées inverses (indices
1,34,7),i =1, 2g =3, zd = 4 et ¢ = 2. Les mazima a droite sont dy =2, dy =5 =4d;,, d3 =6,
dy =8 =d;, et ds = 9. Nous avons aq = 3 (3 est l’élément le plus a gauche des éléments de
appartenant a |dy,dz[), ay = 7 (7 est I’élément le plus a gauche des éléments de © appartenant
a lds,ds) et ny = 1 (un seul site est actif a gauche de aq), ng = 1 (un seul site est actif entre
ay et ay).

La permutation ™ = 4205430461, appartenant a S5(3412,24531) a pour étiquette (5[11;2;1;1).
En effet, elle possede 5 fils dans T(3412,24531), 2 mazima a gauche (éléments 2,5) qui corres-
pondent aux 2 sites actifs a gauche de 5, 2 montées inverses (indices2,3),1 =1, xg =2, xd =3
et ¢ = 1. Nous avons aq = 2 (2 est l’élément le plus a gauche des éléments de w appartenant a
J7(5), m(4)[) et ny = 1 (un seul site est actif a gauche de ay ).

Les parametres w et menv ont été ajoutés a 1’étiquette du systeme de réécriture SpeysPiles2
afin d’obtenir les formules d’énumération de S, (3142,24351) et de S,(3412,24531) suivant le

nombre de maxima a gauche et le nombre de montées inverses.

Lemme 5.19 Pour une permutation = de S,(3142,24351), nous avons les propriétés suivantes

compte-tenu des notations 5.13 et 5.16.
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(i) Les deux premiers sites et celui a gauche de n sont actifs.
(ii) Un site inactif le reste définitivement.

(iii) L’insertion de 'élément n + 1 dans l'un des sites actifs laisse dans le méme état tous les

sites situés a gauche de n + 1 dans la permutation obtenue.
(iv) Les sites entourant un mazimum a gauche sont actifs.
(v) 77 ar) < 77 ap), pour tout 1 <k <k <ec.
(vi) Tout élément situé a gauche de ay, est inférieur a d;, _1, pour tout k € [c].

(vii) Tout élément situé entre ay et d;, est supérieur a ay, pour tout k € [c].

Preuve

e (i), (ii) et (iii) résultent de la forme des motifs exclus.
e (iv). Les motifs 3142 et 24351 ne peuvent pas rendre inactif le site & gauche d’un maximum &

gauche g car les sous-suites ejes(n+ 1)eg et ejesges sont du méme type respectivement 3142 et
3241.
Similairement, le site & droite d’un maximum a gauche g ne peut pas étre inactivé par 3142 ou
24351 car les sous-suites ejes(n+1ies et ejeages sont du méme type respectivement 3142 ou 3241.

e (v). Autrement, la sous-suite agsarpd;,,d;,, serait de type 3142.

o (vi). Soit e un élément situé a gauche de ay. e < d;, car sinon la sous-suite eapnd;, serait de type
3142.

o (vii). Soit e un élément situé entre ay, et dj, . e > d;,_1 car sinon la sous-suite aged;, d;, _1 serait de
type 3142, et e €]d;,_1, ax[ car sinon la sous-suite ayed;,d;,_1 serait de type 3241 mais ne ferait

pas elle-méme partie d’une sous-suite de type 24351, par définition de ay.

a

Lemme 5.20 Pour une permutation © de S,(3412,24531), nous avons les propriétés suivantes

compte-tenu des notations 5.13 et 5.16.
(i) Le premier site et celui a gauche de n sont actifs.
(ii) Un site inactif le reste définitivement.

(iii) L’insertion de 'élément n + 1 dans l'un des sites actifs laisse dans le méme état tous les

sites situés a gauche de n + 1 dans la permutation obtenue.
(iv) Le site a gauche de tout mazimum & gauche est actif.
(v) 7 Har) < 7 Yag), pour tout 1 < k < k' < c.

(vi) Tout élément situé a gauche de ay, est inférieur a 71(n — k + 1), pour tout k € [¢ — 1].
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Tout élément situé entre agyq et 7(n — k — 1) est supérieur a 7(n — k + 1), pour tout
k€ fe—1].

Preuve

(i), (ii) et (iii) résultent de la forme des motifs exclus.

(iv). Les motifs 3412 et 24351 ne peuvent pas rendre inactif le site & gauche d’'un maximum &
gauche g car les sous-suites ey (n+ 1)eses et e;geses sont du méme type respectivement 3412 et
3421.

(v). Autrement, la sous-suite ap'w(n — k")w(n — k)m(n — k + 1) serait de type 3421 mais ne ferait
pas elle-méme partie d’une sous-suite de type 24531, par définition de ay.

(vi). Soit e un élément situé a gauche de aj. e < w(n—k) car sinon la sous-suite enw(n—k)r(n—k+1)
serait de type 3421 ne ferait pas partie d’une sous-suite de type 24531, par définition de ay.

(vii). Soit e un élément situé entre ap41 et #(n —k — 1). e > w(n — k + 1) car sinon la sous-suite

apapyirem(n — k + 1) serait de type 3412.

a

Preuve de la proposition 5.17. L’étiquette de la permutation 1 est (2|1;0;0;).

Soit 7 wune permutation de S,(3142,24351) [resp. S,(3412,24531)] ayant pour étiquette
(z|w; minv;i;ny, na, ..., ne).
e Insertion dans I'un des sites actifs a gauche de n.
Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le (¢ site actif de 7, pour tout
L € [xg].
Alors, il existe k € [c + 1] tel que ’élément n + 1 a été inséré entre ajp_q et ag, avec a.41 = n et
deyi = n.
— Pour T'(3142,24351).
Les sites situés entre aj et d;, sont inactifs dans v car la sous-suite (n+1)ay(n+2)d;, est de
type 3142. Le site & droite de d;, est inactif dans v car la sous-suite (n+41)d;, (n+2)d;,_1 est
de type 3241 et tous les éléments & gauche de n+1 sont inférieurs & d;, _,. Les k derniers sites
actifs le restent dans . Ceci est également vrai pour k = c+ 1 et ¢ = 0.
— Pour T(3412,24531).
Le site situé entre w(n — k — 1) et w(n — k) est inactif dans v étant donné que la sous-suite
m+Dn+2)yx(n — k)m(n — k + 1) est de type 3421 et que tous les éléments a gauche de n+ 1
sont inférieurs & m(n — k + 1). Les k + 1 derniers sites actifs le restent dans 5.
L’étiquette de v est alors (I + 1+ k|wiws ... wi—11; minv; 1,01, 00, ..., np_1).
e Si ¢ vaut 1, insertion dans le premier site actif a droite de n.

Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le (zg + 1)ém€ site actif de 7, c’est
a dire dans le site situé a droite de n [resp. m(n — ¢ — 1)].

Tous les sites actifs le restent dans ~.
— Pour 7(3142,24351), d.yy =n+let d. = n— 1.
— Pour T(3412,24531), deux cas sont & envisager.
* m(n —c—1) < w(n — ¢). Alors, aucun élément e & gauche de n ne peut étre supérieur a

7(n — ¢) pour éviter que la sous-suite enm(n — ¢ — 1)w(n — ¢) ne soit de type 3412.
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* m(n —c—1) > 7(n — ¢). Montrons que tous les éléments & gauche de n sont inférieurs a
7(n — ¢). Le site inactif & gauche de w(n — ¢ — 1) impose D’existence d’un élément e vérifiant
771(n) < 771(e) < n—c—1 tel que la sous-suite o = ex(n — ¢ — 1)w(n — ¢) de type 321 ne
fait pas partie d’une sous-suite de type 2431 : e n’est pas situé a gauche de n a cause du site
actif & gauche de n, w(n — ¢ — 1) fait partie de o car le site entre 7(n —c¢ — 1) et w(n —¢)
est actif, et w(n — ¢) fait partie de o car tous les sites & droite de w(n — ¢) sont actifs. Tous
les éléments & gauche de e sont donc supérieurs a w(n — ¢ — 1) ou inférieurs & 7(n — ¢). Or,
aucun élément e’ & gauche de n n’est supérieur & m(n — ¢ — 1) pour éviter que la sous-suite

e'nm(n —c¢— 1)w(n — ¢) de type 3421 ne fasse partie d’une sous-suite de type 24531.

Alors, .41 = n et n.y1 est le nombre de sites actifs compris entre a. et n.
L’étiquette de v est alors (x + 1|wl;minv+ 1;0;n1,na, ..., ne, & —c—2— 3, np).
e Insertion dans 'un des sites actifs a droite de n autre que le premier s1 ¢ vaut 1.
Soit v la permutation obtenue en insérant 1’élément n 4+ 1 dans le (# — k)éme site actif de 7, pour
tout k € [0, ¢].
Tous les sites actifs le restent dans 7.

L étiquette de v est alors (z + 1|w0°T =*1; minv + 1;0;ny, na, ..., ng).

5.4 A propos des permutations de 5,(1342,31254) et de
S,(1423,12513)

Nous proposons la conjecture suivante, vérifiée a ’aide du logiciel forbid jusqu’a 'ordre 14.

Conjecture 5.21

2.(3n)!
(2n+ 1)i(n+1)!

|S,(1342,31254)] = |S5,,(1423,42513)| =

Nous avons constaté que les arbres de génération T(1342,31254) et T(1423,42513), ainsi que
tous ceux correspondant aux permutations obtenues en considérant les opérations miroir, com-
plément et inverse, ne satisfont a 'un des systemes de réécriture des ensembles de permutations
a motifs exclus que nous avons déja mis en correspondance avec les permutations 2-triables.

De plus, aucune des distributions précédemment obtenues n’apparait pour ces deux ensembles

de permutations & motifs exclus en termes de minima/maxima a gauche/droite et montées.



Chapitre 6

Permutations de Baxter

Faisant suite a une conjecture d’E. Dyer, G. Baxter [4] a mis en évidence une classe par-
ticuliere de permutations en étudiant les points fixes de fonctions continues commutant par
composition. Ces permutations, dites depuis permutations de Baxter, peuvent étre définies en
termes de motifs exclus. Plus précisément, elles vérifient les deux conditions suivantes : pour
tout 1 <1< j <k <<,

st w(i)+1 () et w(5) > 7w(l) alors w(k)> 7w(l),
si w(l)+1 (i) et w(k) > w(¢) alors 7(j) > 7 (7).

Ainsi, sur quatre éléments, seules les permutations 2413 et 3142 ne sont pas des permutations

=T
=T

de Baxter.
F.R.K. Chung, R.L. Graham, V.E. Hoggatt et M. Kleiman [15] ont montré, de ma-

niere analytique, que le nombre de permutations de Baxter sur [n] est donné par la formule
n+1 n+1 n+1
sl ( ’"(ZJE{")+(12+(1”)1+2) dont les premieres valeurs sont 1,2,6,22,92,422,. .., aprés avoir deviné
1 : 2
cette formule avec le concours du logiciel de calcul formel MACSYMA.

Plus tard, C.L. Mallows [74] a donné une interprétation plus fine de ce résultat en
montrant que cette sommation correspondait a la distribution des permutations de Bax-
ter suivant leur nombre de montées. De plus, il donne une nouvelle formule pour ces
permutations ou seul le paramétre m possede une interprétation (nombre de montées) :

—1 +1 4 —s—1\ n—i—1 —s—1\ (n—i—1
S S S () e [ () - () )

X. Viennot [108] a donné une preuve combinatoire de la formule obtenue par F.R.K. Chung,

R.L. Graham, V.E. Hoggatt et M. Kleiman en établissant une correspondance entre les permu-
tations de Baxter et certains tableaux semi-standard pour lesquels une formule d’énumération
est connue, correspondance qui repose sur un certain nombre de bijections classiques [39, 21, 43].

D’autre part, R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [18, 26] lors de la résolution d’un probleme
posé par R.C. Mullin [76] & propos de I’énumération de certaines familles de cartes planaires,
ont établi une correspondance entre le langage produit de mélange (ou shuffle) de deux mots de

parentheses et les couples d’arbres binaires complets. Parmi les divers objets mis en ceuvre dans

91
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cette correspondance, apparaissent naturellement les permutations de Baxter alternantes. Ils en

déduisent que le nombre de telles permutations est ¢,.c, et ¢,41.Cp.

L’un des objectifs de ce chapitre est de fournir une preuve combinatoire unifiant les résultats
de X. Viennot sur les permutations de Baxter [108] et ceux de R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot
sur les permutations de Baxter alternantes [18], tout en donnant une interprétation combinatoire
de la formule de C.L. Mallows [74].

Avant cela, nous restons dans le contexte des permutations a motifs exclus. En effet, S. Gire
[45] a montré que l’ensemble des permutations de Baxter sur [n] est exactement S,(25314,
41352). Elle a également donné un systéme de réécriture caractérisant I’arbre de génération de

ces permutations.

Nous montrons que les arbres de génération de divers objets considérés par la suite, tels
que les permutations excluant simultanément les motifs 21354 et 41352 et triplets de chemins
deux & deux disjoints, sont caractérisés par le systeme de réécriture donné par S. Gire pour les

permutations de Baxter.

Ensuite, nous considérons une nouvelle famille d’arbres, les arbres binaires jumeaux. Ceux-ci
sont obtenus en prenant les deux arbres binaires croissant et décroissant associés a une per-
mutation et en oubliant leurs étiquetages. Cette application surjective est bijective lorsque les
permutations considérées sont les permutations de Baxter. Par exemple, les permutations 2413
et 3412 donnent le méme couple d’arbres binaires, mais seule la permutation 3412 est une per-
mutation de Baxter.

Partant de cette caractérisation des permutations de Baxter en termes d’arbres binaires ju-
meaux [29], nous mettons en correspondance permutations de Baxter et triplets de chemins
deux & deux disjoints dans un huitieme de plan (ces triplets de chemins correspondent & des
polyominos parallélogrammes jumeaux) et retrouvons ainsi les chemins obtenus par X. Viennot
[108], ce qui nous permet de conclure. De plus, dans ces différentes bijections, un certain nombre

de parametres sont transportés.

Ainsi, nous déduisons des travaux d’I.M. Gessel et X. Viennot [43, 44] un déterminant 3 x 3
donnant le nombre de permutations de Baxter sur [n] distribuées suivant cinq parametres. Des
cas particuliers nous permettent de retrouver les formules de F.R.K. Chung, R.L. Graham,
V.E. Hoggatt et M. Kleiman [15] et de C.L. Mallows [74] pour laquelle nous montrons que les
parametres m, ¢ et s correspondent aux nombres de montées, de minima et maxima a gauche

des permutations de Baxter.

De plus, dans la bijection que nous donnons entre permutations de Baxter et triplets de
chemins deux a deux disjoints, le caractere alternant des permutations correspond au fait que
le second chemin est en escalier. Ainsi apparait naturellement un couple de chemins de Dyck.
Nous en déduisons que le nombre de permutations de Baxter alternantes sur [2n 4 €] (e = 0 ou

1) est ¢pye.cp, et affinons ensuite ce résultat.
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6.1 Permutations de Baxter et triplets de chemins deux a deux
disjoints

Définition 6.1 Une permutation © de S, est une permutation de Baxter si et seulement si,
pour tout entier p € [n — 1], m se factorise de maniére unique sous la forme

T=1'p 7 p+hHr" ou T =7'(p+1) it pr”
otl tous les éléments de & [resp. 7>r] sont inférieurs a p [resp. supérieurs a p+ 1].

Nous notons Baxter, ['ensemble des permutations de Baxter sur [n].

Exemple 6.2 La permutation 4236571 appartient a Baxter;. Par exemple, pour p = 4 nous

avons F= 23 el - 6, et pour p = 1 nous avons - 3657 et 7= 0.
Proposition 6.3 (S. Gire [45]) Baxter, = S,(25314,41352).

Remarquons que, d’apres la forme des motifs exclus, si 7 appartient & Baxter,,, alors 7*, ¢

et 77! appartiennent également & Bazter,.

Définition 6.4 Nous désignons par Bcﬂv\tergm_e Uensemble des permutations de Baxter alter-

nantes sur [2n + €] oi e € {0,1}.
Exemple 6.5 La permutation 2834176(11)9(10)5 appartient a Baxtery:.

Définition 6.6 Soit T}, ,,, [’ensemble des triplets de chemins deux a deux disjoints (voir figure
6.1) allant respectivement des 3 points de coordonnées (0,n — 1),(1,n),(2,n+ 1) auz 3 points
de coordonnées (m,m),(m+1,m +1),(m+2,m+ 2) en empruntant seulement des pas Est et

Nord.

_ ,n—1
Nous posons T, = U _T), .

(m, m)

(m+1,m+1)

(m+2, m+2)
(0,n-1)
(1,n)

(2,n+1)

Figure 6.1 Un triplet de chemins deux a deux disjoints appartenant a 7% 3.

Ces triplets de chemins deux a deux disjoints sont un cas particulier de chemins considérés
par LM. Gessel et X. Viennot [43]. En effet, ils ont montré que les k-uplets de chemins deux

a deux disjoints empruntant des pas Est et Nord dans un huitieme de plan sont énumérés par
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le déterminant d’une matrice carrée k X k a coeflicients bindmiaux. D’autre part, ils exhibent
une correspondance entre ces chemins et les tableaux de Young semi-standard, tableaux dans
lesquels les entiers sont non décroissant en colonne et strictement croissant en ligne. De plus,
une formule d’énumération pour ces tableaux est connue depuis les travaux de J.B. Remmel et
R. Whitney [81].

Ces résultats ont conduit X. Viennot [108] & donner une preuve combinatoire pour I’énumé-
ration des permutations de Baxter, en établissant une correspondance entre ces permutations
et les triplets de chemins deux a deux disjoints. Cette correspondance se décompose en une
bijection entre permutations et histoires de Laguerre [39], une bijection entre mots de Motzkin
2-colorés et polyominos parallélogrammes [21], et finalement une bijection entre chemins deux a

deux disjoints et tableaux de Young semi-standard [43]. Il en déduit le résultat suivant.

Proposition 6.7 (X. Viennot [108]) Le nombre de permutations de Baxter sur [n] ayant m
montées est égal au nombre de triplets de chemins deur a deux disjoints de T, ,, et est donné
par le déterminant

(n;bl) (72) (nr—lr—bl) (n-l—l) (n—l—l) (n—|—1)

n—1 n n+1 _ m /\m41/ " \m+42

<m—|—1> <m—|—1> <m—|—1> - (n—l—l) (n—l—l)

(n—l) ( n ) (n—l—l) 1 /"% 2

m+2 m+2 m+2

6.2 Un systeme de réécriture unique pour engendrer ces objets

Nous montrons que les permutations de Baxter, les permutations excluant simultanément
les motifs 21354 et 41352 et les triplets de chemins deux a deux disjoints sont tous en correspon-
dance. En effet, il est possible de caractériser leurs arbres de génération par le méme systeme de
réécriture que celui établi par S. Gire pour les permutations de Baxter. De plus, ces ensembles

présentent une méme triple distribution suivant certains parametres que nous préciserons.
Proposition 6.8 (S. Gire [{5])

o Le systéme de réécriture Spagier (voir figure 6.2) caractérisant Uarbre de génération des
permutations de Bazter T(25314,41352) est
(0,1,1)
(m,g,d) ~ (m,1,d+1),(m,2,d+1),...,(m,g,d+ 1),
(m+1,9+1,d),(m+1,g+1,d=1),....(m+1,9+1,1)

o [’étiquette (m,g,d) du systéme de réécriture Spazier correspondant a une permutation ©
de larbre de génération vérifie m = mont(w), g = mazg(w) et d = mazd(T).
Pour démontrer cette proposition, S. Gire utilise le résultat suivant.

Lemme 6.9 (S. Gire [{5]) Un site situé a gauche [resp. droite] de I’élément n d’une permutation
de Baxter sur [n] est actif si et seulement si U'élément a sa droite [resp. gauche] est un maximum

a gauche [resp. droite].
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0,1,3)

(0,1,2) 1,22

1,21
0,1,1)

112

(1.21) 1,22

(231

AALLAN
K

Figure 6.2 Arbre de dérivation du systéeme de réécriture Spyuter-

Le parametre m de I’étiquette du systeme de réécriture Sp,urer n’'est pas nécessaire a la
caractérisation de I’arbre de génération mais a été ajouté afin d’obtenir des raffinements dans

nos formules d’énumération.
Propriété 6.10 Une permutation © de Baxter, vérifie mont(m) = montinv(t).

Preuve En effet, d’apres le lemme 6.9, le parametre m peut aussi bien étre le nombre de montées que

de montées inverses dans I’arbre de génération des permutations de Baxter. O
Proposition 6.11
o Le systéme de réécriture Spapier caractérise Uarbre de génération T(21354,41352).

o [’étiquette (m,g,d) du systéme de réécriture Spayier correspondant a une permutation ©

de larbre de génération vérifie m = montinv(w), g = mazg(w) et d = maxd(w).
Lemme 6.12 Une permutation de S,(21354,41352) vérifie les propriétés suivantes.
(i) Les deux premiers sites, le dernier et celui situé a droite de n sont actifs.

(ii) Un site est actif si et seulement si il est situé a droite d’un mazimum a gauche ou a droite.

Preuve

e (i) résulte de la forme des motifs exclus.

e (ii).
Soit e un maximum & gauche [resp. droite] autre que n, le motif 41352 [resp. 21354] ne pouvant pas
interdire un site & gauche [resp. droite] de n. Supposons que le motif 21354 [resp. 41352] interdise

le site a droite de e, c’est a dire qu’existent e; et es & gauche de e [resp. e; entre n et e et ey &
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droite de €] tels que la sous-suite ejes(n—+1)n [resp. nej(n—+1yes] soit de type 2143 [resp. 3142].
Alors, erese(n+1yn [resp. neje(n+1)es] est de type 21354 [resp. 41352].

Réciproquement, soit e un élément qui ne soit n1 un maximum & gauche, ni un maximum a droite.
Alors, existent e et es respectivement a gauche et a droite de e, tous deux supérieurs a e. La

sous-suite eje(n+1)es est de type 2143 ou 3142 sans qu’aucun élément ne soit situé entre e et n+ 1.

a

Preuve de la proposition 6.11. L’étiquette de la permutation 1 est bien (0,1,1).

Soit m une permutation de ’arbre de génération des permutations ayant pour étiquette (m, g, d).

d sommets

Insertion dans 'un des sites actifs & gauche de n.

€

Soit v la permutation obtenue en insérant I’élément n + 1 dans le i™¢ site actif de 7, pour tout

i € [g].

L’étiquette de v est alors (m,4,d+ 1).

Insertion dans 'un des sites actifs a droite de n.

Soit v la permutation obtenue en insérant ’élément n + 1 dans le (¢ +d+1— j)éme site actif de
7, pour tout j € [d].

L’étiquette de v est alors (m+ 1,9 + 1, j).

d+1 sommets

g-i+1 sommets

g sommets

d-j+1 sommets

j sommets

g+l sommets

Figure 6.3 Regles de construction des triplets de chemins deux & deux disjoints.
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Proposition 6.13

o Le systeme de réécriture Spapter caractérise un arbre de génération des triplets de chemins
deuzr a deux disjoints (voir figure 6.4) obtenu en appliquant les régles de construction

décrites par la figure 6.3.

o [’étiquette (m,g,d) du systéme de réécriture Spayier associée a un triplet de chemins deux
a deuz disjoints de T, ,,, est telle que d — 1 [resp. g — 1] soit exactement le nombre de pas

Nord [resp. Est] initiaux du premier [resp. dernier] chemin.

Figure 6.4 Arbre de génération des triplets de chemins deux & deux disjoints.

Preuve Un raisonnement par induction permet de montrer que tout triplet de chemins deux a deux
disjoints peut étre obtenu en appliquant ces régles de construction. En effet, soit (w1, wa,ws) un triplet
de chemins deux & deux disjoints de 7}, »,,. Considérons le premier pas de wy. S’il s’agit d’un pas Nord
[resp. Est], sa suppression ainsi que la suppression du premier pas Nord [resp. Est] de wy [resp. ws] et la
suppression du premier pas de ws [resp. wi] donne un triplet de chemins deux & deux disjoints appartenant
a Tho1m [resp. Tt m=1].

De plus, d’apres les régles de construction, chaque triplet de chemins deux & deux disjoints n’est obtenu
qu’une seule fois.

Il est immédiat de constater, compte-tenu des regles de construction, que cet arbre de génération est

caractérisé par le systéme de réécriture Spaprer- |
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6.3 Une correspondance entre permutations de Baxter et tri-

plets de chemins

Nous donnons ici une nouvelle correspondance entre permutations de Baxter et triplets de
chemins deux & deux disjoints permettant d’unifier les preuves combinatoires de X. Viennot
[108] sur I’énumération des permutations de Baxter et celle de R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot
[18] pour les permutations de Baxter alternantes.

Cette correspondance se compose de deux bijections, la premiere reliant les permutations
de Baxter et les arbres binaires jumeaux, la seconde reliant les arbres binaires jumeaux et les

triplets de chemins deux & deux disjoints.

Définition 6.14 [’ensemble des arbres binaires jumeaux J,, (voir figure 6.5) est l'ensemble
Jn = {(a1, az) : complété(ay), complété(az) € A, et
O(code(complété(ar))) = O(code(complété(az)))}

ot O consiste en l'étiquetage des feuilles gauches [resp. droites] d’un arbre binaire (une fois

complété) par la lettre 0 [resp. 1] excepté les deux feuilles extrémes et O° est identique a ©

modulo ’échange des lettres 0 et 1.

Plus  formellement, © est Uapplication surjective de P,z dans {0,1}* définie par

O(zliwl+2wl+3...w2n) = O(Fwi42)0(wit2wit3) . . . O(wep_1wa,) avec O(zz) = O(Zz) = ¢,

0(z7z) =0, 0(zz) = 1.

Figure 6.5 Deux arbres binaires jumeaux.

Exemple 6.15 La figure 6.5 représente deux arbres binaires jumeauz de J; avec leurs éti-
quetages sur {0,1}, et dont les codes des arbres binaires complétés sont respectivement

ZEEEZEZEETELZE el 22 ZZRZEAER L.

6.3.1 La bijection entre permutations de Baxter et arbres binaires jumeaux

Théoréme 6.16 (S. Dulucq et O. Guibert [29]) Il existe une bijection ¥ (voir figure 6.6) entre

permutations de Baxter et arbres binaires jumeauz.
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v . Baxter, — g,

o (am)
De plus, a une permutation de Baxter ayant m montées, 1 minima a gauche et s mazima a
gauche correspond par ¥ deux arbres binaires jumeauz dont le premier arbre binaire possede
m arétes droites et 1 sommets sur sa branche gauche et dont le second arbre binaire posséde s

sommets sur sa branche gauche.

L’application ¥ et son inverse sont définies de la fagon suivante.

e U consiste, pour une permutation 7 appartenant a Baxter,, a construire ses arbres binaires
croissant et décroissant. Les deux arbres binaires aq et ag sont ces deux arbres dépouillés

de I’étiquetage de leurs sommets.

o L’application inverse ¥~! peut étre décrite par I’algorithme suivant opérant sur un couple

d’arbres binaires jumeaux (aq,az) ayant n sommets.

pour k variant de n a 1, répeter le processus suivant :
considérant 'ordre infixe sur les sommets de a; et ao, soit ¢ I'ordre de la racine de as

étiqueter k le ¢

sommet (une feuille) f de a4

si f est une feuille gauche

alors soit s le dernier sommet de la branche gauche du sous-arbre droit de aq
greffer le sous-arbre gauche de ay sur le sommet s

sinon soit s le dernier sommet de la branche droite du sous-arbre gauche de as
greffer le sous-arbre droit de agp sur le sommet s

supprimer la racine de as

supprimer la feuille f de aq

Au cours de cet algorithme, ’étiquetage croissant des sommets de ay est réalisé et la

permutation 7 est alors obtenue en projetant en ordre infixe cet étiquetage.

Exemple 6.17 La figure 6.6 illustre Uapplication ¥ en présentant une permutation de Baxter,
ses arbres binaires croissant et décroissant, et les arbres binaires jumeaux correspondants.
La figure 6.7 présente Uapplication ¥~ en déroulant chaque étape de l'algorithme précédent (ou

les ,L'émes

sommets de a1 et as sont visualisés entre crochets, la feuille f de ay étiquetée k est
mise en €vidence, le sommet s est encadré et les arétes de aq et ay a supprimer sont représentées

en gras), l'arbre binaire croissant ainsi obtenu, et la permutation de Baxter correspondante.

Preuve du théoréme 6.16.

e Considérons une permutation 7 et ses arbres binaires croissant et décroissant dépouillés de leurs
étiquetages. Supposons que ces deux arbres binaires ne soient pas jumeaux. Alors, il existe pour

chacun des deux arbres binaires complétés une feuille (autre que la premiére ou la derniére) ayant
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4 2 3 6 571

S5

Figure 6.6 I ’application ¥, d’une permutation de Baxter aux arbres binaires jumeaux.

meéme rang impair relativement & ’ordre infixe sur tous les sommets et méme orientation gauche
ou droite dans les deux arbres. Supposons que cette méme orientation soit par exemple la gauche.
Le sommet pére de cette feuille correspond dans les deux arbres binaires croissant et décroissant a
un meéme élément de la permutation 7. Ce méme élément serait donc soit une feuille, soit un point
simple & droite des arbres binaires croissant et décroissant associés a w. Ainsi, il correspondrait dans
le cas de I’arbre binaire croissant & un pic (montée suivie d’une descente) ou une double-montée de
@, et il correspondrait dans le cas de ’arbre binaire décroissant & un creux (descente suivie d’une
montée) ou une double-descente de m. Ceci est bien évidemment impossible.

e L’application inverse ¥~1 associe une et une seule permutation de Baxter 7 & un couple d’arbres

binaires jumeaux (aj, as).

— L’application ¥~ est bien définie.

* f est une feuille. Sinon, pour que les deux arbres soient jumeaux, il serait nécessaire d’avoir
la relation ¢ = k = 1, vraie seulement si les arbres sont réduits a un sommet.

* f ayant un pére dans ay, la racine de ay a une aréte d’orientation contraire.
* A chaque étape, les nouveaux arbres binaires obtenus sont jumeaux.

— WU~ reconstitue un & un I’étiquetage croissant d’un arbre binaire, ce qui code une et une seule
permutation.

— La permutation obtenue est bien une permutation de Baxter.
A T’étape k, pour tout k& € [2,n], Papplication ¥~! supprime une feuille gauche [resp. droite]
J correspondant a 1’élément k situé & gauche [resp. droite] d’un maximum & gauche [resp.
droit] d’une permutation de Sy_;. Compte-tenu de la proposition 6.8 et du lemme 6.9, nous

en déduisons par induction que la permutation obtenue est une permutation de Baxter.
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Figure 6.7 L’application inverse ¥~!, de deux arbres binaires jumeaux & une permutation de
Baxter.
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Propriété 6.18 Soit 7 une permutation de Baxter telle que ¥(7) = (a1, az).
Alors, ¥(7*) = (a7, a}) et ¥V(7°) = (az,a1).

Preuve D’une part, ’arbre binaire croissant [resp. décroissant] d’une permutation o quelconque est
exactement le miroir de I’arbre binaire croissant [resp. décroissant] de o*. D’autre part, les arbres binaires
croissant et décroissant d’une permutation o quelconque sont échangés (et leurs étiquetages complémen-

tés) lorsque nous considérons la permutation °. O

6.3.2 La bijection entre arbres binaires jumeaux et triplets de chemins

Théoréme 6.19 [] existe une bijection I' (voir figure 6.9) entre arbres binaires jumeaux et
triplets de chemins deux a deuzx disjoints.
r : I — T,

(alv a?) — t
De plus, a deux arbres binaires jumeauz dont le premier arbre binaire posséde m arétes droites

et 1 sommets sur sa branche gauche et dont le second arbre binaire posséde s sommets sur
sa branche gauche correspond par I' un triplet de chemins deux a deux disjoints allant des 3
points de coordonnées (1,n — @),(1,n),(s+ 1,n) respectivement aux 3 points de coordonnées

(m,m),(m+1,m+1),(m+2,m+ 2) en empruntant des pas Fst et Nord.

Lemme 6.20 (M. Delest et X. Viennot [21]) Il existe une bijection (voir figure 6.8) entre arbres
binaires ayant n sommets, m arétes droites et dont la branche gauche contient k sommets et
couples de chemins disjoints allant des points de coordonnées (1,n — k) et (1,n) respectivement

auzx points de coordonnées (m, m) et (m+ 1,m + 1) en empruntant des pas Est et Nord.

Preuve La bijection originale [21] entre arbres binaires et polyominos parallélogrammes, détaillée dans
la sous-section 1.3.1, peut étre vue sous une autre forme. En effet, elle revient a coder un arbre binaire
complété en le parcourant suivant 'ordre préfixe par deux chemins deux & deux disjoints. Le premier
chemin est obtenu en codant les arétes internes (qui ne supportent pas les feuilles) gauche [resp. droite]
par un pas Nord [resp. Est]; le second chemin est obtenu en codant les feuilles (exceptées les deux

extrémes) gauche [resp. droite] par un pas Est [resp. Nord]. O

Figure 6.8 Arbre binaire complété et polyomino parallélogramme en bijection.
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% PETTIE
s

Figure 6.9 La bijection I' entre deux arbres binaires jumeaux et un triplet de chemins deux a
deux disjoints.
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Preuve du théoréme 6.19. Tout d’abord, d’aprés le lemme 6.20, & deux arbres binaires jumeaux
correspondent deux couples de chemins disjoints (ou deux polyominos parallélogrammes). D’aprés la
définition du caractére jumeau de deux arbres et la correspondance entre arbres binaires et couples
de chemins disjoints (preuve du lemme 6.20), ces deux couples de chemins ont leurs seconds chemins
complémentaires. Une symétrie par rapport & la diagonale du second couple permet de coller ces deux
couples de chemins, donnant ainsi un triplet de chemins deux a deux disjoints.

Cette construction est clairement réversible. a

6.4 Enumération des permutations de Baxter

En composant les deux bijections ¥ et I' des théoremes 6.16 et 6.19, nous avons obtenu une
correspondance entre permutations de Baxter et triplets de chemins deux a deux disjoints qui
transporte plusieurs parametres, nous permettant de raffiner les formules d’énumeération connues

sur ces objets.

6.4.1 Permutations de Baxter

En utilisant les résultats d’I.M. Gessel et X. Viennot [43, 44] sur I’énumération de chemins
deux a deux disjoints, nous obtenons des formules d’énumération pour les permutations de Bax-
ter qui précisent celles déja connues, nous permettant en particulier d’avoir une interprétation
naturelle de la formule de C.L. Mallows [74].

Théoréme 6.21 Le nombre de permutations de Baxter sur [n] ayant m montées, i minima d

gauche et s mazima a gauche est

A et [ | i) B A I G |

Preuve Le nombre de permutations de Baxter sur [n] ayant m montées, i minima & gauche et s maxima

a gauche est donné par le déterminant

) G

m m m—s

Cori) G G2
En effet, ces permutations de Baxter correspondent aux triplets de chemins deux & deux disjoints allant
des 3 points de coordonnées (1,n — i), (1,n),(s + 1,n) respectivement aux 3 points de coordonnées
(m,m),(m+1,m+1),(m+ 2, m+ 2). Or, par une preuve en tout point identique & celle décrite dans
Particle d’'T.M. Gessel et X. Viennot [43] (la méme involution permet d’obtenir le méme résultat bien
qu’ici nous n’ayons pas un mineur de déterminant binémial) ou plus simplement en spécialisant le résultat
général exposé dans leur autre article [44], nous obtenons que le nombre de tels chemins est donné par

ce déterminant, dont le calcul fournit la formule annoncée et due & C.L. Mallows [74]. O
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Remarque 6.22 La formule du théoréme 6.21 dénombre les sommets au niveau n ayant pour
étiquette (m,s,t) dans Uarbre de dérivation du systéme de réécriture Spapier. En particulier,
elle s’applique auz permutations excluant simultanément les motifs 21354 et 41352 et donne leur
distribution suivant les nombres m de montées inverses, s de mazima a gauche et 1 de maxima

a droite.

Preuve Soit 7 une permutation de Bawxter, ayant m montées, { minima a gauche et s maxima a

~le* elle-méme une permutation de Baxter sur [n], posséde m montées, i

gauche. Alors, la permutation #
maxima a droite, s maxima a gauche d’apres les propriétés 1.4 et 6.10. Les propositions 6.8 et 6.13 nous
permettent de conclure. O

Notre correspondance nous permet de retrouver le résultat di a F.R.K. Chung, R.L. Graham,

V.E. Hoggatt et M. Kleiman [15], démontré ensuite combinatoirement par X. Viennot [108].

Corollaire 6.23 Le nombre de permutations de Baxter sur [n] ayant m montées est

CED-G)-G4h)

"1H-("3h

Preuve Ces permutations correspondent & des triplets de chemins deux & deux disjoints allant des 3

points de coordonnées (0,n — 1),(1,n),(2,n+ 1) respectivement aux 3 points de coordonnées (m,m),

(m+1,m+1),(m+2,m+ 2). Or, le nombre de tels chemins est donné par le déterminant [43, 108]

a

En fait, nous obtenons une énumération plus fine des permutations de Baxter en considérant

deux parametres supplémentaires.

Définition 6.24 Ftant donnée une permutation © de S, considérons les parameétres suivants.

e md(m)=mont(r(i)r(i+1)...7(n)) € [n]
avec i =max{j: Ik >2,7(j)<7(j+Ek)<n(j+ 1) <7(j+2)<---<7(j+k-1)}
en considérant que 7(0) = —1 et 71(n 4+ 1) = 0.

e dd(m)=desc(m()m(i+1)...7(n)) € [n]
avec i =max{j: Ik >2,7(j)>7(j+ k) >+ 1) >n(+2)> >+ k—-1)}
en considérant que T1(0)=n+2 et 71(n+1)=n+ 1.

Remarquons que md(7) [resp. dd(7)] vaut un de plus que le nombre d’arétes droites situées
a droite de la derniére aréte gauche de I’arbre binaire croissant [resp. décroissant] de = parcouru

dans 1’ordre infixe.
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Théoréme 6.25 Le nombre de permutations de Baxter © sur [n] ayant m montées, i minima
a gauche, s maxima a gauche et telles que p = md(w) et ¢ = dd(7) (voir figure 6.10) est donné
par le déterminant

) BN Gand BN i

G I (e B G

D I e B G
Preuve Une lecture plus fine des bijections ¥ et I' permet de constater que ces deux parameétres
supplémentaires sur les permutations de Baxter sont effectivement transportés sur les triplets de chemins

deux a deux disjoints. O

n=20 ---

Figure 6.10 Les cing parametres considérés sur les triplets de chemins deux a deux disjoints.

6.4.2 Permutations de Baxter alternantes
Nous retrouvons et précisons ici un résultat dia a R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [18].

Théoréme 6.26 Le nombre de permutations de Baxter alternantes sur [2n 4 €] ou e € {0,1}

ayant 1 minima @ gauche et s maxima a gauche est

i 2n+e)—i—1 s—1 (2n—s
n+e—1i n+e n—s+1 n
Corollaire 6.27 Le nombre de permutations de Baxter alternantes sur [2n + €] ot e € {0, 1}

est

Cnte-Cpn

Preuve Rappelons tout d’abord qu’a une permutation alternante correspond un arbre binaire crois-

sant (ou décroissant) quasi-complet. En particulier, & une permutation de Baxter alternante sur [2n]
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correspond un arbre binaire croissant [resp. décroissant] complet auquel il manque la feuille gauche [resp.
droite] extréme tandis qu’a une permutation de Baxter alternante sur [2n + 1] correspond un arbre bi-
naire croissant complet auquel il manque les deux feuilles (gauche et droite) extrémes et un arbre binaire
décroissant qui lui est complet. De plus, un tel couple d’arbres binaires quasi-complets, du fait de cette
quasi-complétude, constitue un couple d’arbres binaires jumeaux. Ainsi, les permutations de Baxter alter-
nantes sont en bijection avec les couples d’arbres binaires complets, et nous obtenons le résultat annoncé.

a

Exemple 6.28 La figure 6.11 illustre la correspondance entre permutations de Baxter alter-
nantes et triplets de chemins deux a deux disjoints, et permet de constater que le deuziéme
chemin a une forme fizée (en escalier). Nous retrouvons naturellement par ce passage les che-

mins de Dyck.

Preuve du théoreme 6.26. Ce résultat est analogue & celui du théoréme 6.21. En effet, aux permuta-
tions de Baxter alternantes sur [2n+e] ayant ¢ minima a gauche et s maxima a gauche correspondent deux
chemins de Dyck débutant exactement par ¢ et s — 1 pas montants (ou deux arbres binaires jumeaux dont
les branches gauches ont respectivement ¢ et s — 1 sommets). Ces objets sont énumérés par les nombres
de Delannoy ce qui nous donne le résultat. O

En fait, nous affinons encore ces résultats en considérant les parametres de la définition 6.24.

Théoréme 6.29 Le nombre de permutations de Baxter alternantes © sur [2n+ €] ou e € {0, 1}

ayant 1 minima a gauche, s mazima a gauche et telles que p = md(w) et ¢ = dd(w) est

2n+e—1—p—1 2n+e—1—p—1 2n+e—s—qg—1 2n+e—s—qg—1
n—p n—1i—p ' n—s n—1

Preuve C’est une conséquence directe du théoréme 6.25 pour les permutations de Baxter alternantes.

La formule se déduit de I’énumération des chemins de Dyck selon les hauteurs initiale et finale. O

La série génératrice des permutations de Baxter alternantes n’est pas algébrique, comme 1’a

montré D. Gouyou-Beauchamps [48, 49]. Toutefois, signalons que le systéme de réécriture

{ (1,1)
(z,y) ~ (La+1),2,2+1),....(y, 2+ 1)
caractérise |’arbre de génération des permutations de Baxter alternantes. L’étiquette (x,y) cor-

respondant & une permutation 7 sur [2n + €] avec e € {0,1} de 'arbre de génération vérifie

x = mazd(m) et y = mind(7) dans le cas e = 0, 2 = mind(7) et y = maaxd(n) lorsque e = 1.
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2834176119105

g | ™~

Figure 6.11 D’une permutation de Baxter alternante au triplet de chemins deux a deux disjoints :
deux chemins de Dyck.



Chapitre 7

Mots de piles et tableaux de Young

standard rectangulaires

Parmi les généralisations naturelles de 1’algorithme de tri au moyen d’une pile considéré
par D.E. Knuth [62], J. West [110, 113] s’est intéressé aux permutations triables par plusieurs
passages consécutifs dans une pile, celle-ci devant satisfaire & une condition dite de type “tour
de Hanoi”, c’est a dire vérifier qu’a tout instant les entiers croissent a partir du sommet de la
pile.

S. Gire [45] a étudié un probleme voisin. Elle considere un ensemble de k piles placées en
série et s’intéresse a leurs mouvements lorsque la permutation identité les traverse.

Les mots du langage A {fe{t,2,..;k4+ 1} : Vi e [k+1],|fli = m;Vi € [k],Vf =
70 > | lix1} codent exactement les mouvements des k piles lorsque la permutation
12...n les traverse (voir figure 7.1). Ce langage erk) code également les tableaux de Young
standard [116] rectangulaires de hauteur k& 4+ 1 et de longueur n, c’est a dire de forme A =

(n,n,...,n) partition de ’entier (k 4+ 1).n. Nous déduisons de la formule des équerres [38] que

1y, = ((k+ 1).n)! T, (nii)!'

Pile, Pile, Pile,
Figure 7.1 Mots de piles.

Dans le cas d’une seule pile (k = 1), les mots de Yn(l) sont les mots de parentheses et il y a

une correspondance immédiate entre ces mots et les permutations 1-triables.

109



110 CHAPITRE 7. MOTS DE PILES ET TABLEAUX DE YOUNG STANDARD RECTANGULAIRES

Ici, nous nous intéressons aux cas de deux piles (k = 2) et aux objets correspondant aux
mouvements de ces deux piles que sont les tableaux de Young standard rectangulaires 3 X n, au

2(3n)!
nombre de m

Définition 7.1 Notons A = {1,2,3} Ualphabet des mots associés aux mouvements de deux
piles, et Y = {f € A%< |fli = fla = |fls:¥F = FS" | 2 |Fla > |F]s} le langage des mots
codant les mouvements des piles (ensemble des mots de piles) correspondant aux tableauz de
Young standard rectangulaires de hauteur 3. Posons Y, = v, = {feY |f] =3n}.

Le fait d’imposer certaines restrictions sur les piles (par exemple qu’elles vérifient une condi-
tion de type “tour de Hanoi”) se traduit simplement par certaines restrictions sur ces tableaux
de Young standard.

Nous montrons en particulier que le nombre de tableaux de Young standard rectangulaires
3 X n n’ayant pas deux entiers consécutifs sur la deuxieme ligne est donné par le carré du n™*
nombre de Catalan, résultat a rapprocher de ceux obtenus par D. Gouyou-Beauchamps [48, 49] &
propos de I’énumération de tableaux de Young standard de hauteur au plus 4 et par L. Favreau
[37] sur les tableaux oscillants de hauteur au plus 2.

Nous obtenons les résultats suivants, les trois premiers ayant été conjecturés par S. Gire [45].

Théoréme 7.2 Le nombre de mots du langage C,, = Y, \ {A*22A*} (ensemble des mots de
piles sans facteur 22) codant les tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur 3 et de

longueur n n'ayant pas deux entiers consécutifs sur la deuxiéme ligne est
Cp-Cr

Théoréme 7.3 Le nombre de mots du langage B, =Y, \ {A"22A4* A*11.4*, A*33A4*} (en-
semble des mots de piles sans facteur 22,11,33) codant les tableaux de Young standard rectan-
gulaires de hauteur 3 et de longueur n nayant pas deux entiers consécutifs sur une méme ligne

est égal au nombre de permutations de Bazxter de S,(25314,41352) donné par

n—1 (n-|—1> . (n-l—l ) ] (n—l—l)

Z m m+1 m+2
n+1 n+1
Théoréme 7.4 Le nombre de mots du langage H,, = Y, \ {f = f'292f" : g € Y} (ensemble

des mots de piles vérifiant la condition “tour de Hanoi”) codant les tableaux de Young standard

rectangulaires non séparables de hauteur 3 et de longueur n est égal au nombre de cartes planaires

cubiques pointées non séparables ayant 2n sommets de C N Sy, donné par [103]

2".(3n)!
(2n+ D)Y(n+ 1)!

Théoréme 7.5 Le nombre de mots du langage P, = Y, \ {f = [f2g2f" : g € Y} \
{A*11A*, A*33A*} (ensemble des mots de piles vérifiant la condition “tour de Hanoi” et sans
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facteur 11,33) codant les tableauxr de Young standard rectangulaires non séparables de hauteur
3 et de longueur n n’ayant pas deux entiers consécutifs sur une méme ligne est €gal au nombre
de cartes planaires pointées non séparables ayant n 4+ 1 arétes de N S,11 donné par [105]
2.(3n)!
(2n+ 1)l(n + 1)!

Yn

Figure 7.2 Schéma des restrictions sur le langage Y/,.

Le schéma de la figure 7.2 présente les différentes restrictions apportées au langage Y,, codant
les tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur 3 et de longueur n (ensemble des mots
de piles) auxquelles nous nous sommes intéressés.

La notation -22 signifie que nous considérons les mots de piles ne comportant pas le facteur 22
et la notation -2Y2 indique que nous interdisons tout facteur de la forme 2¢g2 ou g € Y.

Nous pouvons remarquer, a partir de la définition du langage C,, [resp. C! ], que pour tout mot
f de C,, [resp. C! ], le nombre de facteurs 11,33, 13 [resp. 32,21, 22] de f détermine exactement
le nombre de chacun des autres facteurs de longueur deux de f.

Tandis que les langages C),, B, H,, et P, apparaissant dans la partie gauche de la figure 7.2
correspondent & des restrictions naturelles sur les tableaux de Young standard rectangulaires de
hauteur 3 et de longueur n, les langages C!, Bl, H] et P! traduisent des restrictions sur une
famille particuliere d’arbres 1-2 que nous définissons maintenant et pour laquelle nous énoncgons

quelques propriétés.

Définition 7.6 Un arbre 1-2 filiforme [resp. arbre 1-2 filiforme non séparable] (voir figure 7.3)

est un arbre 1-2
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e ayant autant de points simples que de points doubles (condition C1),

e vérifiant qu’a tout instant du parcours préfize, il y a au moins autant de points simples

que de points doubles (condition C2),

e tel qu'un sommet fils unique ne peut étre une feuille (condition C3) [resp. ne possédant

aucun sommet fils unique racine d’un arbre 1-2 filiforme (condition C3’)].

Notons F, [resp. F,,] ensemble des arbres 1-2 filiformes [resp. arbres 1-2 filiformes non sépa-

rables] ayant n points simples.

Figure 7.3 Un arbre 1-2 filiforme appartenant a Fg et un arbre 1-2 filiforme non séparable
appartenant a Fj.

Les mots du langage C! [resp. H]] (ensemble des mots de piles sans facteur 13 [resp. sans
facteur 1¢g3 olt ¢ € Y]) sont les codages préfixes sur P 5 LLI {1}* des arbres 1-2 filiformes de F),
[resp. F,].

Par exemple, les mots 111232112232333112211233233 de €} et 121123233123 de H} codent les

arbres 1-2 filiformes respectivement de Fy et de F illustrés par la figure 7.3.

Propriété 7.7 Les conditions C1 et C3° pour un arbre 1-2 suffisent a définir les arbres 1-2

filiformes non séparables.

Preuve Soit a un arbre 1-2 filiforme non séparable de F,, codé par le mot f de H/, et supposons que a
ne respecte pas la condition C2. Alors, f admet un facteur droit f € Py 5 LLI {3}* précédé d’une lettre
1.81 f/ Y, alors f' admet un facteur gauche f € P, 3 LLI {1}* suivi d’une lettre 3. Si f” ¢ Y, alors f"
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admet un facteur droit f”/ € Py 5 LLI {3}" précédé d’une lettre 1, ce qui nous ramene & I’étape initiale de
notre raisonnement. Par induction, nous obtenons alors un facteur f’ de f appartenant & Y et précédé
de la lettre 1, ou un facteur 1f" de f contenant un facteur de la forme 1¢3 oil ¢ € Y. Dans les deux cas,

cecl est en contradiction avec la condition C3°. a

Propriété 7.8 Le miroir d’un arbre 1-2 filiforme non séparable est également un arbre 1-2

filiforme non séparable.

Preuve En effet, I'opération miroir sur un arbre 1-2 filiforme ne peut violer que la condition C2, et non

les conditions C1 et C3°. a

Remarquons que ’ensemble des arbres 1-2 filiformes n’est pas clos par ’opération miroir.

Corollaire 7.9 Soit a un arbre 1-2 filiforme non séparable de F,, et a* son miroir codés res-
pectivement par les mots f et f* de H] (ensemble des mots de piles sans facteur 1g3 ou g €Y ).

Alors, nous avons en particulier | fls2 = | |22, | flor = | [¥|31 €t | flo2 = | f*|32-

Preuve
11 12 13 21 22 23 31 32 33

| /(/\X\

Une fois considéré le tableau ci-dessus représentant tous les facteurs de longueur deux sur un arbre 1-2
filiforme, il suffit de constater comment ’opération miroir agissant sur un arbre transforme ces facteurs.
O

Nous rappelons maintenant la définition d’une famille de cartes planaires considérée par

W.T. Tutte [103] qui interviendra dans la preuve du théoréme 7.4.

~e - A GO

- [ 20 €0 €0
O <X> Q

(©) ©) (©)

Figure 7.4 Les premieres cartes planaires cubiques non séparables (voir exemple 7.11).
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Définition 7.10 Une carte planaire cubique pointée non séparable (voir figure 7.4) est une
carte planaire sans point d’articulation dont tous les sommets sont de degré trois et pour laquelle
un brin est pointé.

Nous notons CN Sy, Uensemble des cartes planaires cubiques pointées non séparables ayant 2n

sommets.

Exemple 7.11 La figure 7.4 présente les cartes planaires cubiques pointées non séparables ayant
2, 4 et 6 sommets, les nombres entre parenthéses indiquant le nombre de cartes différentes

obtenues en pointant l'un des brins du sommet distingué repéré par e,

. S (UG (1) 2 ony 2 oo
neEn m=0 (“‘1"1),(“‘2"1) (2n+1)!(n+1)! (2n+1)!(n+1)!
i i i i
(] (] (] (]
Ty Ty Ty Ty
T, T, T, T,
Q Q Q Q
A A A A
| | | |
cr B! H! P!
i i
préfize() préfize()
!

CNS,y,

I<— [1] — ;| —

Figure 7.5 Schéma général des correspondances reliant les ensembles des mots de piles.

La figure 7.5 présente brievement les quatre correspondances reliant C,, B,,, H,,, P, respec-
tivement a C!, B!, H!, P! que nous allons mettre en évidence par la suite.
Parmi les objets intermédiaires qui seront mis en jeu, nous retrouverons des ensembles de per-
mutations a motifs exclus déja rencontrés dans les chapitres 5 et 6. Il s’agira des permutations
non séparables (excluant simultanément les motifs 2413 et 41352) et des permutations de Baxter
(excluant simultanément les motifs 25314 et 41352), alternantes ou non. Signalons également
que plusieurs familles de cartes, comme les cartes planaires pointées non séparables, sont reliées
aux objets que nous considérons.

Enfin, nous étudierons plusieurs autres restrictions apportées au langage Y, des mots de

piles. Par exemple, nous montrerons que le langage R, (voir figure 7.2) est directement en
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correspondance avec ’ensemble des arbres ternaires complets ayant n sommets internes.

7.1 Tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur 3

n’ayant pas deux entiers consécutifs sur la deuxieme ligne

Nous établissons maintenant les résultats suivants qui précisent le théoreme 7.2.

Théoréme 7.12 Les mots du langage C,, (ensemble des mots de piles sans facteur 22) codant
les tableauz de Young standard rectangulaires de hauteur 3 et de longueur n n’ayant pas deux
entiers consécutifs sur la deuzieme ligne sont en correspondance avec les mots du langage C!,
(ensemble des mots de piles sans facteur 13) codant les arbres 1-2 filiformes ayant n points
stmples. Ils sont dénombrés par

|Cl = |C7/1| = Cn.Cp

Proposition 7.13 Les mots de {f € C,, : |fl11 = ny,|flas = n2,[fl13 = n3} codant les ta-
bleauz de Young standard rectangulaires de hauteur 3 et de longueur n nayant pas deux en-
tiers consécutifs sur la deuxieme ligne et possédant ny couples d’entiers consécutifs sur la pre-
miere ligne, ny couples d’entiers consécutifs sur la troisiéme ligne, ns couples d’entiers con-
sécutifs situés sur les premiere et troisiéme lignes sont en correspondance avec les mots de
{f € Cl :|f'ls2 = n1,|f'l21 = noy|f'l22 = na} codant les arbres 1-2 filiformes ayant n points
stmples et possédant ny points doubles fils droits, ny points simples fils gauches, ng points doubles

fils gauches.

Corollaire 7.14 Le nombre de tableaur de Young standard rectangulaires de hauteur 3 et de
longueur n nayant pas deux entiers consécutifs sur la deuzxieme ligne et possédant 1 couples
d’entiers consécutifs situés sur les premiere et deuxieme lignes et j couples d’entiers consécutifs
situés sur les deuxieme et troisieme lignes est égal au nombre d’arbres 1-2 filiformes ayant n

points simples et possédant 1 fils uniques et j feuilles gauches donné par

HfeCu:lfhie=041fls=d = € 1fha=14|fas =3} =

)06

Nous présentons successivement les bijections ®, T, € et A qui conduisent a ces résultats.

7.1.1 Tableaux 3 x n n’ayant pas deux entiers consécutifs sur la deuxieme

ligne et mélanges de deux mots de parentheses

Définition 7.15 Soit M = {a € P,z LI P, ;:VYa =a'ba", ||, > ||z} le langage produit de
mélange (ou shuffle) de deux langages de parenthéses, et notons Ma, = {a € M : |a| = 2n}.
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Lemme 7.16 [l existe une bijection ® entre mots du produit de mélange de deux mots de pa-

renthéses et mots de piles sans facteur 22. Celle-ci est donnée par le morphisme

P(a)=1
¢ My, -— Cy , d(b) =21
2 - défini par (6)
a +— f d(@) = 23
®(b) =3

Preuve Soient o € May, et f = ®(«); nous avons alors
o lal=2nlals = lalg |aly = lalyg = |fli = [fl2 = |fls = n,
o Vo = o' oo > ||z, |o']y > |o/|5 et Vo = a'ba”, |'|a > ||z = Vf = ff7 [ > ] >
|/']s.
De plus, I’ensemble {1, 21,23, 3} constituant un code préfixe, ’application réciproque de ® est clairement

définie. a

Exemple 7.17 Le mot aaaababbab de My est en correspondance par ® avec le mot
123112123321233 de C5.

7.1.2 Mélanges de deux mots de parenthéses, permutations de Baxter alter-

nantes et couples d’arbres binaires complets

Afin de résoudre un probléeme posé par R.C. Mullin [76], R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot

[18, 26] ont établi le résultat suivant.

Lemme 7.18 (R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [18]) Il existe une bijection Y (voir figure 7.7)
entre mots du produit de mélange de mots de parentheses, permutations de Baxter alternantes

et couples d’arbres binaires complets.

T : M,, — Baxtery, — A, XA,
a  — T — (a1, az)

Ainsi, ces trois familles d’objets sont énumérées par le carré du n®™¢ nombre de Catalan.

La premiere bijection, notée Y1, met en correspondance un mot du produit de mélange de
mots de parentheses o de My, et une permutation de Baxter alternante 7 de Bcﬂv\tergn. Partant
de I’arbre binaire complet réduit a trois sommets, c’est a dire deux feuilles libres et un sommet
interne étiqueté 1, elle consiste en 1’application séquentielle des opérateurs correspondant aux
lettres ag, as, ..., az, du mot a. Ces opérateurs (voir figure 7.6) agissent sur un arbre binaire

complet croissant de la maniere suivante :

e opérateur a : étiqueter la feuille gauche libre la plus a droite et lui greffer deux arétes,
e opérateur b : étiqueter la feuille droite libre la plus & gauche et lui greffer deux arétes,
e opérateur b : étiqueter la feuille gauche libre la plus & droite,

e opérateur @ : étiqueter la feuille droite libre la plus & gauche.
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PN
CaN

.

N T

k k

Figure 7.6 Les quatre opérateurs de la bijection ;.

A l'issue de 'application des opérateurs, nous obtenons un arbre binaire complet croissant dont
la projection infixe est la permutation 7= de Baztersy,.

La deuxieme bijection, notée T3, consiste & prendre respectivement les arbres binaires com-
plets croissant et décroissant de m en oubliant leurs étiquetages. Notons que R. Cori, S. Dulucq

et X. Viennot [18] présentent différemment la construction du second arbre.
Exemple 7.19 La figure 7.7 présente la bijection Y appliquée au mot de Uexemple 7.17.

Un examen attentif des bijections ® et T nous conduit a la propriété suivante.

Propriété 7.20 Soit f un mot de C, (ensemble des mots de piles sans facteur 22) et une
factorisation quelconque f = f'f" " telle que f" = x2y ou f"” = xy avec x et y appartenant d
{1,3}. Soient o le mot du produit de mélange de deux mots de parenthéses tel que ®(a) = f,
la permutation de Baxter alternante en bijection avec o par Ty et les arbres binaires complets
croissant et décroissant associés a w. Soit p = | f'z|y + | f'2]s.

Alors, le tableau de la figure 7.8 indique quels sont les liens entre le facteur f" de f, le facteur
apapyy de a, les positions de p et p + 1 dans ™ ainsi que dans les arbres binaires complets

croissant abe(m) et décroissant abd(m) associés.

Voici quelques commentaires supplémentaires pour une lecture plus aisée du tableau de la
figure 7.8. La premiere colonne correspond aux huit possibilités pour le facteur f”, la deuxieme
colonne donne les seize facteurs possibles a,a,41 sur I'alphabet {a,@, b, b}, la troisiéme colonne
regroupe pour la permutation 7 les positions de p et p + 1 et les facteurs se trouvant dans
Iintervalle correspondant (définition 6.1 des permutations de Baxter), les quatrieme et cinquiéme
colonnes précisent les positions respectives de p et p+1 dans les arbres binaires complets croissant
et décroissant associés & m en indiquant le rang (ordre infixe) des sommets supportant ces

étiquettes.
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aaaababbab

4 756 3 10 8 9 1 2

|

Figure 7.7 La bijection YT entre un mot du produit de mélange de deux mots de parentheses, une
permutation de Baxter alternante et son arbre binaire croissant, et un couple d’arbres binaires
complets.
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‘ [’ ‘ QpQpi1 T abe(m) abd(r)
/\[ji] p+1l (21
123 | a@ ou bz | «'p(p+)m” P+1 12141 P r2i-1]
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p+1 [25] A
! > " . :_1 .
121 | abou bb | ©'p 7@ (p+ )7 P 2i-1] p+1 (25-11
p+1 125
A P 21
u
323 |@a ou ba | ©'p 7 (p+1yr" P fzis] p+1 25411
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p+1 125 p [ZK\
u u
- [2i+1] +1 125-1
321 | @b ou Bb | v'p 5% pr1yr | PO pre tag-
P r2iv2) K[zi}
13 | aboubb | 7' (p+Lpx” p+1 2141 P r2i+1]
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p+1 [21% A
]
+1 i+
11 | aa ou ba | 7'(p+1) 7 pr” e zie P [25+1)
p+1 (21
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[2k+2] [2k]
p+1 r2i+2]
" L " p 23
— P r23+11 p+1 r2i+1)
31 | @a ou ba | T'(p+1) ix pr’” ’

Figure 7.8 Relations liant le mot f de C,,, le mot a de Ms,,, la permutation 7« de Ba/x\tergn se
correspondant par ® et Y.
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Preuve Toutes ces relations se déduisent directement du morphisme ® et des opérateurs de la bijection
T. Les seuls points qui demandent une attention particuliére sont, pour ’arbre binaire décroissant abd(w),
le cas ot apy1 = b [resp. a] qui imposent & p d’étre l'extrémité d’'une aréte gauche [resp. droite] ce qui
correspond & U'interdiction du motif 41352 [resp. 25314], motifs absents dans les permutations de Baxter.

a

Remarque 7.21 La composition des bijections ® et T est équivalente a la construction décrite
par la figure 7.9 qui permet de mettre directement en correspondance les mots de C,, (ensemble
des mots de piles sans facteur 22) et les arbres binaires complets croissant et décroissant d’une

permutation de Baxter alternante sur [2n], et donc avec les couples d’arbres binaires complets
de A, x A,.

Figure 7.9 Les opérateurs permettant de construire directement les arbres binaires complets
croissant et décroissant d’une permutation de Baxter alternante depuis un mot de piles sans
facteur 22.

Cette construction est directement inspirée de celle de R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [18];
en particulier, la construction de ’arbre binaire croissant est identique. L’arbre binaire complet
croissant [resp. décroissant] de la permutation de Baxter alternante 7 s’obtient en lisant les
facteurs 1,21,3,23 [resp. 32,3,12,1] du mot f de C, parcouru de gauche a droite [resp. de
droite a gauche] et en appliquant I'opérateur correspondant; la figure 7.9 illustre "opération a

effectuer pour le k™€ facteur rencontré, avec k allant de 1 & 2n [resp. de 2n & 1].

7.1.3 Couples d’arbres binaires complets et arbres 1-2 filiformes

Définition 7.22 Nous désignons par Q le codage des couples d’arbres binaires complets défini
par
Q : A, xA, — Py3 X Py
(a1,a3) +—— (suffize(ay),préfize(az))
ot préfize et suf fixe sont les codages des arbres binaires complets définis dans la sous-section
1.3.3.
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Exemple 7.23 Au couple d’arbres binaires complets de Uexemple 7.19 (voir figure 7.7) corres-
pond par Q le couple de mots de parenthéses (2233223323,1121221212).

Lemme 7.24 1l existe une bijection A entre mots de piles sans facteur 13 et couples d’arbres

binaires complets de méme taille. Celle-ci est donnée par le morphisme

A C — PaxP A(l) = (671)
. 2,3 1,2 , .
i ’ “ défini par < A(2) = (2,2)
o (a7 b)
A(3) = (3,¢)
Preuve A est clairement une application de C}, vers P, 3 x P15 (codant 4, x A,).
Réciproquement, soit (a,b) € Py 3 x Py 5 avec |a| = |b] = 2n. Alors, a et b se factorisent de maniére unique
en a = 23F123%2  23%= ot b = 1112122 .. . 1'22. Le mot f/ = 11223%11%223%2 1= 23%= appartient & C/,
et vérifie A(f') = (a,b). |

Exemple 7.25 Le couple de mots de parenthéses (2233223323,1121221212) de Py 3 x Py 5 de
Uexemple 7.23 est en bijection par A avec le mot 112123321233123 de C§.

Remarque 7.26 Notons que le méme morphisme A mettrait en bijection les mots de piles sans
facteur 31 et les couples d’arbres binaires complets de méme taille. Dans ce cas, son application
réciproque consisterait a placer, entre deux lettres 2 successives, le bloc de lettres 3 a la droite
du bloc de lettres 1.

Preuve du théoreme 7.12. Clairement, la composition des bijections ®, YTi, To, Q et A met en
correspondance les langages C,, et C/ | avec les couples d’arbres binaires complets de A,, X A,, ce qui nous
permet d’en déduire la formule d’énumération. O
Preuve de la proposition 7.13. Soit f un mot de C,, tel que |f|11 = n1, |flss = n2, |flis = ns.
Soient ar, m, (u, v) , (a,b) et f' appartenant respectivement & May,, Bcﬂv\terzn, Py X Py 3 (codant Ay, x Ay),
Py 3 x Py et Cl en correspondance avec f successivement par les bijections ®, Y1, To, Q et A.

Nous déduisons de ces bijections et de la propriété 7.20 les relations suivantes.

o |a|oa + |aloa = 11, |alg + lalg = no, |a| 5+ |al; = ns.

o Hpel2n—1]:m=n(p+1) 7 pr’}| = ny,
Hpeln—1]:7=7p+h 7 pr’}| = ns,
Hpe[2n—1]:7 = p+Lpr"}| = ns.

o [{ie[n—1]:u=uwZzu" v=27yg"; |WE|z = [Vyly = i}| = ni,
(i€ I 1]u= o, v = g 'zl = o/l = )] = o,
[H{i€[n—1]:u=vazzu”,v=127ggw'; |uezlz = VTl = i} = ns.

o |[{ic[n—1]:a=a32d",b=022b";|a'3|, = |b'2|, = i}| = ny,
{i € [n—1]:a=a'22a",b=0210";]a'2|s = [V'2]|z = i}| = na,
{i € [n— 1] :a = a'22a"”,b = b'22V"; |a’2|5 = |V'2]|2 = i}| = ns.

o [f'lz2 = n1, |f'lor = n2, [f']22 = n3.

Ceci nous assure donc le résultat. O
Preuve du corollaire 7.14. Nous déduisons de la propriété 7.20 et de la distribution des arbres

binaires complets selon le nombre de sommets et de feuilles gauches (ou droites), donnée par les nombres
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121132123233112321211323312323

abagbaagaaabbagagaaa

|

18 19 10 11 9 17 12 15 14 16 1320143 856 2 7

|

suffixe() = 23232223233322233233 préfixe() = 11211221122211221122

112311232112232333112211233233

Figure 7.10 La correspondance entre un mot de piles sans facteur 22 et un mot de piles sans
facteur 13.
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de Narayana, la formule pour le langage C},. La méme distribution pour €, est une conséquence de la

proposition 7.13. O

Exemple 7.27 La figure 7.10 illustre la correspondance composant les bijections ®, T1, To, Q
et A, permettant ainsi de relier les langages C,, (ensemble des mots de piles sans facteur 22) et

C! (ensemble des mots de piles sans facteur 13).

7.2 Tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur 3

n’ayant pas deux entiers consécutifs sur une méme ligne

Nous établissons maintenant les résultats suivants qui précisent le théoreme 7.3.

Théoréme 7.28 Les mots du langage B,, (ensemble des mots de piles sans facteur 22,11,33)
codant les tableauxr de Young standard rectangulaires de hauteur 3 et de longueur n n’ayant pas
deux entiers consécutifs sur une méme ligne sont en correspondance avec les mots du langage
B!, (ensemble des mots de piles sans facteur 13,32,21) codant les arbres 1-2 filiformes ayant n
points simples et ne possédant aucun point double fils droit ni aucun point simple fils gauche. Ils

sont dénombrés par
n—1 <n+1)<n+11><n+12)
[Bal = 1B | = 30— it
m=0 ( 1 )( 2 )

Proposition 7.29 Les tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur 3 et de longueur

n nayant pas deux entiers consécutifs sur une méme ligne et possédant m couples d’entiers
consécutifs situés sur les premiére et troisiéme lignes sont en correspondance avec les arbres 1-2
filiformes ayant n points simples et ne possédant aucun point double fils droit ni aucun point

stmple fils gauche et possédant m points doubles fils gauches. Ils sont dénombrés par

()G ()
"TH-"8h

Pour établir ces résultats, nous caractérisons sur la correspondance entre mots de C,, et de

{feBu:|flis=m}=Hf € B, :|flaa=m}| =

C! ., la restriction apportée & C,, pour obtenir B, (interdiction des facteurs 11 et 33).

Lemme 7.30 Le morphisme ® (voir lemme 7.16) est une bijection entre B,, (ensemble des mots
de piles sans facteur 22,11,33) et My, = {a € Moy, : |a]aq = |afpe = la|_5 = |almz = 0} (langage

du produit de mélange de deux mots de parenthéses sans facteur aa, ba, @b, bb).
Preuve C’est une conséquence directe de la définition du morphisme ®. O

Définition 7.31 Soit Baxtersy, ['ensemble des permutations de Baxter alternantes 7 telles que,
pour tout p € [2n — 1], si T = 7'(p+1) ix pr” alors fme e 1=c (7>r et ® sont soit tous deuz

vides, soit tous deux non vides).
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Lemme 7.32 La bijection Y (voir lemme 7.18) met en correspondance le langage Mzn, len-
semble des permutations B@@Tzn et l'ensemble des arbres binaires jumeauz J,, (voir définition

6.14) complétés.

Preuve C’est une conséquence de la propriété 7.20 en appliquant les restrictions aux objets considérés.
Clairement, Bca‘?erzn est bien I’ensemble recherché compte-tenu de sa définition.

La restriction sur le couple d’arbres binaires complets se traduit par la caractérisation des arbres binaires
jumeaux de J, complétés. En effet, pour tout p € [2n — 1], une feuille gauche de I’arbre binaire complet
croissant étiquetée p+1 est indicée 2i+ 1 dans 'ordre infixe si et seulement si une feuille droite de 'arbre
binaire complet décroissant étiquetée p a le méme indice (exception faite des deux feuilles extrémes,
c’est & dire pour tout ¢ € [n — 1]). Réciproquement, montrons que si une permutation m appartient &
Bcﬁ‘\terzn\B@erzn, alors les arbres abe(7w) et abd(w) effeuillés ne sont pas jumeaux. En effet, d’apres la
sixieme [resp. septiéme] ligne du tableau (figure 7.8) de la propriété 7.20, les (25 + 1)ém€ [resp. (27 + 1)ém€]

sommets de abe(w) et abd(w) sont tous deux des feuilles droites [resp. gauches]. O

123121321213131232323

I S

aaabgbbgagaaaa

|

11 12 35410913687 1412

|

Figure 7.11 La correspondance entre mot de piles sans facteur 22,11, 33 et arbres binaires ju-
meaux complétés.

Preuve du théoreme 7.28 et de la proposition 7.29. Les bijections ®, T et ¥ (voir théoréme 6.16)
mettant en correspondance les mot de piles sans facteur 22,11, 33 et les permutations de Baxter, nous

déduisons du corollaire 6.23 (et de la propriété 7.20) la formule dénombrant les mots du langage B, selon
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le nombre de facteurs 13. La proposition 7.13 nous permet de conclure pour les mots du langage B/, selon

le nombre de facteurs 22. a

Exemple 7.33 La figure 7.11 présente les bijections ® et T appliquées a un mot de piles sans
facteur 22,11, 33.

7.3 Tableaux de Young standard rectangulaires non séparables

de hauteur 3

Nous établissons maintenant les résultats suivants qui précisent le théoreme 7.4.

Théoréme 7.34 Les mots du langage H, (ensemble des mots de piles sans facteur 292 ou
g €Y, c’est a dire vérifiant la condition “tour de Hanoi”) codant les tableaux de Young standard
rectangulaires non séparables de hauteur 3 et de longueur n sont en correspondance avec les mots
du langage H], (ensemble des mots de piles sans facteur 193 ot g € Y ) codant les arbres 1-2
filiformes non séparables ayant n points simples, euz-mémes en bijection avec les cartes planaires

cubiques pointées non séparables ayant 2n sommets de CNSy,. 1ls sont dénombrés par

2".(3n)!

H,| = |H'| = |CNSy,| =

De plus, cette correspondance met en bijection les mots f de H, tels que |f|11 = ny,|flss =

na, | flis = ng et les mots ' de H) tels que |f'|s2 = n1,|f'|21 = n2, | f/|22 = na.

Afin de prouver ce résultat, nous étudions la restriction apportée a C, pour obtenir H,
(interdiction du facteur 2¢2 pour tout ¢ € Y') sur la composition des bijections &, T1, Ty, Q
et A entre mots de C,, et de C/. Ensuite, nous montrons que les mots de H/ sont les mots du
langage de Lehman-Lenormand [70] codant les cartes planaires cubiques pointées non séparables
ayant 2n sommets de C'N Sq,.

Nous présentons au préablable deux conjectures.

Conjecture 7.35 Les mots de H,,, = {f € H, : |fl11 + |flss = m} codant les tableaux de
Young standard rectangulaires non séparables de hauteur 3 et de longueur n et possédant m
couples d’entiers consécutifs sur les premiere et troisieme lignes et les mots de Hé,m ={f' €
H! :|f'ls2 + | f'lo1 = m} codant les arbres 1-2 filiformes non séparables ayant n points simples

et possédant m points doubles fils droits et points simples fils gauches sont au nombre de

-1 2.(3n)!
o = 11,0 = (" (3n)
’ ’ m ) (2n+ D)(n+1)!

Notons une conséquence du théoreme 7.34 et du corollaire 7.9 permettant d’affirmer que,

pour tout m € [0,n — 1], les langages Hy, m, H), s Hy, oy €6 Hyo1-p sont en bijection.
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Conjecture 7.36 Les mots de H,, \ {A*33A*} codant les tableaux de Young standard rectan-
gulaires non séparables de hauteur 3 et de longueur n n'ayant pas deux entiers consécutifs sur
la troisieme ligne et les mots de H|, \ {A*21.A*} codant les arbres 1-2 filiformes non séparables

ayant n points simples et ne possédant aucun point simple fils gauche sont au nombre de

2.(4n + 1)!
(n+ 1)!(3n+ 2)!

Rappelons que cette formule dénombre certaines cartes planaires considérées par W.T. Tutte,
a savoir les cartes planaires cubiques pointées non séparables 3-connexes [103] ou encore les

triangulations planaires [102].

7.3.1 Tableaux 3 x n non séparables et arbres 1-2 filiformes non séparables

Lemme 7.37 Le morphisme ® (voir lemme 7.16) met en correspondance les mots du langage
H,, (ensemble des mots de piles sans facteur 2g2 ot g € Y ) et les mots du langage My, = {a €
My, : Yo = o'bpza” o v € {@,b},af ¢ M} (langage des mots non séparables du produit de

mélange de deux mots de parenthéses).
Preuve Ce résultat est une conséquence directe de la définition du morphisme ®. O

Lemme 7.38 La bijection Y1 (voir lemme 7.18) met en correspondance les mots du langage
Moy, et les permutations de N/S\épzn = ggn(2413,41§52) (ensemble des permutations non sépa-

rables alternantes).

Preuve Remarquons tout d’abord qu’exclure le motif 2413 revient & exclure simultanément les motifs
25314 et 25314. Ainsi, I’ensemble des permutations non séparables alternantes est égal a I’ensemble des
permutations de Baxter alternantes n’admettant pas de surcroit le motif 25314.

Soient w une permutation de Ba/ﬁerzn et a un mot de Ms,, en bijection par Y. Il nous faut donc montrer
que « contient un facteur b5a ou b5b avec aff appartenant a M si et seulement si 7 contient une sous-suite
de type 25314.

Plus précisément, nous allons prouver que si o admet une telle factorisation (o« € M, \ M2y, ), alors I’arbre
binaire complet croissant obtenu par application des opérateurs du mot « (voir figure 7.6) est exactement
de la forme présentée figure 7.12, ce qui conduit & ’obtention d’une sous-suite ripsq de type 25314 pour
la permutation .

Réciproquement, nous montrons que si une permutation de Baxter alternante 7 admet une telle sous-suite
(m € B@erzn\N@pZH), alors son arbre binaire complet croissant ne peut étre que de la forme indiquée
par la figure 7.12. De ce fait, la suite des opérateurs appliquée ne peut correspondre qu’a un mot « se

factorisant en o = o’bfBzxa’ avec * = @ ou x = b et af appartenant a M.

e Considérons la factorisation o = o’bfza’ avec aff appartenant & M et & € {@,b}. Notons p = |o’b|
et ¢ = |&'bBx|.
Aprés avoir appliqué successivement tous les opérateurs du facteur o, nous sommes dans la situa-
tion ol la feuille située & P’extrémité de la branche gauche est libre (c’est le cas pour tout facteur

gauche de o) et au moins deux feuilles droites sont libres (les opérateurs suivants sont ceux de
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Figure 7.12 Arbre binaire complet croissant correspondant aux mots séparables du produit de
mélange de deux mots de parentheéses et aux permutations de Baxter alternantes admettant une
sous-suite de type rtpsq.

b3). Soient r et s les étiquettes des péres respectivement des premiére et deuxieme feuilles libres a
droite. Par construction, r est supérieur a s puisque Y7 étiquette la feuille libre & droite la plus a
gauche.

Appliquons maintenant les opérateurs du facteur 65. Alors, le sous-arbre droit du sommet étiqueté
r est un arbre dont tous les sommets, excepté la derniere feuille de la branche gauche qui est libre,
sont étiquetés par les entiers de p a4 ¢ — 1.

Ensuite, 'opérateur x € {@, b} étiquette ¢ le fils droit du sommet d’étiquette s.

Enfin, o contient au moins une lettre @ ou b ayant pour effet d’étiqueter ¢ la feuille libre de la
branche gauche du sous-arbre issu du sommet d’étiquette p obtenu apres ’application des opéra-
teurs du facteur o’bj3.

Ainsi, arbre binaire complet croissant obtenu est du type de celui présenté figure 7.12.

e Choisissons tout d’abord les éléments r et s de la sous-suite ripsq de type 25314.
Soit ejeqezeyq une sous-suite quelconque de 7 de type 2413.
Il est possible de choisir r et ¢/, en remplacement respectivement de e; et es, de sorte que r soit
Juste & gauche de ¢’ et que la sous-suite rt’ezeq soit également de type 2413. Pour cela, prenons r
I’élément appartenant & Jes, e4[ situé entre ey (inclus) et ez (exclu) et le plus & droite. De méme,
prenons t' I’élément supérieur & ey situé entre r (exclu) et es (inclus) et le plus & gauche. Ainsi, il
ne peut pas y avoir d’élément e situé entre r (exclu) et ¢ (exclu) car comme cet élément devrait
etre inférieur & e3, la sous-suite ret’es serait de type 3142 mais ne ferait pas elle-méme partie d’une
sous-suite de type 41352.
Il est également possible de choisir s et ¢/, en remplacement respectivement de ez et eq, de sorte
que s soit juste & gauche de ¢’ et que la sous-suite rt’sq’ soit également de type 2413. Pour cela,
prenons s I’élément inférieur & r situé entre ez (inclus) et ey (exclu) et le plus & droite. De méme,
prenons ¢’ 1’élément appartenant a ]r, [ situé entre s (exclu) et e4 (inclus) et le plus & gauche.
Ainsi, il ne peut pas y avoir d’élément e situé entre s (exclu) et ¢’ (exclu) car comme cet élément
devrait etre supérieur a t’, la sous-suite ¢'seq’ serait de type 3142 mais ne ferait pas elle-méme
partie d’une sous-suite de type 41352.

Alors, parmi Pensemble de telles sous-suites rt'sq’ de m, prenons-en une avec 7~ 1(s) — 7=1(r)
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minimal.
Nous allons reconstituer I’arbre binaire complet croissant de 7 (partiellement étiqueté) illustré

cl-dessous.

r N S
\p \q
,o" : *---- P
P b .g-1 q’ q’’
t R .
p’’
«----»
tr g

Recherchons maintenant les éléments ¢ et p de la sous-suite ripsq de type 25314.

Dans I’arbre binaire complet croissant, r [resp. s] étiquette un sommet interne car il est inférieur a
' [resp. ¢'] situé a sa droite dans 7.

Soit ¢ ’étiquette du fils droit du sommet étiqueté s dans I’arbre binaire complet croissant. Alors, ¢
appartient & |, ¢’]. En effet, I’étiquetage de ’arbre binaire complet étant croissant, ¢ doit appartenir
a]s, ¢']. De plus, ¢ est supérieur & r car sinon la sous-suite rsq’q serait de type 3142 mais ne ferait
pas elle-méme partie d’une sous-suite de type 41352.

Soit p le plus petit des éléments supérieurs a r situé entre ¢’ (exclu) et s (exclu). Tout d’abord,
p existe et est inférieur a ¢ car la sous-suite rt'sq de type 2413 doit faire ellee-méme partie d’une
sous-suite de type 25314. Ensuite, tous les éléments e situés entre ¢’ (exclu) et p (exclu) sont
supérieurs a p car sinon la sous-suite rt’ep serait de type 2413 mais ne ferait pas elle-méme partie
d’une sous-suite de type 25314. Enfin, ¢’ n’est pas le fils droit de r dans ’arbre binaire complet
croissant car sinon la sous-suite rt's’q (ol s’ serait le successeur de t' dans 7) serait de type 2413
(s' est un ancétre de r) mais ne ferait pas elle-méme partie d’une sous-suite de type 25314. Nous
en déduisons que p est I’étiquette du fils droit de r dans I’arbre binaire complet croissant.
Montrons maintenant que tous les éléments appartenant & [p, ¢ sont consécutifs et constituent a
eux tous le sous-arbre de racine étiquetée p dans I’arbre binaire complet croissant.

Aucun élément e situé & gauche de r ne peut appartenir & |p, ¢ car sinon la sous-suite ert’p serait
de type 3142 mais ne ferait pas elle-méme partie d’une sous-suite de type 41352. De plus, tous les
éléments e situés entre p et s sont inférieurs & ¢ car sinon la sous-suite pesq serait de type 2413 et
donc plus minimale que la sous-suite rt’'sq.

Soit ¢ I’élément supérieur a ¢ situé entre ¢’ (inclus) et p (exclu) et le plus & droite. Alors, tous les
éléments e situés entre r et t” sont supérieurs a ¢ car sinon la sous-suite et’'sq serait de type 2413
et donc plus minimale que la sous-suite rt’sq.

p étant inférieur & son successeur dans 7, le sommet d’étiquette p est un sommet interne. Soit p’
I’étiquette du dernier sommet de la branche droite de racine le sommet d’étiquette p et soit s’

(éventuellement s) le successeur de p” dans m. s" est inférieur & r car c’est I’'un de ses ancétres dans
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I’arbre binaire complet croissant. Alors, tous les éléments e situés entre s’ et s sont inférieurs a r
car sinon la sous-suite rt's’e serait de type 2413 et donc plus minimale que la sous-suite rt’sq.
Soit ¢ I’étiquette du dernier sommet de la branche droite de racine le sommet d’étiquette q; tous
les éléments situés entre ¢’ (inclus) et ¢ (inclus) valent au moins ¢. Soit u 1’élément situé a droite
de ¢" dans m, u étant inférieur & s car c’est I'un de ses ancétres; alors, aucun élément e situé &
droite de u ne peut appartenir a |p, ¢[ car sinon la sous-suite sq¢’’ue serait de type 2413 mais ne
ferait pas elle-méme partie d’une sous-suite de type 25314.

Recherchons finalement 1’élément ¢ de la sous-suite rtpsq de type 25314.

Soit ¢ la plus petite des étiquettes supérieures a ¢ appartenant a la branche gauche de racine le
sommet d’étiquette p. Le pere du sommet d’étiquette ¢ est un sommet d’étiquette p’ inférieure a
q et p’ est le successeur de " dans 7 puisque toutes les étiquettes des sommets appartenant au
sous-arbre du sommet d’étiquette ¢ doivent étre au moins égales & t. En particulier, ¢/ est I’étiquette
du dernier sommet de la branche droite du sommet d’étiquette ¢.

L’arbre binaire complet croissant de la permutation 7 ainsi reconstitué correspond effectivement a

celui présenté figure 7.12.

a

Définition 7.39 [’ensemble des arbres binaires complets séparables D,, (voir figure 7.13) est

ensemble
D, =A{(a1,a2) : ay1,a2 € A, et Aglay) N Ay(ag) # 0}

o Ay est l'ensemble des couples d’entiers (x —1,y—1) tels que x et y sont les numéros d’ordre
infize respectivement d’un sommet interne s et d’une feuille t appartenant a la branche

respectivement gauche et droite d’un méme sommet interne droit de aq,

o A, est lensemble des couples d’entiers (x,y) tels que = et y sont les numéros d’ordre
infize respectivement d’une feuille s et d’un sommet interne t appartenant a la branche

respectivement gauche et droite d’un méme sommet interne gauche de as.

Ainsi, deuz arbres binaires complets séparables (ay,az) possédent chacun un sous-arbre tronqué
(la branche principale est rompue) qui coincident relativement a la numérotation en ordre infize
des sommets (a une unité prés). Plus précisément, le sous-arbre de ay [resp. ay] est tronqué a

gauche [resp. droite] et est issu d’une aréte droite [resp. gauche].

Exemple 7.40 La figure 7.13 représente deux arbres binaires complets séparables (a1, a3) de
Dyg. En effet, Uintersection des ensembles Ag(ar) = {(7,8),(3,12),(5,12),(9,12),(11,12),
(17,18),(15,20),(19,20)} et Ay(az) = {(1,2),(5,6),(5,8),(5,12),(5,14),(9,10),(17,18)} est
égale a {(5,12),(17,18)}.

Remarque 7.41 Soit (a1,az) un couple d’arbres binaires complets séparables de D,. Alors,

les mots de parenthéses u = code(ay) de Ppz et v = code(ay) de Pyy sont tels qu’il existe au
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Figure 7.13 Deux arbres binaires complets séparables.

moins une factorisation u = w Tk usTusTuy , U = U1Yv03Yvy avec uy € Pz, hTusg € Pz,

vy € Pyg\{e}, vs € Pyg, lmiTatuslz = [viyly et [Tualz = |vsFoaly.

Lemme 7.42 La bijection Ty (voir lemme 7.18) met en correspondance les permutations de

N Sép,,, et les arbres binaires complets non séparables ayant n sommets internes.

Preuve Soient 7 une permutation de Baxter alternante et (aj, as) un couple d’arbres binaires complets
en bijection par Ys.

Nous allons prouver que # appartient a Ba/ﬁerzn\N/S\ép% (c’est & dire que 7 posséde une sous-suite
de type 2413) si et seulement si (a1, a2) appartient a D,,. En fait, nous montrons plus précisément que
w(2i+1)—p+ Lr(2i+2)—p+ 1 ...w(2§) —p+ 1 € Ba/ﬁerq_p avec ¢ — p = 25 — 2i sl et seulement
si(2i+1,25) € Aglar) N Ag(as).

La figure 7.14 présente deux arbres binaires complets partiellement étiquetés et indicés de facon a mettre

en évidence les relations liant = et (aq, az).

[21+2] [27]

A [25+11 [21+1] A

Figure 7.14 Arbres binaires complets séparables partiellement étiquetés représentant les arbres
binaires complets croissant et décroissant d’une permutation de Baxter alternante admettant
une sous-suite de type 2413.

e Soit f le mot en bijection avec m par ® et Y. Compte-tenu des lemmes 7.38 et 7.37, f appartient
a Cy\H,, et se factorise en f'221f"32yf"" avec z,y € {1,3}, 1f"3 €Y, |[f'z|1+ |fzls=p—1et
[F"'|1 + |f"|3 = 2n — q; en particulier, le facteur 21 [resp. 2y] de la factorisation de f code la p®™¢
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[resp. ¢°™¢] lettre de ®(f). Alors, il suffit d’appliquer les opérateurs de la figure 7.9 (voir remarque
7.21) permettant de construire les deux arbres binaires complets séparables a1 et as & partir du
mot f.

e Soit p [resp. ¢ — 1] I’étiquette de la racine du sous-arbre contenant 7(2¢ 4 1) et w(25) dans Iarbre
binaire complet croissant [resp. décroissant] de m. Nous avons 7(2j+1) < p—1 [resp. m(2¢) > ¢] car
¢’est un ancétre de p [resp. ¢ — 1] autre que son pére dans I’arbre binaire complet croissant [resp.
décroissant]. Soit «(2k + 1) [resp. w(2{)] ’étiquette du pére de p [resp. ¢ — 1] dans I’arbre binaire
complet croissant [resp. décroissant] vérifiant 7(2j + 1) < 7(2k + 1) < p [resp. ¢ — 1 < 7(2]) <
7(24)] car c’est un descendant de #(2j + 1) [resp. m(2i)] et c’est le pére de p dans I’arbre binaire
complet croissant [resp. décroissant]. Finalement, comme p < ¢ — 1, nous avons que la sous-suite
7(2k + 1)w(20)w(25 + 1)m(2!) est de type 2413.

a

Lemme 7.43 La composition des bijections A (voir lemme 7.24) et Q (voir définition 7.22)
permet de mettre en correspondance les mots f de H! (ensemble des mots de piles sans facteur
193 ou g € Y codant les arbres 1-2 filiformes non séparables) et les couples (aq,az) d’arbres

binaires complets non séparables.
Preuve

e Compte-tenu de la remarque 7.41 et des définitions des codages préfixe et suffixe d’un arbre binaire
complet, la bijection £ met en correspondance les couples (a1, a2) d’arbres binaires complets non
séparables et les couples (a,b) de mots de parenthéses de Ps 3 x P 5 tels qu’il existe pas de factori-
sation a = a’a”3a" | b= b'16"b" avec a'’ € Py s\{e}, b € Py o\{e}, |d'|2 = [b]2 et |a'"]o = |b"]5.

e Soient f = f'1f"3f" € C,\H], et (a,b) le couple de mots de parenthéses de P> 3 x P; 5 mis en
correspondance par A. La suppression des lettres 1 dans les mots f/, /", f""/ conduit respectivement
aux mots a’, a”’, a’”' pour a = @’a’’3a’"’ et la suppression des lettres 3 dans les mots f, f/, /"' conduit
respectivement aux mots o', 6", b pour b = b'16"b", et qui vérifient (a”’, ") € P1 2\{e} x P2 s\{e},
Wl = Wl = '] et [a"]s = [17]s = |£"]>.

Il est clair que réciproquement, pour un couple de mots de parenthéses (a,b) = (a’a’3a’, b'16"b"")
avec (a',b") € P1o\{e} x Pas\{e}, |d'|2 = |b/|2 = |f']2 et |a”|2 = [']2 = |f"]2, le facteur f” tel
que A(f") = (a”’,b") appartient & Y\{e} et est encadré par les lettres 1 et 3.

a

7.3.2 Arbres 1-2 filiformes non séparables et cartes planaires cubiques poin-

tées non séparables

Rappelons tout d’abord que le parcours de I’arbre recouvrant d’une carte planaire pointée
ayant n arétes permet de la coder par un mot de longueur 2n d’un langage non algébrique L
appelé langage de Lehman-Lenormand [70] sur I"alphabet {z.7,y,7}.

R. Cori [16] a montré que ce langage L est l'unique solution de l’équation L = e +
yLyglL + xD(L) ou lopérateur D est défini de la maniere suivante. Si w = wyjwz...w,

avec w; € Ppz LW {y, 7} pour tout ¢ € [m] et m maximal, alors D(w) = > d;(w) ol
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di(w) = wwsz . . . WTW;41Wit2 . .. Wy pour tout ¢ € [0,m].
Notons de plus qu'une carte planaire pointée non séparable est codée par un mot du langage
\N{w=vw'vw"w" € L:w" €L etwuw"+#c}.

Lemme 7.44 [l existe une bijection = (voir figure 7.15) entre arbres 1-2 filiformes non sépa-
rables ayant n points simples de F,, et cartes planaires cubiques pointées non séparables ayant
2n sommets de CN Sy,.

121123233123

I XXXXYXYYXXYXYXXXYYXYXXYY

/

Figure 7.15 La bijection = entre un arbre 1-2 filiforme non séparable et une carte planaire cubique
pointée non séparable.

L’application = et son inverse sont définies de la fagon suivante.
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e = consiste, pour un arbre 1-2 filiforme non séparable, & prolonger a droite chacune des
arétes menant a la derniere, puis a ’avant-derniere, ..., et enfin a la premiere des feuilles
jusqu’au prochain point simple (ou la racine) non saturé relativement a un parcours en
profondeur. Le brin pointé de la carte planaire cubique pointée non séparable ainsi obtenue

correspond a I’ancien arc partant de la racine de ’arbre.

e L’application inverse Z~! consiste & ajouter & ’arbre recouvrant de la carte planaire

cubique pointée non séparable une feuille pour toute aréte de la carte n’appartenant pas

a l’arbre recouvrant et rencontrée pour la premiere fois lors du parcours en profondeur.

Preuve Clairement, I’application = est bien définie. En effet, I’opération de prolongement des feuilles
est valide en raison des conditions C1 et C2 que vérifient les arbres 1-2 filiformes non séparables et
la carte ainsi construite est planaire et cubique. De plus, le fait qu’elle soit non séparable résulte de la
condition C3’.

L’application 21

de =. a

est également bien définie et est clairement, par construction, 'application réciproque

Notons que, partant d’'un arbre 1-2 filiforme non séparable, le mot du langage de Lehman-
Lenormand s’obtient en effectuant un parcours en profondeur de 1’arbre et en codant une aréte
externe (dont ’extrémité est une feuille) par la lettre y, une aréte interne gauche ou droite par
la lettre x a D’aller et la lettre T au retour, une aréte interne centrale par la lettre z a 1’aller et
le facteur T7 au retour, et en ajoutant une lettre 7 a la fin du mot.

Preuve du théoréme 7.34. La composition des bijections ®, T, €, A et = met en correspondance H,,,
H! et CNSy,. Or, W.T. Tutte [103] a établi la formule d’énumération de ces cartes. L’équidistribution
des mots I, et H), suivant le nombre de facteurs de longueur deux se déduit directement de la proposition

7.13. O

7.4 Tableaux de Young standard rectangulaires non séparables
de hauteur 3 n’ayant pas deux entiers consécutifs sur une

meéme ligne
Nous établissons maintenant les résultats suivants qui précisent le théoreme 7.5.

Théoréme 7.45 Les mots du langage P, (ensemble des mots de piles sans facteur 2¢g2,11,33
ot g €'Y ) codant les tableaux de Young standard rectangulaires non séparables de hauteur 3 et de
longueur n n'ayant pas deux entiers consécutifs sur une méme ligne sont en correspondance avec
les mots du langage P!, (ensemble des mots de piles sans facteur 1¢3,32,21 ou g € Y ) codant les
arbres 1-2 filiformes non séparables ayant n points simples et ne possédant aucun point double

fils droit ni aucun point simple fils gauche, et sont en bijection avec les cartes planaires pointées
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non séparables ayant n + 1 arétes de NS,1q. lls sont dénombrés par

2.(3n)!
(2n+ D)l(n+1)!

[Pl = [Py = [N Spga| =

Proposition 7.46 Les tableaux de Young standard rectangulaires non séparables de hauteur 3
et de longueur n n'ayant pas deux entiers consécutifs sur une méme ligne et possédant s couples
d’entiers consécutifs situés sur les troisieme et premiere lignes sont en correspondance avec les
arbres 1-2 filiformes non séparables ayant n points simples ne possédant aucun point double fils
droit ni aucun point stimple fils gauche et ayant s points simples fils droits et sont en bijection avec
les cartes planaires pointées non séparables ayant n+ 1 arétes et s sommets. Ils sont dénombrés

par

Hfe P, :|flass=st =|{f € P :|fs1 =35} =|{c€ NS,y :c posséde s sommels}| =

(2n—s—1)(n+ s)!
(2n —2s — D)l (n—s)(2s+ 1)!(s+ 1)!

Lemme 7.47 La correspondance composant les bijections ® (voir lemme 7.16), T (voir lemme
7.18) et W (voir théoréme 6.16) relie les mots de P, (ensemble des mots de piles sans facteur
2g2,11,33 ou g € Y ) et les permutations non séparables de S, (2413,41352).

De plus, cette correspondance met en bijection les mots f de P, tels que |f|31 = s et les permu-
tations 7 de S,,(2413,41352) telles que desc(w) = s.

Preuve Rappelons que les bijections ® et T; mettent en correspondance, d’une part les mots de C,
et les permutations de Baxter alternantes de §2n(25§14,41§52), et d’autre part les mots de H,, et les
permutations non séparables alternantes de §2n(2413, 41352). De plus, les bijections ®, Y et ¥ mettent en
correspondance les mots de By, et les permutations de Baxter de S, (25314, 41352). Or, 'interdiction d’un
facteur 2¢g2 pour tout ¢ € Y dans les mots de C), pour n’autoriser que les mots de H,, équivaut a I’exclusion
du motif 25314 dans les permutations de Baxter alternantes pour n’autoriser que les permutations non
séparables alternantes. Nous appliquons ici cette méme interdiction aux mots de B,, pour n’autoriser que
les mots de P,, ce qui revient & exclure le motif 25314 dans les permutations de Baxter pour n’autoriser
que les permutations non séparables de S, (2413, 41352).

De plus, d’aprés la propriété 7.20, le nombre de facteurs 31 d’un mot de P, correspond au nombre de
descentes d’une permutation de S,(2413,41352). |
Preuve du théoréme 7.45. Les bijections ®, T et ¥ (voir théoréme 6.16) mettent en correspondance
les mots de P, et les permutations non séparables sur [n]. S. Dulucq, S. Gire et J. West [28, 45] relient
ces permutations aux cartes planaires pointées non séparables ayant n + 1 arétes, cartes dénombrées par
W.T. Tutte [105]. Le théoréme 7.34 nous permet de conclure pour les mots de P. O
Preuve de la proposition 7.46. Ce résultat se déduit du théoréme 7.45 et de la formule dénombrant
les cartes planaires pointées non séparables ayant n + 1 arétes et s sommets, formule due &4 W.G. Brown

et W.T. Tutte [12]. |
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Remarquons qu’une des facons de prouver la conjecture 7.35 consisterait a montrer que

!
n,m—1

et pour tout m € [|25+]]. En effet, d’aprés le théoréme 7.45, H, o = P, et H] ;= P} satisfont

n

(n —m).|H, ;1| = m.|H, | ou bien que (n —m).|H | = m.|H], .|, et ce pour tout n > 1

la conjecture.

7.5 D’autres restrictions sur les mots de piles

En considérant plusieurs autres restrictions sur les mots de piles, nous mettons en évidence
différents langages en bijection avec I’ensemble des couples de chemins de Dyck ne se coupant

pas, avec les arbres binaires, ou encore avec les arbres ternaires complets.

7.5.1 Mots de piles et couples de chemins de Dyck ne se coupant pas

Nous considérons maintenant certains chemins a rapprocher de ceux étudiés par M. Desainte
Catherine et X. Viennot [22] et par S. Hee Choi et D. Gouyou-Beauchamps [56].

Le langage des facteurs gauches de mots de parentheéses sur {z,Z}, de longueur [ et de hauteur
finale p, est lelangage FG D, = {w € {z,Z}" : |w| = [; |w|,—|w|z = p;Vw = w'w”", ||, > |w'|z}.

Nous notons Vi, (voir figure 7.16) I’ensemble des couples de facteurs gauches de mots de
parentheses, de méme longueur [ et de méme hauteur finale p, dont les chemins correspondants
ne se coupent pas : V;, = {(u,v) € FGD;, x FGD;, sur {2,Z}* x {y,7}* : Yu = v/v", v =
v 'l = | = ||y — Wl 2 'y = [0l

Ainsi, Vo, o (voir figure 7.17) désigne 'ensemble des couples de mots de parentheses de méme

longueur 2n codant des chemins de Dyck ne se coupant pas.

XXX XXXXXXXXXXXXXXXX

YYYYYYYYYYYYYYYYYYY

Figure 7.16 Un couple de facteurs gauches de mots de parentheses dont les chemins correspon-
dants ne se coupent pas de Vig 3.

YYYYYYYYYYYYYYYYYY

Figure 7.17 Un couple de mots de parentheses codant des chemins de Dyck ne se coupant pas
de V18,0-
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D. Gouyou-Beauchamps [48, 49] a établi combinatoirement les deux résultats suivants.

(p+ U+ 2)!
PISRIEE + IR + 25 + )

Ip| = 10 € I 10 a p points fixesj| =
Vip I; (54321 i fi

n—1 n
Z |V2n—1,2k—|—1| = |12n—1(54321)| = Cp.Cp et Z |V2n,2k| = |IQn(54321)| = Cn_|_1.Cn

Théoreme 7.48 Les tableaur de Young standard rectangulaires de hauteur 3 et de longueur
n n'ayant pas deux entiers consécutifs sur la premiere ligne et les tableaur de Young standard
rectangulaires de hauteur 3 et de longueur n n'ayant pas deux entiers consécutifs situés sur les
deuziéme et premiére lignes sont en bijection avec les couples de chemins de Dyck ne se coupant

pas de longueur 2n. Ils sont dénombrés par

31(2n)!(2n + 2)!

En considérant les opérations miroir et complémentaire d’un mot, nous en déduisons que
cette méme formule dénombre 'ensemble des mots de piles sans facteur 32 et ’ensemble des

mots de piles sans facteur 33.

Corollaire 7.49 Les tableaur de Young standard n’ayant pas deux entiers consécutifs sur la
premiere ligne, possédant H'Tp entiers sur les deux premieres lignes et I_Tp entiers sur la troi-
steme ligne, et les tableaux de Young standard n’ayant pas deuzx entiers consécutifs situés sur les
deuziéme et premiere lignes, possédant H'Tp entiers sur les deux premiéres lignes et I_Tp entiers
sur la troisieme ligne, sont en bijection avec les couples de facteurs gauches de mots de paren-
theéses de méme longueur | et de méme hauteur finale p dont les chemins correspondants ne se

coupent pas. Ils sont dénombrés par

(p+ U+ 2)!
PISRIEE + IR + 25 + )

Lemme 7.50 Il existe une bijection ®11 entre couples de chemins de Dyck ne se coupant pas et

mots de piles sans facteur 11. Celle-ci est donnée par le morphisme

Py(z,y) =12
¢y 1 Voo — YVo\{ALIAY} ®q1(2,7) =13
' défini par B
(u,v) —— f b (T,y) =2
$,1(7,7) =3

Preuve Soient (u,v) € Vo, o et f = ®11(u, v). Nous avons alors

o |ulp =|ulz=loly = olg=n=|fli =|fl2=fls=n,

e Soient u = w'u”, v = v'v" tels que || = |v'| et f/ = ®11 (v, v'); alors
= e =Wz = ']y = Vg = [l = [f']2,
= Wy = Wy = ]2 2 1F]s.
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De plus, ’ensemble {12, 13,2, 3} constituant un code préfixe, ’application réciproque de @45 est clairement

définie. a

Exemple 7.51 Le mot 121321213123323121231312323 de Yo\{A*11.A*} est en correspondance
par ®11 avec le couple de mots de parenthéses ne se coupant pas de Vig o illustré par la figure
7.17.

Lemme 7.52 [l existe une bijection Agy entre mots de piles sans facteur 21 et couples de che-
mins de Dyck ne se coupant pas. Celle-ci est donnée par le morphisme

Ay (1) = (2,¢)
défini par ¢ Ay1(2) = (e,y)

An(3) = (7,7)

L’application réciproque consiste & envoyer, avant chaque couple (Z,7), d’abord toutes les

A21 : Yn\{A*QlA*} — V2n70
f — (u7 v)

lettres « sur 1 avant toutes les lettres y sur 2.
Preuve Soient f € Y ,\{A*21.4*} et (u,v) = A21(f). Nous avons alors

o [fli=1flz=Ifls=n= |ule = |uz = |vly = [v]ly = n,
e pour toute factorisation f = f'f telle que Aor(f') = (', '), |f'1 > |f']ls = |u/|e > V'] et donc

'] = [W'lz = [o']y = [V'lz car [u'lz = [/

a

Exemple 7.53 Le mot 112311122323323112231132323 de Yg\{A*21.A*} est en correspondance
par Agy avec le couple de mots de parentheses ne se coupant pas de Viggo illustré par la figure
7.17.

Preuve du théoréme 7.48. Les bijections ®11 et Ao; mettent en correspondance les couples de chemins
de Dyck ne se coupant pas avec les mots de piles respectivement sans facteur 11 et sans facteur 21. Nous

obtenons alors le résultat d’énumération annoncé & partir de la formule de D. Gouyou-Beauchamps [48, 49]

dénombrant V; ,, en posant [ = 2n et p = 0. O
Preuve du corollaire 7.49. 11 suffit d’étendre les morphismes ®¢; et As; aux couples de facteurs
gauches de mots de parenthéses ne se coupant pas de V7. O
Exemple 7.54 Les mots 121312213321233121213312213212 et

111231223312233111223131223122 sont en correspondance respectivement par ®11 et Aoy avec
le couple de facteurs gauches de mots de parenthéses ne se coupant pas de Vig 3 illustré par la
figure 7.16.

7.5.2 Mots de piles et arbres binaires

Théoreme 7.55 Les tableaur de Young standard rectangulaires de hauteur 3 et de longueur n
n‘ayant pas deux entiers consécutifs sur la premiére ligne, n‘ayant pas deux entiers consécutifs

situés sur les premiére et troisieme lignes et les tableaur de Young standard rectangulaires de
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hauteur 3 et de longueur n n’ayant pas deux entiers consécutifs situés sur les deuxieme et pre-
miere lignes, n'ayant pas deux entiers consécutifs situés sur les troisiéme et premiere lignes sont

en bijection avec les mots de parenthéses de longueur 2n. Ils sont dénombrés par

HfeYu:|flu=1flia=0}=Hf €Yo |flaa=1fls1 =0} =cn

Plusieurs autres ensembles des mots de piles excluant deux facteurs de longueur deux sont
également dénombrés par le n”¢ nombre de Catalan. Ils s’obtiennent bijectivement & partir de
I'un des deux langages donnés par le théoreme 7.55, en utilisant la bijection A (entre mots de
piles sans facteur 13 ou 31 et arbres binaires), avec la correspondance composant les bijections
O, T, Q et A (entre mots de piles sans facteur 22 et mots de piles sans facteur 13) ou encore en

appliquant les opérations miroir et complémentaire sur un mot.

Lemme 7.56 Les mots de piles sans facteur 11,13 sont exactement les mots de parenthéses de
Pras.

Preuve Il suffit de remarquer que tout mot de piles f appartenant a Y,, tel que |f]|11 = |f]|13 = 0 vérifie
|fliz =n. O

Lemme 7.57 Les mots de piles sans facteur 21,31 sont exactement les mots de {1}* Py 5 ayant

autant de 1 que de 2.

Preuve Il suffit de remarquer que tout mot de piles f appartenant a Y, tel que |f|21 = |f]|31 = 0 vérifie
|flin=n—1 0

Preuve du théoreme 7.55. Ce résultat est une conséquence des deux lemmes précédents. |

7.5.3 Mots de piles et arbres ternaires complets

Définition 7.58 Un arbre ternaire complet est un arbre dessiné et enraciné pour lequel chaque

sommet interne posséde exactement trois fils.

De maniere générale, le nombre d’arbres p-aires ayant pn 4+ 1 sommets (n sommets internes

et (p—1)n + 1 feuilles) est @ ()nll)xnx [61].

P)
t) ~ (p)(p+1),...,(p+t—-1)

ration des arbres p-aires ou ’étiquette (¢) associée a un arbre indique que ses ¢ feuilles les plus

Le systeme de réécriture { E caractérise un arbre de géné-

a gauche sont actives (c’est & dire qu’il est possible de les faire croitre).

Théoréme 7.59 Les mots du langage R, (ensemble des mots de piles sans facteur 292,13
ot g € Y) sont en bijection avec les arbres ternaires complets ayant 3n + 1 sommets. Ils sont

dénombrés par

(3n)!

(2n +1)!n!

| Rn| =
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Preuve Cette bijection est obtenue par le codage suivant d’un arbre ternaire complet a.

t =
ernfa) 1 tern(gauche(a)) 2 tern(central(a)) 3 tern(droit(a)) sinon

Clairement, ce codage constitue une bijection entre arbres ternaires complets ayant n sommets internes

{ € s1 a est réduit a un sommet

et mots du langage R, . O

112123321121233123233112312323123

Figure 7.18 Codage d’un arbre ternaire complet ayant 11 sommets internes par un mot de Rqq.
Exemple 7.60 La figure 7.18 illustre cette bijection.

Remarquons pour terminer que nous avons 2.|R,| = (n + 1).|P,| ou P, est ’ensemble des
mots de piles sans facteur 2¢2,11,33 avec g € Y ; il est également possible de considérer, au
lieu de P,, ’ensemble des mots de piles sans facteur 1¢3,32,21 avec ¢ € Y, ou ’ensemble des
mots de piles sans facteur 1¢3,22,31 avec g € Y ou encore I’ensemble des mots de piles sans
facteur 2¢2,13,31 avec g € Y. Prouver combinatoirement cette formule fournirait, compte-tenu
des résultats obtenus dans cette these, une preuve combinatoire de la formule dénombrant les

cartes planaires pointées non séparables ayant n + 1 arétes, probléme soulevé par R. Cori [17].
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Perspectives

La méthode des arbres de génération se révele étre une technique pouvant avoir plusieurs

applications et dont il est naturel d’aborder certaines questions qu’elle pose.

Comme nous ’avons montré, cette méthode peut étre utilisée pour effectuer la génération

aléatoire d’objets combinatoires.

Dans de nombreux cas, nous avons obtenu des systemes de réécriture différents permettant
d’engendrer des objets combinatoires ayant la méme formule d’énumération. Par exemple, nous
avons exhibé cing systemes de réécriture correspondant a des objets énumérés par les coefficients
binomiaux centraux. Ainsi, il est naturel de se demander s’il existe des opérations qui transfor-
ment les regles (et les étiquettes) d’un systéme de réécriture pour en obtenir un autre, avec pour
unique contrainte que les deux arbres de dérivation correspondants aient le méme nombre de
sommets par niveau? Ce principe est a rapprocher de la notion de réécriture de termes en pro-
grammation fonctionnelle. Un exemple simple utilisant cette technique nous a permis de relier
combinatoirement involutions vexillaires (motif 2143 interdit) et involutions excluant le motif
1243.

M.P. Schiitzenberger [91, 93] a montré les liens qui pouvaient exister entre certains problémes

d’énumération et certaines classifications de langages. Qu’en est-il pour la méthode des arbres
de génération? Nous pouvons actuellement affirmer que des objets combinatoires dont les séries
génératrices sont rationnelles, algébriques ou différentiablement finies peuvent étre engendrés
par des arbres de génération se caractérisant ensuite par un systeme de réécriture.
Par exemple, les nombres de Fibonacci (série génératrice rationnelle) et les nombres de Catalan
(série génératrice algébrique) sont obtenus avec les systémes de réécriture caractérisant respecti-
vement ’arbre de génération 7°(123,132,213) et I’arbre de génération des mots de parentheses.
D’autre part, la série génératrice associée au systeme de réécriture obtenu en effectuant le pro-
duit cartésien de deux systemes de réécriture caractérisant ’arbre de génération des mots de
parentheses est différentiablement finie. En effet, D. Gouyou-Beauchamps a montré lors de I’énu-
mération des tableaux de Young standard de hauteur au plus 4 [48, 49] que la série génératrice
correspondante est différentiablement finie puisque la suite des carrés des nombres de Catalan sa-
tisfait une P-récurrence, c’est a dire une récurrence linéaire homogene a coeflicients polynomiaux
[42].
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Introduite par F.R.K. Chung, R.L. Graham, V.E. Hoggatt et M. Kleiman [15] pour dénom-
brer les permutations de Baxter [4], la méthode des arbres de génération a été utilisée dans
de nombreux travaux portant sur I’énumération d’ensembles de permutations a motifs exclus
[110, 53,45, 114, 97, 112] et a permis a S. Dulucq, S. Gire, O. Guibert et J. West [28, 27] d’établir
une correspondance entre permutations triables par deux passages consécutifs dans une pile et
cartes planaires pointées non séparables, prouvant ainsi une conjecture de J. West [110, 113].

Ainsi, les correspondances obtenues par isomorphisme d’arbres de génération des permuta-
tions viennent en complément des trois bijections classiques miroir, complémentaire et inverse
sur les permutations a motifs exclus [110]. Les résultats développés dans les chapitres 4 et 5, en
partie devinés a ’aide du logiciel forbid, en sont une illustration.

Toutefois, certaines familles de permutations a motifs exclus, bien qu’ayant une méme for-
mule d’énumération (par exemple, 12 ensembles sont dénombrés par les coefficients binomiaux
centraux), ne peuvent étre reliées entre elles par la méthode des arbres de génération ou par ces
trois bijections classiques.

Ainsi, apparait la nécessité d’obtenir des résultats revétant un caractere général sur I’énu-

mération des permutations & motifs exclus, les seuls connus a ce jour étant ceux d’E. Babson et
J. West [110, 2, 115].

Un vaste travail reste a entreprendre pour énumérer involutions et permutations alternantes
a motifs exclus, a l'instar des résultats de R. Simion et F.W. Schmidt [95] et de J. West [110, 114]
pour les permutations a motifs exclus.

Le dénombrement de tels ensembles pour des motifs simples constituerait une premiere étape
de ce travail, d’autant que des formules classiques en Combinatoire apparaissent comme par
exemple les nombres de Motzkin.

Une telle approche est également motivée par les travaux [79, 99, 49, 118, 6, 42] sur les
tableaux de Young standard de hauteur bornée, tableaux en bijection [83, 89, 92] avec les invo-

lutions excluant le motif identité.

Les involutions excluant le motif 54321 et les permutations de Baxter alternantes ont méme
formule d’énumération (alternativement le carré des nombres de Catalan et le produit de
deux nombres de Catalan successifs), formule prouvée combinatoirement respectivement par
D. Gouyou-Beauchamps [49] et par R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [18], mais sans que n’ait
été encore trouvé de bijection directe reliant ces deux ensembles.

Nous pensons avoir franchi une premiere étape vers un tel résultat. En effet, nous avons
caractérisé un nouvel ensemble d’involutions a motifs exclus, directement en correspondance
avec les involutions excluant le motif 54321, et possédant des distributions qui coincident (les
premieres valeurs ont été vérifiées a 1’aide du logiciel forbid) avec certaines distributions des
permutations de Baxter alternantes. Ces distributions font apparaitre les nombres de Delannoy

et de Narayana.
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Les permutations vexillaires, introduites par A. Lascoux et M.P. Schiitzenberger [69], sont
telles que les partitions correspondant aux tables d’inversion de ces permutations et de leurs
inverses sont conjuguées. Elles correspondent également aux permutations excluant le motif
2143 [72]. En combinant les travaux de J. West [110] et d’[.M. Gessel [42], nous obtenons une
formule les dénombrant.

Nous nous sommes intéressés aux involutions vexillaires et avons conjecturé qu’elles sont
énumeérées par les nombres de Motzkin.

Pour I'instant, nous avons seulement montré que les involutions vexillaires sans point fixe
sont en bijection avec les permutations vexillaires. Plus précisément, nous avons établi qu’une
permutation 7 appartient & S, (2143) si et seulement si I'involution sans point fixe (n+7~1(1))(n+
1 2)...n+ 7 (n)m(1)7(2)...7(n) appartient & I5,(2143).

En dépit de la correspondance de S. Dulucq, S. Gire, O. Guibert et J. West [28, 27] reliant
cartes planaires pointées non séparables, permutations non séparables et permutations triables
par deux passages consécutifs dans une pile, il n’existe pas de preuve combinatoire de la formule
dénombrant ces objets, probléme soulevé par R. Cori [17].

Une étude approfondie de la caractérisation des cartes planaires pointées non séparables en
terme d’arbres bien étiquetés due a S. Dulucq et J-G. Penaud [31] ou du codage des permutations
triables par deux passages consécutifs dans une pile par des chemins de Raney di a [.P. Goulden
et J. West [46] pourrait éventuellement permettre de résoudre ce probléme.

Nous pouvons également considérer une autre approche qui fait directement suite & nos
travaux. En effet, nous avons obtenu quatre langages de mots de piles en bijection avec les
permutations non séparables. Or, un autre langage de mots de piles est en correspondance avec les
arbres ternaires complets. Exprimer I'un des quatre langages en bijection avec les permutations
non séparables en fonction de celui codant les arbres ternaires complets constituerait donc une

solution a ce probleme.

Plusieurs nouvelles questions portant sur I’énumération des mots de langages correspondant
a des restrictions sur les mots de piles restent sans réponse. Toutefois, nous avons remarqué
que dans plusieurs cas apparaissent des formules énumérant des familles de cartes planaires
considérées par W.T. Tutte.

Par exemple, nous conjecturons qu'un de ces langages est dénombré par la formule donnant
le nombre de triangulations planaires [102] ou de cartes planaires cubiques pointées non sépa-
rables 3-connexes [103]. De méme, il serait fort utile d’établir une correspondance permettant
d’expliquer le rapport du nombre de cartes planaires cubiques pointées non séparables [103] au
nombre de cartes planaires pointées non séparables [105].

Plus généralement, nous avons souvent constaté que des permutations a motifs exclus et
des cartes planaires ont méme formule d’énumération. Ceci est source de nouvelles recherches

laissant apparaitre de nombreux problemes.
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Annexe A

8\

Catalogue sur les permutations a

motifs exclus

Ce catalogue, inspiré de celui de J. West [111], complété par les résultats obtenus dans cette
these et quelques recherches bibliographiques, présente les résultats que nous connaissons a ce
jour sur I’énumération des permutations a motifs exclus. Il ne prétend pas toutefois étre exhaustif

sur le sujet.

Propriétés et résultats généraux

Nous présentons tout d’abord des résultats tres généraux, c’est a dire des propriétés pouvant

s’appliquer a toute une classe de permutations a motifs exclus.

o |S.(12...d+D),m+1Lym...1)| =0,Vn > l.m [34]

_1)2n
o 12012 (bt )| ~ oS

L,(12. . k)| = |L(k(k—1)...1)]

ou «y est une constante [79]

e T'(12azay...a;) = T(21lasay .. .ay) [110]
T(123aq4as . ..ax) = T(321aqas . . .ay) [2]
T(12...704, 410,42 .. .a) 2 T(rer=1).. . lary10,42 . . . ag) [115]

o T € S, (T1,Te,...,Tp) = T € S (M5, T) = 1 € S(nf .., T) =
e Su(n o) [110]
T €L (T,70,...,Tp) <= 1 € I,(1™¢, 7*°, ..., 7,*) [corollaire 1.13]
T €lL(r,my...,7) <= 1€ L(n . ...,7,7!) [corollaire 1.13]
T e S\Qk(Tl,TQ, L Tp) =T E S\Qk(Tl*c,TQ*C, .., 7)) [corollaire 1.13]
TE §2k+1(7'177'27 L Ty) =T E §2k+1(7'1*77'2*7 ..., %) [corollaire 1.13]
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Exclusion d’au moins une permutation d’ordre 3

Nous présentons les résultats d’énumération connus sur les permutations excluant des motifs

dont le plus petit d’entre eux est une permutation d’ordre 3.

Les motifs exclus sont tous des permutations d’ordre 3

o |5, (1) = (%i—?)% = ¢, le n°™° nombre de Catalan, V7 € S [62]

|5,(123,132)] = |S,(132,231)| = 271 [95]
|S,(132,213)] = 271 [88]

e [5,(123,231)| = 1 + (3) [95]

|5,(123,132,213)| = £, le n°™¢ nombre de Fibonacci défini par f, = fo_1 + fo_2 (fo =
fi=1)[95]

15,(123,132,231)| = |5,(123,231, 312)| = |5,(132,213,231)| = n [95]

Deux motifs exclus : deux permutations d’ordre 3 et 4

o |5,(123,1432)| = |5,(123,2143)] = |5,,(123,2413)| = |S,(132,1234)| = |5,(132,2134)| =
15,,(132,2314)| = |5,,(132,2341)| = |$,,(132,3241)| = [, (132,3412)| = fan_z le (n — 2)7"°
nombre de Fibonacci défini par f, = fu_1 + fo—2 (fo = f1 = 1) [114]

|5,,(123,2431)] = 3.2~ — (") — 1 [114]

5,(123,3412)| =20t — ("TH —2p— 1 [9
3

|5,(123,3421) = () + 2(3) + n [114]

|5n(123,4231)] = (5) +2() + (5) + (5) + 1 [114]

(1-z)°

1—4x+522—-3x2 [114]

|5,(132,3214)] a pour fonction génératrice

|5,(132,3421)| = 1+ (n — 1)2"72 [114]
|5,(132,4231)| = 14 (n — 1)2"~2 [53]

|S(132,4321) = () + ("T) + () + 1 [114]

Trois motifs exclus : une permutation d’ordre 3 et deux d’ordre 4

n—1
o |5,(123,2143,3214)| = |5,(213,1234,1243)] = |5,(132,2341,3241)| = ,E:g . (yr)2" =

pn le n°7¢ nombre de Pell vérifiant p, = 2p,_1 + pa_z (p1 = 1, py = 2) [section 4.1]

e |5,(123,1432,3214)| a pour fonction génératrice ——5%——— [53]

12— —zt+4a®
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Exclusion d’au moins une permutation d’ordre 4

Nous présentons les résultats d’énumération connus sur les permutations excluant des motifs

dont le plus petit d’entre eux est une permutation d’ordre 4.

Un seul motif exclu d’ordre 4

o [5,(1234)] = 2570 (3) () (AL esiins (42]

T(1234) = T(1243) = T(2143) [110]
o T(3142) = T(4132) [97]

o |5,(1423)| < |5,(1234)] < |S,(1324)],¥n > 7 [10]

Deux motifs exclus d’ordre 4
o [5,(2413,3142)] = S0 ) ("2 le (n - 1) nombre de Schroder [110]
|9,(3124,3214)| = 70 (221 H) e, [45]

15,(1234,2134)| = |5,(1324,2134)] = |5,(1324,2314)| = |5,(1342,2341)| = |5,(2134,
3124)| = |5,(2314,3124)| = |5,,(3142,3241)| = |5,,(3412,3421)| = S272) ("“1H) ¢ [section

n—1—1
4.4]
. s . — 22,20
o |5,(3412,4231)| a pour fonction génératrice - lsfg;fgxff“g)(g”) = 1—2?5@) [54]
. s . — 22,20
|5,(3124, 4213)| a pour fonction génératrice - lsfg;fgxff“g)(g”) = 1—;25@) [97]

ot C(x) = 11242 w est la fonction génératrice des nombres de Catalan

Quatre motifs exclus d’ordre 4

o |5,(1234,1243,1423,4123)] = |5,(1324,1342,1432,4132)] = |5,(2134,2143,2413,
4213)] = |5,(2314,2413,3142,3241)| = |5,(1234,1324,2134,2314)| = |5, (1234,2134,
2314,3124)| = |5,(1324,2134,2314,3124)| = |S5,(1324,2134,3124,3214)| = |5,(1324,
2314,3124,3214)] = |5,(1342,2341,3142,3241)] = |S,(1324,1342,2314,2341)| =
|S,(1342,2341,2431,3241)| = (*"77) [section 4.2]

Classes des symétries (*,¢,—1) complétes d’ordre 4

o |5,(1243,2134,3421,4312)| = 14n,Vn > 6 [97]

— 3_ 2 — _5 +1 +1
o |5,(1324,4231)| = 2 4 2773 ( L= 590138 4 9n=3((1 + %)” —(1- %)” ) [53]
o |5,(1342,1423,2314,2431,3124,3241,4132,4213)| = 2" — 2,Vn > 5 [97]

o |5,(1432,2341,3214,4123)| = 2.5,,(123, 1432, 3214)| Vn > 6 [53]
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e 5,(2143,3412) : ensemble des permutations obtenues par mélange d’une sous-suite crois-

sante et d’une sous-suite décroissante [97]

Autres résultats

Nous présentons finalement des résultats sur I’énumération de permutations excluant des mo-
tifs dont au moins I’un d’entre eux est une permutation barrée, et ceux portant sur I’énumération

des involutions excluant le motif identité.

Permutations triables par deux passages consécutifs dans une pile

o [S.(2341,35241)| = b [119]

e T(2413,41352) est isomorphe & I’arbre de génération [45, 28] des cartes planaires pointées
non séparables ayant n + 1 arétes énumérées par ﬁ% [105]

o |5,(3241,24153)] = |5,(2413,42315)| = |5,(3142,45312)| = (27%%% [45, 27, section
5.1]

o 5,(3412,24531)| = ity [section 5.3]

Nombres de Motzkin
o [1,(1230) = T2 (1)ei [79]
o [5,(321,3T42)] = L2 (7)c; [45]
o [5,(231,4T32)] = |1,(3412)] = 120 (%) e; [section 4.3]

2t

Nombres de permutations de Baxter et produit de nombres de Catalan

_ _ _ _ 1 (n-l-l).(n-l-l).(n-l-l) .
o |5,(25314,41352)| = |5,(21354,41352)| = St Lm Joumillimt2) 115 108, chapitre 6
F

m=0 TH T

o [5,(25314,41352)| = c[ay.cz) [18, chapitre 6]

Involutions excluant le motif identité d’ordre au plus 6
o [1,(123)] = (LgJ)
o [L,(1230)] =TI ()er [79]

o [1,(123456)] = 6 15 (n—2i)!ilzlj—21i)—ll—(2iz|i2)!(i-|—3)! [49]
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Résumé

Ces travaux portent sur la Combinatoire des permutations a motifs exclus
et de certains mots codant les mouvements de deux piles.

Nous obtenons des formules d’énumération pour plusieurs ensembles de
permutations a motifs exclus en utilisant la méthode des arbres de génération
avec le concours du logiciel forbid que nous avons développé. C’est ainsi que la
correspondance que nous donnons entre permutations triables par deux pas-
sages consécutifs dans une pile et permutations non séparables (elles-mémes
en bijection avec les cartes planaires pointées non séparables) aboutit sur [’ob-
tention d’une preuve de la conjecture de J. West.

Ensuite, nous établissons une nouvelle bijection entre permutations de Bax-
ter et certains triplets de chemins deux a deux disjoints. Cette correspondance,
dans laquelle le caractere alternant des permutations s’interprete naturelle-
ment, unifie des travaux antérieurs sur le sujet.

Finalement, nous prouvons combinatoirement trois conjectures sur 1’énu-
mération de certains mots de piles en faisant intervenir tableaux de Young
standard, permutations de Baxter, permutations non séparables et cartes pla-

naires cubiques pointées non séparables.

Mots clefs
arbres énumération
bijection mots
cartes planaires permutations a motifs exclus

combinatoire tableaux de Young
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