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��� � �� ��! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

��# $��%������� ������ ������� ��������& � � � � � � � � � � � � � � � � �'

��( ������ �������% ������ ������� ��������& � � � � � � � � � � � � � � #)

��* ����������& �� � ������	 �������+ � � � � � � � � � � � � � � � � � ##

��, $+�&�& ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #(

� ���	����
 ��	�� �
�	��� � 

#�� ��&�� ��������% � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #-

#���� 
����. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #-

#���# 
����. ����������& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #"

#�# 
����. /��������& ��% �+��� ������� 0�����& � � � � � � � � � � � � #�

#�#�� 
����. /��������& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

#�#�# ������� 0�����& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (,

#�( 1.�������� 
����. /��������& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ('

#�(�� 
����. 
����. 
������������ � � � � � � � � � � � � � � � � (�

#�(�# �	&���& �� ������ 12�����& � � � � � � � � � � � � � � � � � *�

#�(�( ������� 0����� ��&�������� �� �� � � � � � � � � � � � � � � *,

#�* �� ������� 3������� ������ ������� /������& � � � � � � � � � � *-

#�*�� 4&��� ���� ��% ��/��5 � � � � � � � � � � � � � � � � � � *'

#



#�*�# 4&��� 
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,(

#�*�( 4&��� �+� ����&� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,*

#�*�* �% ������& ��% ��&�% ������& � � � � � � � � � � � � � � � ,-

#�, �����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,"

� !�"	�� !��	�	� ��	�� �
�	���  #

(�� ������ �������% ����!��� ���&������� � � � � � � � � � � � � � � � -)

(���� ��&�� �������& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -�

(���# 6������������� 7�����% �������& � � � � � � � � � � � � � � -"

(���( $+� ����!��� �� �������� /����&& � � � � � � � � � � � � � -�

(���* ���� $��& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "#

(�# ����	&�& ��% ��&��� �� �
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � "'

(�#�� 6������ ����	&�& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "�

(�#�# ��8����� 9��!& �� 
������& � � � � � � � � � � � � � � � � � �*

(�#�( 6���%��� 6�������& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

(�#�* 6���%��� 
����. ����������& � � � � � � � � � � � � � � � � �)�

(�( �����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��"

� ���
	�	����� �$ �
���� ���

*�� �%������ �
���� �� :� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �##

*�# ������� ��% ����&& 
������& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#,

*�( ������ 9��!& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#'

*�* 
��������� �� ������� 0�����& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �((

*�, 
����. ����������& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*#

*�,�� 6����������� �� ��8����� ��&�������� �� ��& � � � � � � � �*#

*�,�# ��������� �� 6������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � �*(

*�- �����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*�

 ������ �$ ��	 ������� �������� � �

,�� $+� ��&� ��%�� /������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,#

,�# $+� ��&� �&&�������� /������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,*

,�( $+� 
�.��� ������ 0����� /������ � � � � � � � � � � � � � � �,,

,�* $+� 
����. /������	 /���������� /������ � � � � � � � � � � � � � �,"

,�, $+� ��&� ������� 0����� /������ � � � � � � � � � � � � � � � � � �,'

,�- � �� ��! �� � ������ ������� /������ ��� ��� 1� �������� � � � �,�
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-�# �����2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-*

-�( 0��� ;��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-,
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#�� ��<������ �� &��� ��&�� �����. ���������&� � � � � � � � � � � � � � #'

#�# 1.�����& �� %��&� ��% &���&� �������& = �>& �����&��� ���?���

�������& ��% �����& �����&��� )� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ()

#�( 1.�����& �� ���%�% �������& = �>& �����&��� ���?��� �������& ��%

�����& �����&��� )� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

#�* 1.�����& �� ����� �������& = �>& �����&��� ���?��� �������& ��%

�����& �����&��� )� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ((

#�, 7�������%�% �������&�����& ��� &	&���& �� ������ �2�����& !��+

%��&� ��% ���%�% �������&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � **

#�- ���� &�������& ��� �����.@�����. ������������� = ����� �����@

&���& � �� �� ��%A ���&& ��%�����%A �������& ��� &����% �� %��&�

������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,)

(�� ������ �������% ������ ������� ��������&� � � � � � � � � � � � � � � � ')

(�# ���&& &������ ��  ����& ������ �������% ��������&� � � � � � � � � � �*

(�( ������ ��  ��!& �� �������& ��  ����& ������ �������% ��������&� � �'

(�* 7����&�������� �� ��&�� �����. ���������& ��  ����& ������ ���@

����% ��������&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)-

(�, 7����&�������� �� �����. �2�����& ��% �+� ��������� �� &�� ���

�+�� ��  ����& ������ �������% ��������&� � � � � � � � � � � � � � � �)�

(�- ��� ��& �� �����. �2�����& ��� �%�% �	  ����& ������ �������%

��������&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��)

*�� ������� ������ &������% ��� ���+ �����. �������	� � � � � � � � � � �("

*�# ���&�&����	 ���!��� &������ ������& ��% �����. ���������&� � � � �('

*�( 7��& ��� %���������� �+� ���������& �� �+� ��&�� �����. � ��� �+�

�%%����� �� �������& � � �B�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(�

,



*�* 7��& ��� %���������� �+� ���������& �� �+� ��&����� �����. � ���

�+� �����.@�����. ������������� � � ��� � � � � � � � � � � � � � �*)

*�, ������� ������& ����&�����& ��������% �	 � ��! �����. �������	� � �*�

,�� 3���� �� ��&�������& ��� �������& ������������ �B�B� ��%

� B�B�A !+��� � ��% � ��� ��� %������� �������& ��� ��%

� �& � ��� %��&� �����. ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,(

-
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#�� C������+����  ��! �� ���?��� �������& &������&� � � � � � � � � � (*

#�# 7�!  ��&& �����@!�&� �����	 ��	�� ��� ����	&� � � � � � � � � (-

#�( 1.�����& �� �������& &����% �� %��&� ������� � � � � � � � � � � � � ("

#�* 1.�����& �� �������& &����% �� ���% ������� � � � � � � � � � � � � ("

#�, 1.�����& �� �������& &����% �� �����% ������� � � � � � � � � � � � ('

#�- �������+� ��� �����.@�����. ������������� � � �� !��+ � ��%

� %��&� �������&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

#�" �������+� ��� �����.@�����. �������������� � �� !��+ � ����

��������� ��% � %��&� �������&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � *)

#�' �������+� ��� �����.@�����. �������������� � �� !��+ � ����

��������� ��% � ��!�� ��������� �������&� � � � � � � � � � � � � � *)

#�� �������+� ��� �����.@�����. ������������� � � �� !��+ � ��%

� ���� ��������� �������&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *�

#��) �������+� ��� � &	&��� �� ������ �2�����& !��+ � %������� � � � � *#

#��� 0��!��%@&�&������� �������+� ��� � &	&��� �� ������ �2�����&

!��+ � ��!�� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *(

#��# 6������������� �� �����.@�����. ������������� � � �� !��+ �

���� ��������� ��% � %��&�A ���+ &����% �� %��&� ������� � � � � *,

#��( 6������������� �� �����.@�����. ������������� � � �� !��+ �

���� ��������� &����% �� �����% ������ ��% � %��&� &����% ��

%��&� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *-

#��* /������& &��� ���� ��% ��/��5 �� &�� � �+� &	&��� �� �2�@

����& ��� D � !+��� � ��% � ��� �� � %��&� �������&� � � � � � ,�

#��, /������& &��� ���� ��% ��/��5 �� &�� � �+� &	&��� �� �2�@

����& ��� D � !+��� � ��% � ��� ��� ���� ��������� �������&

&����% �� %��&� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,#

"



#��- /������& &��� ���� ��% ��/��5 �� &�� � �+� &	&��� �� �2�@

����& ��� D � !+��� � ��% � ��� ��� ���� ��������� �������&

&����% �� �����% ������A !+��� �� ��&&����� � � � � � � � � � � � � ,#

#��" 
����� /������& �� &�� � �+� &	&��� �� �2�����& ��� D � !+���

� ��% � ��� �� � %��&� �������&� � � � � � � � � � � � � � � � � � ,*

#��' 
����� /������& �� &�� � �+� &	&��� �� �2�����& ��� D � !+���

� ��% � ��� �� � ���� ��������� �������&� � � � � � � � � � � � ,*

#��� ����&� �������� ��������% %��&� ������� �� &�� � �+� &	&��� ��

�2�����& ��� D � !+��� � ��% � ��� � � � ���� ���������

�������&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,,

(�� 4
� ���&& %������ ��% ������ %������ ��� � ��EF �  ��&��� �� ��@

�����&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -(

(�# 4
� ���&& %������ !��+ � ��EF � ��+�������� +������+	 �� �������&� -*

(�( 4
� ���&& ��% ������ %������& !��+ �� �&&�������� �� ������ ����@

���� ���!��� �!� ���&&�&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � --

(�* 4
� ���&& %������ �� � ��EF � ������� ���&& ������������	� � � � -�

(�, 4
� ���&& %������ �� � ��EF � ��&����� ���&& �����	� � � � � � � � ")

(�- ���&& %������ �� �+� ���%�� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � "*

(�" ���&& %������ �� �� ����������� �� �+� ���%�� �������� � � � � � � � ",

(�' ���&& %������ �� �+� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � "-

(�� ���&& %������ �������� ������� ���&&�& �	 +��% ��%�� � � � � � � ""

(��) ���&& %������ �� ������� ���&&�& &������% �	 ��+�������� ��% ������

��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "'

(��� � &����� �����	 ���&&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ')

(��# G�������&�% ���&& %������ �� �����	  ��&��� �� � � � � � � � � � � � '#

(��( �������� ���&& %������ �� �����	  ��&��� �� � � � � � � � � � � � � '(

(��* G�������&�% ���&& %������ �� �����	  ��&��� #� � � � � � � � � � � � '*

(��, �������� ���&& %������ �� �����	  ��&��� #� � � � � � � � � � � � � ',

(��- G�������&�% ���&& %������ �� �����	  ��&��� (� � � � � � � � � � � � '-

(��" �������� ���&& %������ �� �����	  ��&��� (� � � � � � � � � � � � � '"

(��' 6������������� �� �+� ���+�% �
����� �� ���������	�������

������A �����������	������������ ��% �����������	�������

������ ���&&�& = �����	  ��&��� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � '�
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(��� 3�EF � �������������� �� �+� ���+�% �
����� �� ���������	A

�����������	A ���������� ��% ���������� ���&&�& = �����	

 ��&��� # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

(�#) ���&& %������ �� �����	  ��&��� ( = <�&� ������� �� ����%� %��@

������  ��!& �� �������&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-

(�#� ���&& %������ �� �����	  ��&��� ( = &����% ������� �� ����%�

%�8�����  ��!& �� �������&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

(�## ���&& %������ �� �����	��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

(�#( ���&& %������ �� ���&&�& �����	 ��% �������� ����%��� �+� ���+@

�%& �� �����	��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �))

(�#* ��8����� �����&��������& �� �����. �%%������ � � � � � � � � � � � � �)(

(�#, ���&& %������ �� ���&& �����	 ����%��� �����. ���������& �& ���+@

�%&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �),

(�#- ���&& %������ �� ������� ��
��� �� �����. �2�����&� � � � � � � � �)'

(�#" ���&& %������ �� ���&& �������������
��� ��� %����� &�� ��&� � � ��(

(�#' ���&& %������ �� ���&& ���������� ��� %����� &�� ��&� � � � � � � � ��*

(�#� ���&& %������ �� ���&& ������
������������ ��� %����� &�� ��&� � ��,

(�() ���&& %������ �� ���&& �������� ��� %����� &�� ��&� � � � � � � � � � ��-

(�(� ���&& %������ �� ���&& �������������
��� ��� ������� � &�� ��&� � ��'

*�� ���&& %������ �� ���&& �������� ��% ��& &�@���&&�& �%����% �� :� ���#(

*�# 1.����� ������� �� +�! �� %������ ��% ����&& �������& &���

�
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#-

*�( 4
� &�2���� %������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#"

*�* ��2���� %������ ��� %�������� � %��&� �����. &��� �
����� � �#"

*�, ������ %������ ����� %�������� ��% &������ ���������& �� �������&� �#'

*�- ��2���� %������ ��� ����&& ���+�%&� � � � � � � � � � � � � � � � � �#�

*�" 1.����� ������� �� +�! �� ������ &������& �� �������& &����
������#�

*�' G���+���� �����&�������� �� �+� &������& �� �������& ��% �������&

������% �� 0���� *�"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �()

*�� ��2���� %������ ��� �+� &������& ������% �� 0���� *�"� � � � � � � �(�

*��) ������ %������ ����� �+� &������& +� � ���� ������% �� 0���� *�"� �(#

*��� 1.����� ������� �� +�! �� ������ � �����. �	 ������� �������&

&��� �
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �((

*��# ������ %������ ����� � �����. +�& ���� ������% �	 ������� ��@

�����& ���� �.����� ������� �� 0���� *���� � � � � � � � � � � � � �(*
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*��( G���+���� �����&�������� �� �+� �������& ������% �� 0���� *���� � �(,

*��* ������ %������ ����� � &������ �� �����.A !+��+ +�& ���� ������%

�	 ������� �������&A �& ������% = �.����� ������� �� 0���� *���� �(-

*��, 6������������� �� �����.@�����. ������������� � � �� �� &���@

��� ������ ��&�������� �� �� !+��� � ��% � ��� %��&� �������&

&����% �� %��&� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �**

*��- 6�������������& �� �����.@�����. ������������� � � �� �� &���@

��� ������ ��&�������� �� �� !+��� � �& �� ���� ��������� �����.

&����% �� �����% ������ ����+�� �� %��&� ������ ������ ��% � �& �

%��&� �����. &����% �� %��&� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � �*,

*��" 6�������������& �� �����.@�����. ������������� � � �� �� ��@

���. ��&�������� �� �� !+��� � �& %��&� �����. ������ �� ���� ���@

������ �����. ����+�� ��% � �& � %��&� �����.� � � � � � � � � � � �*-

*��' 6������������� �� �����.@�����. ������������� � � �� �� ����@

���� ��&�������� �� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*"

*��� ��2���� %������ �� %	����� ���%��� �& � &�������� �� ����� ��@

������������&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*'

,�� 1.����� �� ����	��� &���%��% �������� ������&�����& �� ��%�� ��

&�� � �+� ��.��� ������ ������ �������� � � � � � � � � � � � � �,-
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$+� !��� ����� �� ���%������� ������ ������� ��������& �& �+��� ����������� %�&@

����� ���� ������ �������� 0�� ��� �����. ����������A &�+ �& ������������� ��

�������&A �+� ������	 ��� �%�& � ����� ����� �� &�������&� 1��+ �� �+�&� &�@

������& �& �� ������� �������������� ��� � &����<� &������� ������. ���������&

��% &������ ������&�� 4&��& ��� �����% �� ����	&� �+��� �������& �� ����& �� �+�

&������ ������& ��% �����. ���������& &������% �	 �+� ������	 �� ��%�� �� ���

���% ����������� ��� �� &� �+� ������	 ��������	��

�� ���&���A ����&� ��� ������ �������% ������ ������� ��������& ������&�

�8�� � &������ ���������� $+�&� �����& ��� �2����% !��+ � ���� ����� �����	


�	� &	&��� ��� ������� �����. ����������&� $+&A !+�� � ���+�% �& �� ���% �+�

���&����� &	&��� %���%�& !+��+ �� �+� %�8����� ��������������& �!��+ �+� &���

�����������	� �& ����������� ��� �.������� $+� %���&��� �& ��&�% �� �+�&� &���@

����& ��� !+��+ �+� ������	 ��� �%�& �Æ����� &�������&� $+� �����. ����������&A

��� !+��+ �+��� �& �� ���&����� &	&���A ��� �8���% �� %�8����� !�	& %����%���

�� �+� ������

�� �.������� �& �+� 
����. $������� ������	 �
$��A !+��+ �������& ������

�������% ��% ������� ����������� �� ��%�� �+� ����� �� &�������&�% ��������@

������& ��� ���+ �����. ����������&� 6� �& ��&�% �� �+� �%�� �� �������A !+��+

&����� ����&������ ����&& �� %��� &������& !��+�� �.�������	 ��%�������&�

$+�& �+�&�& %�&�����& �� ������ �������% ����	&�& ��% %�&��� �� ������ �������

�+�� �&�����&+�& � �����.� �� !+��+  ����& �����& ��� � �����%� $+� ������

�������% ������ ������� ������	 ��
����� �& � ��! ����� !+��+ ���&�& ��

�� �+�& ����	&�& ��% %�&���� �
���� &����<�& �� ��������� &������ ��� ���+ �.@

���� ��% ���@�.���� &��&� $+�& ��������� �� ��& ��&�� �����. ���������& �����

�����. �%%������A ��% �+� &������ �� �����. �2�����& ����� &	&��� �� ������

�2�����&A ������������� !��+ ������� � ��% %����� �������+�&� 3��� �� �+� ��@

 ��!�% �����& �%%��&&�& &�+ � ����� �� �������� ������ ������� �����������	�

��



6� �%%�����A �
����>& %�&��� ������& ��������& �� �+���� �+� &������ ������ �� �

�����. �� ��&���&� �� �+����& �� ��& �����. ���������&� $+�& �& � �� �� ���������@

��	 ��� ������ ������� ��������&� �
���� ��&� ���&�����& +�! �����. ����������&

��� �� ����������% �� &������ ������ ����%������� ��������&�A �� �������� �� ��

�
$� �������+� ��% �� �����. ��&�������� �� �� ������%��&& �� &������ ������A

�� �.�������	 ��%������� �+� ��&����� �� �� ����&&�%� &����	 &��� ������ �������%

������������

0�����	A ������ ������� �.���&&���& ��� ����	&�%� ���� �� �+�&� �.���&&���&

��� &����������	 �2� ����� �� ��&�� �� %�8����� �������& %��� ����� %�8�����

�.������ ����&� $+�&� �.���&&���& ���&����� ����������& �+�� ������ ������ ��@

����� ��������& ������ &�� � �Æ������	� ���&�2����	A � ������ ������� /������

��� ��� 1� �������� �& �����&�% �� !+��+ �������� ���+��2�& ��% �
���� ���
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3� ������� �� �+� !��� �������% �� �� �+�& �+�&�& +�& ����

&������% �� &����� �� �� ����������� ��� ����+�� %�����

�� 2���<������ �� �+�& �� ��	 ��+�� �� ��&��	 �� ��+��

��&������� �� ���������
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���	���+� �� ��.� �� �+�& �+�&�& ��&�& !��+ �+� ��+��� �����& ��	 ��	 �����&&�

���+�� �� ���A �� �� �.�����&A ��	 �� ��%� �
� �� �����%���� !��+ ��&���@

����& �� �� �	 �+� ��+�� ��% ��%��% �� �+� :�+� 7	���%& 4�� ��&��	 ������	 ��


���+�&���� ������& ��	 �� �������% ���� �+� ���������� $+�& ���� �&� ����

���� �� ��	 &�+ �����& ��%�� 0��+�� �����& ��	 ��	 �����&&� �� �����& ��%� ��

�����%���� !��+ &�+ ��&�������& ��	 ��� �� ��%� !��+�� �+� �����&&��� ���

!������� �� �+� ��+���

$+� �!���&+�� �� ��	 ����������� �������	 ���+�& !+��+ ��	 �� %�&�����%

�� �+�& �+�&�& �&  �&��% �� �+� 4�� ��&��	 �� 
���+�&���A &����� �� ��	 �����

��������� �� �+� �������	A ��% ��	 ��� �� ��%� � ������� ��� &� �	 �+��% ������&

!��+�� �+� !������ �����&&��� �� �+� 4�� ��&��	A !+��+ !��� ���&����� �+� ����&

��% ���%�����& �� ��	 &�+ ����������

0��+�� ����������� �� �+� ���%�����& �%�� !+��+ %�&���&��& ��% �.������@

���� ��	 ���� ����� �& � ������� ���� �+� +��% �� ���������� �� ������� ��������
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6 !��% ���� �� �+��� /����&&�� :�+� G�% ��% ��� ��� 0������ ��� �+��� &�����

��% ��%���� %���� �+�& 	���� ��� ��� 0������ &��� ���� ��& ���� �� �% �&�� ��

������ � &��� �&��� $+�& ����� &��� �&��� +�& �����% �� ��  ��	 +����� ��

�+�& ����%�&��������	 �+�&�& ����+������& ��% ������� &�������� 6 �� �������

���!��% �� ��������� !������ ��!��%& �+� /+� !��+ ���+ �� 	��

����� �+�& 	���A 6 +� � ����	�% �+� ������	 �� �+� ������& �� �+� ������

��� 3� �� ��������A &�������	 �� �+� ��� �����& ��% �� 7+�%�&� �� %�8�����

�����&A � ��	 ��� +�& ��� �%�% +�& �.�����&� ��% 6 !��� �� �+��� 	� ��� �+�&�

6� ���������A 3�����& 0������ ��% ���	 �+��� �8���% &��� �������& ��%

%�&�&&���& %���� �+� !������@� �� �+�& �+�&�&�

$+�& !��� +�& ���� &������% �	 � ��&����+ &�+����&+�� ���� �+� ����������

�� 1%������A 4�� ��&����& ��% 7�&����+ �� �+� ��&2� G� ��������

�-



��
���� �

������������

��� ��������

�������&�& ��% ��������& %�&����� �+	&���� �+������� �� ����& �� ���+��������

��%��&� $+�&� ��%��& ��� &���	 �������& ��% ��� ������. �� �� &�� �%

����	������	� 6� &�+ ��&�&A �+�	 ��� �����.�����% !��+ %�&����� ���+��������

��%��& ��% &������& ��� �������% �	 ����	��� �������� ���+�%&� � �������
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$+�& �+�&�& �����&�& � ��! %�&��� ��&�& ��� �+� ������ �������% ������ �������

������	 ��
������ $+� �� �� �+��������&���& �� �+� %�&��� ��� �+� ����������
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�� &������ ������& ��% �+� ����������� �� �����. ���������& �+���+ �����. ���@

�������&�

$+� ������	 �& ���	 ���� � !+�� ��� �� ��& &�������& ��� ���+�%&� �& �����%

��� �� ���%�� �
���� �+���& �+� ���&�&����	 ���!��� �+� &������ ������& ��%

�+� �����. ���������&A !+��+ ��� �+� ���������& �� �+� ���+�% �� ���%� 6� ���@

�&&��	A �
���� !��� �+���� �+� &������ ������& ��% ���������& �� ��@�&�����&+

�+� ���&�&����	� 6� ���+� ��� �� �� ��&A �� !+�� �
���� �+���& �+� ���&�&@

����	 �� ���������&A �+�&� ����%� ���+ ���� ��% ���� ���������&� $+�������

�
���� �& ���� �� ��������� �����. ���������& �� �+� ���� ���������& ����

�+� ���� ���������&� $+� �%�� �� ����������� �� ���������& �� ��� ��! �J����-KA

J
���"K�A �� �� �& � �� �� �����������	 ��� � ������ ������� ������	�
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�� �+�& �����A �� �& ��� ������ �� �����&�%�� �+� ����������� %�&����� ���!��� ������

������� ��% �
����� $+� %�&����� +�& ���� ��%��%A �� �+� �����!��� ��&�&

&���� ������H

�� ����	&�& �� �+� ���+�������� ���������& �� �+� �������& �+�� ��� �+� ����&

�� � ������ ������� �������A

#� ���&��� �� ������ ������� �.���&&���& �� �+� ������� %�<��% �	 �+�  �&����

���+�%& �� �
����A ��%

(� &�������� �� �+� ����������� ���+�%�

��� ��% ;��&+�8 �J����-KA J�;��K� +� � %� �����% �Æ����� �������+�& ��

�����������	 ����	&� ������� �����. ���������&� $+�& ����	&�&A !+�� ����%�% ��

�
����A ���% &������	 �+� <�&� ��&��

$+� ����������& �� �+� ������	 �������+ ��� � ���&�2���� �� ��& ��&&� � �����

� ������	 �& ���	 ���� � !+�� � &������� ��� ���+�%� �& �����% ��� �� ���%�� ��

�+�� ������A � ������	 �& ��� ���� �� ���� �+��% �� &�&�2��� ����������&A

��% �+������� �+� ������	 ��� ���	 �8�� � ������� &������ �� �+�� ����� �� �+�

��������

$+� &����% ��������� ��&� ��� �� &��� �& � ����������� �������� $+� &����

������� �& %�<��% �	 �.���&&���& �������% �� ������ ������� ��% �+� ������ ���@

���� �& �+� ��� %�<��% �	 �+�  �&���� ���+�%& �� �
����� $+� ���&�� ���+@

��2�& ���% �� +� � ����&& �� �+� !+��� ������� �� ��%�� �� �������� �Æ�����
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��%�A �� ����&& �� �+� !+��� ������� �& ������������ !��+ � ������	 �������+�

$+� �+��% ��&� ������& �� ���� �������� 7��� ��% ���& ��� J7���-KA �����

��+�� �%��&A �����&� �.���� &	&���& �� ���!��%��@��&�% &	&���& �& � ��&&����

&������ ��� �+�& ���% �� ������� J7��-K� $+�	 ��&� ������ �+�� L�+� ������

&����@��@�+�@��� �� ���!��%��@��&�% �����!���& �& ��!@�� �� ��% ��� ���� �%�2���

��� ���%��� /������ ��� ��� 1� ��������&M� � ������� �����	� �	����	��	 �&

� &���!��� &	&��� �+�� ���������& ��	 ������� &������ %�&������� �� ��%�� ��

������ &��& �� %� ���� �������& &��� �+� �������� �� ������� �� �+��� &����<�

������� %����� JGC7�*K� $+� %�8����� ��&�& %�&�����% ��� %� ������� � ������

������� ������� ���&����� �+� %�&�������� �� � ������ ������� ������� &�� ���

�� ���������

��� 	����� �������

$+� ������%�� �� �+� �+�&�& �& ������&�% �& �����!&H

�����	� � �����%��& �������& �� ������ ������� ��% �������� ������ �������A

��% %�&�����& �+� ���� ��% ��/��5 %�&���&� 6� �& &+�!� �+�� �+� ���@

%�!� %�&��� ��&��& �� � ������. ���������� 
����� ��% � ����&� ��������

��� �����%��% �& ��������� � �������+�&�

�����	� � �� ��!& ������ �������% &���!��� ���&�������A ��% %�&�����& �� ��@

���� �������% ����	&�& ��% %�&��� �� ������ �������� $+�& %�&��� �& �+� ��&�&

�� �
����� 9����& ������ �������% ��%��& ��� �����&�% ��% &�% �� ���&@

&��	 &� ���� �����&� $+� %�&��� �& �������% ���!��� �+� ��2�������& ��

�.���� ��% ���@�.����& &��&A ��% ������& �
���� �� ������ �+� &������

������& ��% �� ��������� �����. ���������& �+���+ �����. ����������&I

� �� �� �����������	 ��� � ������	� 6������� ��% �����. ��������������

��&�������� �� ��& ��� %�&�����% �& � !�	 �� ��%���� �+� ����� �� �����@

���������& �� �����. ����������&�

�����	� � ��� �%�& � +��+ �� �� %�&�������� �� �+� �������������� �&&�& ��

�
����� $+� %�&��� �� �
���� �& �%����% �� �+� ��&��������& �� �+�

����������� ������� :� �� $+�& �+����� �������& �����. ����������&

����������% �� &������ ������A �� �������� �� �� ��% �� �����. ��&��������

�� ���
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�����	�  �%����<�& ����������& �� � ������	 �������+ �� �+� �����.� �� ������

�������� ���� �� �+�&� ����������& ��� %� �� �� �+� %�Æ���	 ��� &��&

�� ���&� � ������ ������� �.���&&��� �� �� ������ &�� �� ����& �� ������	

&�������&�

�����	� � �� ��!& �+� �����������& �� �+�& �+�&�& �� �+� &���!��� %� ��������
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����� �+� ��% ��,)&A �+� �������� ������ ������� �������	 +�& ���� �� �&��@

������ �+� ������� �� +�! �� !���� �������& ��� �����. ����������& &� �+�� �+�

&������& ��� ������� ��% �+� �.������ ����& ������&�%� 6� �+�& &���� ���� ��@

&����+ ����A �������� ����	&�& ��% ������ ������� ��� �������%� $+� ����������

�� �������� ������ ������� ��&�%�& �� ��& ������������	 �� ��������� �������& &�+

�& ������������ N�% %	�����&A ������ &��������&A %��� <�����A ����+ �+���	A

���� J�7�*K�

����� �+� ��&��� *) 	���&A ��������� ���!��%�� +�& ���� ������% �� �+�

���� �� �������+�& ��% �+�&� +� � ���� ��%� ��&���� �& &���!��� ��������&� $�

�%��&���% !+�� �����������	 �& ��� �%�%A ��% !+	A �& !��� �& +�! �+� ��������&

��� ������&�% �& �+� ���� ������� � �� �+�& �+������ $+� ��+�� ��������� �&����

�& �� ����	&� �+� ��N���� �� �+� &�� �� �+� ������&����� ��% �����������	 ��

�+�&� ��������&� ����� �+� ��.� �+����� ����%�& �� ������ �������% ����	&�& ��%

%�&��� �� ������ �������A �+�& �+����� ��� ��&� �� ����������% �& � L��2�������&

%������M �+�� &�����&�& �+� %������

$+� �����&& �� �%��&���%��� �����& !��+ � �� ��! �� �+� ��&�� �������& ��

�������& ��% �����. ����������& �������� #���� $+�� �������& ��� ���&&�<�% ��@

���%��� �� �!� �������� ��% �+� !�	 � �� �� �����. ��� �� �����&����% �� %�8�����

&������ ������& �& �.�����% �������� #�#�� $+� %�<��% ���������&A �� �����.

���������&A ����! �+� �������� �� &�������&�% �������+�& !+��+ ���� �% ������ ��

������� &����<� �����. ���������& �������� #�(�� $+� �������+�& ��% &������ ���@

���& ��� �������% �� ��������� �����. ����������&� ������� ������ ��&��������

�� �� �& �+� ���� &�% �� �+�& �+�&�& �� %�&����� +�! ��������& ��� ���%��������	 ��@

��������%� $+�& �&���� �& �������&�% �� �+� ��.� �+����� �	 �����%���� ����+��
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�!� ��&�������� �� ��&� G� �� �+�& ���!��%��A �+� <��� &��� �& �� �.����� +�!

���� ��% ��/��5 ��� ������&�%I �!� �.�����& �� ��������& %� �����% �	 ���@

����	 ���&��&& �������� #�*�� $+�&� ��������& ��� �������% !��+ �!� &���!���

�� ��������&I 
����� ��% �+� ����&� ��������� 
����� ��% �+� ����&� ���@

����� �����&��� ��������� �& �� �+� ��������& �������+ �� ������ ������� �������

���&�������A ��% ������ �.��������� �� �+� %�Æ�����&A �� &���& �� �����!A ��

%� ������� ������ ������� �������&�
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���  
�!�����

3������� ������ ������� �& ��������	 ��������% !��+ �����. ����������&� $+�&�

����������& ��� �� &�%� �%�% ���� �!� ����&� $+� <�&� ���� ���&�&�& �� ��&��

�����. ���������& ����� ����&��&�A �%%�����A � � � �A ��% �+� &����% ���� �� �� �&

���� ������. �����. ����������&� �	&���& �� ������ �2�����&A ����� ��� ��%

����� ����� �������&A ��% ���&� &2���& �������& ��� �+� �����. ����������& ��

�+�& &����% ����� 6� �& �� �� �+� &���� �� �+�& �+�&�& �� �����%�� ��% %�&����� ���

�+� !��� ��% &����@��@�+�@��� �� �+�& ��&����+ ����� 3� ���+���&&A �� �& �+� ��� ��

�+�& &������ �� ���������&� �+� ���%�� !��+ �+� ����&&��	 �������� ��% %�<������&�

����� ������

� �����. �& %�<��% �& � ���������� ����	 �� �����&�

� D

�
�����������

	�� 	�� 
 
 
 	�� 
 
 
 	��

	�� 	�� 
 
 
 	�� 
 
 
 	��
���

���
� � �

���
� � �

���

	�� 	�� 
 
 
 	�� 
 
 
 	��
���

���
� � �

���
� � �

���

	�� 	�� 
 
 
 	�� 
 
 
 	��

�
�����������

$+� &�?� �� � �����. �& %�&�����% �� ����& �� �+� ����� �� ��!& � ��% �+�

����� �� �����& �� ;+�� � D �A �+� �����. �& �����% � ������ ����� �� �����

�� ;+�� � D � �� � D �A �+� �����. �& �����% � ��� ����� �� � �����	 �����A

��&����� ��	� $+� ������� ��&� �& �����% � ����	����� ����� �� ����	���	 �� �

��� � � � �����.�� $+� �����& 	�� �+�� ���&����� �+� �����. ��� �����% ��&

�����	��



������� �� 
���	��� �	
��� ������� #"

3��� �+�� �+�& �& � ���+�������� %�<������ ��%A �+�������A L����	M �&� ���

�� ����� �� ��& ������� &������ &��&�� 0�� ������� &������&�&A � &���&��%

��������� � �& �� &�&����� ����	����� ����� !��+ ��
����	���	�� ��	��	���

$+� �������� ������!�% �+���+�� �+� �+�&�&� �&

� �������& ��� �����&����% �	 ���� ��&� ������& ��A �A �A � � � A ��A

� �����  �����& ��� �����&����% �	 ��!�� ��&� ������& �	A �A � � � A �A

� &�����& ��� �����&����% �	 ��!�� ��&� G���� ������& ��A �A � � � A ���

$+� &��� ������ �+�� �& &�% �� �����&��� �+� �����.A �� �� ��!�� ��&� ��%

!��+ �!� &Æ��& �����&���& �+� �������& �� � �����.� 0�� �.�����A 	�� �����&���&

�+� ������� !+��+ �& &�����% �� �+� ��� ��! ��% �+� ��� ����� �� �����. �� $+�

�������& �� �  ����� ��� �����&����% !��+ �+� &��� ������ �+�� �& &�% �� �����&���

�+�  ����� !��+ ��� &Æ. �����A �� �����&���& �+� ��� ������� �� �+� �  �������
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$+� ��&�� �����. ���������& ��� �� %� �%�% ���� �!� ����&� $+��� ��� ���������&

�+�� ���% ���	 ��� �����. = �����%��� ���	A !+��� �+� ��+��& ���% �!� �������&

= �%	�%��� �����	� $+�& %� �&��� �& ��������� !+�� ������������ �+� ���������&�

���� %�<������& �� ��&�� �����. ���������& ��� ���&����% �� $���� #���
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��� /��%�� �� ��� ���
� ����

9����� ����� � � �� �� � ���
9����� �%%�����  � �B � � � �� B ��

����. 9����� 
������������ � � �� �� �

�
� 	����


����. ����� � � �� ��� � �	��

����. �%%����� � � �B� ��� � 	�� B ���

����. 
����. 
������������ � � �� ��� �

�
� 	�����

$���� #��H ��<������ �� &��� ��&�� �����. ���������&�

!+��� 	��A 	��A � � � A 	��A ��A ��A � � � A�� ��� �� �� ���&���� �����&� $+� ����!�&

��A ��A � � � A ��A ���� �������	 ��% %� ��� ������ �& �������& ��� �������������A

�������+��� �� �.��������� �������&�

$+� &	&��� �� ������ �2�����& ��� �� !������ ���� �����&��	 �� ����& �� �+�

�����. � ��% �+�  �����& � ��% �A �& �����!&H
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G� �� �� � � � �����. �A �  ����� � �& �����% �� ����	����� �� � �� �� �& �

������� �� � ��% � +�& �� ���&� ��� ���?��� �������A ����

�� D ��



������� �� 
���	��� �	
��� ������� #�

��� &��� &����� �� $+� &����� � �& �� ����	����� �� �A ��% � �& &��% �� �� �+�

����� ����� �� � �����&���%��� �� ��

�	��� (*���	 ,���
	�

G� �� � ������ &	&��� �� D � �� � �2�����& �� �  �������& � � �A <�% �  �����

� �+�� ������&�&

����� ����


��� "
���# $�������� 
�� ����� %��
�� &�'

�
��

����� ������ ���������

��8����� �������� ��� �� &�% �� ���&&��	 �������&� $+�&� �������� +� � ���� ���@

��&�% ����&� �� �+� �.������ ���� ����<� �+�� ��&��& ��% ����&� �� �+���

��������� �� ���� ��% ��������� �����������&� 5��!��� �+� ���&&�<������ �� �

�����.A �+� �������������� �� � �����. ���������� ���+� ���� �% ������ ��%

�+����	 ��%�� �+� �.������ ���� �� �+� ����������� � &����% ����<� ���+� ��

� ��%����� �� �����	 ��2�������& ��� �+� ����������� � �+��% ����<� ���+�

�� �+�� �+� ������	 �� �+� ��&��& ��� �� ������&�%�

$!� %�8����� ��������A ��% �+����	 �!� %�8����� ���&&�<������&A ��� ���&����%H

���?��� �������& &������ ��% ���+�������� ��������&� $+� ?��� �������& ��

�������& ��� �� � ��������� !�	 !+�� �%%�% �� ��������% �	�� B ) D 	�� ��%

	�� � ) D )�� $+�&� ���������& ������ ��������������& �� � ��% ����������& ���

!+��+ �+� ��&�� �& �����%	 ���!��

$+� ���+�������� ��������& ��� ��������& ��%����%��� �� �+� ?��� �������&

��% ��� �.���&&�% �& ���������& �� �+� �����. �������&� 0�� �.�����A � �����.

�& &	������� �� ��% ���	 �� � D �� �

6� �������A �+� ���������& %�<��% �	 �+�&� �!� �������� ��� ��� �����	 �.��@

&� �A &� �+�� � �����. ��� +� � ���� �+�� ��� �������	� 0�� �.�����A � �����.

��� �� &	�������A ��&��� � %�<���� ��% ���%�%� $+� ������%�� �� �+�& &������ �&

%�%�����% �� �+� %�<������ �� �+� ���������&�

0��� +��� ��A �+� ���� ����� ��������� �& &�% �� ����� �� ��	 �������	 ��

���+�������� �������� �� ���?��� �������& &������ �� �����������& �� �+�&��



������� �� 
���	��� �	
��� ������� ()

��-	�� )
	�	�� (�������	 ����	���

$+� ���?��� �������& &������ �������� ���&&�<�& �������& ���� ��	��A ��	���A

����� ��% ������� ���&� �������& ��� �+�&� �������& !+��+ +� � � �������	 ��

���?��� �������&� �� �+� ��+�� ��% �� �+� &������A &���&� �������& ��� �+�&�

�������& !+��+ +� � � �������	 �� ���?��� �������& �&�� $���� #�# ��� %��&� ��%

&���&� �����. �.�����&�� � &������ &���&� �����. �& �+� ?��� �����.A ����A !+��+

+�& ���	 ?��� �������&� 6� �+� ��%%�� �� �+� &������A ���%�% ��% ����� �������&

��� �������& �� !+��+ �+� ���?��� �������& +� � &��� &������� ���+A ���%�%

��% ����� �������&A +� � &����������&� 0���� #�� ���&���& �� +������+����  ��!

�� %�8����� �����. ���������& %��� �% ���� �+� ���?��� �������& &������&�

���&� ����&�
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$���� #�#H 1.�����& �� %��&� ��% &���&� �������& = �>& �����&��� ���?��� ���@
����& ��% �����& �����&��� )�

� ���%�% �����. �& � �����. !+��+ +�& �+� ���?��� �������& �����% ����%

�+� ���� %�������� 0������	A � � � � �����. � �& ���%�% �� � ��!�� ���%!�%�+

�� � � ��% ���� ���%!�%�+ � � � ��� �� %�<��% &� �+�� 	�� �D ) ������& �+��

�� � � � � � ��� ��8����� �����������& ��  ���& ��� � ��% �� 	���% %�8�����

&����������& �� ���%�% �������&� 0�� �.�����A !+�� � D �� D ) �+� �����. �&

�����	��� � &������ ��&� �� � %������� �����. �& �+� ���	�� �����A ��A �� !+��+

��� �+� ���?��� �������& ��� �� $���� #�( ���&���& ����+���� �.�����& �� ���%�%

�������& ��% &��� �&&������% &����������&�

� �����. ��� �� ����������% ���� &�@�������& ���� ����� �� �& � ���������A

� ��	 ������� �� � �& �� �.����	 ��� &�@�����.� $!� &�@�������& !+��+ ��� ��
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$���� #�(H 1.�����& �� ���%�% �������& = �>& �����&��� ���?��� �������& ��%
�����& �����&��� )�



������� �� 
���	��� �	
��� ������� (#

�+� &��� ��! ���� ��% �������� +� � �+� &��� ����� �� ��!&� $!� &�@�������&

!+��+ ��� �� �+� &��� ����� ���� ��% �������� +� � �+� &��� ����� �� �����&�

1��+ &�@�����. ��� �� ���&&�<�% �& � ?��� �����. �� � &���&� �����. �� � %��&�

�����. �� � ���%�% �����. ���% ��& &����������&��

� D
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C� ��� ���&&�<�% �+� &�@�������& ��� � �� �� ���������A � ����� ��	��� �����.

�& %�<��% �& � ������	��A �� �����A �����. �+�� +�& �+� ���?��� &�@�������&

�����% ����% �+� %������� ����� ����� &�� �� &�@�������& ����� 0������	A �

�����. � �� %����&��� �� � ��% ��& ��������� �� &�@�������& ���A ���A � � � A ���

��� ����� ���%�% �� � ��!�� ���%!�%�+ �� � � ��% ���� ���%!�%�+ � � � ���

�� %�<��% &� �+�� ��� �D ) ������& �+�� �� � ��� � ��� ��8����� �����������&

��  ���& ��� � ��% �� 	���% %�8����� &����������& �� ����� ���%�% �������&�

0�� �.�����A !+�� � D �� D ) �+� �����. �& �����% ����� �����	��� $���� #�*

���&���& �.�����& �� ����� ���%�% �������& ��% �&&������% &����������&�

��������� �+� &����������& �� ���%�% �������& !��+ ����� ���%�% �������&A

� ��! &��������	 �& ���%A �������� ����� ��	��� �������& �&�� 0���� #�� ��%

$���� #�*�� G� �� � ��������� ���� ���� 
 
 
 � ��� �� � �����. �A �+� &�� �� &�@

�������& ��� ��� �����% �+� ���� ���%�� &�@�����. ��% �+� &�� ��� �� &�@

�������& ��� �����% �+� ��!�� ���%�� &�@�����.� � ���%���% ����� ���%�% �����.

�& � �����. !+�&� �8@���%�� &�@�������& ����� ��� !��+ � �D � ��% � �D �� ����

� ����� ���%�% �����.A ��% �+� ���� ��% �+� ��!�� ���%�� &�@�������& ���

���?��� �������&�

1Æ����� �������+�& ��� �������� %�������� �� ���?��� �������& &������&

+� � ���� �����&�% �	 ��� ��% ;��&+�8 J�;��K� ��+�� �������+�& ��� ����%�����

�������& ����� ������+���� �����& �� ��!& �� � �����.� �� ��%�� �� ������ �������&

�+�� ���� ���� &��� �������	 ��� %�&�����% �� J�17'-K�



������� �� 
���	��� �	
��� ������� ((


����. �)� �) 
����. �)� �)

���� ������ � � 	� �� � � ���� �
����� � � �� �� � �

�
��� �������� ���� ���� ����� �������� ���� �
�����

��
������ � � � �� � � � � � �� � �

$���� #�*H 1.�����& �� ����� �������& = �>& �����&��� ���?��� �������& ��%
�����& �����&��� )�



������� �� 
���	��� �	
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Dense

Diagonal

Bidiagonal

Tridiagonal

Triangular

Lower

Upper

Upper

Lower

Sparse

Block

Block Diagonal

Nonzero Elements

Structures

Single Bordered Block Triangular

Doubly Bordered Block Diagonal

Block Triangular

Block Bidiagonal 

Banded

Banded Block

Upper

Lower

Upper

Lower

Upper

Lower

0���� #��H C������+����  ��! �� ���?��� �������& &������&�
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$+� ���+�������� ��������A �� ������&� !��+ ���?��� �������& &������A ��� ���

&������� ��������� ���&��	 &�������A �+�& ����& �+�� �+� ���+�������� ���&&�<@

������ ������ �� ���% &����	 �	 ������� �� �+� �������& �� �+� �����.� 6� ��%��

��  ����	 �� � �����. ����& ���� � ������� �������	A �����. ����������& ��	 �� ��@

2���%� 0��&�A ��&����� ���&�%������� �� &2��� �������&I �+� �����!��� ���������&

��� &�%H

� �������� = �+� �����. �& �2�� �� ��& ����&��&� � D �� A

� ������	�� = �+� �� ��&� �� �+� �����. �& �2�� �� ��& ����&��&� ��� D ��

��% �+������� ��� D �A

� ������� ���	�� = ��� ��� ���?���  �����& �A ���� �& ��&��� �A ��%

� �	���	�� @ ��� &��� ���?���  �����& �A ���� �& ��&��� �A !+��� ��� ��+��

���?���  �����& � �� �& ������ � �� ?����

����� ������ ������

$+& ���A �+� �������& +� � ��� ���� �����&����% �	 %��� &������&I ���	 ���+@

�������� �������� +�& ���� &�%� $+� ������%�� �� �+� &������ �& %�%�����% ��

%�&������� �+� ��&� ������ %��� &������&� $+� ���������� �� �+�& &������ �&

��� &����	 �� �%��&���% %�8����� &������ ������& ����� %��� &������& �� &����

�������&�A �� ��&� �� ���������� �+�� � ������� �����. !��+ ������� ���������&

��� �� �����&����% �� � ����� �� %�8����� &������ ������&�

�� ���&���A ����������� �������& ��� �%� &����� ��% %	����� %��� &���@

���&� ������ %��� &������& +� � � ���%�<��% ������������ ����� &�?� ��% ������

�� ��%�<�% �� ��@���� ����� ����	&�� �� �+� ��+�� +��%A � %	����� %��� &���@

��� ��� ������&� �� %�����&� ��& &�?� �� ��@���� ����� ��&�&A ����&�� ����� 0������

"" +�& ���� �+� %������� ������� ��� ���+���������& ��% %��& ��� &����� %	@

����� %��� &������&A �+� ��&� �������	 &�% &������ ������& ��� ����	@��&�%�

���&�A ���% ��% �����% ������& ��� ���&����% �� �+�& &������� ��+�� &������

������& ��� �������& ��� �� ���% �� J�����*K ������� *�( ��% J�17'-K �+�����

#�

3��� �+�� %�8����� �����	 ��	��& �� &���� �� ����	 +� � ���� %�<��% ��%

��� &�%� 0�� �.�����A � �!�@%����&����� ����	 �� � �& &����% �	 ��!&A !+����&
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0���� #�#H 7�!  ��&& �����@!�&� �����	 ��	�� ��� ����	&�

�	�	 /�����

$+� ��&� ������ � %��� &������ �� �����&��� � �����. �& � �!�@%����&�����

����	� $+�& �& �����% ��	�� �����A �� ��� �������� ������� $+� ������� 	�� �� �+�

�����. � �& &����% ��  !�"#$� 0���� #�( ���&���& +�! %�8����� �����. ���������&

��� �� &����% �� %��&� ������� 6� ����A � ��	 �����. ��� �� &����% &��� �+�&

�������

%�� /�����

$+� ��	� ����� &�& � �!�@%����&����� ����	 �� &���� �+� �������& �� � � � �

���%�% �����. �� G� �� � ��% �� �& �+� ���� ��% ��!�� ���%!�%�+ �� �+�

�����.A �+� ����	 � %� +�& � B �� B � ��!& ��% � �����&� $+� ������� 	�� �&

&����% �� � %�!�B�B �� �"�$ �� �� � �� � � ��� 0���� #�* ���&���& �.�����&

�� ���%�% �������& �����&����% �� ���% ������� 3��� �+�� �+� <�&� �����. �&

���� ��������� ��% ��& ����	 +�& �+� &��� &�?� �& ��& ����	 !+�� &����% �� %��&�

������ �&�� 0���� #�(�� $+� %��!���� �& �+�� �+� ��&� ��� ����&&��� �� �������

�& ������ ����� ���� ���������& ���% �� �� %��� �� ��%�� �� �������� �+� �����	

�%%��&&�� ���% ������ ��%��& �����	 ��2�������& !+�� � ��% �� ��� ��&&

�+�� �+� �����. %����&���&� ���&� ��% ��������� �������& &+��% ��� &� �+�&

�������

,���	� /�����

$+� ������ ����� &�& � ���@%����&����� ����	 �� &���� &	������� ��% ���������

�������&� G� �� �� � � � ���� ��������� �����. �A �+� ����	 � &� �& �� &�?�
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�
��� B �� ��% ������� 	�� �& &����% �� � &�!� B �

�
��� � ��$ !+�� � � �I �����

������ ������ 6� �+� ��&� !+��� �+� �����. � �& ��!�� ���������A �+� ����	 &�?�

�& �+� &��� �� ������� 	�� �& &����% �� � &�!� B �
�
�#� � ���� � ��$ !+�� � � �I

����� ������ ������ 6� ���+ ��&�& �+� ?��� �������& ��� ��� &����%� � &	�������

�����. +�& �+� ��&&������	 �� �+��&� �� �+� ���� ��������� �� �+� ��!�� ���������

�������& ��� &����%� 0���� #�, ���&���& �.�����& �� �������& �� �+�& �������


����. ���� �������
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0���� #�,H 1.�����& �� �������& &����% �� �����% �������

$+� <��� ������ ���������� �������& ��% &������ ������& ����& �� �+� ����

�� �� �.������ G� �� � �����. � !+��+ �& &	������� ���%�%A �+� �����. ��� ��

&����% �� * %�8����� !�	&� 0��&�A � ��	 �����. � ��� �� &����% �� %��&� �������

�����%A � ���%�% �����. � ��� �� &����% �� ���% ������� $+��% ��% ����+A �&

� &	������� �����.A � ��� �� &����% �� �����% ������A ���+�� &������ �+� ����

��������� �������& �� �+� ��!�� ��������� �������&�

��� (#������� "
���# $��������

$!� �����. ����������& ��� &�% �� ���&����� �+��� �������������� �� ���%�������

��������&� $+� <�&� ����������A �����.@�����. �������������A �& � ��&�� �����	

�����. ���������� C�!� ��A �+�& ��������� �& ����+ �� &+�! �+�� ��� ��� �����.

��������� ���	 �������+�& ��� �� %��� �%� 1��+ �������+� �& &�������&�% ��� ���@

���� �����. ���������&A ������ �% ������ �� ���!��%�� ������% �	 �+� ���������&�

$+� &����% �.����� �& �+� &������ �� � &	&��� �� ������ �2�����&� $!�

�������& �� ���+�%& ��� �� ������% �� &�� � &	&���& �� ������ �2�����&H �����

������ ��% ������� ������� � %����� ���+�% �& �� �������+� �+�� ��������&
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0���� #�-H �������+� ��� �����.@�����. ������������� � � �� !��+ � ��% �

%��&� �������&�

�+� &������ �� � ���!� <���� ����� �� ��&�������&� �� �+� ��+�� +��%A ��

������� � ���+�% �& �� �������+� �+�� �& �.����% �������%�	I ���+ �.������ ��

�+� �������+� ���%��& �� �����.����� &������ �� �+� �������A ��% �.������ �&

&�����% !+�� �+� �����.����� &������ �& &Æ������	 �������� $+� %�&������ �

����� �� �+� �!� �������& ����& �� ����� �+��A �� ������&� !��+ ��&�� �����.

���������& �������+�&A �+� %�8����� �������+�& ��� &	&���& �� ������ �2�����&

��� ��� &����� �%��������& %��� �% ���� �+� �����. ���������&�

$+� <��� &�&������ %�<��& �+� &������ ������ ��&�������� �� ��I �+� ��&����@

���� �� �� �� !+��+ ���%��������	 �+� �����. ����������& ��� ����������%� 6� �&

&+�!� �+��A ��� ���+ &�������&�% �������+� !+�� �������% !��+ &������ ������&

��� �+� �����. ������%&A %�8����� ��������������& ��� ��������%�

$+� ����& ��������A ������ ����� ��% �������	���	 ��� &�% �� �+� ���@

���� &������ &��&�I ���� �+�� �� �������������� ��������� �& �� �������+� ��&

&������ ������ �%��� &��������

����� ������ ������ ��
���
������

$+� ���%�� �� � �����. � �� %����&��� � � � !��+ � �����. � �� %����&���

�� � �& ����+�� �����. � �� %����&��� �� � !��+ �������& %�<��% �&

��� �
��

���

	�����


;+�� %�&������� �+� �������+�A �� �� �	 �+� ��� � %�<������A �+��� ��&��%

����& ��� ����&&��	 �&�� 0���� #�-�� $+�& �������+� �&&��& �+�� ���+ � ��% �

��� %��&� �������&�

$+� ��.� �������+� �& �� �.����� �� �����.@�����. ������������� !+��� ���
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0���� #�'H �������+� ��� �����.@�����. ������������� � � �� !��+ � ����
��������� ��% � ��!�� ��������� �������&�

�� �+� �������& �& ��� %��&� �&�� 0���� #�"�� ;+�� � �& ���� ��������� !��+

%����&��� � � � ��% � �& %��&� !��+ %����&���& � � � �+� �������+� ��� ��

��%�<�% ��� &+����� �+� � ����� &� �+�� �+� �������& 	�� !��+ � � � ��� ��� &�%

&���� �+�	 ��� ���!� �� �� ?���H
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	�� D )� � � �
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$!� ���� �.�����& ��� �� �� �� !+��+ ����+�� �� �+� �����. ������%& �& %��&��

0�� �+� <�&� �.�����A � �& ���� ��������� ��% � �& ��!�� ���������A ���+ ��

%����&��� � � �� C� ��� �& � &������� ����� �+� �������+� �� 0���� #�"A �+�

�������+� �� 0���� #�' �& �������%� $+� � ���� �& ���+�� &+������% �.��������

�+� ?���& �� �����. �H
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������ ����� � �& ���� ��������� �+� �������& ��� !��+ � � � ��� ?���H
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3��� �+�� ��� � � � �+� �������& ��� ��� ?���A ���� � �& ��&� ���� ����������

6� �+�& ��&� �� �& ��&&���� �� &+����� �+� � ���� �&�� 0���� #����

��� � D � �� �
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0���� #��H �������+� ��� �����.@�����. ������������� � � �� !��+ � ��% �

���� ��������� �������&�

G�������&��� ���� �+�&� �.�����& �� ��� �+� ��&�� �����. ���������&A �� ��� ��

��&�� �% �+�� ��� ���+ ��&�� �����. ��������� ���	 �������+�& ��� �� %��� �%�

1��+ �������+� �& %��� �% �	 �.������� �+� ���!��%�� ������% �	 �+� �����. ����@

�����&� $+� ����� �� �������+�& �+�� ��� �� %��� �% ��� � ���	 ��������� +�& �

������ �������� !��+ �+� ����� �� �����. ���������&� $+� ����� �� �������+�&

�+�� ��� �� %��� �% ��� � �����	 ��������� +�& � &2��� �������� !��+ �+� �����

�� �����. ���������&� 0�����	A �& ���+ &�������&�% �������+� ��&���%& �� �������

�����. ���������&A � �������� %���&��� ���� ��� �� %�<��% ��� ���+ �����. ��@

�������� $+�& ����& �& ����& �+� ���������& �� �+� �������& ��% %��������& �+�

&�������&�% �������+� �� �� &�% ��% �+� ���������& �� �+� &������ �����.�

����� ������� � ������ ��������

���	�� &	�����

6� �+� ��&� �� �����.@�����. ������������� �+� �������+�& +� � ���� ���&����%

�	 ��<���� �+� ������� �������+� ��� ���+ &������ ��&�� 6� �+� ��&� �� � &	&��� ��

������ �2�����& �� D �A �+� &�������&�% �������+�& ��� %�&�����% <�&��

$+� <�&� ��% &�����&� �.����� �& � %������� �����. �� 7���������� �+�
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!+��+ �& �+� ��&�& �� �+� �������+� �����% �������
��������	 ��% ���&����% ��

0���� #���� 6� � &������ !�	A �+� ����
��������	 �������+� �� &�� � �� ����

��������� &	&��� �� ������ �2�����& ��� �� %��� �%�

� %����� ���+�% ��� �+� &������ �� � ������� &	&��� �� ������ �& ��&�% �� �+�

�������&����� �� �+� �����. �� ����� &	&���& �� ������ �2�����& !��+ %�������

��% ��������� �������& +� � &�����+����!��% �������+�&A �+� ������&���� �������@

&�����& ��� �+�&� !+��+ �Æ������	 �������&� �������& ���� �+� ���%�� �� �������&

!��+ �+�&� ���������&� $����� �4@�������&����� �& �� �.�����A �+� �����. � �&

�������&�% �& � D �� A !+��� � �& ���@%������� ���� D �� ��!�� ���������A ��%
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��� � D � �� �

�� � ��
��� � D � �� �� �
�� � �� � 	����
��� ���

�� � ��
���

��� ���

0���� #���H 0��!��%@&�&������� �������+� ��� � &	&��� �� ������ �2�����& !��+
� ��!�� ����������

� �& ���� ���������� G� �� �+�& �������&�����A �+� &	&��� �� ������ �2�����&

�� D � ��� �� ��!������ �& ��� D �� $+& �+� &	&��� �� D � ��� �� &�� �%A

�	 ���!��%@&�&������� ��� �� D � ��% ����@&�&������� ��� �� D �� $����

#�, ���&���& &��� ��+�� �������&�����& %� �����% ��� &	&���& �� ������ �2�����&

!+��� �����. � +�& ��������� ���������&� 1��+ �� �+�&� �������&����� �������+�&

��� �� &�������&�% ��� ���?��� &������&�

�����	� �& � ���+��2� �+�� �& &�% !��+�� �������&�����& �� ���� �+� ����� ��

�+� &������& �& ��! �& ��&&����� 6� �& �� �� �+� &���� �� �+�& �+�&�& �� ���&���

N������ ����� ����+����� JG����KA %����&����� �+� ����� ���%& �� &������& ��@

�����% �	 %�8����� �������&�����& !��+ ��% !��+�� �� ����� JC���-K ��% �+�������

�+� ���% �� �� ������

;+�� �+� ���Æ����� �����. �& &���&�A � �������&����� ������& ��! ���?��� ��@

�����& �� �+� ������ �������& !+��� ?��� �������& !��� �� �+� ���Æ����� �����.�

1��+ �� �+�&� ��! ���?��� ������� �& �����% � ���
�	 �����	� 7���%����� �+�

�2�����& ��% �+�  �������& ��� ��%�� �+� ����� �� <��@�� �������&� � ����%��@

��� ����&����& �+� ���Æ����� �����. �	 ������+������ ��!& ��% �����&� $+�

�.������ ���� �& ��%��% �	 ��%���� �+� ����� �� <��@�� �������& &���� �+�&

���&�� �& �+� &���&��	 �� �+� ���Æ����� �����. ��% &� ��� �� �.������%�

$+� &������ �� &���&� &	&���& �� ������ �2�����& �& %� �%�% ���� ����%��@

��� �+� ���Æ����� �����.A �������&����� ��% &�� �� �� ��%����� ��������������

��� ���� �� ������ �+� ��������  ���& �� &����	 ���&�%�� �+� ��&����� �� �+�

���?��� �������&I ������� ����	� � 	�������� ������	�A <�&� ���% �� ��%�����

��������������&A ���%��& � ����%����� !+��+ ����%�& �+� �� ����� ��% �������&

� �������&������ $+� ��&������ �������&����� ��	 �� ���	 &�% �	 ��+�� &	&���&

�� ������ �2�����& !+��+ +� � � &������ &���&��	 �������� � �������� ������	�A

&����% ���% �� ��%����� ��������������&A ���%��& � ����%����� !+��+ %��& ���



������� �� 
���	��� �	
��� ������� **

;+�� � %��&� �� ���%�% = �� @�������&����� %�<��% �& � D ��

!+��� � ���@%������� ��!�� ��������� ��% � ���� ���������
;+�� � &	������� ��&��� � %�<���� = �+���&�	 �������&����� %�@
<��% �& � D ��� �� � D ��� !+��� � ��!�� ��������� ��% �

���� ���������
;+�� � &	������� ��&��� � %�<���� ���%������� = ���� @
�������&����� %�<��% �& � D ���� �� � D ���� !+��� � �&
���@%������� ��!�� ��%�������A � �& ���@%������� ���� ��%�������
��% � �& %�������
;+�� � &	������� ��%�<���� = �	������� ��%�<���� �������&�����
%�<��% �& � D ���� �� � D ���� !+��� � �& ���@%�������
��!�� ���������A � �& ���@%������� ���� ��������� ��% � �& �����
%������� !��+ �����& �� ��%�� � �� #

$���� #�,H 7�������%�% �������&�����& ��� &	&���& �� ������ �2�����& !��+ %��&�
��% ���%�% �������&�

����%� �� ����� ��% �& &�% �	 ��&������ �������&�����&� � �������� ��%�����

&�& %	����� %��� &������& �� &���� �+� ���Æ����� �����. &���� �+� ����� ��

<��@�� �������& �& ��� ���!� ���� �� �& ������	 ��������%� ���&�2����	A ��&@

������ �������&�����& ��� &� � &����� &������ ������� � &	������ ��%����� ��&�

&�& %	����� %��� &������&A �� ��& ��&������ �������&����� &�& %	����� %���

&������& �� ������ ��� �+� <��@�� �������& !+��+ ��� ���%��% �& � ���&�2����

�� �+� �� ������

�� ��%����� �������������� ����������& �+� ����%����� �� � �������&������

���� ����%�����& ��� �����&����% �& �������& ���!� �& ���������� �������&�

��+�� ����%�����& ��� �����&����% �& ����& &�+ �& ����������� ����& J���)K�

$+� �������� ������ ������� �������	 +�& ��� 	�� ���� ���� �� %��������

�+� �����. ���������& ��� !+��+ ���+ ��%����� �������+� �& �%�2����

0�� � ���� %������% �������+ �� %����� ���+�%& ��� ������ &	&���& �� �2�����&

&�� J���"(KA J�17'-KA JG ��-KA ��% J$6�"K�

��	����+	 &	�����

$+� �������+�& ���&&�<�% �& ������� � ���+�%& ��� �����	 &�% !��+ &���&� �����@

��&� $+� ����� �� ���������& ����&&��	 �� ��+�� � � &Æ������	 ������� &������

%�<��& �+� ��&� �� �+�&� �������+�&� $+�& ����� %����%& �� �+� �+��������&���&

�� �����. �� 0�� �+�& ���&��A ������� � �������+�& &���	 �� �� � �+� ����������

�� �� �.��� �����.A � �����	����	��A �+�� ����&����& �����. � ���� ��� !��+ ����



������� �� 
���	��� �	
��� ������� *,

�� ������ �+��������&���&� $+� �� ������ �+��������&���& ��� �� &��� �& �����.

���������& �� �+� ��&� �� �+� �������+� �� ��&� �+�&� ���������& �& ���������� ��

�+� ��&� �� &�� ��� �+� &���&� &	&��� �� �2�����&� $+&A �� ��������A �+� �+����

�� ������%������� ��% ������� � �������+� ������ �� %��������% �& � ������� ��

�����. ���������&I �� �& � �����&& %��������% �	 �.������������� ��% ��&���� ��

%�8����� �����������&� 0�� � ���� ���+����� �������+ �� ������� � ���+�%& ���

������ &	&���& �� �2�����& &�� J�����*KA J�.��*K �� J����-K�

����� ������ ����� ���������� ����


$+� &������ ������ ��&�������� �� �� �& %�<��% �& �+� �� �� �� ��&�������� ��

�� ����������% �����. ��������� �+�� ���!& �+� �����&��������& �� �+� �����.

������%& ��% ����&&�& �+�&� %������	�

�& �� �.�����A ���� �+� �����.@�����. ������������� �������+� !��+ � ����

��������� ��% � %��&� �&�� 0���� #�"�� �� �������������� �� �+�& �������+�

&��� %��&� ������ ��� ���+ � ��% � �& ���&����% �� 0���� #��#� 3�$	�� �& �+�

%��� �	�� �� �+� �����. �������& �����A ������.A � � � �� 7��%��� �+� ��%� �� �+�&

��������������A �� ��� �� &��� �+�� ���+ �����. �& &����% �� � �!�@%����&�����

����	 ����� %��&� �������� $+�& ����& �+��A �� � ��&���% �& &����% �� �����%

������ �+�� �+� �������������� �& �� ������  ���%� 0���� #��( ���&���& �� ��@

������������ �� �+� &��� �������+�A �� !��+ � &����% �� �����% ������ ����� �&

� ���@%����&����� ����	��

%'�(���  !�"�$

%'�(��� �!�"�$

%'�(��� &!�"�$

�� #)�"�

�� �)�"�

���� ) *

�� +)�"�

���� ) ���� ,  !�"+$-�!+"#$

��� ��

&!�"#$ ) ����

��� ��

��� ��

0���� #��#H 6������������� �� �����.@�����. ������������� � � �� !��+ �

���� ��������� ��% � %��&�A ���+ &����% �� %��&� �������



������� �� 
���	��� �	
��� ������� *-

%'�(���  � &�!�-!���$./,�$

%'�(��� �!�"�$

%'�(��� &!�"�$

�� #)�"�

�� �)�"�

���� ) *

�� +)�"�

���� ) ���� ,  � &�!�,+-!+��$./$-�!+"#$

��� ��

&!�"#$ ) ����

��� ��

��� ��

0���� #��(H 6������������� �� �����.@�����. ������������� � � �� !��+ �

���� ��������� &����% �� �����% ������ ��% � %��&� &����% �� %��&� �������

3��� �+�� �� �������������� �& �� &������ ������ ��&�������� �� �� �� �+���@

��� �+� &������ ������ ������& �+������ �+� ��������������� $��%������� ������	

��������������& �� �+� �����. ����������& ��� ����������% �� �+�& ��&��������

�� ���

$� &�����&� �+� �������& �� �+�& &������A � �� �� �����. ���������� +�& ���	

&�������&�% �������+�&� 0�� ���+ �� �+�&� �������+�& �+��� ��� �� ���	 ��������@

������& �����&���%��� �� %�8����� &������ ������& ��� �+� �����. ������%&� $+&

�+��� �& �� �.���&��� �� �+� ����� �� ��&&���� ��������������&� $+� %� ������&

�� �+�&� ��������& +� � �� ������� �+� ����� �� ��������������& ����� �������+�&

��% &������ ������&� �+�� ��� &������% !��+ �+� �8��� �� %� ������� �+� ��%��

��� )�������� *������
� ����
� ������
 $�'

��
��

$� �� ��! �+� �������& �� �����%��� &������&H

� �������& ��� �� ���&&�<�% �	 %�8����� �������� ��% ���+ ���&&�<������ �&

���!� �& � �����. �������	I

� � �� �� �����. ��� +� � %�8����� &������ ������&I

� ��� ���+ �����. ���������� ���	 �������+�& �+�� ���� ��������� �% ������

�� �+� �����. ���������& ��� �� %��� �%I



������� �� 
���	��� �	
��� ������� *"

� ��� ���+ �������+� ���	 ��������������& ��� ����&&��	 %� �� �+� %�8�����

&������ ������&I

� ��� ����� ���%�%A ���%�% ��% %��&� �������&A �+� �������������� �� &�

��� �����. ���������� ��� �� %���%�% �& � ������� �� �+� �����. ���������&

��% �+��� &������ ������&I

� ��� &���&� &	&���& �� �2�����&A ���+�� %����� �� ������� � ���+�%&A �� �& ���

��&&���� �����������	 �� &����� �+� �������������� ���� ��%����� ��������@

������ �� ����������� ������%������� ������� � ���+�%��

$+� ������� � �� �+�& &������ �& �� �%��&���% +�! �+�&� �������& ��� ������&�%

�� ���%������� ������ ������� ��������&� $+� ���� L���%������� ��������&M �����& ��

�+� ��������& %� �����%A �� �+�& ��&� �	 �+� �������� ������ ������� �������	A

&��� ���@%�!� ���+�%����	 ��% ����������% �� �������� � �������&A ���%���@

�����	 0������A !��+ �� ����������@%�<��% %��� �	��&� ���� J�����K ��% ��@

/��5 J�����,K ��� �+�&�� �& �.�����& �� ���%������� ��������& �� �� %�&�����%�

�� ��������� �+��������&��� �& �+� �������	 ���&��&& �� �� ���� &���%��%@

�&����� �����&& !+��+ �& ��+��% �+��� %�&���� ��+�� �.�����& �� ��������& ���

�63/��5 J��
�"�KA 16�/��5 �J����"-KA JG��
""K�A ��/��5 J�����,KA

3�G�A 6
���A �/�7�/�5 �JG�"�KA JG�'�K�A O�
/ J1G��'#KA 
�#' J��""K�

���� ��% ��/��5 ��� �������% !��+ �!� ��������� � ������ ������� ��@

 ��������&H 
����� J
��K ��% �+� ����&� �������� �J����-KA J�;�-KA J�;��KA

J��5;�'K�� 7��+�� �+�� � �+��������� %�&�&&��� ���� �+� �+��� ��&&��������&A

�+� �����. ����������& �����%��% �� ������� #�( ��� &�% �� ���&����� �+� %�8��@

����&A �% ������& ��% %�&�% ������&�


����� �& � �������� �� �������� ��% ����������� ������� ��� �����@

��� ����������&� 6�& ���� �+��������&��� �& �+�� �+� ����������� ������� �&

�����.@��&�%� $+&A � 
����� ������� ��� ������ ������� ��&�����& ��& ���+�@

������� �����

$+� ����&� �������� ���&�& � �� �� %��&� 0������ "" ������� ���� �� �2� @

����� &���&� 0������ "" �������� � %��&� ������� ����& � ������ ������� ���@

���� �+�� &����& ��& �������& �� %��&� ������ � �� �� &��� �� �������& +� � &���

���?��� �������& &������� �� �2� ����� &���&� ������� ����& � ������ �������

�� ��		
����� ������� �� ��	
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reimplemented for

a vector

else error

if (nc=1) then ...

numColumns = n

numRows = n ...numRows = n ...

numColumns = 1

numColumns

numRows

assign(i,j,elem)

element(i,j)

create(nc,nr)

norm1()

numColumns

numRows

assign(i,j,elem)

element(i,j)

create(nc,nr)

norm1()

numColumns

numRows

create(nc,nr)

norm1()

element(i,j)

assign(i,j,elem)

create(n)

storage storage storage

else error

if (nc=nr) then ...

Matrix SquareMatrix

Matrix

SquareMatrix RectangularMatrix

ColumnVector

ColumnVector

create(n)
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(b) UML object diagrams with link notation(a) UML class diagram with association

or client notation
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objectB3 : ClassB

** No objects

objectA: ClassA objectB : ClassB

objectA: ClassA

objectB : ClassB

objectA: ClassA

objectA: ClassA

. . . objectBn : ClassB

objectA: ClassA

objectA: ClassA

objectB : ClassBobjectA: ClassA

objectA: ClassA

. . . objectBn : ClassB

objectB : ClassB

objectB : ClassB

. . . objectAm : ClassA

. . . objectAm : ClassA . . . objectBn : ClassB

ClassA

ClassA ClassB

ClassB

ClassBClassA

ClassBClassA
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numColumns = nc

numRows = nr . . .
storage[i][j] = elem

return (storage[i][j])

reimplemented for

a vector

return (storage[f(i,j)])

storage[f(i,j)] = elem

using element(i,j)

implemented for matrices
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6� �����	  ��&��� �A �+� ���&&�& �� �+� ������ �� �+� +������+	 ��� �� &��� �&

� ��&&���� ����������� �� �����. ���������& ��% � &������ ������� ���������

�+�&� ���&&�& !��+ �+� ���� ������ &�+���A %�&�����% �� ������� #�*��A ��� ���+

�!� ������& �+�� �����&��� �����. ���������& ��% � &������ ������ ����� G1 %��&�

�����. �� %��&� ������ �� $/ ��������� �����. �� ���� �������A � ���&& �& ������%�

��/��5BBA ����&����BBA /���%��A �!�/���A ��8����A 6�6�BBA ����%��

��% �����A :������ ��������& �$���� (��� ��� �.�����& �� �����	  ��&��� ��

����� �� ������ �� ��	 �� �+� &�@���&&�& �� �����	 �����&����& �+� &������

������A �+� ����� �� ��!& ��% �����& ��% �+� ���������&A � ���+�% �'
���
�A

!��+ ���������& �� ���&& �����	 ��� &�&����� ��� �+� ���� &�������& 3�0��A

3����A ���� �� �������������� &������	 ��� �+� ���+�% �& �� ��&� �+� ���������& ��

�+� �������& ��% &������ ������ ��% �+�� %���%� !+��+ �� �+� ���� &�������&

�� ����� $+� ����<� ��� �+� &�� �& �+�� ���	 ��� ���+�%A !+��� �� ��&&����A �&

�8���% ��� � �����. ����������� ������� (�#�* �����& �� �+�& ����� �� ���� %������

$+� ����<� ��� �+� %� ������ �� �+� ������	 �& �+�� � &����% ��������������

&������	 �& �� &� �+� ��<�% ����&& ��������� �� � ��	 ���&& �� ��%�� �� ���������

�+� ���+�%&� C����A �+� ����� �� ��������������& �& ��%��% &���� �+� ���������

�8��& � !�	 �� ����&&��� �������& �+�� �& ��%����%��� �� &������ ������� 0����

(��' ���&���& � ��EF � �������������� �� �+� ���+�% �
����� ��� ���������	���

����������A �����������	������������A ��% �����������	�������������

1��+ �������������� �& �%����% �� �+� &����<� ���������& ��% &������ ������ &�

�+�� �+� ������� ������� �& ������%� 6� � &������ !�	A �+� ���+�% ���� ���

�� ����������% ��% �+& �+� ��<�% ����&& ��������� �� � ��	 ���&& �& ��������%�

�����	  ��&��� � +�& � ������� ������% �� �+� ����� �� ���&&�& �+�� +� � ��

�� ����������%� 0�� ���+ �����. �������	A � �����. ��� �� �����&����% �� ���	

&������ ������&I �+������� �+� ����� �� ��2���% ���&&�& �& �� �+� ��%�� �� �+�

����� �� �����. ���������& ��������% �	 �+� ����� �� &������ ������&�

�����	  ��&��� # &�& �+� ������ ��������&+��A �� ���� �����&��	 �+� ���%��

�������A �� ��%�� �� ��%�� �+� ����� �� ���&&�& �� �����	  ��&��� �� $+� ���&&

%������ ��� �� ���% �& L� �����.A !��+ !+��� �� ���������&A +�& � &������ ���@

���M� $+� &������ ������ ��� �� ��	 �� �+�&� �� �+� +������+	 ��% ���  ��	 ��

��@����� $+� �8��� �& �+�� ��� �+� ���&&�& �� �+� ����+ �� �� �� �+� +������+	

�� �����	  ��&��� � �0���� (��#� ��� ���������%A ��% ��! ���& �����&������

�+� &������ ������ ������� $+� ��&����� ���&& ������������� +�& �+� &��� �!�



������� �� ������ ��	�
��� �	
��� ������� '�

DenseMatrixInDenseFormat

denseStorage[][]

. . .

element(i,j)

. . .

upperBandwidth

lowerBandwidth

denseStorage[][]

. . .

element(i,j)

. . .

if (-upperBandwidth<=i-j<=lowerBandwidth) then

return (denseStorage[i][j])

return (denseStorage[i][j]) 

else return 0

BandedMatrixInBandFormat

BandedMatrixInDenseFormat

upperBandwidth

lowerBandwidth

bandStorage[][]

. . .

element(i,j)

. . .

if (-upperBandwidth<=i-j<=lowerBandwidth) then

else return 0

return (bandStorage[upperBandwidth+i-j+1][j])

0���� (��'H 6������������� �� �+� ���+�% �
����� �� ���������	�������

������A �����������	������������ ��% �����������	������������ ���&&�&
= �����	  ��&��� ��



������� �� ������ ��	�
��� �	
��� ������� �)

���+�%& �& �����	I �
����� ��% ����� $+�& ������& � ��<�% ����&& ���������

��%A �+&A �+� &�@���&&�& �� �����	 %� ��� ���% �� ���! �� !+��+ &������ ������

�+�	 ��� �����&����% �� ��%�� �� ����&& �+� &������ ������� 0���� (��� ���&���&

��EF � ��������������& �� �+� ���+�% �
����� ��� �+� ����������A ����������A

���������	 ��% �����������	 ���&&�&� $+�&� �������������� ���	 ����&& ��

�+� &������ ������ !+�� �+� ������� ������ �� ������% ���� �+� �����. �������	�

����� &������ ������& ��� ������% �������� �+�&� �������& �+�� ��� �� ������%

���� �+� �����. ���������&A �+�&� ��������������& �� �
����� ��� ��%����%���

�� �+� &������ �������

return (storage[i][j])

DenseMatrix

. . .

element(i,j)

. . .

BandedMatrix

upperBandwidth

lowerBandwidth

. . .

element(i,j)

. . .

BandStorage

upperBandwidth

lowerBandwidth

element(i,j)

. . .

. . .

storage[][]

storage[][]

. . .

element(i,j)

. . .

return (storage[bu+i-j+1][j])

return element(i,j) from

 a StorageFormat

sub-class

if (-upperbandwidth<=i-j<=lowerbandwith) then

return element(i,j) from

 a StorageFormat sub-class

else return 0

DenseFormat 

0���� (���H 3�EF � �������������� �� �+� ���+�% �
����� �� ���������	A
�����������	A ���������� ��% ���������� ���&&�& = �����	  ��&��� #

4&��� ������� �����������A ���&& �����	 ��� ������ � ������� ���&& !��+

�& ��& ��������� � &����&& �� �������������A ��% � &������ ��%�� �& �������%�

/
�/ ��% 
$� �����%��� ��+�� ������& �& ���������&A &�+ �& �����@!�&� ��

��!@!�&� ����	&� ��������& �����&� �+�&  �������� �� �����	  ��&��� #�
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/
�/ ��% 
$� ���� � ������ �������� 4&��& %� ��� ���% �� ���! +�!

� &������ ������ �& �����&����% ����&� �� �& �����&����% �� �+� &�@���&&�& ��

�������������� $+� ������� ��! �& �+�� &��& ��� ������ ���% �&���� �������@

����&A &�+ �& � %��&� �����. &����% �� ��	 &���&� &������ ������&A �� ����&&����

�����������&A &�+ �& � %��&� �����. &����% �� �����% �������

C� ��� �%����<�% �+�& �������A ��% !��+�� � &������ ��� �%�% �	 ��	 �� �+�

�������������% ��������&A �� ������ �& �� +�%� �+� ��&� �� ��&&���� &������ ������&

���� &��& ��% ���	 �� �+� ������	 �� %���%� !+��+ &������ ������ �� &�� �

&����% ������ �& �� ����! &��& �� %�<�� �+� &������ ������ !+�� �� ������ ��

���&& �����	 �& ������% ��% ��� � �� �+� ������	 �� �+��� �+� ��+�����	 ���!���

�+� �����. ���������& ��% �+� &������ ������ &����<�%�

$+� <�&� ������ �%%��&&�& �+� ��2�������& �� ���@�.���� &��& �� �+� ������	A

!+� ��� ����� �% ���� +� ��� �� ���! �+�� � �����. ��� �� �����&����% �� %�8�����

&������ ������& ��% !+��+ ��� �& �% �&���� ��� �+��� ��&�&� C�!� ��A �+�& ������

�& ��� &���&������	 ��� �.���� &��& !+� !�&+ �� ��&� %�8����� &������ ������& ��

��%�� �� %�������� �+� ��&� ��� �+��� ���%& ��.������ ����A �����	 &�?�A �����

$+� &����% ������ !��� &���&�	 �+� �.���� &�� �& ���� �& ��&� &������ ������&

��� &������% �� �+� ������	� C�!� ��A �� +�& �+� %�&�% ������ �+�� �%%��� � ��!

&������ ������ ������& �+����& �� �+� ��%� �+�� �������& �+� ��+������ ���!���

&������ ������ ��% �����. ���������&�

6� �+� ��+��>& �������A � ����������� �� �+� �!� �����&�% ������& �%%��&&�&

�+� ����&&����& �� ���+ &�� ����&� $+� ���&& ������&����� �� �����	  ��&��� #

%��& ��� ���% �� �� �+����%I �+� �8��� �� ��������� �+� �!� �����&�% ������& �&

��N����% �� �+� �������������� �� ���+ &����&& �� �����	�

$+� ���� �+���� �+�� �+� ���%�� ���%& �� �%��&���% �& �+�� �+� &������ ���@

���A !��+ ��	 �� �+� ������& ��� �����	  ��&��� #A �& � ��&&���� !�	 �� ��%��

�.������ ���� �� �����	 ��2�������& ��% ��� � ��&�������� ����&� �+� ������	

%��& ��� &����� � ����������� �� &������ ������ ��� � %��������% �����. ��@

�������� $+�& ��� �� ��+�� �% ����&� �+� ��������������& ��� ���� �� &� �+�

��<�% ����&& ��������� �� �����	 ��+�������� +������+	� 
����. ����������& ��@

��������% &��� �+�& ��������� ��� &��% �� �� ����������% �� ����� ��������	

������ 3� ���+���&& �����. ��������� ��� &���� �� ����������% �� &������ ������

��&�������� �� ���

�����	  ��&��� ( �����%��& �+� ��&&������	 �+�� &��� �����. ���������& ���

��� �����&����% �	 ���&&�&� $+� ��&��� � %�<���� �������	 �& � �������	 �+�� %��&
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��� �� � �+����& �� �����&��� � �����. �� %�8����� &������ ������&I �� �& �&� �

������ �+�� ��N����& �+� �������������� �� � �����. ����������� 0��+������A

�� ��� �� �������% !��+ ��	 ��+�� �������	A �� �+� �����������& %� ��� �+����

�+� �% �&���� &������ ������& �� �+� �������� ���������&� $+� ��&��� � %�<����

�������	 �& �����&����% �& �� �������� �� ��������A ��% �& �+& ��+�����% �	

� ��	 &�@���&& ���%���� ��� �+� �����������&� $+� ��� �� ����	 �� �������

�� %�������� �� � �����. �������	 �& �����&����% �& � ���&& �� �& �� ��������

�& !+��+�� �� ��� �+� �������	 ������& � �����. �� �� �����&����% �� %�8�����

&������ ������&�

$+� &����% ��%�<������ �����%��% ��  ��&��� ( �& �+�� ���&& �����	 ������&

� ������ �� �������� ���� !+��+ �+� %�8����� �����. ���������& ��+����� $+� ���&&

�������� �����!& �+� &��� ��<�% ����&& ��������� �� �����	 ��% �� �+����& ���

���%�% ��� �+� &�@���&&�& �����&������ �����. ���������&� $+� ��������� �� ���&&

�����	 ����%�& ���+�%&A ����������A &� �+�� �+� ���������& �� � �����. ��� ��

%������%� $+� �����!��� �.����� �� � ������ ������� ���������� ���&���& � &���@

���� �+�� �����	  ��&��� # ��%  ��&��� � ���+ ���� �� ��%��A ��% !+��+ ���� ���&

 ��&��� (� ����&� �+�� � � �� �& �+� %�&���% ������ ������� ����������A !+���

� �& � %��&� �����. ��% � �& � ���%�% �����.� 
��+���������	 &�������A �+�&

���������� �& ������� �& ���� �& ���+ � ��% � ��� &2��� �������& �� ��%�� �� 6�

��+�� !��%&A � �����. ���������� �& ������� �& ���� �& �� �������& �� ��& %�<��@

���� ��% �+� ���������& �� �+� �������& %� ��� ���������� C�!� ��A &��� �����	

 ��&��� � ��  ��&��� # �+�& �����. ���������� �& ��� �������% �� �& ��������% ��@

��������	� � &��&���� ������� !+��+ &�&  ��&��� # ������& �� ������ � �� ���&&

���������	 ��% �� ������ 7 �� ���&& �����������	� ����� �.������ � ���+�%

�+�� �&&���& �� 7 �+� ���%��A �!� %�8����� �������& ��	 ���&�� $+� <�&� �������

�& �+��A �� �+� ������ 7 +�%@�� ������ �� ���&& ����������A �� �.������� &+��% ��

���&�% ��������� �+�� � %��&� �����. ������ �� &����% �Æ������	 �� ���% ������I

�+� &������ �� �+�& ������� �& �� ����! �+� ������	 �� �+���� �+� &������ �������

$+� &����% ������� ���&�& ���� �+� �+���� �� ���������& �� 7I ���+��+ �+� ������	

��� �+���� �+� &������ ������ �� �& ����&&���� ��� �� �� �+���� 7 �� �� �� ������

�� ���&& ���������	A ����&� ���������	 �& ��� � &�@���&& �� �����������	�

���&�2����	A 7 �& �� ������ �� �+� ���&& �����������	 �+�� &+��% �� �� ������

�� ���&& ���������	� ����&& �� �������& ��&�%� �+� ���%!�%�+& !��% �����

?���A ���+��+ �+� ��&�� �& ���!� �� �� %�8������

$+� �+��������&��� �� �+�& �.����� �& �+��A %���� ��@����A �� ������ �+��



������� �� ������ ��	�
��� �	
��� ������� �(

�����&���& � �����. ���  ��	 ��& ���������& !+�� �� �& �������% ���� 4&���

����� �+� ���%�� �������A �+� ���&& �����	 +�& � ������ �������� !��+ ��������

�%�� !+��+ �+� �����. �������	 ���&&�& ��� �� ���%� $+� ���&& %������ ��

�����	  ��&��� ( ��� �� ���% �& = L� �� �� �����. ��� +� � %�8����� �����.

���������& ��%A �� ������� �� �+�&� ���������&A ��� �� �����&����% �� %�8�����

&������ ������&M� $+� ���������& ��% &������ ������& ��� ��� <.�%A �+�& ����&

�+��A !+�� �������% ��A �+� ���������& ��% &������ ������ �� �� ������ �� ���&&

�����	 ��� �� �+����%� $+� ���������& ��% &������ ������ +� � �� �+���� ��

� !�	 �+�� �+� ����������� �� ���+ �& �% �&����� $+� ��%�� ������% �	 �����	

 ��&��� ( ����!& �� ������� �+�&� �+����&�

$+���+ �+� %�8����� �����&��&A �+� �����������	 �+�� �+� ������	 ��� �%�&

+�& ���� ������&�%� $+� ��������� +�& ���� �%����% &� �+�� ���@�.���� &��&

��� ���	 �� �+� ������	 �� ������ �+� ���������& ��% �+� &������ ������& ��� �+�

�������&� $+� ��������� ��&� �8��& �.���� &��& �+� ��&&������	 �� ������ � �����.

!��+ � &����<� &������ ������ &������%� $+� ������	 �+���& �+� ��+�����	 �� �+�

�����������& %��������% �	 &��& ��% �+���+ ����������&� $+� �������������

��+�������� +������+	 ��<�& ����&& �� �+� %�8����� &������ ������& �����&����% �&

��& &�@���&&�&� $+� �������� ��+�������� +������+	 %��������& !+��+ �������&

��� ���!� �!��� �� �+� ���������&� ��+��!�&�A �+� &������ ������ �& ����&&�%� $+�

�����	 ���&& �& �+� &�� ��������� �+�� �����&����& +�! ���������& ��% &������

������& ��� ����������% ��% ������& �+� ������	 �� �+���� �+�� ����&�������	

��� &��&�

3��� �� �+� ������ �������% ��������& �� ��!�% �� �+�& &������ ��� �� ���&&�<�%

�& �����	  ��&��� ( �&�� $���� (�#�I ��� %� �+�	 ��� �%� &����� ��� �+������

�+� ��+�����	 �� �����. ���������& ��% &������ ������&� 6� ��%�� �� ��� �%� �+�&

�����������	A �+� ������	 +�& �� �� ���� �� ��������� �+� ���������& �� �������&

���� �+� ������%& �� �+� ��&��&� � &�����  ��&��� �� +�! �� ��������� �+�& ��!

�����������	 �& ���&����% �� ������� *�*� $+� �����	  ��&��� ( ��% �+� �������@

����	 %�&�&&�% ��� � ��� �+� ��&�& �� � ��! ������	 ���!� �& ������ �������%

������ ������� ������	 ��
������ $+�& %�&��� �& ��<��% �� �+� ��.� &������&

&� �& �� ������ &��& �� &� &������& �� �������& ���!&A �����&A &�@�������&�

�& �� �+�	 !��� �������&A ��% �� ����� � &�� �� �������& ���� ��� �������� (�#�#��

$+� &����% ��<������ ����%�& �+� ��&�������� �� ������� �� ��%�� �� ��� ��&�

�������& ��% ����!��� � %�8����� ��&�������� �� �� �� �������������� ��������

(�#�(�� 0�����	A �����. ����������& ��� ����%�% �� �+� ������	 �������� (�#�*��
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��� �	
��� ������� �*

������	 ���&& �������
��/��5BB  ��&��� �
����&����BB ��% 6
�BB  ��&��� �
/���%��  ��&��� �
:��/��5 =
:�
� =
:������  ��&��� �
�!�/���  ��&��� �

$� ��% 6$� �������  ��&��� #
/
�/ �������  ��&��� #
��8����  ��&��� �
6�6�BB  ��&��� �
����&���BB �� ����&����) =
����� ��% ����%��  ��&��� �
�/56$  ��&��� �

:��/��5A :�
� ��% ����&���BB �� ����&����) %� ��� �8��
����+ ����������� �� �� ���&&�<�% ��% L=M +�& ���� &�% �� ���@
��&��� ���

$���� (�#H ���&& &������ ��  ����& ������ �������% ��������&�

����� &�+����� ,��*� � ��������

��������&A �����������& ���% �� !��� �� &������& �� �������& �& �� �+�	 !���

�������&� 0�� �.�����A &�������& �� ��/��5 ��������� �+� �������& ���� �����&

��% !��� �� �+�&� �����& ��%����%����	� $+� ����&��&� �� � �����. ��� �� ������%

�& � &������ �+�� �& ����&&�% �	 ������+������ �+� ��%�.�&� �� �4 �������&�����

��� &���� �+� � ��% � �������& �� �+� �����.�A �&&���� �+�� � �& &����% �� %��&�

������� $+�& �������������� �� �4 �������&����� �& �����% �	 ����� ����������	�

$+� &�&�2��� �+�&� �� &�� ��� �+� ��������� &	&���& !��+ ���Æ����� �������&

� ��% � ����&&�& ���	 �+� ���� ��������� &������ �� �+� ��!�� ��������� &�������

�� ��+�� ����&���&A �����������& ���% �� ����� �������& �� ������ � ��! �����.I

��� �.�����A � ����� �����. ��� �� ������% �	 ������� ��& �����&�

1.�����& �� �����. &������& ��� � ��! �� � ����� �� �� ��� �����.A !+��+

��� ��  ��!�% �& � ��!  ����� �� &�?� � �� � �����  ����� �� &�?� �A �� �+���

���&���� � ��!&A !+��+ ��� ��  ��!�% �& � (�� �����.� � ����� ��!�� ���������

��� �� �����% �	 ������� ��& �����& ��% ?��� �������&� !��� �& �+� ���� &�% ��

����� �� ���+�� &������& �� �����% �������&�
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��� �	
��� ������� �,

� &����� &������ ��� &������& �� �������& �& �� ��� �%� ���+�%& �+�� ������

� ��! ������ �� ���&& �����	 !��+ � �����&���%��� ��! ������ �� ���&& ��������

��% �� �% �&���� ��! ������ �� ���&& �������������� $+� �������& �� �+� ��������

�����. ��� �����% ���� �+�& ��! ������ �� ���&& �������������� $+�& &������ %��&

��� ��%��	 �+� ���&& &������ �� �����	  ��&��� (� $+�& �&  ���% ��� �����������&

�+�� %� ��� ���% �� ��N��� �� �+� �������� �����. �+� ��%�<������& ��%� �� �+�

��! &������ �����.� C�!� ��A ��+�� �����������& ���% ���+ �������& �� ��N��� �+�

��%�<������& ��%� �� ��	 �� �+��� C����A �+�& &������ ������& ���Æ����� &����

�����������& ���% �� ���	 ���� �+� �������& �� �+� �������� �����. ��� &������

�����.� �� �+� &��� ���� �+� &������ �����. �& ��%�<�% ��� �������� �����.�� �

&������ ������� ��� �� ��%� ��� � �����. �����% �	 ������� ��+�� �������&�

6� ��&�& !+��� �+� ��! &������ �����. ��% �+� �������� �����. ���% �� ���� �

���&�&����	 ����� ������& �� ���&& �����	 ���% �� &+��� �� ������ �� ���&& ��������

������� ��! ���&&�& +� � �� �� ����%�%� ����� ��+�� &������& !+��+ &+��� �

������ �������A 0���� (�#) ���&���& � ���&& %������ !��+ ��� �� �+�&� &������&�

3�! ��&����� ���&&�&A �����% ������� ��% ������A ��� �����%��%� $+��� &�@

���&&�& ��������� �+�&� �� �+� �������� ��+�������� +������+	 ��%A �+&A �  ��!

��� ��&� +� � ���������&� ����� �+� ��&����� �� �� ������� �� �  ��! �& ��&�% ��

�+�  ��!�% �������&A �+�& �& ��N����% !��+ ������� ��% ������ ����� ������& ��

�����	 ��% +� ��� �& ��������& ����������� &�+ �& �+� ��! ��% ����� ��&�

�� �+� ��&� �� �����% �������&� $+� �����& �� �+�&� ������ ��������& ��%�����

�+�� �� ������ �� ���&& ������ �����& �� ���&� �!� �������&� $+�	 ��&� ��%�����

�+�� �� ������ ������� �& � &������ �� ���	 ��� �����.� $+��� <��� ��%������� �&

�+�� �� ������ �� ���&& �����	 ��� +� � �& ���	 &������&A �� �� ���� �� �& ���	

�����% �������&A �& !����%� $+� �+��� +������+��& ��+���� ���� � ��! ��&�����

���&& �����% 2��B����������� $+�& &������ �& ���� �� � �����	 �� &������& �+��

+�& �+� ����� %��!���� �+�� �+� �������� ��+�������� +������+	 �& ����������%�

7� ��!��� �+� ���� �� �+� �������� ��+�������� +������+	A �� �& %�<��% �� %�@

������� !+��+�� �� ������� �& ���!� ��%����%����	 �� �+� !�	 �� �& &����%� 6�

��+�� !��%&A �+� �������� ��+�������� +������+	 �& ��%����%��� �� �������& �����

&����% �� &������& �� �������& �� �� &������& �� %�8����� �������& �� �� � &������ ���@

���I ��& ������� �& �&� �� %�������� �� �� ������� �& ���!�� 0�� �.�����A !+��

� �& �� ���� ��������� �����. �+� �������& 	�� !��+ � � � ��� ���!� �� �� ?���

�������& ��%����%����	 �� �+��� &������ ������� 0���� (�#� ���&���& � ���&& %��@

���� �����!��� �+�& ���������� $+� ���&&�& �������A ������������� ��% ������
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element(i,j)
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ViewOrPropertyMatrix
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0���� (�#)H ���&& %������ �� �����	  ��&��� ( = <�&� ������� �� ����%� %�8�����
 ��!& �� �������&�
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��� &�@���&&�& �� 2��B���������������� $+� ���&& �������� �+����& �� +� �

� ������ �������� !��+ 2��B��������������� ���+�� �+�� !��+ ���&& ��������

������� $+� ���&&�& ������� ��% ������ ���� �+��� ������ ��������& !��+ �����	�

Matrix

element(i,j)

assign(i,j,elem)

ViewOrStorageFormatProperty

StorageFormatSection Merged
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* *

0���� (�#�H ���&& %������ �� �����	  ��&��� ( = &����% ������� �� ����%�
%�8�����  ��!& �� �������&�

���� ������ ������ �������% ��������& ��� �%�  ��!& �� �������& !��+�� �����@

������ �+� �������&� C�!� ��A �+�&� ��������& ���	 ����! �+�  ��!& �� �� %��&�

�������&� $���� (�( ���&���&  ����& ������ �������% ��������& ��% +�! �+�	 &�@

����  ��!& �� �������&�

����� '��
�#��� '�������

$+� �������� �������A �����%��% �� ������� (���*A �& ��! �.���%�% �� �� �� �!�@

%����&����� ���������& ��%A ���� &����<����	A ������ ������� �������&� $+� �����@

��� �& ��%�<��% �� ��� ��&� �+� �������& �� �+� �������& &������� �+�&� ���!� ��

�� ?����

0���� (�## ���&���& �+� ���&& �����	��������� $+� ���+�%& ��&�
'��A��

��% ��1�BA�� ��%����� +�! �� ������ �� ���&& �����	�������� ��� ��&�& �

�����.I �����@!�&� �� ��!@!�&�� $+� ���+�% 7���� �����& �+� ������ �� �+�

<�&� ����� ��% <�&� ��!� $+� ���+�% 7���� � �����& �+� ������ �� �+� ��&�����

��&&�% �& � ���������� $+� ���&& �����	�������� ���&�%��& �  ����� ���+�� �&

� ����� �� �& � ��! �� �+� �����. ��%A �+&A � �����. �& ��� ��&�% �	 ��&&���

�+���+ ���+  ����� �� �+� �����.� $+� ���+�% ��	�2����� ������&�& �� ��%�.

�� �+� ������ ��&����� ��% ��%�<�& �+� ��+�� ��%�. &� �+�� �� �����& �� �+�
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������	 �������& 
����% 
������&
��/��5BB ����� =
����&����BB ��% 6
�BB = =
/���%�� ����� =
:��/��5 ����� =
:�
� ���� =
:������ ���� ����
�!�/��� = =

$� ��% 6$� ����� =
/
�/ = =
��8���� = =
6�6�BB = =
����&���BB �� ����&����) = =
����� ��% ����%�� = =
�/56$ = �����

$+� ��������& �+�� &�����  ��!& ���	 ����! �+�� �� �� %��&� �������&
��  �����&� ���	A �/56$ �8��& �����% �������& !+�&� �����& ��� ��
��	 ���% �� �����.� C�!� ��A �/56$>& �����% �������& ��� %��&�
�������&� ;+�� � ������	 %��& ��� &�����  ��!& �� �& �����&����% �&
L=M� ;+�� � ������	 &�����&  ��!& ���	��� �������& �� �& �����&����%
�& L����M� ;+�� � ������	 &�����&  ��!& !��+�� ���	��� �������&
�� �& �����&����% �& M�����M�

$���� (�(H ������ ��  ��!& �� �������& ��  ����& ������ �������% ��������&�
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<�&� ��&������ ;+��+ ��%�. �& ������&�% �� ��%�<�% %����%& �� +�! �+� �����.

�& ��� ��&�%� $+� ���+�% ������	������� ��&�& �� �+��� ��� ����  �����&

�� ��� ��&� �� �+� �����.� �  ����� �& ��� ��&�% &��� �+� ���+�%& ��	�0
�����

��% �2������������� $+� ���+�% ��	�0
����� &����+�& ��� �+� ��.� ���?���

������� !��+�� �+�  ����� !+��� �2������������ ��&�& �� �+��� ��� ���� ���?���

�������& �� �+�  ������ �� ������� �& ����&&�% �	 �+� ���+�% �'�����0
�����

�+�� �����& �+� ������ ������� ��% �+� ��! ��% ����� ��%�.�&�

Property1MatrixIterator PropertyNMatrixIterator

MatrixIterator

currentI

currentJ

. . .

setRowWise()

setColumnWise()

begin()

Boolean isMatrixFinished()

MatrixIterator

Boolean isVectorFinished()

beginAt(i,j)

nextElement()

nextVector(x)

currentElement(y,elem)

0���� (�##H ���&& %������ �� �����	���������

���� �+� �������� ������� +�& ���� �%����% �� �+� ��2�������& �� ������

������� �������&A �+� ��.� &��� �& �� ��������� �� !��+ �+� ���&& &������ ��

�
����� $+� �����	�������� ��� �� &��� �& �� �������� ��� &�2������ ��@

��&& !+����& �����	 ��% �������� ��� �� &��� �& ��������& ��� %����� ����&&�

$+� �����	�������� ��������� ��� �� ���������% !��+ �+� ��������� �� �����	

��% �������� �&�� 0���� (�#(� ��%A �+&A �+� ��+�������� +������+	 �� ��������

!��% ��� �� ���������% ��� �����	��������A �� �+�& ���&& !�& ����%�%� $+� ���&&

&������ �& ��� ��%�<�% !��+ �+�& ������������

����� �� �������� ��� ��&�& �������& &������� �+� ?��� �������&A ��������& ���@

&����� � ��! ��&�������� �� �� �� !+��+ �����. ����������& ��� �� ����������%�

4���� ��!A �� �������������� �� � �����. ���������� !�& � &�� �� ��&��% ����& %�@

<��% �� ����& �� �.������ ���%& !+��+  ��	 %����%��� �� �+� �����. ���������&�



������� �� ������ ��	�
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��� ������� �))

currentI

currentJ

Matrix

element(i,j)

assign(i,j,elem)

setRowWise()

setColumnWise()

begin()

nextVector(x)

beginAt(i,j)

Boolean isMatrixFinished()

nextElement()

currentElement(y,elem)

Boolean isVectorFinished()

Property

nextVector

nextElement

element(i,j)

assign(i,j,elem)

setRowWise()

setColumnWise()

begin()

beginAt(i,j)

(x)

Boolean isMatrixFinished ()

()

currentElement(y,elem)

Boolean isVectorFinished()

0���� (�#(H ���&& %������ �� ���&&�& �����	 ��% �������� ����%��� �+� ���+�%&
�� �����	���������



������� �� ������ ��	�
��� �	
��� ������� �)�

6� ��+�� !��%&A �� �������������� �� � �����. ���������� ��� ��&�% �������& �	

��%������� �.�������	 !+��+ �������& �� ����&& ��% �	 � ��%��� �.�������	 �+�&�

�������& �+�� ��� ���!� �� �� ?���� �� �+� ��+�� +��%A �� �������� �.���&&�&

���������	 �+� �������& �� �� ����&&�%� �� �������������� �� � �����. ������@

���� &��� �+� ��������� �� �����	�������� ���������	 �+����& �+� �������& �� ��

����&&�% !+�� ���������& �� �+� �������& ��� �+����%� $+�& ��%��& �+� �����

�� ��������������& �� � �����. �����������


$� ��% /
�/ &� ��������&A �� !��+ ������%�����	 ��&��&� 
$� +�& ��@

�����% ����������� ��&��& �� � �� 4�����/�7� ��� %��&� �����.@�����. ��@

����������� ��% &���&� �����.@ ����� �������������A !+��+ ��� ���������� �� �+�

+��+�	 ������&�% ��������& �$��� J;��'K ��% �� /���������� ������	� �� �+�

��+�� +��%A /
�/ %������& J��9���KH

L6�������& �� /
�/ ��� �%� � ��� ������ ����& ��� &��& �� ����@

��� � �� �������& ��  �����& ��% �������&A �����%��&& �� �+��� ��������

%��� &������ ������� $+�	 ��&� ��� �%� � &������ ������ ��%����%���

����& ��� !������ �������& �+�� ����&& �������& �� ������& &��� %�&@

������ &������ ������&� ����� ��������& ��� ��� �� �Æ����� ���+���&�

��� ����&&��� �������& �� &���&� �������&A ��+ �� �+� ���� �������@

����	 �� /
�/ �& !������ &��� %��� ����&& ���+���&�& &����<� ��

��������� &������ ������&�M

3��� �+�� �� ��������� �& �� �� �� �&���	 �+��� �Æ������� ���� �+� ���Æ@

�����	 �� ��������& �� � �� � ��������� �� %���%� !+��+ �����������	 �& !������

&��� !+��� $+� ����� ��&� %��& ��� ��������� 
$��

$+�& �+�&�& +�& �����%��% �+��� �������������� ��&�������� �� ��&I &������

������A �����. ��% �������� ��&�������� �� ��&� $+� ���%�� ��� ���+�� ��� ��

������� *�, !+��+ �������& �+� ��%� �� �����. ����������& �� �+� %�8����� ��@

&�������� �� ��& ��� %�8����� �����. ���������&A �� �� � �� �+� ��.� &������ �+��

�� �& �����&��������& �� �����. ����������& �� �
�����

���� '��
�#��� ������ 	�
��
�����

$+� ����	&�& +�& ���&�% �� ��%������ �������&A �����. ���������& ��% &������

������& !��+ ��&���� �� �+� ����&& ���������& ��% �����. ����������&� ����&& ��@

�������& +� � ���� �����&����% �& ���+�%& ����� ��% �
������ �� ���&& �����	

!+��� �����. ����������& +� � ���� ���� !��+�� �����&��������&� $+� ���& �& ��!



������� �� ������ ��	�
��� �	
��� ������� �)#

%������% ��!��%& �+� �����&�������� �� �����. ����������& ���
����� 0��� �+�

%�&��� �� ��+�� ������ �������% ��������&A �����. ����������& ��� �� �����&����%

�& �����!&H

��� �& ���+�%& �� ���&& �����	A �� �� �2� ����� ���� �� ���+ ������	A

��� �& ���&&�&A &�������& �����% ���� ��+�������� +������+��&A !��+ �+� �����@

����& ����&�����% ���� ��������& ��% �+� ��������� ��������% �+���+ �

���+�% �	��'��A ��

��� �& ���+�%& �� � ����� �����A !+��� ������% ���������& ��� �����% �����+���

$+� �����!��� %�&�������� ����& �+� ��� � �����&��������& �������� &��� �+�

�%%����� �� �������& �& �� �.������ $+� <�&� �����&�������� ����%�& � ���+�%

�����% ��� �� ���&& �����	� $+�& ���+�% ����& �& � ��������� �� ������ �� ���&&

�����	 ��% �����& � ��! ������ �� ���&& �����	� $+�& ��! ������ �& �+� �%%�����

�� �+� ��������� ������ ��% �+� ������ �� !+��+ �+� ���+�% ��� +�& ���� �� ���%�

$+� &����% �����&�������� ������& � ���&&  ��� $+�& ���&& +�& �+��� ��������&

�� ���&& �����	A ��%A !+�� �+� ���+�% �	��'�� �& �� ���%A �!� �� �+�&� ��������&

��� �%%�% �� ���� �+� �+��% ���� �	 &��� ���&&�&A ������% ���������& ��� ��

�����% ���� ��+�������� +������+��&A &�+ �& �����	���������I � ��	 �����.

��������� ��+����& ���� �����	����������

0�����	A �+� �+��% �����&�������� ����%�& � ���+�% �����% ��� �� � �����	 ���&&�

� �����	 ���&& �& � ���&& �+��A %�&���� ����� ���	 %�<��% ��% ����������%A ������

�� ��&��������%� � �����	 ���&& �& � &������ ������� �� � ������	 �� &�������&� 6�

�+�& ��&�A �+� �����	 ���&& ���% �� ����% �����	���������� $+� ���+�% ���

�& %������% �� +� � �+��� ���������& �� ���&& �����	I �!� ����& ��% ��� �����

0���� (�#* ���&���& ����+�����	 ���+ �� �+� %�&�����% �����&��������&�

$+� ��������������& �� �����. ����������& +� � %�8����� ������&� $+�&�

������& %� �%� �+� ����������& ���� ��&�� �����. ���������& ��% &�� ��& �� �����.

�2�����& �%����� ��% ������� ��� $+� ������%�� �� �+�& &������ �.�����& �+�

������& �� �+� ����������& �� ��%�� �� %���%� !+��+ �����&�������� &+��% ��

&�%� $+� ������� � �& �� ��� �%� � &����� ��% ���&�&���� ���������� �� �+� &���

����A �+� ��������� +�& �� &���&�	 �+� ��2�������& �� ���+ &�� ����&I �.����&

��% ���@�.����&�
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<<utility>> MatrixOperation

. . .

add (Matrix a, Matrix b, Matrix c)

MatrixOperation

execute()

(a) represented as a method

in class Matrix

(b) represented as a method in

a utility class

(c) represented as a class

. . .

. . .

Matrix

Matrix a

Matrix b

Matrix c

execute()

Matrix getC()

Add

. . .

Matrix add (Matrix b)

0���� (�#*H ��8����� �����&��������& �� �����. �%%������



������� �� ������ ��	�
��� �	
��� ������� �)*

%���� &����' !�	������

$+� ���� ������ �� ��&�� �����. ���������& �& �+��A �� �� �+� &������ ������

��% �+� �����. ���������& �+� �������������� +�& �����%	 ���� %���%�%� 6� ��+��

!��%&A � &�� �� L��@�+��M ���& ��� �� %�<��%� $+�&� ���& ��&� �+� �����. ����@

�����& ��% &������ ������ �� �+� ������%& ��% %���%� �+� �����&���%��� �����@

���������� $+� &�� �� ���& %�<�� � ���� ����� �����	�	� �����A �� � �������

�������	 ����

����� �� ������ �� ���&& �����	 �����&����& ��& �����. ���������& ��% ��&

&������ ������A �+� ���&����� &	&��� ��� �� +�%%�� ��+��% �+� �����&�������� ��

���+ ��&�� �����. ���������� 6� �+�& !�	A &��& +� � �+� �����&&��� �+�� �+���

�& ���	 ��� �������������� �� ���+ ��&�� �����. ���������A ���+��+ ���������	

�+��� ��	 �� ������� ��������������&� $+� ��������� �& &�����<�% �� �������&��

!��+ �+� ���� ����&� �+� ����� ��  �&���� &�������& ��� � �����. ���������

�& ��%��% �� ���	 ���  �&���� �����&��������� 
���� ��A �+� ���������& �� � ��&��

�����. ��������� �����&�������� ��� �� ������ ���+ %����� �� +�! �+� ������%&

��� &����%A �+�	 ��� &����	 ������& �� ���&& �����	�

�� �� �+� ���&� �������� ���!��� ��&�� �����. ���������& ��% �������&A �� �&

������� �� �����&��� �+�� �& ���+�%& �� ���&& �����	� 0�� �.�����A �+� �%%�@

���� �� �������& �& �� ��������� !��+ %����� ��% ����� �������&I �� ����& �!�

�������& ��% ���%��& � �+��% �����.� �� �+� ��+�� +��%A �� �����&��� � ��&��

�����. ��������� �& � ���&& �& ����<����A &���� &�+ �� ��������� �& ��� �� �� �@

�& ��&�������� ���� �������� ������ �������� 0�����	A � �����. ��������� ���

�� �����&����% �& � ���+�% �� � �����	 ���&&� $+�& �����	 ���&& !��% ��&�����

�+� ���� ��% �+����	 &��& �������� !��+ �+� ���� !��% ����<�� $+�& ����<�

���+� �� &��� �& �� �% ������ � �� �+� <�&� �����&��������A �� �� �& ������	 �

&����� �.���&&��� �+�� �+�& �& ��� �� ������ �������% �����

�
���� �����&���& ��&�� �����. ���������& �& ���+�%& �� ���&& �����	� 6�

��%�� �� ��%�� �.������ ���� ��% �����	 ��2�������& �!� &	���.�& ��� �!�

���+�%&� ��� %�&�&&�% ��� � �� �� ��&�� �����. ���������� 0�� �.�����A �+� ��@

���. �%%����� � � �B� ��� �� �����&����% �	 �)�5���!7$ �� �5�������!�"7$A

!+��� �A 7 ��% � ��� ������& �� ���&& �����	� $+� ���+�% �����	 ���!�����	

7$ ��)�5���!7$� ����& �� ������ 7 �& � ��������� ��% �������& �+� �%%�����

!��+ �+� ������ �� !+��+ ��� �& �� ���%� $+�& ���+�% �����& � ��! ������ ��

���&& �����	A ���� ��&� � ��! ������ �������� ��% � ��! ������ ��������������

�� �+� ��+�� +��%A �+� ���+�% ���� �������!�����	 �" �����	 7$ �������&
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�+� &��� ���������A �� %��& ��� ����� ��	�+���� $+�& ���+�% �������& �+�

�%%����� �� �+� ������ �� !+��+ �+� ���+�% +�& ���� �� ���%� $+�& ������& �+�

���+�% �� ������ ��! ������& ���	 �� �� �& L&������	 ����&&��	M� 
��� %�����& ����

+�! �+� &������ ������& ��% ���������& ��� ������% �� �
���� ��� %�&�����%

�� ������� *�*�

0���� (�#, ���&���& �+� ��������� �� ���&& �����	 ����%��� � ���	 ����@

����� ����� �������� ��% �!� �����	 ���������&I ������� �� � � B �� ��%

�'
���
����� �� � ���� $���� (�* �8��& � ��&� �� +�! �����. ���������& ���

�����&����% �� %�8����� ������ �������% ������ ������� ��������&�

Number norm1 ()

Matrix

addInto(Matrix a, Matrix b)

multiplyInto(Matrix a, Matrix b)

. . .

0���� (�#,H ���&& %������ �� ���&& �����	 ����%��� �����. ���������& �& ���+@
�%&�

(�
+	�� �$ &����' )*������

6� ������&� !��+ �����. ���������&A ������ �������% ��������& %�&����� ���� +�!

�+� ��������� �� &�� ��� �����. �2�����& &+��% �� �����&����%� ���� ��������&

�����&��� �+�&� ���������& �& ���+�%& ��
�������������A �
�������@'���A

��% �
��0�������7
��� �� ���&& �����	 �� �& ���+�%& �� � �����	 ���&&� $+�&�

���+�%& +� � � ��������� �����&������ �+� &�� �� �& �� ������ �� ���&& �������

�������
���A �����@'�����
���A �� 0�������7
����
���� ��+�� ��������&

�����&��� �+� �����. �2����� ��&��� �& � ���&& ������������0@'�����A �����

�@'���0@'����� �� 0�������7
��0@'������ !��+ ��������& �+�� ��� �+� �����@
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��&�� �����. ���������& �����&����% �& ���+�%& �� � ���&& �����	 ���
%�����% !��+ L���M� ��&�� �����. ���������& �����&����% �& ���+�%&
�� � �����	 ���&& ��� %�����% !��+ L���M� ��&�� �����. ���������& ���@
��&����% �& ���&&�& ��� %�����% !��+ L���M� ��&�� �����. ���������&
��� &������% �	 �+� ������	 ��� %�����% !��+ L=M� 3��� � = 6
�BB
%��& ��� ��� �%� �����. ���������&A +�!� �� �� ���%& � ������	 �+��
��� �%�& �+�� �����&����% �& ���� 3��� # = :������ �����&���& ���+
�����. ��������� �& � ��2� �����	 ���&& ��% � ���+�% &������ ��
�	��'��� $+�& ���+�% ��&���% �� &��� �+� ��������& &�& ��& �����@
����&� �����%& �� �+� ���&���� �������������� �� %���%� ���!��� ���
�� ����
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��������� �� &�� ��� � �����. �2����� �& �����&����% �	 � ���+�% �
�� �� �+�

���&& �����&������ �+� &�� ��&� 0�����	A &��� ��+�� ��������& +� � �+� &��� ���&&�&

�����&������ &�� ��& �� �+�	 %� ��� +� � �+� ���&&�& �����&������ �+� �����.

�2�����&�

����� �+�&� %�&��������&A �+� ������ ����� �& �+�� � &�� �� �& ���&����% �&

� ���&&� 1��+ &�� �� +�& %�8����� �+�&�& ��% ��� ���+ �+�&� %�8����� �������+�&

+� � ���� �����&�% �	 �+� �������� ������ ������� �������	� $+� ���%��

������� � ��� �� ������% ����� �� �� �+� &������ &+�!� �� 0���� (�#-�

0��� �� ������ �������% ����� ��  ��!A �+��� �& �� ������� �����&� �����@

&������ �����. �2�����& �& ���&&�& ��% �+� ��������� �� &�� ��� � �����. �2�@

���� �& � ���+�% �� �+�&� ���&&�&� ������ ������� %�<��& �����. �2�����& ��

����& �� ��&�� �����. ���������&� C����A �� �& ���&������ �� �����&��� �+�� ��

� %�8����� !�	A �& ���� �& �+� ��%�� ������& �������� C�!� ��A ���� � ���@

&�&����	 ����� ��  ��!A �� ��� �� ����% �+�� �+� ��������� �� &�� ��� �����.

�2�����& &+��% ��&� �� � ���+�% ��
�������������A �
�������@'���A

��% �
��0�������7
��� �� ���&& �����	� 6� ��%�� �� ���� �+� ��������� &�����

��� ���@�.���� &��&A �+�&� ���+�%& !��% +� � � &�� �� �& � ��������� ���	

�� �� �& ����&&��	� $+� &�� ��& !��% �� �����&����% �& � ���&& ��+������� ����

�����	0@'�������
���� �
���� �����&���& �+� ��������� �� &�� ��� � �����.

�2����� �� �+�& !�	� $���� (�, ���&���& �+� �����&�������� �� �����. �2�����&

��% �+� ��������� �� &�� ��� �+�� ��  ����& ������ �������% ��������&� $���� (�-

���&���& �+� �����. �2�����& &������% �	 �+�&� ������ �������% ��������&�

���� �� +�& ���� %���%�% +�! �+� ��������� �� &�� ��� � �����. �2����� �&

�����&����%A �+� ��.� ��2������� �& �� ������	 !+�� �� �& ����&&��	 �� ����%�

� &�� �� �& � ���������A ��% �� ��%�� �+� %�8����� ���% �� &�� ��&H %����� ��%
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���%�%A ����� ���%�%A ����� ���������� ��� %�&����� ���� &���&� �������&�
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/
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:������ ���+�% �� �����	 ���&& ���������& �� �+� ���+�%
�/56$ = =

�/56$ ��� �%�& ����� ������%�������& ��% �� ��������� �� �� &�%
�	 ������� � �������+�&� C�!� ��A �/56$ %��& ��� ������ +�! �+�
������� � �������+�& ��� �����&����%�
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��  ����& ������ �������% ��������&�
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�	&���& �� ������ �2�����& ��� �����&����% �& L���M� ���&� &2���
�������& ��� �����&����% �& L���M� 1�����������& ��� �����&����% �&
L���M� 5��%& �� �����. �2�����& �+�� ��� ��� &������% �	 �+� ������	
��� %�����% �	 L=M� �/56$ ��� �%�& ����� ������%�������& ��% ��
���������& �� �� &�% �	 ������� � �������+�&� C�!� ��A �/56$ %��&
��� ������ !+�� ������� � &�� ��& ��� &������%�
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������&�
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�����.A ���&& �� �& ��� ��� ��% �Æ����� �� &�� � ����� %������� �����. �� ���������

�����.�� $+� &����% �+�&� &�� �& �+� �����. �2����� &��� �+� �������&������

�����%��� �� �+� ���������& �� �+� ���Æ����� �����. ��% ��& &������ ������ �

�������&����� ��% ��& &�������&�% �������������� ��� �� &������%� 6� ��+�� !��%&A

� &�� �� L��@�+��M ���& ��� �� %�<��%� $+�&� ���& ��&� �+� �����. ���������& ��%

&������ ������ �� �+� ������%& ��% %�������� �+� �����&���%��� ���������������

$+�& &�� �� ���& %�<�� ����+�� ���� ����� �����	�	� ������

�& !��+ �����. ���������&A ��+��% �+� ���+�%& �
�������������A �
���

�����@'���A ��% �
��0�������7
�� �+� �.�&����� �� %�8����� �������&�����&

��% �+��� &�������&�% �������+�& ��� �� �����&����%� 6� �+�& !�	A &��& +� � �+�

�����&&��� �+�� �+��� �& ���	 ��� ��������������A ���+��+ ���������	 �+��� ���

������� ��������������&�

6� �������A �+� �������&����� �+�&� ��� �� �+��������&�% �& �� ����� �� ��@

�� ������ $+�& �+��������&��� %�&�����&+�& ���!��� � �������&����� �+�� ���%& ��

�+��� �+� &�������	 �� ���� C����A &��� ���+�% � �����%���A � ���+�% !��+

%�8����� ���������& �� &��� ���� ��
�������������A �
�������@'���A

��% �
��0�������7
��� �& ����%�%� $+� ���������& ��� �+� &���A �.���� ���

�� ������ �� ���&& �����	0@'�������
��� �+�� !��� ��%����� �+� �+��������&��� ��

�� ����� �� ��@�� ������ $���� (�- ���&���&  ����& ������ �������% ��������& �+��

��� �%� %����� &�� ��& ��� &������% �����. �2�����&�

� %����� &�� �� �� � ������ &	&��� �� �2�����& !��+ � &���&� ���Æ����� �����.

+�& �+��� %�8����� �+�&�&� $+� <�&� �+�&� ���%��& � ��! ��%����� �� �+� ����@

<����� �����. �� ��%�� �� ���&�� � �+� &���&��	� $+� &����% �+�&� �������&�& �+�

��@��%���% �����.A ��% �+��A �+� �+��% �+�&� &�� �& �+� ������ &	&����

$+� ��%����� �+�&� ��� ���� ���� ������ �+� ��������  ���& �� �+� �������&

�� � �����. ��% &������ � �������&������ $+� ��%����� �������+�& �+�� ����

���� ������ �+� ��������  ���& ��� �����% �������� ��%������ ��+�� ��%�����

�������+�& �+�� ���� ���� ������ &������ �� ��� &����<� ��������  ���& ���

�����% &	������ ��%������ $+� �������&����� �+�&� ����� � �������� ��%����� %��&

��� ������� �� ����� &���� �� +�& �����%	 ���� ��������%� $+�& �������&�����
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��&�% �� ��������&A ���+�� ���%������� �� ������ �������%�

7��%��& ������&��% �� ��2����� ���� ��������% �� ������ �������% &���!���

���&������� ��� ��������%�% �� ���� �� J
�	�"KA J����*K ��% JGC:9�,KA ��%A �&

�����%�����& �� ������ �������% &������<� �����������A �� J���"K ��% J3���-K�


�%����� �J
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J09C0�,KA J�0�,KA J���K� �8�� �� ������ �������% ���+�������� ������� �+��

����!& &��& �� �����&��� �2�����@��&�% ��%�� %������	� $+� �������& � ��@

��� �J�CQ�'KA J��CQ�"KA J��C��'KA J�CQ��KA J�91K�A /���� �JC5�7�'KA

JC7���'KA J5����'KA J��C���KA JC���KA J/��K�A ������ �J7���,KA JT�+��,KA J
�$�"KA
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��"KA
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��+�� ������ �������% ������ ������� ��������&A &�+ �& ��1� � ������	 �� ������� �

&�� ��& �� &	&���& �� ������ �2�����& �+�� �& ���� �� /1$��A �
��$C �J���-KA

J�
�K� �� ��%����� ������	 �� &���&� �������&A ��% �/���1� �J�G��KA J�/�K� �

������	 �� %����� &�� ��& ��� &���&� ������ �2�����&A +� � ��� ���� �� ��!�% &����

�+�	 ��� ����������% �� � �� ��� ������ �������% �������� ��%A �+�������A �+���

%�&���& ��� ������%� ��+�� ������ �������% ������ ������� ��������& +� � � %�8�����

%�&��� ������� �� 0�� �.�����A ��5� �J31��K� ���&�& �� &��� �+� &��� ��%� ���

&�2������ ��% �������� ������� � &�� ��&A ��% ����& �J
��'�K� ���&�& �� <����

%����&�����  ����� &����& ��&���% �� �����. �������� ��+�� ������ �������% ������

������� ��������& �+�� +� � ��� ���� �� ��!�% �� �+�& �+�&�& ����%� $3$ �J/�?�"KA

J$3$K� ��% &��� ��+��& ��&��% �� +���HUU��������&����U����
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$+� ��� ��& �+����� +�& �������% �� ����	&�& ��% %�&��� �� �� ������ �������%

������ ������� ������	� $+� ������	A �
����A +�& ���� %�&����% ��%����%����	

�� ��	 ����������� �������� �
���� �8��& � �� �� �����������	 ��� ��������&H

����������� �� �����. ���������& ��% ���������� �� &������ ������&� �
����

��&� ������& ������	 %� ������& �� ��������� �����. ����������& �� �!� ��&����@

���� �� ��&H �����. ��% �������� ��&�������� �� ��&� $+�&� ��&�������� �� ��& ��%��

�+� ����� �� ��������������& �� � �� �� �����. �����������


����. ��&�������� �� �� �& ��%����%��� �� �+� &������ ������ �� !+��+ ��@

�����& ��� �����&����%� � �� �� �����. ������� �& �����% �����������	 �� �+�

��&����� �� ��& &������ ������� 6������� ��&�������� �� ��A ����� ���� ��&� �����

��%����%��� �� �+� &������ ������A ��� ��&�& �������& !��+�� �.�������	 ��%����@

��� �+� ��&�����& �� �+� �������& �+�� ��� ����&&�%� � �����. �������� �& %�<��%

&� �+�� ���	 �+� ���?��� �������& �� �������& ��� ����&&�%�

$+� ������� � �� �+�& �+����� �& �� %�&����� +�! �
���� �& �%����% ��%

����������% �� :� �� �� �+� &��� ����A �.����� �������& ��� ���&����% ��

&+�! &��& +�! �� %� ���� �������& &��� �
�����

0��&��	A �
���� �& �%����% �� �+� &����<� �+��������&���& �� :� � ��������

*���� �� �.����� ������� �+�� %������&A ������& ��% ��������&�& �������&A ���&@

�����& +�! �+�&� ��� ����������% &��� 4
� ������ %������& ������%��% ��

�+� ��� ��& �+������ ��% 4
� &�2���� %������& ������%��% �� �+�& �+������

�������� *�#�� $!� ���� �.����� �������& &+�! +�!  ��!& ����� &������& �� �

�����. �� �������& �����% �	 ������� ��+�� �������&� ��� ������% ��% +�! �+�	

��� ����������% �������� *�(�� $+� ���������� �� &������ ������& �& ���&����%

�� ���������� !��+ �+� ����������� �� ���������& �������� *�*�� 0�����	A �����.
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����������& ��� ����������% �� �����. ��% �������� ��&�������� �� ��& ��������
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:� � �& � ����� ��% &������	 �	��% ������ �������% �������� 4����� ��+�� ���@

����& ��BBA �%��,A � � � � !+��+ +� � � �� �% ���� �+��� �����%��� &�&��& ��A

�%�'(A � � � �A :� � !�& %�&����% �� �� �� ������ �������% �������� :� � �8��&

���� �� ���������&�A � ��!���� &�� �� ���&&�& �� %� ���� ����+���� ���������& ��%

����& ���!��� ��&�% �����������& ��&	 �� ��������

:� � �������& ��� �������% ���� �� �������%���� ������� ���!� �& ��������

� :� � 9����� 
��+��� �:9
� �& �� ����������� �� �	����%�&� $+� :9
& ������

:� � �������& �� �� !������ ���� ��% �� �� ��	 ������� ��& ���� �& �� ��@

������������ �� � :9
 �.�&�& ��� ���� ���+ �+� ������� ��% �+� :9
 +� � ����

���	 &����<�%A ��� ��� �� %�����& �� �+� %�&������� �� �������� %� ������&�

$+� :� � G���%� 0���� �:G0�A �� ���� ���� �� ���%����A ��%&��	 ��

�� �������A !�& �����% �%�� �+� ������ �+�� L:� � +�& ��������� �� �� � ������

�� �������� ��� G���%� �����������& %� �������� �+�� ��	 ��� ��& �������&

&�+ �& 0������ ��% �BBM J:� �'K� $+� ���� G���%� ����������� �& ��&� %�<��%

L�& �� ����������� �� �����@&���� �����A ����������	 ��2����� ��	 ����������� ��

�������&A ���!���&A 6U�A ��% �����	M� 3������� ������ ������� ��������& ���

�+� ������& �� ��&� �� �+�&� �����������&�

C�!� ��A :� � +�& &��� ���� �+��������&���& ��� ������������ �
����H

� :� � %��& ��� &����� ������� ��+��������I

� :� � %��& ��� &����� ������� ���&&�&A ��� ������. �����& �& � �������

%��� �	��A ��� ���+�@!���+� ���&&�&I ��%

� :� � &����<�& � ����%����&����� ����	 �& �� ����	 �� ����	&�

$+� �����!��� ��������+& %�&�&& �+� �������& �+�� �+�&� �+��������&���& ��

:� � ��&� ��% �+� %���&���& ����� �� � ������ �+���


������ ��+�������� +�& ���� &�% �� �+� ���&& &������ ���
���� �� ��%��

�����. ���������& �+�� ��&�� ���� �����&��� ��+�� �����. ���������&� 0�� �.@

�����A ���&& ����������������������� ��+����& ���� ����������������� ��%

�*��� �����
 3���	 �
� ���
 �� �����������4��������
�����
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Property

Property1

PropertyI...PropertyJ

PropertyI PropertyJ PropertyN

Matrix ViewOrStorageFormat

0���� *��H ���&& %������ �� ���&& �������� ��% ��& &�@���&&�& �%����% �� :� ��

��������������� ����� ������� ��+�������� �& ��� � �������A � ��	 ���&& �����@

&������ �����. ���������& &����	 ��+����& ���� �+� ���&& ��������� 0���� *��

���&���& �+� �+����& �� �+� �������� ���&& ��+�������� +������+	�

6%����	A ������� ���&&�& !��% �� &�% �� %� ���� ���	 ���  ��&��� �� �
����

��%����%��� �� �+� %��� �	�� �� �+� �����. �������&� 4&��& !��% �+��&� �+�

%��� �	�� �� �+� �����. �������& ��% �+� �������� !��% �������� �����������	

�+�  ��&��� �� �
����� ������� (���* %�&�����% +�! ������� ���&&�& ��� �� ��@

����% &��� ��+�������� ��% ������ ��������� $+� �!�/��� ������ ������� ������	

�J�5���KA J�5���KA J�5/�'K� +�& ���� ����������% �������� ������� ���&&�&

�	 �� �2� ����� ���&& �����	 +� ��� � ������ �������� !��+ �� ��&����� ���&&

%'�7�� ���� !+��+ �
���A � � � A &���
�	 ���&&�& ��+����� �!�/��� ��&� +�& ����

����������% �	 !������ ���  ��&��� �� �+� ������	 ��� ���+ %��� �	��� 6� �& ��@

�����% �+�� �+�  ��&��� �������� ������� ���&&�& �& ���!��� * ����& ��% �)) ����&

&��!�� �+�� !������ ���  ��&��� ��� ���+ %��� �	�� %����%��� �� �+� ����+�����

6� ��%�� �� ���&� �+� ���A �%������ ��% 5����%	 �J�5���KA J�5���K� �����&�

����������%��� ��% ��������&& �������� ������&�����A !+��+ ��� ���	 ��&&���� ��

�+� ����������� &������	 �� :� � �& �+����%� �������	A �+� �������� ��� ���	

���&�%�� ��� ���&& �� �+� ����� �� �+� ��+�� +��%A :G0 �����&�& �+� ����&��� ��

���+�@!���+� ���&&�&� � ���+�@!���+� ���&& �& � ���&& !+�&� ������& ��� ������% �	

�+� �������� ��% �+� :9
 �&  �������& �� � ������� %��� �	��� 6� ��&���&� ��

�+�& �����&��A �� ��!��� �� :� � &����<������� ����& �� !���� � �����&�� ��� ���+�@

!���+� ���&&�& J:� ��K� ��+�� �������& +� � �.���������% !��+ ������� ���&&�& ��

:� � �J�0
�"KA J�
��"KA J�;�"K�� G� �� ������ �����&�����&A �
���� �&

����������% �	 %� ������� �  ��&��� ��� ���+ %��� �	���
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:� � ����%����&����� ����	& ��� &����<�% �� �� �� ������ ����	 �+�� +�& ��@

����& ����	� $+�& &����<������ ������& �  ��	 ��!���� %��� &������� G� �� �

�!�@%����&����� :� � ����	A ���+ �� ��& ���@%����&����� ����	& ��� �� &�&�����%

!��+ %�8����� ����	& �� %�8����� &�?�&� C�!� ��A �+�& &������ %��& ��� ��&��

�+�� �+� ������& ����	 ��� �������& �� �����	 ��% �+�& ���+� ��&�� �� � ����

�����	 �������	� $+�& &������ ��&� ���%& �� ������� ���% ��% ��� ������

�+���& ��� ���+ %����&��� &���� ���+ �+���& ��� �����&��	 �� �+� :� � �������

&����<������� $+�& ����	 &������ ��% �+� �����&� �.������� ��%�� %� ��� ����!

��� �+� �������� ������&����� ���+��2�& %� �����% ��� <.�% &�?� ����%����&�����

����	&� $+� :� � �.������� ��%�� &����<�& �+�� �� �.������� �&� ������ �� &�����

������� ��%��� $+� ��� � ���� ���% �+� :G0 3�����& ;������ G��� �� %�@

 ���� � :� � ������� !��+ ����%����&����� ����	& �����% ���� ���@%����&�����

:� � ����	&� $+�& ������� !�& %� �����% �	 �+� 6�
>& 3���� ����� J

G��KA

!+��+ �� �+� &��� ���� %� �����% �������� ���+��2�& �� �%�����	 �.�������@����

��%� &������&� 0�� �+�&� �.�������@���� ��%� &������&A �������� ������&����� ���+@

��2�& %� �����% ��� 0������ ��% � ��� �� ������% J

G�'K� $+� �.��������&

�������% !��+ �+� ����	 ������� &+�! �� ����� ����� �� �,V �� 
0���& ���@

�������� !+�� ������	��� �!� �������& &��� �!�@%����&����� ����	& ���� �+�

������� �������% !��+ �!�@%����&����� ������� ����	& J

G��K�

����� ��% �+�������� �J����KAJ���'K� �� �+��� :��/��5 ������	 ��&� &����

�������& �	 ������� �+�� ���� ���@%����&����� ������� ����	&� $+�	 ������&�%

�+�& �������+ �	 ������ �+�� ��&� �����. ����������& ��� ����������% !��+

&�2������A &���%� ���A ����&& �� �+� �������&� $+�& ������& �+� ��.� ��&����� ��

� ���@%����&����� ������� ����	 �� �� ��������% �& �	 !�� �!��� B ��� ��&���%

�� �& � � � B �� � �� 
 �A !+��� � � � � � ��% � � � � �� 3��� �+�� � :� �

������� ����	 +�& ��& <�&� ������� �� ��%�. ) ��% �+�� �!�@%����&����� ����	&

��� �����% �����@!�&� ��& �� 0�������� 6� �& �������% �+�� �4 �������&����� �� �

/����� 66 �& ����% ��, ����& ��&��� ��% �� � 4���� ����� ����% ( ����& ��&���

�+�� �  ��&��� �������% &��� �+� �#� ����&����� J�����K !+��+ &�& �������

�!�@%����&����� ����	& �J���'KA J����K��

�
���� �����&���& �!�@%����&����� ����	& �	 ������� �+�� �� ���@%����@

&����� ������� ����	& �� � �����@!�&� ����� 6� ��%�� �� �.����� ����� ��%

�+��������>& ����	 ����&& ��&�� �����A ��! ���+�%&A �������	&�
'�� ��% �������	1�BA
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objectB : ClassBobjectA : ClassA

<<create>>
methodX

methodY

returnY

objectC : ClassC

methodZ

returnZ
X

Time
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action 2

action 1 a : Matrix

main

setDenseMatrix
<<create>>

<<create>>

<<create>> sfa : DenseFormat

pa : DenseProperty
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a : Matrix
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sfa : DenseFormat
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action 3

action 4

main a : Matrix sfa :  : DenseFormat

assign
assign

assign

element
element

element

number
number

number

pa : DenseProperty
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0���� *���H ��2���� %������ �� %	����� ���%��� �& � &�������� �� ����� �����@
���������&�

������ �� ���	 ��� �����.� $+�&� ��������& ��� ��������� �+� &�������� �������+�

���������	 &��� �+� %	����� ���%��� ���+���&� ��� �%�% �	 ��&� ������ �������%

�������&� � &������ ���	 �.����� ������ �& �����&����% �	 �)�5�����!$: !+���

� �& �� ������ �� ���&& �����	� $+� ������ � �& �����% !��+ �� ������ �� � &����&&

�� ��������� $+� �������������� �� �+� &�������� �������+� �& &����	 �� �� ���

�+� ���+�% ����� �� �+� �����% ������ �����&������ �+� �������	� $+� %	�����

���%��� ���+���&� !��% �+��� �+� ���&& �� �+�& ������ ��% &����� �+� ���+�%

�+�� �& ����������% �� �+�& ���&&� 0���� *��� ���&���& � &�2���� %������ !+���

�+� ���+�% ����� �& �� ���% �� �!� �������& !��+ %�8����� ���������&�

6� � ���� ������� ��&�A !+��� �����	 ���������& ��� ����������% &��� �+�

���������& ��% &������ ������& �� ���+ �������&A �+� &�������� �������+� +�& ��

�� ����������% �.�������	�

:� � �8��& �+� ��&&������	 �� ������� &�������& !������ �� ��+�� �������&

&��� ��& "��� #���� $	������� �
���� ��� ��������� � &�������� �������+�

�+�� �+���& �� � ���%������� ������	 &�����& �+� ����������� �� �����. ���������&

��% &������ ������& ��% �+�� ���� �+� &�������� 1 �� !+�� �+� �����������

�� �����. ���������& ��% &������ ������ �& ��� &������% �� ������& ��&&����

�� ��!�	& ���� ���%������� ������	 &�������&� 6� �+�& !�	A �
���� ������&

&����	 � !������ ��� ���%������� ��������&I &��& ���
���� ����<� ���� � &������

���������A ��% ������	 %� ������& ��� &� � �+��� �����	 ��%� ��% ����������� ��

��! �����������	� 1.��������& !��+ �+� :� � 3��� � 6�������� ����&&��� 0������



������� �� 	������
���	�
 �� ������ �*�

���� ��% ��/��5 +� � �������% &������ ����������� �� �+�� ��+�� �% �	 �+�

0������ ��������& �J�G�"KA J���'KA J����KA JG0C
�'KA JGG
���K��

��. %���
��

$+� �������������� �� �
���� �& �+� ���� �� �+�& �+������ $+� �
����>&

%�&��� +�& ���� ��%�<�% &� �+��H

� �+� �������� ��+�������� ���&& +������+	 %��& ��� &� ������� ��+��������

�� ��%�� �����&�% ���������&A &�+ �& &	������� ���%�%I

� �  ��&��� �� �
���� �& ������% ��� ���+ �������� %��� �	��I ��%

� �!�@%����&����� ����	& ��� ����������% �	 ������� �+�� �� ���@%����&�����

:� � ������� ����	&�

1.����� �������& +� � ���� ���&����% &+�!��� +�! �������& ��%  ��!& ���

������% ��% ��������&�%� 4&��& ��� &�����	 �+� &������ ������ ��� ���+ �����. ��%

��� ��&� ���	 �� �+� ������	 !+��+ ��� �����������	 &����� �+� &������ ������

�����%��� �� �+� �����. ���������&� 4
� ������ %������& ��% &�2���� %������&

���&����� �+� ��������������&�

$+� ���������� �� &������ ������& ��2���& �+� ����������� �� ���������&A

��% �& ����������% �	 �+������ �+� ���&�&����	 ���!��� �+� �������	 ��% &������

������ �� � �� �� �����.� ���&�&����	 �& �+����% !+�� �������& ��� ������% �&��&

+� ��� &����<�% � &������ ������� ��% !+�� �������& ��� �������% �� �& �+���

���������& ��	  ��	�

� �����. ���������� �� �
���� �& %� �%�% ���� �+������ ���������&& �� ��@

�������&A ����������� �+� ���������&A &�������� �� �������������� ��% �����@

������� �+� �����. ����������� $+� �������������� �� �+� �����. ����������

��� �� �� &������ ������A �����. �� �������� ��&�������� �� ��&� 
����. ��&��������

�� �� ��%��& �+� ����� �� ��������������&A &���� �+�& ��&�������� �� �� �& ��%�@

���%��� �� &������ ������&� C�!� ��A �+�& ��&�������� �� �� ������& %����%���

�� �+� �����. ���������& ����&� �+� ��������������& ��%����� �.�������	 �+� ��@

���. ��&����� �� �+� �������& �� �� ����&&�%� $+� �������� ��&�������� �� �� %�<��&

� �����. �������� �+�� ��� ��&�& � �����. ������@!�&� �� ��!@!�&�� ����&&��� �+�

���?��� �������&� � �����. �������� %��& ��� %������ �.�������	 �+� �������& ��

�� ����&&�%� $+&A ��� �+�& ��&�������� �� ��A �+� ����� �� ��������������& �&

��%��% �� �+� ����� �� ���+�������� �����. ���������&�



������� �� 	������
���	�
 �� ������ �,)

�� ��&�	A �+� &�������� �������+�  ����& %����%��� �� �+� ��&�������� �� ��

�� !+��+ �����. ����������& ��� ����������%� �
���� ��� ������ �� ������

�������% ���������A �� � !������A �� ���%������� ��������& �� �+� &�������� �������+�

��!�	& &�����& &�������& �� �+�&� ��������&� �
���� ��� �� ��&� � +	���%

������	 !+��� &��� �����. ����������& ��� ����������% �� �������� ��&��������

�� �� !+��� ��+��& ��� ����������% �� &������ ������ ��&�������� �� ���

$+� ��.� �+����� ����	&�& �����&�����& �%�� !+��+ �+� ����������� �� ����@

�����& ��% �+� ���������� �� &������ ������& ��� ����A �� �� ���Æ������ 6� ��&�

���&���& &�������& !+��� &��& +� � �� �+��&� ����� &����������	 �2� �����

�����. ����������& !��+ %�8����� �.������ ����&� $+�&� &�������& ��� ���+��

��� &�� �% �	 ��������& �� �� �& �&�� ��� ��������& �� �%%��&& �+���

1.��������& �� �����. ���������& ����������� ��% �� �������� &������ ���@

��� ���������� �	 ��������& +� � ���� �������% �� J����-KA J�;�-KA J
���"K

��% ��� 
����� �� JG
��#K� �������&��& ���!��� ��������������& �� ��������

��&�������� �� �� ��% ��������������& �� &������ ������ ��&�������� �� �� +� �

���� �������% �� J���'�KA J���'�KA J���'�KA J����KA J�����K ��� 
$�A !+��+ �&

!������ �� �BB�



��
���� #

������ �� ��� ����
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��

$+�& �+�&�& +�& �����!�% � ������	 �������+ �& �+� !�	 �� ����� ��� �+� %� ����@

���� �� ������ ������� �������&� �� ������ �������% ������	 �+��H

� �����&����& &������ ������& ��% �������& �� ���&&�&A

� &�����& �+� ����������� �������������� �� ������� �����. ����������& �� ��

�+� ���������& ��% &������ ������& �� �+� �����. ������%&A ��%

� �& ���� �� ������ �+� &������ ������& ��% �� ��������� �����. ���������&

�� �� �� �����������	 ��� ��������&�

+�& ���� %�&����% ��% %�&�����% +�! �+� ������	 ���% �� ����������%�

$+� ������� � �� �+�& �+����� �& �� �� �&������ �+� %�Æ�����& �� %� ������� �+�

������� !��+ ������ �.������ ����I ������ ������� ��������&A ���+ ���%�������

��% ������ �������%A ������ &�� � �+�& �+��������

$+� %�Æ�����& ��� �� �� ��� �� �!� ����&� 0��&��	A %�8����� &����������	

�2� ����� �����. �.���&&���& �+�� ��� �� ����������% 	���%��� %�8����� ���@

����&A ��% �+� �.������ ����& �� �+�&� �������& ��	 �� %�8������ $+� ���� ��


��	������ ��������	 �& &�% &���� �� �& ���	 !+�� ������� N������ ����� ����+�����

�& �&&��% �+�� �+� �������& ��� �����	 �2� ������ $+� �2� ����� �.���&&���&

��� �������% ���� �+� ���+�������� ���������& �� �+� �����. ���������&� $+�

�������� � �������	 �� �����. �%%����� �������� ,���A �+� �&&������ � �������	

�� �����. ������������� �������� ,�#�A ��% �+� %�&������ � �������	 �� �����.

������������� ��� %�&�&&�%�

$+� &����% %�Æ���	 �& %������	 ������% �� �+� �� �� �����������	� 1.�����&

��� ���&����% �� ���&����� !+��� � ������	 �������+ ������ ��������� �Æ������	

�,�



������� �� �	�	�� �� ��� �	����� �������� �,#

�+� ���������& �+���+ �����. ����������& �������� ,�*�� 6� �& ��&� %�&�����% �+�

������� �� &�������� �+� ��&� &������ ������ ��� ���+ �����. �� � ������� ��������

,�,��

0�����	A �+� �+����� ��� �%�& �� � �� ��! �� � &���!��� �� �������� ��� �+�

%� �������� �� ������ ������� �������&A���� � ������� &�� ��� �� ��������A �+��

�����& �+� ������	 �������+ !��+ ���+��2�& �� �%%��&& �+� %�Æ�����& �%����<�%

�������� ,�-��

��� 	��  ��� ����� $�����

$+� �������� � �������	 �� �����. �%%����� &����& �+��

� B� D � B �
 �,���

;+�� �%%��� ( �������&A �+� �������� � �������	 	���%& �+� �����!��� �%�������&H

�B� B � D � B � B�

D � B �B �

D � B � B �

D � B � B�

D � B� B �




�+� ����� �� %�8����� !�	& �� �����&������ �+� �%%����� �� ( �������& �& (�# D -�

;+�� �+� ����� �� �������& �& ������&�% � �� *A �+� �������� � �������	

	���%& *W D #* %�8����� �����&��������& ���%����� �� �+� �%%�����&�� 6� �������A

!+�� �%%��� � �������& �+� �������� � �������	 	���%& �W %�8����� �����&��@

������&� 4&��& !+� !��� �� %� ���� � ������� �+�� ��������& �+� �%%����� �� �

�������& ��� %� ���� �W %�8����� �������&I ���+ ������� �����&���%& �� � %�8��@

��� ��%�� �� �%%������ 0�� �.�����A �+� �%%����� �B�B� ��� �� ���������% �&

1)! ,�$,& �� 1)!�,&$, �� 1)!&,�$, �� � � � A ��� ����� &����������	 �2� �����

�������&� C�!� ��A �+� �.������ ���� �� ���+ �������  ����& %����%��� �� �+�

��%�� �� �%%����� ��% �+� ���������& �� �A � ��% ��

0�� �.�����A &���&� �+�� � ��% � ��� %������� �������& ��% � �& � %��&�

�����.A ��% ��� �� �+�� ��� � �� �������&� � &�������&�% ������� �+�� �����@

����& 1)! ,�$,& !��% &� #� N������ ����� �%%����� ��&�������&A (� B ��

�����	 ���% ��&�������& ��% #�� �����	 !���� ��&�������&� �� �+� ��+��



������� �� �	�	�� �� ��� �	����� �������� �,(

��B�� B � �� B �� B�

1) ,� 1)1,& $���� 1)&, 1)1,� $����
�B� �B� � B� � B�

X �%% � � #� � � #�
X ���% #� �� B� �� B (� �� B� �� B� #��� B��
X !���� �� �� #�� �� �� #��

$���� ,��H 3���� �� ��&�������& ��� �������& ������������ � B � B � ��%
� B�B�A !+��� � ��% � ��� ��� %������� �������& ��� ��% � �& � ���

%��&� �����. ����

+��%A ����+�� &�������&�% ������� !+��+ ���������& 1)!&, $,� !��% &� �+�

&��� ����� �� ��&�������& �.���� �+�� �+� ����� �� �����	 ���% ��&���@

����& ������& #�� B��� �$���� ,�� &+�!& +�! �+�&� ����& ��� �������%�� �&@

&���� ���&���� �.������ ���� ��� �����	 ����&&A �+� ������� ����������% �&

1)! ,�$,& !��% �� ��&��� �& �� �.����& ���� ��!�� �����	 ���% ��&�������&�

$+� ��� ����� ������� �& %�<��% �& �+� &����+ ��� �+� ������� �+�� +�& ����@

�� �.������ ���� �� �������� �� �.���&&��� �� � �������& !+��+ ��� �������%

�	 �+� &��� �������� � �����	 ����������

$+� �%%����� �� � �������& ���&�����& � ��� ����� �������A ��% &� � &����+

&���� �� �W ��&&���� &������& �+��������&�& �+� �%%����� �� � �������&�

6� �+�& ��&�A �+� ��&� ��%�� ������� ��� �� &�� �% �	 <�&� &�������� �+� �!�

�������& !+��+A !+�� �%%�%A ���%�� � �����. !��+ �+� ������ ����� ��

���?��� �������&� ;+�� ���� �+�� ��� ���� �� �������& ���%�� � �����. !��+

�+� ������ ����� �� ���?��� �������&A �+� ���� �+�� �������� ��	 �+� &�����&�

����� �� ���?��� �������& �& &������%� 6� �+�& !�	 �+� ��&� ��%�� ������� ���

� �������& �& &�� �% ����&� ��	 �� ����& �� �+� ��&� ��%�� ������� ��� � � �

�������&� $+� ��&� ��&� ����& !+�� � D #�

$+�& �������+� ���%& � ���+���&� �� ���%��� �+� ����� �� ���?��� �������&

��� �+� ��&�� �����.� $���� *�( ���&����% �+� ���& !+�� %��&� ��% ���%�%
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<�&� ���� �� �+� ������� %������& �+� ���� �������& ��% �+��� �����. ���������&
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������� �� �	�	�� �� ��� �	����� �������� �,�

��% �.�����	 �������& ��� ������% �� +��% �������%���� �� <��� ��&��&� ������
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�����& ��� �� �+����%� $+�&� &������ ������ �+����& ���% �� �����&����% �	

�� �������& �� ������� ���+�%&� $+�&� ���+�%& !��% ��� ���� � ������ &���@
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�����& !��+ �+� ��� ��& &������ ������&I ��+��!�&� �+� �.������ ���� ������&�&
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��� %�&����� �+� ������� �� ����& �� �����. ����������&A
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���� �� ���+ ����A ���� ��&� ���A �& ��&�% �� &	���. %������% ����&������ J��4',KA

� &���%��% �������� ���+��2� �� ���&� ����������� �������&�

�������� %�������� �� ���?��� &������A ���� ��&� ���A +�& ���� �%%��&&�%

�	 ��� ��% ;��&+�8 J�;��K� $+�	 +� � ��&� �����&�% � +���&��� ��� &�� ��� �+�

��&� &������ ������ ������� J�;�-K�

$+� &�������� �� �+� ��&� ����������� �� ������%������� ��% ������� � &�� ��A

���� ��&� ���A �����+�� !��+ �+� ��&� ��%����� �������+�A ���� ��&� �+�A ��� &���&�

&	&���& �� ������ �2�����&A ������ �& ���� ��&����+ ��������



��
���� $

�����������

������ �������% ������ ������� ��������& ��� �����&�% �& � !�	 �� ����� ��� �+�

%� �������� �����&& ��� ������ ������� �������&� ������ �������% &���!��� ���@
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%�����&� ��&���& ��� ���%������� ������ ������� ��������& ��� %�������% �	 �����@

��������� %�����& !+��+ ���  �&���� �� �+� &��&� �& � ���&�2����A �+� �����������
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���%���%A ��%A �& � ��&��A %�8����� ������ �������% ��%��& +� � ���� �����&�%�

$+�&� ��%��& &�� � �� ���&&��	 � &�� �� ������ �������% ������ ������� ��������&�
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������ �������% ��������& ��% �� �+� ���%���% ����	&�& ��% %�&���A � ������	

��������� +�& ���� �����&�% ��� ��&�� �����. ���������& ��% ��� �+� &������ ��
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$+� �������� ������ ������� �������	 +�& ����	&�% �������& ��% �+��� ���@

�������& �� ��%�� �� <�% �+��������&���&A ���� �����. ���������&A !+��+ ��� ��

�.������% �	 �+� ��������������& �� �+� ���������& �� ��%�� �� ��%�� �+��� �.�@
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����. ���������& ��� �+��������&���& �� �����. &������& �+�� ���&�

�������%�	 �� ������ ������� �������&� ���� �� �+� �����. ���������& ��&� ������
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�+��� ��� �& ���	 %�8����� ��������������& �& %�8����� �����������& �� �% �&@

���� &������ ������& ��� �+� �����. ���������&A ��% �+� ����� �� �������+�& �&
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