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Sammanfattning

Vi unders�ker ett antal kopplingar mellan Young�Tabl�er� Ballot�

tal och m�nsterundvikande permutationer� Vi visar ocks� att f�r vissa

m�nster p kan antalet involutioner som undviker p f�rklaras med hj�lp

av p�s cykelstruktur� F�r att g�ra det l�ttare att se cykelstrukturen

hos ett m�nster� tar vi fram ett s�tt att visualisera permutationer med

l�ngd � ��

Abstract

In this paper� we study some connections between Young�Tableau�

Ballot�numbers and pattern avoiding permutations� We also show that�

for some patterns p� the number of involutions avoiding p can be explai�

ned in terms of the cycle�structure of p� To facilitate the interpretation

of patterns in terms of their cycle�structures� we propose a technique

for visualisation of permutations of length � ��
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� Inledning

En Young�Tabl�� 	r en tabell med talen �� � � � � n ordnade enligt f�ljande
regler�

� Om talen a och b 	r p� samma rad och a st�r till v	nster om b� s�
m�ste a � b och

� om c och d 	r i samma kolumn och c 	r �ver d s� m�ste c � d�

Raderna i tabellen m�ste inte vara lika l�nga� men rader h�gre upp m�ste
vara l	ngre 	n eller lika l�nga som rader l	ngre ner�

� � � �
� �
� �
�

	r ett exempel p� en Young�Tabl� med talen �� � � � � �� Tv� andra exempel 	r

�
�
� och

� � � �
� �

� Young�Tabl�er med tv� rader

En erfaren kombinatoriker f�reslog mig att jag skulle f�rklara varf�r antalet
Young�Tabl�er �som i forts	ttning helt enkelt ben	mns �tabl�er�� av storlek
n	 � med exakt tv� rader 	r

C
n� �
�

n	 �

�
�n

n

�
� ���

Talf�ljden som genereras av ���� och vars inledande termer 	r

�� �� �� �� ��� �� � � � ���

�Efter den engelske gruppteoretikern Alfred Young ����������	


�



kallas Catalantal�� och dyker upp i en m	ngd kombinatoriska problem �i
Richard Stanleys bok �Enumerative Combinatorics� ��
� �nns en �vnings�
uppgift som inneh�ller �ver �� olika problem d	r l�sningarna involverar Ca�
talantal��

F�r att testa hypotesen konstruerar vi f�r hand alla m�jliga tabl�er som har
�� �� � och � rutor�

�

�
�

�

� �
�

� �
�

�

� � �
�

� � �
�

� � �
�

� �
� �

� �
� �

�

� � � �
�

� � � �
�

� � � �
�

� � � �
�

� � �
� �

� � �
� �

� � �
� �

� � �
� �

� � �
� �

R	knar vi antalet tabl�er av varje storlek f�r vi f�ljande tabell� d	r vi kallar
antalet tv�radiga tabl�er med n rutor f�r T �
n��

n C
n� T �
n	 ��

� � �
� � �
� � �
� �� �

Tydligen 	r l�sningen inte Catalantalen� ty T �
� 	 �� �� C
���

�Efter den franske matematikern Eug�ne Charles Catalan ����������	
 Catalan arbe�
tade med talteori och kedjebr
k p
 �cole Polytechnique i Paris
 Hans matematiska karri�r
f�rsv
rades f�r �vrigt av hans starka sympatier f�r den politiska v�nstern ����
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Figur �� Konstruktions�algoritm f�r tv�radiga tabl�er�

Hur g�r man f�r att ta fram en formel f�r T �
n��

De tal som ing�r i dessa tabl�er st�r antingen i den �vre eller i den undre
raden� Man kan bygga upp en tabl� genom att placera ut talen �� � � � � n i
nummerordning� Placera varje nytt tal l	ngst till h�ger i antingen den �vre
eller den undre raden�

Det 	r dock inte alltid som man kan v	lja fritt om man vill placera ut talet
i den �vre eller den undre raden p� grund av�

� villkoret att den �vre raden inte f�r vara kortare 	n den undre och

� storleksvillkoret� som s	ger att varje tal i den undre raden m�ste ha
ett mindre tal rakt ovanf�r sig�

Man kan visualisera konstruktionsprocessen med hj	lp av ett tr	d� som i
�gur ���� Vi m	rker att tr	det 	ven inneh�ller tabl�er med enbart en rad�
och det verkar l	ttare att generellt beskriva antalet tabl�er med en eller tv�
rader� snarare 	n tabl�er med exakt tv� rader� Vi kallar antalet tabl�er med
en eller tv� rader f�r T 
n��

�



De noder p� tr	det i �gur ��� som representerar tabl�er d	r b�da raderna
	r lika l�nga skiljer sig fr�n de �vriga noderna� i det att de bara har ett
�barn�� N	r vi skall beskriva konstruktionsalgoritmen matematiskt m�ste vi
d	rf�r ha en modell av tabl�erna som beskriver tabl�ernas form� Inf�r vi
beteckningen B
a� b� f�r att beskriva antalet tabl�er med a rutor i den �vre
raden och b rutor i den undre� kan vi teckna f�ljande rekursion�

B
a� b� � B
a� b� �� 
a � b� ���

B
a� b� � B
a� b� �� 	B
a� �� b� 
a � b� ���

Ekvation ��� s	ger att antalet tabl�er med formen 
n� n� det vill s	ga tabl�er
med tv� lika l�nga rader 	r lika stort som antalet tabl�er med formen 
n� n�
��� Orsaken 	r att tabl�erna med formen 
n� n� bara kan skapas p� ett s	tt�
n	mligen genom att l	gga till en ruta i den undre raden p� en tabl� med
formen 
n� n� ���

Ekvation ��� beskriver det faktum att �vriga tabl�er� dvs d	r a � b� kan
skapas p� tv� s	tt� antingen genom att l	gga till ett tal i den undre raden
p� en tabl� med formen 
a� b� �� eller genom att l	gga till ett tal i den �vre
raden p� en tabl� med formen 
a � �� b�� Det totala antalet tabl�er m�ste
d	rf�r vara summan av antalet tabl�er med dessa respektive former�

Ett steg mot att hitta en formel f�r T 
n� 	r att skapa en tabell med v	rden f�r
B
a� b�� Detta kan vi g�ra med hj	lp av ekvationerna ��� och ��� tillsammans
med de v	rden vi f�tt genom att konstruera tabl�er f�r hand� Vi b�rjar med
att fylla i dessa v	rden�

a�b � � � � � � 

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

 � � � � � � �

Eftersom vi inte till�ter tabl�er d	r a � b� dvs d	r den undre raden har �er
rutor� vet vi att B
a� b� � 
 f�r alla a � b�

�



a�b � � � � � � 

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

 � � � � � � �

Nu 	r det enkelt att fylla i resten av tabellen med hj	lp av ekvationerna ���
och ��� eftersom de betyder att varje tal i tabellen 	r summan av talet till
v	nster och talet ovanf�r� Vi best	mmer oss ocks� f�r att l�ta B

� 
� � ��

a�b � � � � � � 

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � �� �� � �
� � � �� �� �� �� �

 � 
 �� �� �� ��� ���

Antalet tabl�er med exakt tv� rader T �
n�� som vi s�kte inledningsvis� kan
vi nu f� fram genom att summera B
a� b� �ver alla former f�r vilka a	 b � nX

a�b�n

B
a� b�� �

�eftersom vi inte 	r intresserade av tabl�erna med bara en rad� vilket ger
talf�ljden�

�� �� �� �� ��� �� � � � ���

detta 	r� kan man s	ga� en l�sning till problemet eftersom vi� om det skulle
beh�vas� kan g�ra tabellen st�rre�

��� F�rs�k till bijektivt bevis

Vi vill dock hitta ett enklare s	tt att beskriva talf�ljden� En praktiskt metod
f�r att komma vidare fr�n detta l	ge 	r att skicka de tal man f�tt fram till

�



den stora databasen �Sloane�s On�Line Encyclopedia of Integer Sequences�
p� Internet�� Vi f�r d� reda p� att v�r talf�ljd heter A������ och beskrivs
av
� n
dn��e

�� �� Om vi struntar i att dra bort ett� och r	knar tabl�er en eller
tv� rader f�r vi allts� att

T 
n� �

�
n

dn��e
�
�

Ett s	tt att visa� eller f�rklara� varf�r m	ngden av alla en� och tv�radiga
tabl�er 	r lika stor som m	ngden av alla uppdelningar av n element i tv� lika
stora delm	ngder� 	r att skapa en bijektion� Detta inneb	r att vi skapar par�
i v�rt fall par av tabl�er och uppdelningar av �n� i tv� lika stora delm	ngder�
Vi kallar m	ngden av alla uppdelningar av talen �� � � � � n f�r X och m	ngden
av alla tabl�er med en eller tv� rader f�r Y � Vi vill hitta p� en algoritm �
vi kallar den A � som tar ett element x � X och ger ett element y � Y �
Anv	nder vi n � � som exempel vill vi allts� i f�ljande tabell�

� � �
� � �����
� � �
� � �����
� � �
� � �����
� � �
� � �����
� � �
� � �����
� � � �
� �����
� � � �
� �����
� � � �
� �����
� � � �
� �����
� � � � � �����

som inneh�ller b�de alla tabl�er med � tal och alla s	tt att v	lja ut � tal

�http���www
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fr�n f�� � � � �g� komma p� ett s	tt att koppla samman varje tabl� till v	nster
med ett val av tv� tal till h�ger�

Vi f�rs�ker l�sa detta problem genom att anv	nda v�r intuition om vad
som kan t	nkas leda till en rimlig generell algoritm f�r att skapa s�dana
par� Betraktar vi valet av talen f�� �g� s� kan man ju t	nka sig att dessa

skulle kopplas samman med tabl�n
� � �
� � � Det samma g	ller f�r de �vriga

tabl�erna med tv� tal i den undre raden� Tar vi bort dessa f�r vi f�ljande
lite mer problematiska tabell�

� � � �
� �����
� � � �
� �����
� � � �
� �����
� � � �
� �����
� � � � � �����

T	nker vi oss att de tal som 	r utvalda 	r tal som vi skulle vilja placera i
undre raden �detta st	mmer ju med vad vi gjort hittills� ser vi att alla val som
�terst�r skulle leda till otill�tna tabl�er� Fyran och femman f�rekommer bara
i tv� av valen p� h�gersidan� s� det 	r inte speciellt l�ngs�kt att identi�era
dessa med de respektive tabl�er d	r fyran och femman 	r i den undre raden�
Det enda som �terst�r 	r nu

� � � �
� �����
� � � �
� �����
� � � � � �����

Det �nns naturligtvis m�nga alternativ� b�de i den h	r situationen och i det
�vriga resonemanget kring hur bijektionen skall utformas� Det k	nns dock
naturligt att l�ta f�� �g kopplas samman med den enradiga tabl�n� f�� �g
med tabl�n som har trean som enda tal i undre raden� och till sist f�� �g
med tabl�n som har tv� som enda tal i undre raden�






Om vi med utg�ngspunkt fr�n detta exempel kan ta fram en generell al�
goritm f�r att skapa en en� eller tv�radig tabl� med utg�ngspunkt fr�n en
uppdelning av talen �� � � � � n i tv� lika stora delm	ngder� och varje uppdel�
ning ger en speci�k tabl�� har vi hittat en bra f�rklaring till varf�r antalet
en� eller tv�radiga tabl�er med n tal 	r lika med antalet s	tt att v	lja ut
h	lften av de n talen�

En generell algoritm som ger de kopplingar vi f�tt mellan tabl�er och val av
tal i exemplet 	r f�ljande�

� Placera alla tal som inte 	r valda i den �versta raden� och de valda talen
i den undre raden� justerade till v	nster� �Detta ger allts� en otill�ten
tabl� med h	lften� eller n	stan h	lften� av talen i den undre raden��

� Titta p� det tal i den undre raden som 	r l	ngst till v	nster� Det �nns
tv� m�jligheter

� Om talet ovanf�r 	r mindre s� 	r dessa tv� tal en till�ten kombi�
nation� G� d� vidare med n	sta tal i den undre raden�

� Om talet ovanf�r 	r st�rre s� l	gg det undre talet i den �vre raden�
n	rmast till v	nster om det tal som 	r i den �vre raden� Flytta
sedan de �vriga undre talen ett steg �t v	nster s� att det tal som
st�r p� tur hamnar under samma tal i �vre raden som det vi just
�yttade p� hade ovan f�r sig innan vi �yttade p� det�

� Forts	tt p� detta s	tt tills alla tal i den undre raden 	r beaktade�
� Vi har nu en tabl� som kan se konstig ut� f�r talen i den undre raden
	r inte v	nsterjusterade� Ordna detta genom att skjuta samman dessa
tal l	ngst till v	nster�

F�r det f�rsta 	r det klart att det verkligen blir till�tna tabl�er� f�r vi l�ter
bara tal vara kvar i den undre raden om de 	r till�tna� N	r vi �yttar upp tal
s� har vi alltid ett st�rre tal till h�ger� eftersom vi �yttar upp just om talet
ovanf�r 	r st�rre� och det 	r detta tal som sedan hamnar till h�ger� N	r vi
slutligen �yttar vissa tal i den undre raden �t v	nster s� hamnar de under
tal som 	r mindre 	n de tal de tidigare hade ovanf�r sig� s� detta kan inte
leda till att tabl�n blir otill�ten�

�



Vi illustrerar med ett exempel� Antag att n � � och talen f�� �� �� �g 	r
utvalda� Vi b�rjar d� med den otill�tna tabl�n

� � � � �
� � � � �

Eftersom � � � s� �yttar vi upp ettan till v	nster om trean���

� � � � � �
� � � � �

Vi �yttar undre raden ett steg �t v	nster� s� att tv�an hamnar under det tal
som ettan f�rut hade ovan f�r sig� dvs trean�

� � � � � �
� � � �

Eftersom � � � s� �yttar vi 	ven upp tv�an� som hamnar mellan ettan och
trean���

� � � � � � �
� � � � �

skifta undre raden ett steg �t v	nster���

� � � � � � �
� � � �

vi har nu att b�de � � � och � � � s� vi skall inte �ytta upp n�gra mer tal�
Slutligen �yttar vi femman och nian �t v	nster� s� att vi f�r en riktig tabl����

� � � � � � �
� �

och vi 	r klara med exemplet� Den algoritm vi hittat p� fungerar inte som
bevis i matematisk bem	rkelse� Det stora problemet 	r att vi inte �vertygat
oss om att alla m�jliga tabl�er verkligen kan skapas med hj	lp av algoritmen�
Vill vi vara matematiskt korrekta b�r vi� f�r att f�rs	kra oss om detta� hitta
en algoritm B som tar ett y � Y och ger ett x � X och f�r vilken

B
A
x�� � x�

Kan vi bevisa att detta g	ller f�r alla x s� har vi bevisat att jXj � jY j� det
vill s	ga att m	ngderna har lika m�nga element� Det var dock lite sv�rt att
g�ra ett ordentligt bevis f�r detta� s� vi n�jer oss h	r med att beskriva en
algoritm som potentiellt uppfyller denna egenskap�

�



� Flytta det undre tal som st�r l	ngst �t h�ger� l	ngre �t h�ger tills dess
att det� om vi �yttade det ett steg till� skulle f� ett tal st�rre 	n sig
sj	lvt �ver sig�

� Upprepa f�r �vriga tal� fr�n h�ger till v	nster� Det �nns tv� orsaker till
att ett tal inte kan �yttas l	ngre till h�ger� antingen att talen i �vre
raden 	r f�r stora� eller att ��yttv	gen� blockeras av ett annat redan
�yttat tal i den undre raden�

� Forts	tt tills dess att alla tal i den undre raden 	r �yttade�
� Med b�rjan fr�n v	nster� �ytta ner de tal i den �vre raden som st�r
�ver luckor i den undre raden� tills dess att h	lften av talen st�r i den
undre raden�

Med detta l	mnar vi f�rs�ken att hitta en bijektion mellan Young�tabl�er
och val av tal� I kapitel ����� anv	nder vi ist	llet det f�rarbete som gjorts i
kapitel ��� f�r att� med hj	lp av Ballot�talen� matematiskt bevisa att antalet
Young�tabl�er av l	ngd n med h�gst tv� rader 	r

�
n

dn��e

�
�

��� Ballot�tal

Vi har nu� om inte bevisat matematiskt� s� �tminstone intuitivt gjort klart
f�r oss att T 
n� faktiskt 	r

� n
n��

�
� Under l�sningsprocessen skapade vi en

tabell med v	rden f�r B
a� b�� och dessa v	rden vet vi ingenting om� Vi
ser ocks� att huvuddiagonalen i tabellen tycks vara Catalantalen� som up�
penbarligen har n�got samband med detta problem� F�r att komma vidare
anv	nder vi samma konstgrepp som tidigare� databasen p� Internet� men den
h	r g�ngen matar vi in tal fr�n rad � �bara f�r att v	lja n�gon� i tabellen� Vi
f�r d� reda p� att v�r tabell faktiskt kallas Catalans triangel� att den heter
A������� och att den har anknytning till n�got som kallas Ballot�talen�
vilka dyker upp som l�sningen till ett problem som har stora likheter med
v�rt� ett problem vi skall �terkomma till senare�

I en artikel av Ira Gessel �
� �som f�r �vrigt studerat f�r Richard Stanley�
som vi tidigare n	mnt i samband med Catalantalen� �nns en mycket elegant
h	rledning av en sluten formel f�r Ballot�talen� som mycket enkelt kan f�s
att passa de de�nitioner vi tidigare gjort i samband med tv�radiga Young�
Tabl�er�

��



Gessel utg�r ifr�n en di�erensekvation snarlik v�ra ekvationer ��� och ����

B
n� k� � B
n� �� k� 	B
n� k � �� �
�

B

� 
� � 
 �
�

B
�� 
� � � ���

B

� �� � �� ���

Ist	llet f�r att l�ta B

� �� � 
 som vi hade �eftersom det inte �nns n�gra
tabl�er som bara har en ruta i den undre raden� g�r han B antisymmetrisk�
s� att B
n� k� � �B
k� n�� Anledningen 	r att detta leder till en mycket

enklare formel f�r B
n� k�� 	ven f�r de v	rden p� n och k d	r n � k� Utifr�n
dessa ekvationer konstruerar Gessel en genererande funktion�

��� Genererande funktioner

En genererande funktion 	r en kontinuerlig funktion vars serieutveckling
har de �hel�tal man 	r intresserad av som koe cienter� Antag att vi 	r in�
tresserade av f�ljden �� �� �� �� �� �� � � � vilken best	ms av di�erensekvationen
ak�� � ak�� 	 ak samt begynnelsevillkoren a� � 
 och a� � � �det vill s	ga
Fibonaccitalen�� Den genererande funktionen F 
x� f�r denna talf�ljd 	r d��
per de�nition�

�X
n��

anx
n�

Den viktigaste po	ngen med genererande funktioner 	r deras anv	ndbarhet
f�r att representera och f� fram slutna uttryck f�r talf�ljder som 	r de�niera�
de i form av di�erensekvationer� Genererande funktioner anv	nds i samband
med di�erensekvationer p� samma s	tt som Laplace�transformen i samband
med di�erentialekvationer� F�r att demonstrera detta skall vi f�lja ett exem�
pel ur Herbert Wilfs bok generatingfunctionology ����� d	r han tar fram en
formel f�r Fibonaccitalen med hj	lp av genererande funktioner� P� samma
sida som detta exempel �nns en punktlista d	r Wilf redog�r f�r den gene�
rella metod man anv	nder n	r man l�ser problem med hj	lp av genererande
funktioner� en lista som 	r s� anv	ndbar att den f�rtj	nar att �terges i sin
helhet�

�� F�rs	kra dig om att de v	rden f�r den fria variabeln �s	g n� d	r di�e�
rensekvationen 	r uppfylld 	r klart avgr	nsade�

��



�� Ge ett namn �t den genererande funktionen som du letar efter� och
skriv ut funktionen i termer av den ok	nda talf�ljden �det vill s	ga�
kalla den till exempel A
x� och de�niera den att vara

P
n�� anx

n��

�� Multiplicera b�da sidorna av di�erensekvationen med xn� och summera
�ver alla v	rden av n d	r di�erensekvationen g	ller�

�� Uttryck b�da sidorna explicit i form av A
x��

�� L�s ut den ok	nda genererande funktionen ur de ekvationer som ska�
pats�


� Om du vill ha en exakt formel f�r talf�ljden som 	r de�nierad av di�e�
rensekvationen� s� f�rs�k att expandera A
x� som en potensserie med
hj	lp av vilken metod som helst som du kan komma p�� Speciellt� om
A
x� 	r en rationell funktion �en kvot av tv� polynom� s� kommer
detta att �stadkommas med hj	lp av partialbr�ksuppdelning� f�ljd av
separat hantering av de respektive termerna�

Vi b�rjar allts� �punkt ett� med att konstatera att v�r di�erensekvation

an�� � an�� 	 an

g	ller f�r alla 
n � ��� Vi kallar v�r genererande funktion f�r F 
x�� och
de�nierar den som

P
n�� anx

n �punkt tv��� Vi multiplicerar v	nsterledet
med xn och summerar �punkt � och ���

a�x	 a�x
� 	 a�x

� 	 � � � �
F 
x�� x

x
�

G�r vi exakt samma sak med h�gerledet f�r vi�


a�x	 a�x
� 	 a�x

� 	 � � �� 	 
a�x	 a�x
� 	 a�x

� � � �� � F 
x� 	 xF 
x�

Vi l�ser nu ut F 
x� �punkt ���

F 
x� �
x

�� x� x�

Vi vill ha en explicit formel f�r �bonaccitalen� och d� m�ste vi hitta po�
tensserieutvecklingen av x

��x�x�
� Det enklaste s	ttet att g�ra detta 	r att

partialbr�ksuppdela� s� vi slipper den kvadratiska termen i n	mnaren� Wilf
l�ser detta genom att f�rst notera att

�� x� x� � 
�� xr��
� � xr�� 
r� �
��p

�

�
�

��



s� vi kan skriva

x

�� x� x�
�

x


�� xr��
�� xr��

�
�


r� � r��

�
�


�� xr��
� �


�� xr��

�

�
�p
�

�X
j��

rj�x
j �
X
j��

rj�x
j

�

Och enligt de�nitionen av v�r genererande funktion s� 	r allts� an koe ci�
enten framf�r xn i den serieutveckling vi f�tt fram� det vill s	ga

an �
�p
�

rn� � rn�� 
n � 
� �� �� � � �� ����

	r en explicit formel f�r Fibonaccitalen� Det verkar sm�tt osannolikt att
uttrycket ���� skall vara heltaligt f�r alla n� men det 	r det�

��� Bevis med hj�lp av Ballot�talen

Vi �terg�r nu till v�ra f�rs�k att med Ira Gessels hj	lp ta fram en sluten
formel f�r Ballot�talen� som allts� 	ven beskriver antalet tv�radiga tabl�er
med en viss form� Gessel g�r direkt fr�n ekvationerna �
����� till uttrycket


�� x� y�
�X

m�n��

B
m�n�xmyn � x� y

som faktiskt 	r ekvivalent med dessa ekvationer� I v	nsterledet har vi mot�
svarande B
m�n� � B
m � �� n� � B
m�n � ��� och h�gerledet svarar mot
begynnelsevillkoren� Vi kan nu l�sa ut v�r genererande funktion �som vi inte
givit n�got namn��

�X
m�n��

B
m�n�xmyn �
x� y

�� x� y

och h	rifr�n f� de slutna uttryck f�r Ballot�talen som vi s�ker�

B
m�n� �

�
m	 n� �

m� �

�
�
�
m	 n� �

m

�
�
m� n

m	 n

�
m	 n

m

�
� ����

��



Formel ���� svarar mot f�ljande tabell�

m�n � � � � � � 

� � �� �� �� �� �� ��
� � � �� �� �� �� ��
� � � � �� �� �� ���
� � � � � �� ��� ���
� � � � � � ��� ���
� � � � �� �� � ���

 � � �� �� �� �� �

De negativa talen i tabellen har ingen egentlig kombinatorisk betydelse� Kom�
binatorikern Percy A� MacMahon� vars arbete i b�rjan av �����talet ���� haft
stor betydelse f�r den senare kombinatoriska forskningen� kallade en s�dan
funktion f�r �redundant genererande funktion�� De egentliga Ballot�talen 	r
de tal i tabellen som 	r positiva�

Vi kan nu bevisa det vi kom fram till i det inledande kapitlet� n	mligen att
antalet Young�tabl�er av storlek k med en eller tv� rader 	r

� k
dk��e

�
� V�r

algoritm f�r att konstruera tabl�er ledde till ekvationerna ��� och ���� F�r
m � n 	r dessa ekvationer identiska med ekvationerna f�r Ballot�talen� och
vi kan identi�era B
m�n� som antalet tabl�er med m�� tal i den �vre raden
och n tal i den undre�

Antalet tabl�er med k rader ges allts� som summan av de B
m�n� f�r vilka
m	 n � k 	 � och m � n� Vi har nu att

X
m�n

m�n�k��

B
m�n� �

bk��cX
i��

B
k 	 �� i� i�

�

bk��cX
i��

�
k

k � i

�
�
�

k

k � i	 �

�

�

bk��cX
i��

�
k

k � i

�
�

bk��c��X
j���

�
k

k � j

�

�

�
k

k � 
bk��c�
�
�
�

k

k 	 �

�

�

�
k

dk��e
�

��



vilket visar p�st�endet�

��� Ballot�talens ursprung

Ballot�talen har f�tt sitt namn fr�n f�ljande problem� Antag att det varit
val� och kandidaterna A och B f�tt a respektive b r�ster� Om a � b hur stor
	r d� sannolikheten att A haft �er r�ster 	n B under hela r�str	kningen�
Denna fr�ga st	lldes f�r f�rsta g�ngen i slutet av �����talet av fransmannen
M� Bertrand� och �ck sitt svar ���
 i en artikel av D� Andr! �
��

Det �nns en direkt koppling mellan tabl�er med h�gst tv� rader och de
r�stningsf�rlopp vi 	r intresserade av h	r� genom att ett tal i den �vre raden
svarar mot en r�st p� kandidat A och ett tal i den undre raden svarar mot
en r�st p� kandidat B��

Det 	r l	tt att inse att det totala antalet r�stf�rlopp som kan intr	�a 	r
�a�b

a

�
�

Om vi kallar antalet f�rlopp d	r A hela tiden haft �er r�ster 	n B f�r B
a� b�
�f�r att vara speci�ka f�r vi s	ga att B
a� b� r	knar antalet m�jligheter efter
det att a f�tt den f�rsta r�sten� eftersom A inte har �er r�ster 	n B n	r b�da
har noll r�ster� s� 	r den sannolikhet vi s�ker

B
a� b��a�b
a

� � ����

S	tter vi in uttrycket f�r ballottalen ���� i ���� ser vi att l�sningen till
Ballotproblemet 	r a�b

a�b �

��	 Dyckv�gar

En mycket anv	ndbar teknik f�r att visualisera det fenomen som Ballot�
talen och de tv�radiga tabl�erna beskriver 	r Dyckv	gar�� En Dyckv	g 	r en

�Att kandidat A under hela f�rloppet m
ste leda� och sedan vinna svarar i tabl
v�rlden
mot att vi bara �r intresserade av tabl
er d�r den �vre raden �r l�ngre �n den undre� samt
den f�rsta ettan redan utplacerad� men detta �r n
got vi inte skall f�sta n
gon st�rre vikt
vid


�Walther Franz Anton von Dyck ����������	 arbetade med gruppteori� bland annat
f�r Felix Klein


��



v	g i ett heltalsgitter fr�n punkten 

� 
� till en punkt 
�n� 
� som� �� bara
inneh�ller steg av typen 
�� ��� det vill s	ga snett upp �t h�ger� och 
������
det vill s	ga snett ned �t h�ger och �� aldrig g�r under x�axeln� Figur ���
visar en typisk Dyckv	g� Antalet Dyckv	gar av l	ngd �n r	knas av Cata�

4 5 71 2 83 6

4 5 7 1 2 8 3 6

Figur �� Bilden visar en typisk Dyckv	g� Under Dyckv	gen visas den mot�
svarande �����undvikande involutionen�

lantalen� och Dyckv	gar som slutar i punkten 
n� k� �som allts� egentligen
inte 	r Dyckv	gar� men 	nd� brukar kallas �Dyckv	gar som slutar i punk�
ten ����� r	knas av Ballot�talen� Med detta avslutar vi unders�kningen av de
tv�radiga tabl�erna�

� Rekapitulation

N	r vi unders�kte kombinatoriken kring Young�Tabl�er med tv� rader �ck vi
anv	ndning av en rad olika kombinatoriska tekniker� En tabell med exempel
ledde till f�rkastandet av v�r f�rsta hypotes� att v�rt problem beskrevs av
Catalantalen� Genom att f�rest	lla oss en stegvis konstruktion av v�ra kom�
binatoriska objekt �dvs de tv�radiga Young�Tabl�erna� kunde vi formulera
en di�erensekvation som� tillsammans med begynnelsevillkor� fullst	ndigt
beskrev problemet� Detta kunde vi betrakta som en f�rsta l�sning p� pro�
blemet� eftersom vi d� relativt enkelt �speciellt genom att skriva ett litet
datorprogram� kunde ta fram antalet tabl�er f�r godtyckliga v	rden p� n�
antalet rutor i tabl�erna� Med hj	lp av v�r di�erensekvation �ck vi p� k�pet�

�




genom att g�ra en tv��dimensionell tabell� v	rden f�r antalet tabl�er med en
speci�k form� n�got vi inte fr�gade efter inledningvis� F�r att komma vidare
utnyttjade vi en stor databas �ver heltalsf�ljder �The On�Line Encyclope�
dia of Integer Sequences�� fr�n vilken vi �ck fram att de tal vi ber	knade
faktiskt hade en mycket enkel sluten formel i form av den centrala binomi�
alkoe cienten

� n
dn��e

�
� F�r att f�rklara detta faktum konstruerade vi sedan

en bijektion mellan de kombinatoriska objekt som
�

n
dn��e

�
beskriver� och de

tv�radiga Young�Tabl�erna�

Eftersom ocks� de �vriga talen i tabellen� och inte bara de diagonalsummor
som beskriver antalet Young�Tabl�er med tv� rader� v	ckt v�r ny�kenhet
skickade vi utdrag ur tabellen till databasen p� Internet� och vi �ck d� kon�
takt med de s� kallade Ballot�talen� Med Ira Gessel vid v�r sida kunde vi
sedan h	rleda en formel f�r hela tabellen� en process som gick via genereran�
de funktioner� vilka vi ocks� testade p� ett lite enklare exempel h	mtat ifr�n
en bok av Herbert Wilf� F�r att sluta s	cken var vi tvungna att utf�ra n�gra
matematiska operationer p� formeln f�r Ballot�talen s� att vi �ck fram den
centrala binomialkoe cienten� vilken vi ursprungligen var ute efter�

Som en avslutning gick vi sedan till botten med det n	ra sambandet mellan
det problem kring r�stning som givit namnet �t Ballot�talen och v�ra tv��
radiga Young�Tabl�er� Detta med hj	lp av en annan artikel �som vi hittat
genom att s�ka efter information om Ballot�problemet� f�rfattad av av Peter
Hilton och Jean Pedersen� d	r vi ocks� �ck bekanta oss med Dyckv	gar�

� Young�Tabl�er

En permutation av talen �� � � � � n 	r ett s	tt att �ytta om ordningen p� dessa
tal� S� 	r till exempel ���� och ���� permutationer av ����� En permutation
kan ses som en funktion som g�r fr�n permutationer till permutationer� �jag
tar hj	lp av en l	robok i diskret matematik skriven av Norman L� Biggs �����
Om talet k st�r p� plats i i en permutation � betyder detta att det tal som
st�r p� plats i i den permutation som � opererar p� skall �yttas till plats k�
L�ter vi till exempel ���� operera p� ���� skall vi

�Observera att detta kan vara f�rvirrande� permutationer �r b
de funktioner� och det
som funktionerna opererar p



�




�� �ytta tv�an till plats fyra�

�� �ytta trean till plats ett�

�� �ytta fyran till plats tre �den f�r allts� st� kvar p� samma plats�� och

�� �ytta ettan till plats tv��

Detta ger oss permutationen ����� M	ngden av alla permutationer av talen
�� � � � � n �permutationer med l	ngden n� kallas f�r Sn� och den inneh�ller n�
element�

En involution 	r en speciell permutation som bara till�ter att elementen i
den permutation den opererar p� antingen st�r kvar p� samma plats� eller
att tv� element byter plats� En konsekvens av detta 	r att om man l�ter en
involution operera tv� g�nger p� samma permutation s� f�r man tillbaka den
permutation man hade fr�n b�rjan� Permutationen ����� 	r ett exempel p�
en involution� Vi kallar m	ngden av alla involutioner av l	ngd n f�r In� Det
�nns ingen enkel formel f�r antalet involutioner av l	ngd n� men den talf�ljd
som beskriver antalet involutioner b�rjar

�� �� �� �� �
� ��� ��� ���� ���� ���
 � � � ����

Ett f�rblu�ande faktum 	r att denna talf�ljd 	ven beskriver antalet Young�
Tabl�er med n rutor� Vi skall med hj	lp av ett avsnitt ut matematikern
och datalogen Donald E� Knuths extremt betydelsefulla bok �The Art of
Computer Programming� ���� f�rs�ka ge en antydan till f�rklaring av varf�r
det f�rh�ller sig p� detta s	tt�

Grunden i resonemanget 	r tv� algoritmer p� en typ av tabl�er som uppfyller
alla krav som �nns p� Young�Tabl�er f�rutom att de inte m�ste inneh�lla
alla tal �� � � � � n�

� En algoritm f�r att l	gga till ett godtyckligt tal �som inte redan �nns
i tabl�n� till en tabl��

� En algoritm f�r att ta bort ett av talen fr�n en tabl��

��



��� Algoritm I

Denna algoritm �och dess invers� kallas f�r Robinson�Schenstedt�Knuth al�

goritmen �f�rkortas RSK� efter de tre m	n som bidragit till dess slutgiltiga
form� L�t P vara en tabl� och x ett tal som inte �nns i P � Vi s	tter in x i P
genom att rad f�r rad j	mf�ra tal i P med x� Vi b�rjar i den �versta raden�

Om x 	r st�rre 	n alla tal i den rad vi unders�ker� s� placera x l	ngst till
h�ger i denna rad� Ta annars det tal y i denna rad som 	r n	rmast st�rre 	n
x och placera in x i dess st	lle� G� vidare och f�rs�k placera in y i n	sta rad
i tabl�n� Om det inte �nns n�gon n	sta rad� s� placera y l	ngst till v	nster
i en ny understa rad�

Exempel� Antag att

P �

� � �
� �

och vi skall placera in x � �� Vi b�rjar d� med att j	mf�ra � med talen ���
och konstaterar att � 	r det tal som 	r n	rmast st�rre 	n �� Allts� byter vi
ut � mot �� vilket ger tabl�n

� � �
� �

och vi skall nu placera in � i den andra raden� Eftersom � 	r det tal som 	r
n	rmast st�rre 	n � s� byter vi ut � mot � vilket ger

� � �
� �

och vi placerar nu slutligen � underst i tabl�n�

� � �
� �
�

��� Algoritm D

Algoritm D 	r en �invers� av I p� det s	ttet att om vi b�rjat med en tabl�
P � satt in talet y och detta resulterat i att det sista tal som sattes in i tabl�n

��



�ins	ttningsalgoritmen inneb	r ju att man f�r en sekvens av olika tal som
man placerar in i olika rader� hamnade p� position 
i� j� och vi d	rmed f�tt
tabl�n P �� f�r vi� om vi anv	nder D f�r att ta bort det tal som st�r p� 
i� j�
i P � tillbaka tabl�n P och talet x�

P� samma s	tt g	ller att om vi anv	nder algoritm D p� tabl�n P och b�rjar
med att ta bort talet som st�r p� 
i� j� och detta resulterar i tabl�n P � och
talet y� s� kan vi f� tillbaka P genom att anv	nda I p� tabl�n P � och talet
x�

Att g�ra I bakl	nges inneb	r att vi b�rjar p� en position 
i� j� i tabl�n �rad
i� kolumn j� och plockar ut detta tal x� Vi g�r sedan till raden ovanf�r �om
det �nns n�gon s�dan rad� och byter ut det tal y som 	r n	rmast mindre 	n
x med x� P� samma s	tt forts	tter vi med alla rader�

Exempel� Antag att

P �

� � �
�
�

och vi skall ta bort talet p� 
�� ��� det vill s	ga tv�an� Vi b�rjar d� med att
ta bort tv�an� vilket ger

� � �
� �

Vi tittar sedan p� raden ovanf�r� som inneh�ller ��� och byter ut talet som
	r n	rmast mindre 	n �� dvs � mot tv�an� vilket ger

P � �

� � �
� �

Man kan se att om vi anv	nder I f�r att placera in � i denna tabl�� s� f�r vi
tillbaka P �

��� Young�Tabl
er och involutioner

Med hj	lp av algoritm I kan vi� genom att s	tta in ett tal i taget� skapa
en tabl� P med hj	lp av en permutation �� Men tydligen 	r antalet tabl�er
mindre 	n antalet permutationer� s� det m�ste g� att skapa samma tabl�
p� m�nga olika s	tt� Man kan h�lla ordning p� konstruktionsprocessen med

��



hj	lp av en andra tabl�� d	r vi registrerar i vilken ordning elementen i tabl�n
placerades in� Antag allts� att vi har en permutation� till exempel�

�����

�����

�
�

Vi bygger nu upp tabl�n P med hj	lp av permutationen �� Men om inplace�
randet av talet x med ordningsnummer k i permutationen resulterade i att
rutan 
i� j� skapades i P � s� placerar skapar vi en motsvarande ruta 
i� j�
i tabl�n Q och placerar d	r talet k� Med hj	lp av Q kan vi nu� om vi vill�
anv	nda D upprepade g�nger p� P f�r att f� tillbaka ��

Permutationen ����� leder till f�ljande sekvens av tabl�er
P Q

S	tt in � � �

S	tt in �

�
�

�
�

S	tt in �

� �
�

� �
�

S	tt in �

� �
�
�

� �
�
�

S	tt in �

� �
�
�
�

� �
�
�
�

Detta resonemang ger oss en bijektion mellan ordnade par av tabl�er 
P�Q�
av storlek n d	r b�da tabl�erna har samma form och permutationer av storlek
n� Vi kan skriva detta som X

��n

f�� � n�

d	r � � n betyder att � 	r en form f�r en tabl� med n rutor� och f� 	r
antalet tabl�er som har formen ��

Ett faktum som 	r ganska f�rv�nande 	r att om permutationen
�����
����

�
ger

tabl�paret 
P�Q� s� ger den inversa permutationen �som kan f�s genom att
byta plats p� de tv� raderna som beskriver permutationen� och sedan sortera
kolumnerna s� att den undre raden 	r sorterad� tabl�paret 
Q�P �� Involutio�
ner 	r� som vi konstaterade i avsnitt ���� sina egna inverser� Detta leder till

��



att om vi skapar tabl�er med hj	lp av en involution s� m�ste 
P�Q� � 
Q�P ��
Allts� m�ste P � Q� Eftersom varje involution ger en speci�k tabl� 	r an�
talet involutioner lika med antalet tabl�er� F�r att f�rs	kra oss om att vi
verkligen bara f�r en tabl� testar vi med involutionen

������
�����

�
�

P Q

S	tt in � � �

S	tt in �

�
�

�
�

S	tt in �

�
�
�
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� Young�Tabl�er med �xerad form

Vi har tidigare studerat tabl�er som �ck ha h�gst tv� rader� Antag att vi
best	mmer att tabl�n m�ste ha formen � d	r � 	r en lista med radl	ngder
�� � �� � � � � � �k� Den fascinerande formeln f�r antalet tabl�er 	r d� ���

f� �
n�Q

�i�j	�� h
i� j�
����

d	r h
i� j� 	r n�got som kallas �hook��l	ngden� fritt �versatt till �krokl	ng�
den�� f�r rutan 
i� j�� Krokl	ngden 	r det antal rutor som f�s i den �krok�
som bildas av rutorna till h�ger och rakt nedanf�r 
i� j� i tabl�n� inklusive

��



rutan 
i� j� sj	lv� Allts� f�r vi i tabl�n

� � � � � � �
� � � � � �
� � � � �
� � �
� �
�

krokl	ngden � f�r rutan 
�� ���

Fram tills ���
 fanns det inget enkelt bevis f�r sats ����� men d� konstrue�
rade Jean�Christophe Novelli� tillsammans med Igor Pak och Alexander V�
Stoyanovskii ett bijektivt bevis ���� som anses vara beviset med stort B av
denna sats ���� Novelli m� �� konstruerar algoritmer liknande algoritmerna I
och D med vars hj	lp de skapar en bijektion mellan de tv� m	ngderna

�� Tabl�er med n rutor� med en given form � som inte har n�gra re�
striktioner vad g	ller storleksf�rh�llandet mellan rutorna� Det �nns
uppenbarligen n� s�dana tabl�er�

�� Par 
P�H� d	r P 	r en Young�Tabl� och H 	r en tabl� d	r varje
ruta 
i� j� inneh�ller ett tal mellan � och h
i� j�� n�got de kallar f�r en
�krokfunktion��

Eftersom antalet krokfunktioner med form � 	r
Q

�i�j	�� h
i� j�� s� s	ger bi�
jektionen att

f� 	
Y

�i�j	��

h
i� j� � n�

vilket 	r ekvivalent med ekvation �����

��� Young�Tabl
er och generaliserade Ballot�tal

Om vi t	nker tillbaka p� vad vi skrivit tidigare om Ballot�problemet inser
vi att en tabl� med en best	md form motsvarar ett r�stningsf�rlopp d	r
antalet kandidater ges av antalet rader� och deras slutplaceringar av radernas
respektive l	ngd� Det var relativt enkelt att r	kna antalet r�stf�rlopp d�

��



vi bara hade tv� kandidater� och detta resultat motsvarade exakt antalet
tabl�er med tv� rader med en viss form�

Antalet r�stf�rlopp med k kandidater� d	r kandidaterna slutat p� positioner
�� � �� � � � � � �k m�ste ges av krokl	ngdsformeln� Ballotproblemet f�r �era
kandidater har studerats helt oberoende av teorin kring Young�Tabl�er och
har l�sts genom att betrakta r�stf�rloppet som en Dyckv	g� i �era dimen�
sioner�

Problemet� vars ursprung kan str	cka sig 	nd� tillbaka till en artikel av
Abraham De Moivre ��


��
��� �
��� har sedan dess utvecklats och gene�
raliserats� och n	r vi s�ker efter en formel f�r antalet r�stf�rlopp� givet att
k kandidater som slutligen f�tt a� � a� � � � � � ak r�ster hittar vi f�ljande
formel

N � n� det

�

u
i� j��
� ����

som kr	ver lite ytterligare f�rklaringar� i en artikel av Michael Filaseta ����

Filaseta utg�r fr�n en generaliserad variant av Ballot�problemet d	r man
kan best	mma hur mycket kandidaterna m�ste leda �ver varandra under
r�stf�rloppets g�ng� Detta speci�ceras av tal t�� � � � � tk� som anger att

Ai
m� � Ai��
m� 	 ti 
m � �� � � � � n � i � �� � � � � k� ��
�

d	r Ai
m� 	r antalet r�ster kandidat i har f�tt n	r m personer har r�stat�
Vi till�ter att kandidaterna har lika m�nga r�ster� vilket i ekvation ��
�
motsvaras av att t� � � � � � tk � �� �Det icke intuitiva s	ttet att formulera
�
� beror p� att vi f�ljer Filasetas artikel�� Filaseta l�ter u
i� j� � aj	S
i� j��
d	r S
i� j� �

Pi
v�� tv�

Pj
v�� tv� vilket f�r oss leder till att u
i� j� � aj	i�j�

V�rt tidigare resonemang s	ger att uttrycket ���� skall vara ekvivalent med
krokl	ngdsformeln ����� det vill s	ga�

n� det

�


aj 	 i� j��
� � n�Q

�i�j	�� h
i� j�
� det


�


aj 	 i� j��
� � �Q

�i�j	�� h
i� j�

��
�

�Egentligen inte riktiga Dyckv�gar� eftersom de avslutas i punkten ���� � � � � �k� som inte
n�dv�ndigtvis ligger p
 x�axeln


��



Vi testar p� tabl�n
� � � �
� � �
�
� �

Krokl	ngdsformeln blir�

� � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

Matrisen vi f�r i Filasetas formel 	r�
BB	

�
��

�
� 
 


�
���

�

 � 


�
���

�
�� � �

�
����

�
���

�
� �



CCA

vars determinant 	r �
�
�� � Multiplicerar vi detta med �� s� f�r vi ���� samma

sak som vi �ck f�r krokl	ngdsformeln� Det tycks dock inte �nnas n�got enkelt
s	tt att se att de tv� formlerna 	r ekvivalenta�

� Young�Tabl�er med h	gst n rader

Att r	kna tabl�er med begr	nsat antal rader st�rre 	n tv� 	r ganska sv�rt�
Amitai Regev ���� �ck ���� fram uttrycket

T�
n� �

n��X
i��

�
n

�i

�
Ci ����

d	r Ci 	r det i�te Catalantalet� f�r antalet Young�Tabl�er med h�gst tre
rader� Dominique Gouyou�Beauchamps �ck ���� fram uttrycken

T�
n� � Cb�n��	��cCd�n��	��e ����

och

T�
n� � �

n��X
i��

�
n

�i

�
Ci


�i	 ���


i	 ���
i 	 ���
����

��



f�r tabl�er med h�gst fyra respektive fem rader� I en artikel ��� fr�n �����
som visat sig mycket anv	ndbar f�r den fortsatta forskningen kring Young�
Tabl�er� ger Ira Gessel en generell metod f�r att ta fram dessa uttryck med
hj	lp av symmetriska funktioner�

Symmetriska funktioner 	r en sorts genererande funktioner som har m�nga
fascinerande egenskaper� "ven om sj	lva id!en som ligger bakom de symmet�
riska funktionerna �som utt�mmande redovisas i boken Symmetric functions

and Hall polynomials av I� G� MacDonald ����� inte 	r sv�r att f�rst�� kr	vs
det en hel del ganska kr�nglig matematik f�r att n� fram till de resultat som
anv	nds f�r att r	kna tabl�er med begr	nsat antal rader�


 M	nsterundvikande

En konsekvens av algoritm I som vi inte n	mnt 	r att om man skapar en
tabl� P med hj	lp av en permutation � s� best	ms antalet rader i P av den
l	ngsta avtagande sekvensen i �� En avtagande sekvens av l	ngd k 	r en f�ljd
av tal a� � � � � � ak som st�r i denna ordning i �� Begreppet l�ngsta avta�

gande sekvens 	r ett specialfall av det mer generella begreppet m�nster p�
permutationer� Vi h	mtar nu� f�r att underl	tta de forts	tta resonemangen�
en del notation fr�n Anders Claessons licenciatuppsats �Generalised Pattern
Avoidance� ����

Ett m�nster 	r en permutation � � Sk� En permutation � � Sn undviker �
som det inte �nns n�gon delf�ljd i � d	r talen� 	r i samma relativa ordning
som i �� Detta betyder till exempel att � � Sn undviker ��� om det inte
�nns n�gra � � i � j � k 
 n s�dana att�	 �
i� � �
k� � �
j�� det vill s	ga
det st�rsta talet st�r i mitten och det minsta till v	nster�

P� ett liknande s	tt som Claesson de�nierar vi den delm	ngd av Sn �permu�
tationer av l	ngd n� respektive In �involutioner av l	ngd n� som undviker
m�nstret � som Sn
�� respektive In
��� Vi kommer i forts	ttningen 	ven att
intressera oss f�r m	ngden involutioner utan �xpunkter av l	ngd �n �det vill

�det handlar om funktioner i �era variabler� s�g f�x�� � � � � xk� vars v�rde �r oberoende
av i vilken ordning man stoppar in variablerna


�Claesson arbetar med bokst�ver snarare �n tal

�	H�r betyder ��i� det tal som st
r p
 plats i i �


�




s	ga involutioner som inte l�ter n�got av talen i permutationen den opererar
p� st� kvar p� samma plats�� vilken vi kallar f�r U�n� I denna terminologi
kan vi beskriva m	ngden av alla involutioner vars l	ngsta avtagande sekvens
	r h�gst tre som In
����� och antalet s�dana involutioner som jIn
����j�

��� Motzkintal

Ekvation ���� som Regev ���� tagit fram f�r antalet tabl�er med h�gst tre
rader beskriver Motzkintalen�� ���� vars enklaste tolkning f�rmodligen 	r
i form av Motzkinv	gar� Dessa 	r som Dyckv	gar� f�rutom att det ocks�

72 84 5 61 3

7 2 8 4 5 6 1 3

Figur �� Bilden visar en typisk Motzkinv	g� Under visas den motsvarande
�����undvikande involutionen�

	r till�tet att g� steg av typen 
�� 
�� det vill s	ga parallellt med x�axeln�
Figur ��� visar en typisk Motzkinv	g� De f�rsta Motzkintalen 	r

�� �� �� �� ��� ��� ���� ���� � � � ����

Algoritm I s	ger oss att Motzkintalen 	ven r	knar antalet involutioner vars
l	ngsta avtagande sekvens har l	ngd tre� Vi har allts� tre till synes helt olika
kombinatoriska objekt som� f�r varje storlek�� p� objekten� 	r lika m�nga�

��Efter Theodor Motzkin� f�dd ����

��I artiklar som behandlar kombinatoriska objekt anv�nds ofta termen �vikt� f�r att

beskriva objektens storlek
 Vi l
ter allts
 vikten �storleken	 av en Motzkinv�g med n steg
vara n� men det �r �ven m�jligt att �v�ga� Motzkinv�gar p
 andra s�tt


�




�� Young�Tabl�er med h�gst tre rader�

�� Involutioner vars l	ngsta avtagande sekvens har l	ngden tre�

�� Motzkinv	gar�

Algoritmerna I och D ger oss en bijektion mellan tabl�er och involutioner�
Det vore �nt om man kunde hitta n�gon motsvarande enkel koppling mellan
antingen tabl�er och Motzkinv	gar� eller involutioner och Motzkinv	gar� Vi
skall strax unders�ka detta n	rmare�

��� M�nsterundvikande och cykelstrukturer

M�nsterundvikande p� permutationer� dvs bijektioner f�r identiteter jSn
��j �
jXnj med varierande m�nster � och kombinatoriska objekt X 	r ett relativt
nytt forskningsomr�de inom kombinatoriken� Med datorns hj	lp�� och Slo�
anes ��
� databas p� Internet kan man med hj	lp av de inledande termerna
i sekvensen� dvs jS�
��j� jS�
��j� jS�
��j� � � � g�ra kvali�cerade gissningar av
vilken talf�ljd man har att g�ra med� Vi tar med hj	lp av v�rt datorprogram
fram s� m�nga termer att ett av f�ljande alternativ intr	�ar�

�� S�kningen i databasen s	ger att talf�ljden 	r ok	nd�

�� Vi hittar exakt en talf�ljd som inleds av de termer vi f�tt fram� Vi
antar d� att det vi studerar� till exempel Sn
�� f�r n�got �� har n�got
gemensamt med den kombinatorik som �nns beskriven i databasen i
anknytning till talf�ljden� Med detta som grund kan vi g� vidare och
till exempel f�rs�ka hitta en bijektion mellan de objekt vi studerar� och
n�got som �nns beskrivet i databasen�

Vi tabellerar i kapitel �A�� Tabeller och Bilder� resultatet av s�kningar i
Sloane f�r Sn
��� In
��� U�n
�� �det vill s	ga permutationer� involutioner
och involutioner utan �xpunkter� f�r alla m�jliga � � Sk �k � �� ��� Det
visade sig att fem termer �som ibland kan vara ganska tidskr	vande att ta
fram� var tillr	ckligt f�r att f� endast en� eller ingen� tr	� i Sloane� Observera
att de namn som anges i tabellerna 	r just gissningar och antaganden om

��Vi har anv�nt det utm�rkta matematikprogrammet Mathematica�

��



vilka talf�ljder vi har att g�ra med� I vissa fall� till exempel d� vi har att
g�ra med Catalantalen� �nns det ingen st�rre anledning att tvivla p� att
v�ra antaganden 	r riktiga� Tv	rtom 	r det med antagandet att jUn
�����j
genererar� som det st�r i Sloane� �Number of 
�ary Lyndon words with trace
� mod 
��

F�r att tydligare se eventuella samband i tabellerna� som 	r ganska m�nga�
kan det vara bra att visualisera m�nstren� Det vi 	r ute efter 	r att se sam�
band mellan m�nster och de talf�ljder som genereras �speciellt om �era olika
m�nster tycks ge samma talf�ljd�� F�r att underl	tta detta s�kande och upp�
t	ckande av samband visualiserar vi v�ra m�nster med hj	lp av sm� bilder
som visar m�nstrens cykelstruktur� Vi anv	nder f�ljande regler n	r vi kon�
struerar dessa bilder�

� En �xpunkt representeras av en punkt� S� skall till exempela tolkas
som m�nstret �permutationen� ����� som ju har fyra �xpunkter�

� En cykel av l	ngden tv� representeras av en kurva eller en linje bero�
ende p� om cykeln g� mellan n	rliggande positioner i m�nstret eller
om den �innesluter� n�gonting� Bilden ��� skall tolkas som ��� medan
m�nstret ���� d	r allts� cykeln innesluter en �xpunkt� ritas f d	r
allts� cykeln blir en b�ge som g�r ovanf�r �xpunkten�

� En cykel med l	ngd st�rre 	n tv� ritas som en sluten kurva d	r
� Ett hopp fram�t till n	rmast framf�rliggande plats blir ett streck�
����

� Ett hopp fram�t som innesluter n�gonting blir en b�ge ovanf�r

det som innesluts�

� Ett hopp bak�t ett steg blir ett streck� ����

� Ett hopp bak�t som innesluter n�gonting blir en b�ge under det
som innesluts�

Tabellerna ��� och ��� som ocks� hittas i kapitel �A�� Tabeller och Bilder�
visar hur m�nster �vers	tts till bilder enligt dessa regler�

V�ra experiment �det 	r n�dv	ndigt att nu� om inte f�rr� bl	ddra fram till
tabellerna och titta p� dem f�r att resten av texten i denna uppsats skall
bli meningsfull� har onekligen gett oss en hel del ytterligare material att

��



arbeta med ut�ver sambandet mellan involutioner som undvikery ������
och Motzkinv	gar� Med utg�ngspunkt fr�n de tabeller vi tagit fram skall vi
nu� helt i linje med den matematiska prosans praxis� g�ra n�gra p�st�enden
�som ibland knyter an till v�ra tidigare resonemang� och f�rs�ka bevisa dessa�

Ett centralt tema i det f�ljande 	r f�rh�llandet mellan m�nster �i den vanliga
enligt ovan de�nierade bem	rkelsen�� och cykelstrukturer� I m�nga fall har
dessa tv� s	tt att beskriva en permutation inte n�gon uppenbar relation
till varandra� Det visar sig dock att det �tminstone f�r involutioner och
involutioner utan �xpunkter� �nns intressanta kopplingar mellan dessa tv�
begrepp� Ett exempel p� en s�dan koppling 	r att alla involutioner l	ngd n
som undviker m�nstret ���� 	ven undviker den cykelstruktur som m�nstret
���� har �vilken vi allts� visualiserar med bilden q�� Mer f�rv�nande 	r
att 	ven det omv	nda g	ller� Vi skall strax de�niera vad vi menar med att
en permutation undviker en cykelstruktur�

F�r att tydligg�ra skillnaden mellan m�nster och cykelstrukturer de�nierar
vi tv� operatorer 
 och � vilka tar tv� permutationer av l	ngd k och n och
skapar en m	ngd med permutationer av l	ngd k	n� Operatorerna beskriver
tv� olika s	tt att dela in en permutation i tv� disjunkta delar� den ena med
avseende p� m�nster� den andra med avseende p� cykelstruktur�

Givet tv� permutationer p � Sk och � � Sn s	ger vi att 	 � p 
 � om det
�nns ett delord p� av 	 som i 	 har samma cykelstruktur som p� och � 	r
den permutation man f�r om man tar bort delordet p� fr�n 	� Betydelsen av
detta f�rst�s enklast genom att t	nka sig bilder av permutationerna p och ��
Permutationerna i m	ngden p 
 � f�s d� genom att str	cka ut bilderna p�
l	ngden� och l	gga dem �ver varandra� Den kryssprodukt som 	r enklast att
f�rest	lla sig 	r produkten av en permutation p och identitetspermutationen
�som best�r av enbart �xpunkter�� Vi f�r d� alla m�jliga s	tt att �skjuta in�
�xpunkter i permutationen� S� 	r till exempel

��	 �� � f�� ��� ���� � ����� ���� � ���� � ��� �g

�si�ror som h�r till �� 	r kursiverade� eller ekvivalent

�	 �� � fb�c�f�g�v�og�

P� liknande s	tt som f�r 
 de�nierar vi nu �� Ist	llet f�r att titta p� cykel�
strukturen i permutationerna intresserar vi oss nu f�r permutationerna som

��



m�nster� Givet tv� permutationer p � Sk och � � Sn s	ger vi att 	 � p� �
om det �nns ett delord p� av 	 som motsvarar m�nstret p och � 	r den
permutation man f�r d� man tar bort delordet p� fr�n 	�

Skillnaden mellan operatorerna 
 och � ligger allts� i huruvida man ser en
permutation p och ett delord p� �som ju inte 	r en permutation� som lika om
de har samma cykelstruktur eller om man ser dem som lika om de motsvarar
samma m�nster� Om de motsvarar samma m�nster kan man ocks� s	ga att p
	r den permutation man f�r om man projicerar p� p� m	ngden f�� �� �� � � �g�
Detta inneb	r i princip att man bara bevarar storleksf�rh�llandet mellan
talen i p��

Som en generalisering av dessa de�nitioner skriver vi
N

p f�r unionen av
de m	ngder man f�r d� man applicerar 
 p� samma permutation m�nga
g�nger det vill s	ga 
p
 
p
 
� � �
p� � � ���� Vi skriver

Nn p f�r 
 applicerad
n g�nger p� p� Antag vidare att A�B � S� Vi l�ter d� A
 B vara unionen
av de m	ngder som bildas f�r alla kombinationer av element mellan A och
B�

F�r att exempli�era hur v�ra de�nitioner kan anv	ndas har vi till exempel
att
Jn � � Sn� det vill s	ga m	ngden av alla permutationer av l	ngd n� Om

vi ist	llet anv	nder den andra operatorn f�r vi
Nn � � ���� � � � n� Eftersom

� 	r en �xpunkt f�r vi m	ngden av alla permutationer av l	ngd n som ba�
ra best�r av �xpunkter� Det �nns bara en s�dan permutation� och det 	r
identitetspermutationen� Vi har ocks� att

nO
�� � finvolutioner av l	ngd �nutan �xpunkterg�

Vi bevisar nu ett antal p�st�enden genom att se m�nster som cykelstrukturer�

P�st�ende �
 Antalet involutioner av l�ngd �n utan �xpunkter som undvi�

ker n�got av m�nstren b� c� f�q ochy �r Cn� det n�te Catalantalet	

Bevis	 Cykler av l	ngd tv� kan parvis f�rh�lla sig till varandra p� tre olika
s	tt�

�� De kan ligga sida vid sida�

�� De kan �verlappa varandra�

��



�� Den ena kan vara innesluten i den andra�

Involutioner som undvikerq har inga par av cykler av l	ngd tv� som �ver�
lappar varandra� Figur ��� visar U

q�� d	r Un st�r f�r m	ngden av alla

21 43 65
214365

21 6543
216543

4321 65
432165

632 541
632541

654321
654321

Figur �� Visualisering av U

q��

involutioner av l	ngd n utan �xpunkter� En naturlig funktion fr�n Un
q�
till Dyckv	gar �som ju r	knas av Catalantalen� 	r att l�ta det f�rsta elemen�
tet i varje cykel bli ett 
�� ���steg och det andra elementet bli ett 
������steg
i den motsvarande Dyckv	gen� Att tv� cykler inte �verlappar varandra mot�
svarar i Dyckv	gen att�

� varje cykel motsvarar ett ����� och ett �������steg som ligger p� samma
h�jd�

� de tv� steg som en cykel motsvarar aldrig har n�gonting mellan sig p�
samma eller l	gre h�jd�

Dessa tv� f�rh�llanden g�r att vi l	tt kan bilda en motsvarande funktion fr�n
Dyckv	gar till Un
q�� genom att identi�era par av steg i Dyckv	gen� Att
samtidigt betrakta �gurerna ��� och ��� skall r	cka f�r att se hur bijektionen
fungerar� Vi ser detta som ett bevis f�r att p�st�endet g	ller f�r m�nstret
q�

21 43 65

214365

21 6543

216543

4321 65

432165

632 541

632541

654321

654321

Figur �� De Dyckv	gar som motsvarar U

q�� �Det vill s	ga alla Dyckv	gar
av l	ngd ���

Involutioner som undvikery har inga par av cykler av l	ngd tv� d	r den ena
cykeln 	r innesluten i den andra� Vi vill nu hitta en bijektion liknande den f�r
m�nstretq� Anv	nder vi exakt samma algoritm� det vill s	ga omvandlar

��



21 43 65
214365

21 5634
215634

3412 65
341265

3 51 62 4
351624

456123
456123

Figur 
� Visualisering av U

y��

det f�rsta elementet i varje cykel till ett 
�� ���steg och det andra till ett

������steg� ser vi att detta faktiskt� f�r v�ra datorgenererade exempel� ger
en bijektion� Hur skall vi tolka detta�

Vi kan konstruera en funktion fr�n Dyckv	gar av l	ngd n till element i
Un
y� genom att omvandla varje 
�� ���steg till f�rsta elementet i en cykel�
Dessa cykler� vars andra element vi 	nnu inte vet� placerar vi i en ��rst in�
�rst out� k�� D� vi i Dyckv	gen� som vi traverserar fr�n v	nster till h�ger�
kommer till ett 
������steg avslutar vi den cykel som st�r p� tur i k�n� Det
inses l	tt att detta verkligen ger involutioner som undvikery�

M�nstren b och c g�r b�da att dela p� mitten� utan att n�gon cykel g�r
fr�n den ena sidan till den andra� Antag att en permutation g�r att dela upp
p� detta s	tt� Kan den d� undvika n�got av m�nstren� Ja� om den inte har
n�gon cykel p� n�gon av sidorna� Om vi begr	nsar oss till permutationer
som best�r endast av cykler av l	ngd tv�� det vill s	ga involutioner utan �x�
punkter� kan vi konstatera att om de skall undvika n�got av dessa m�nster�
s� f�r inga tv� cykler ligga bredvid varandra� En inte helt uppenbar konse�
kvens av detta 	r att de n�� l	gsta talen i permutationen ligger p� de n��
sista platserna� Vidare best	mmer dessa tal entydigt de n�� st�rsta talens
placering p� de n�� f�rsta platserna�

F�r att bevisa att antalet involutioner utan �xpunkter av l	ngd �n som
undviker b eller c r	knas av Cn kan vi f�rst betrakta enbart de sista n��
positionerna i involutionen� Bortser vi fr�n f�rsta halvan av involutionen kan
dessa tal placeras p� Cn s	tt� eftersom vi vet att antalet permutationer av
l	ngd n som undviker samma m�nster r	knas av Cn� Kan vi nu visa att
denna placering av de n�� sista talen alltid leder till att hela involutionen
ocks� undviker m�nstret 	r vi klara�

F�rst kan vi konstatera att m�nstret inte kan f�rekomma som en kombination
av tal fr�n b�da sidor av mitten�

Det enklaste s	ttet att se att m�nstret inte kan f�rekomma p� den f�rsta

��



halvan 	r f�rmodligen med hj	lp av ett mots	gelsebevis� Antag d	rf�r att
vi har en f�rekomst av m�nstret c p� den f�rsta halvan� Vi skall nu visa
att detta ger en f�rekomst av m�nstret ocks� p� den andra halvan� Ty�
det mellersta talet ligger l	ngst till v	nster� Detta motsvaras p� den andra
halvan av att det minsta talet hamnar i mitten� Det minsta talet ligger i
mitten� vilket p� den andra halvan g�r att det mellersta talet hamnar l	ngst
till v	nster� Slutligen 	r det st�rsta talet i m�nstret l	ngst till h�ger� vilket
betyder att det st�rsta talet ligger l	gst till h�ger 	ven p� den andra halvan�
Eftersom ett m�nster p� f�rsta halvan allts� alltid leder till samma m�nster
p� andra halvan� och andra halvan ju inte har n�gra f�rekomster av m�nstret�
kan inte heller f�rsta halvan ha det�

Det samma g	ller f�r m�nstret b�

F�r m�nstret f konstaterar vi att exakt samma involutioner utan �xpunk�
ter undviker f som y� Detta beror p� att f inneb	r att ingenting f�r
vara inneslutet i en cykel av l	ngd tv�� men eftersom vi inte till�ter n�gra
�xpunkter� s� 	r det enda som kan vara inneslutet en cykel av l	ngd tv��
vilket motsvarar m�nstrety�

P�st�ende �
 L�t � vara en permutation i kryssprodukten p�
p�� d�r p� �
Un
�� f�r � � fq�yg och p� � em 
m � 
� 
identitetspermutationen av

l�ngd m�	 Det vill s�ga � �r en permutation som kan delas upp i tv� delar�

en del som enbart inneh�ller cykler av l�ngd tv� och som undviker m�nstret

�� och en del som best�r av enbart �xpunkter	

D� g�ller att � � In�m
��� det vill s�ga d� undviker �ven � m�nstret �	
Po�ngen �r att vi kan 
skjuta in� hur m�nga �xpunkter vi vill i en involution

utan �xpunkter som undviker �� utan att f�r den skull f� n�gon f�rekomst

av detta m�nster	

Bevis	 Vi vill visa att om � �� In
��� s� �nns det en permutation p � Um

s�dan att � � p
 en�m och p �� Un
q�� Med andra ord betyder detta att
om en eller �era �xpunkter i � ing�r i m�nstret q s� �nns det alltid ett
antal cykler av l	ngd tv� i � som ocks� ger detta m�nster�

Antag att vi har en permutation � i vilken det �nns fyra element

� � � a� � � � a� � � � a� � � � a� � � �

��



som motsvarar ett m�nster �� Vart och ett av dessa element 	r antingen en
�xpunkt eller en del av en cykel av l	ngd tv�� Man inser ganska l	tt att
inget av m�nstren q och y g�r att skapa med hj	lp av tre �xpunkter
och en cykel av l	ngd tv�� Figurerna �
�� ���� ��� och ���� i appendix visar
alla m�jliga s	tt att bilda de respektive m�nstren med hj	lp av en och tv�
�xpunkter� Vi ser att alla dessa involutioner inneh�ller m�nstret 	ven i form
av kombinationer av cykler av l	ngd tv�� vilket bevisar p�st�endet� �Figur
���� visar alla s	tt att bilda m�nstreth� H	r g	ller inte det p�st�ende vi
visat��

P�st�ende �
 Antalet involutioner som undviker n�got av m�nstrenq och

y �r det n�te Motzkintalet Mn	

Bevis	 P�st�ende ��� och ��� s	ger oss att varje permutation � � In
���
� � fq�yg� kan skrivas som en produkt p� 
 p� d	r p� � U�i
�� och p�
best�r av n� �i �xpunkter� Vi kan best	mma antalet element i p�
 p� med
hj	lp av n�got man kallar multim�ngder� och den d	r till h�rande �binomi�
alkoe cienten�

�
n
k

�
��
�� En multim	ngd 	r en m	ngd d	r samma element

f�r f�rekomma �era g�nger� P� ett ekvivalent s	tt betyder
�n
k

�
antalet s	tt

att v	lja ut k element fr�n en m	ngd med n element d� det 	r till�tet att
v	lja samma element �era g�nger� Vi har att

Dn
k

E
�

�
n	 k � �

k

�
�

Fixpunkterna kan �placeras ut� i permutationen utan �xpunkter p� �i 	 �
st	llen� och vi skall placera ut �i� n �xpunkter��� Detta ger att


�i	 �

n� �i

�
�

�
�i	 � 	 n� �i� �

n� �i

�
�

�
n

n� �i

�
�

�
n

�i

�
�

Varje permutation i U�i
�� ger allts�
�n
�i

�
permutationer i In
��� Eftersom

jU�i
��j � Ci kan vi f� det totala antalet permutationer i In
�� genom att
summera�

jIn
��j �
n��X
i��

�
n

�i

�
Ci� ����

som ger Motzkintalen�

��Eller ekvivalent� de platta stegen kan placeras ut i Dyckv�gen p
 �i� � st�llen


��



F
rmodan �
 Antalet involutioner av l�ngd �n utan �xpunkter som und�

viker n�got av m�nstrend�e�i ochm �r det n�te Delannoytalet Dn


A�������	

Delannoytalen har mycket stora likheter med de tidigare unders�kta Ballot�
talen� och har dessutom l�nat drag fr�n Motzkinv	gar ����� De v	gar vi h	r
har att g�ra med har steg av typen 
�� 
�� 

� �� och 
�� ��� och Delannoytalet
D
a� b� 	r antalet s�dana v	gar fr�n 

� 
� till punkten 
a� b�� Vi har h	r inga
restriktioner f�r v	gen� som vi har f�r b�de Dyck� och Motzkinv	gar� Den
visualisering detta ger av Delannoyv	garna motsvarar de visualiseringar vi
gjort av Dyck� och Motzkinv	gar roterade �
� motsols���

De centrala Delannoytalen� D
n� n�� vars inledande termer 	r

�� �� ��� ��� ���� � � � ����

genereras av di�erensekvationen

D
a� b� � D
a��� b�	D
a� b���	D
a��� b��� 
D

� 
� � � � a� b � 
�
����

som kan j	mf�ras med ekvationerna ��� och ��� som ger Ballot�talen�

Det tycks inte �nnas n�got enkelt s	tt att �vertyga sig om att detta p�st�ende
	r sant� Studerar man vilka involutioner som 	r till�tna ser man att m�nstren
parvis 	r ekvivalenta� Un
i� � Un
m� och Un
d� � Un
e�� De ��
involutionerna i U

i� visas i �gur �����

P�st�ende �
 Antalet involutioner utan �xpunkter av l�ngd �n som undvi�

ker m�nstreth �r lika med antalet permutationer av l�ngd n som undviker

samma m�nster� vilka kallas 
vexill�ra�	 
Observera atth �r ekvivalent med

����	�

I detta bevis 	r det n�dv	ndigt att se m�nstret b�de som bildenh och som
tal� det vill s	ga �����

Vi kan bevisa detta p� samma s	tt som vi visade att jU�n
c�j � Cn �se
beviset av p�st�ende ����� M�nstret h s	ger att tv� cykler av l	ngd tv�
aldrig f�r ligga bredvid varandra� Allts� m�ste de antingen vara inneslutna

��se http���forum
swarthmore
edu�advanced�robertd�delannoy
html

�




i varandra� eller �verlappa varandra �se de�nitioner i beviset av p�st�ende
�����

Av detta inser man att de sista n platserna i en involution utan �xpunkter
av l	ngd �n som undvikerh m�ste inneh�lla de n l	gsta talen� Dessa tal
m�ste naturligtvis undvikah� vilket ger oss att antalet involutioner utan
�xpunkter som undvikerh s	kert inte kan vara st�rre 	n Vn�

Man inser l	tt �genom att titta p� m�nstret i talform� ����� att en eventuell
f�rekomst av m�nstret inte kan inneh�lla tal fr�n b�de den f�rsta och den
andra halvan i involutionen utan �xpunkter� eftersom alla tal i den f�rsta
halvan ju 	r st�rre 	n de i den andra halvan� Det som �terst�r att visa 	r
d	rf�r att m�nstret inte kan f�rekomma p� den f�rsta halvan� om det inte
ocks� f�rekommer p� den andra halvan�

Antag d	rf�r att talen a�a�a�a� p� den f�rsta halvan motsvarar m�nstret
���� och att dessa fyra tal bildar cykel�par med talen b�b�b�b� p� den andra
halvan� Betrakta nu talet a�� Det motsvarar tv�an� vilket s	ger att det 	r det
n	st minsta talet av talen a� � � � a�� Varje tal ai �pekar� p� ett av talen bj �
Storleken p� ai best	mmer positionen hos det motsvarande talet bj � Storleken
p� talet bj best	ms � andra sidan av positionen hos ai� Konsekvensen av detta
	r att b� m�ste vara det minsta av talen b� � � � b�� eftersom a� st�r l	ngst till
v	nster�

G�r vi vidare med a� s� ser vi att detta ger att b� blir det n	sta minsta av
talen b� � � � b�� P� samma s	tt f�s att b� blir n	st st�rst� och b� st�rst� Allts�
motsvarar 	ven b�b�b�b� m�nstret �����

Om m�nstret inte f�rekommer p� den andra halvan� kan det d	rf�r inte
heller f�rekomma p� den f�rsta� och d	rmed inte alls� Antalet involutioner
utan �xpunkter av l	ngd �n som undviker m�nstreth ������ 	r allts� lika
med antalet permutationer av l	ngd n som undviker detta m�nster� vilket
per de�nition 	r Vn�

F
rmodan �
 jP�n
��j � Fn 
n � 
� � � � fb� c� fg d�r P�n �r

m�ngden av alla permutation av l�ngd �n utan �xpunkter 
p� engelska s�
kallade �derangements��� och Fn Fine�talen� A������	

�




Det 	r k	nt att Fine�talen r	knar antalet Dyckv	gar som inte har n�gon
topp�� p� h�jden ett ����� Vi vet vidare att antalet permutationer av l	ngd n
som undviker ett m�nster av l	ngd tre 	r Cn� det vill s	ga antalet Dyckv	gar
av l	ngd �n�

Catalantalen kan de�nieras med hj	lp av rekursionen

Cn �
X

CkCn�k��� ����

En tolkning av ekvation ���� 	r att det objekt som ett Catalantal motsvarar
g�r att dela in i tv� partitioner p� n s	tt d	r varje partition 	r ett objekt av
samma typ�

Visualiseringen av de bilder som ger Finetalen� tillsammans med det faktum
att Finetalen r	knar Dyckv	gar som inte har n�gon topp p� h�jden ett s	ger
oss att det m�ste �nnas en metod f�r att partitionera de permutationer
som undviker dessa m�nster p� ett s�dant s	tt att partitioneringspunkter
motsvarar att Dyckv	gen n�r x�axeln� och �xpunkter motsvarar just toppar
p� h�jden ett�

��En topp �r ett U�steg f�ljt av ett N�steg


��



A Tabeller och Bilder

m�nster bild
��� a

��� b

��� c

��� d

��� e

��� f

Tabell �� #vers	ttningstabell fr�n m�nster i S� till bilder�

m�nster bild
���� a

���� b

���� c

���� d

���� e

���� f

���� g

���� h

���� i

���� j

���� k

���� l

���� m

���� n

���� o

���� p

���� q

���� r

���� s

���� t

���� u

���� v

���� x

���� y

Tabell �� #vers	ttningstabell fr�n m�nster i S� till bilder�
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p jUn
p�j jIn
p�j jSn
p�j
a

�n��
n��

�

n even�

� n
n��

�
Cn

b Ck

� n
n��

�
Cn

c Ck

�
n
n��

�
Cn

d �k �n Cn

e �k �n Cn

f Ck

� n
n��

�
Cn

Tabell �� De talf�ljder som genereras av m�nster i S�� De talf�ljder som
indexeras med k 	r noll f�r udda n� F�r j	mna n 	r �k � n� F�rklaringar i
tabell ����

a Ak

b�c�f Ck

d� e �k

Tabell �� M�nster i S� grupperade efter vilken talf�ljd de genererar p�
jU�k
��j� F�rklaringar i tabell ����

a� b�c�f An

d� e �n

Tabell �� M�nster i S� grupperade efter vilken talf�ljd de genererar p� jIn
��j
� F�rklaringar i tabell ����

a� b�c�f�d� e Cn

Tabell 
� Alla m�nster i S� ger Catalantalen p� jSn
��j�

b�c�f Fn
a $
d�e $

Tabell 
� H	r har vi grupperat m�nster i S� efter vilka talf�ljder de genererar
p� permutationer utan �xpunkter �p� engelska� derangements�� som vi kallar
f�r Pn� Vi har med denna tabell f�r m�nster i S� just p� grund av att vi
f�r Finetalen f�r m�nstren b� coch f� Vi f�r inte tr	� i Sloane f�r n�got
m�nster i S� p� Pn�

��



p jUn
p�j jIn
p�j jSn
p�j
a Gk Mn Vn
b $ Mn Vn
c $ Mn Vn
d Dk $ Wn

e Dk $ Wn

f $ Mn Vn
g $ Mn Vn
h Vk Mn Vn
i Dk $ Wn

j Rk $ Vn
k Lk $ Wn

l $ $ Wn

m Dk $ Wn

n Lk $ Wn

o $ Mn Vn
p $ $ Wn

q Ck Mn Vn
r Bn $ Vn
s $ $ Wn

t $ $ Wn

u $ $ Wn

v $ $ Wn

x Bn $ Vn
y Ck Mn Vn

Tabell �� De talf�ljder som genereras av m�nster i S�� De talf�ljder som
indexeras med k 	r noll f�r udda n� F�r j	mna n 	r �k � n� F�rklaringar i
tabell ����

��



Beteckning Namn Nummer
A centrala binomialtal A���
��
B binomialsumma A������
C Catalantal A������
D centrala Delannoy A������
F Finetal A�����

G generaliserade Catalantal A��

��
L speciella Lyndonord A���



M Motzkin A�����

R regulj	rt uttryck A������
V Vexill	ra A������
W big Schr�der A������

Tabell �� F�rklaring av beteckningar i tabeller�

q�y Ck

h Vk
r�x Bk

l�p�t�u $
k�n Lk

j�s $
d�e�i�m Dk

f�o�b�g $
v $
c $
a Gk

Tabell ��� M�nster i S� grupperade efter vilken talf�ljd de genererar p�
involutioner utan �xpunkter�

c $
q�y�h�f�o�b�g�a Mn

v $
l�p�t�u $
d�e�i�m $
j�s $
k�n $
r�x $

Tabell ��� M�nster i S� grupperade efter vilken talf�ljd de genererar p�
involutioner�

��



q�y�h�f�o�b�g�a�c Vn
r�x�k�n�l�p�t�u� Wn

j�s�d�e�i�m�v�

Tabell ��� M�nster i S� grupperade efter vilken talf�ljd de genererar p�
permutationer�

523 61 4
523614

52 641 3
526413

563412
563412

42 51 3 6
425136

42 61 53
426153

45312 6
453126

4 631 52
463152

1 56423
156423

3412 56
341256

3 51 42 6
351426

3 61 452
361452

12 5634
125634

1 4523 6
145236

1 4 62 53
146253

1 53 62 4
153624

Figur 
� Alla involutioner av l	ngd � med tv� �xpunkter som inneh�ller
m�nstretq�
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Figur �� Alla involutioner av l	ngd � med en �xpunkt som inneh�ller m�nst�
retq�
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632 451
632451

6432 51
643251

653421
653421

54321 6
543216

623 541
623541

62 43 51
624351

62 5431
625431

1 65432
165432

4321 56
432156

52 431 6
524316

532 41 6
532416

12 6543
126543

1 5432 6
154326

1 63 542
163542

1 643 52
164352

Figur �� Alla involutioner av l	ngd � med tv� �xpunkter som inneh�ller
m�nstrety�
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Figur ��� Alla involutioner av l	ngd � med en �xpunkt som inneh�ller m�nst�
rety�

42 61 53
426153

21 6453
216453

321 4 65
321465

321 54 6
321546

321 654
321654

4231 65
423165

21 34 65
213465

21 3 54 6
213546

21 3 654
213654

21 43 56
214356

21 543 6
215436

12 43 65
124365

1 32 4 65
132465

1 32 54 6
132546

1 32 654
132654

1 432 65
143265

Figur ��� Alla involutioner av l	ngd � med tv� �xpunkter som inneh�ller
m�nstreth� L	ngst ner har vi en f�rekomst av m�nstret� trots att de tv�
cyklerna inte f�rh�ller sig till varandra p� ett f�rbjudet s	tt�

�




632 541
632541

645231
645231

654321
654321

456123
456123

4 651 32
465132

532 61 4
532614

54 621 3
546213

564312
564312

21 43 65
214365

21 5634
215634

21 6543
216543

3 61 542
361542

4321 65
432165

Figur ��� De �� elementen i U

i��
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