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Sammanfattning

Vi undersoker ett antal kopplingar mellan Young—Tablaer, Ballot—
tal och monsterundvikande permutationer. Vi visar ocksa att for vissa
monster p kan antalet involutioner som undviker p forklaras med hjélp
av p:s cykelstruktur. For att gora det lattare att se cykelstrukturen
hos ett moénster, tar vi fram ett séitt att visualisera permutationer med
léngd < 4.

Abstract

In this paper, we study some connections between Young-Tableau,
Ballot—numbers and pattern avoiding permutations. We also show that,
for some patterns p, the number of involutions avoiding p can be explai-
ned in terms of the cycle—structure of p. To facilitate the interpretation
of patterns in terms of their cycle—structures, we propose a technique
for visualisation of permutations of length < 4.
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1 Inledning

En Young-Tabla! #r en tabell med talen 1,...,n ordnade enligt foljande
regler:

e Om talen a och b dr p& samma rad och a star till vinster om b, s&
maste a < b och

e om c¢ och d ar i samma kolumn och ¢ ar dver d sd maste ¢ < d.

Raderna i tabellen méaste inte vara lika langa, men rader hogre upp maste
vara ldngre dn eller lika langa som rader lidngre ner.

1[3]5]8]
24
6|7
19|
ar ett exempel pa en Young—Tabld med talen 1,...,9. Tva andra exempel &r
1/2/3]5]

och 14

2 Young-Tablder med tva rader

En erfaren kombinatoriker foreslog mig att jag skulle forklara varfor antalet
Young-Tabléer (som i fortsdattning helt enkelt bendmns “tablaer”) av storlek
n + 1 med exakt tva rader ar

Cln) = ni 1 (2:) (1)

Talf6ljden som genereras av (1), och vars inledande termer ar

1,1,2,5,14,42. .. (2)

!Efter den engelske gruppteoretikern Alfred Young (1873-1940).



kallas Catalantal?, och dyker upp i en mingd kombinatoriska problem (i
Richard Stanleys bok “Enumerative Combinatorics” [17] finns en 6vnings-
uppgift som innehaller 6ver 40 olika problem déar 16sningarna involverar Ca-
talantal).

For att testa hypotesen konstruerar vi for hand alla mojliga tabléder som har
2,3,4 och 5 rutor:

1]
2 (2]
1]2] 1]3]
3 3] 2]
1/23] 1124] 113[4]
4 4] 13 2]
1]2 1[3
3[4 204
1[213]4] [1]2]3]5] [1]2]4]5]
5 L9 14 3]
113/4]5] [1]2]3] 1]13[4]
2] 415 2[5
1[274] 1]2]5] 113]5]
3|5 3[4 204

Réknar vi antalet tablaer av varje storlek far vi féljande tabell, dér vi kallar
antalet tvaradiga tablaer med n rutor for T"(n):

n|Cn)|T(n+1)
111 1
2|2 2
315 )
4114 9

Tydligen ér 16sningen inte Catalantalen, ty T7(4 + 1) # C(4).

2Efter den franske matematikern Eugéne Charles Catalan (1814-1894). Catalan arbe-
tade med talteori och kedjebrak pa Ecole Polytechnique i Paris. Hans matematiska karridr
forsvarades for 6vrigt av hans starka sympatier for den politiska vanstern [13].



12
123 12
/ ‘ 3 2
1234 123 124 12 134 13
/ \ /4 \ 3 34 2
Figur 1: Konstruktions—algoritm for tvaradiga tablaer.

Hur gor man for att ta fram en formel for T'(n)?

De tal som ingar i dessa tablaer star antingen i den &6vre eller i den undre
raden. Man kan bygga upp en tabld genom att placera ut talen 1,...,n i
nummerordning. Placera varje nytt tal langst till hoger i antingen den Gvre
eller den undre raden.

Det &r dock inte alltid som man kan vélja fritt om man vill placera ut talet
i den ovre eller den undre raden pa grund av:

1 villkoret att den ovre raden inte far vara kortare an den undre och

2 storleksvillkoret, som séger att varje tal i den undre raden méaste ha
ett mindre tal rakt ovanfor sig.

Man kan visualisera konstruktionsprocessen med hjilp av ett trad, som i
figur (1). Vi mérker att tradet &ven innehéller tablder med enbart en rad,
och det verkar lattare att generellt beskriva antalet tablaer med en eller tvéa
rader, snarare &n tablaer med exakt tvi rader. Vi kallar antalet tablaer med
en eller tva rader for T'(n).



De noder pa tridet i figur (1) som representerar tablaer dir bada raderna
ar lika langa skiljer sig fran de 6vriga noderna, i det att de bara har ett
“barn”. Nér vi skall beskriva konstruktionsalgoritmen matematiskt maste vi
darfér ha en modell av tablaerna som beskriver tablaernas form. Infor vi
beteckningen B(a,b) for att beskriva antalet tablaer med a rutor i den vre
raden och b rutor i den undre, kan vi teckna foljande rekursion:

B(a,b) = Bla,b—1) (a=b) (3)
B(a,b) = Bla,b—1)+B(a—1,b) (a>b) (4)

Ekvation (3) séger att antalet tablder med formen (n,n) det vill sdga tabléer
med tva lika langa rader ar lika stort som antalet tablaer med formen (n,n —
1). Orsaken &r att tablderna med formen (n,n) bara kan skapas pé ett sétt,
nédmligen genom att lagga till en ruta i den undre raden pa en tabld med
formen (n,n —1).

Ekvation (4) beskriver det faktum att Gvriga tablaer, dvs dar a > b, kan
skapas pa tva sétt; antingen genom att lédgga till ett tal i den undre raden
pa en tablad med formen (a,b— 1) eller genom att ldgga till ett tal i den Gvre
raden pa en tabld med formen (a — 1,b). Det totala antalet tabléer maste
dérfor vara summan av antalet tablaer med dessa respektive former.

Ett steg mot att hitta en formel for T'(n) &r att skapa en tabell med virden for
B(a,b). Detta kan vi gora med hjélp av ekvationerna (3) och (4) tillsammans
med de virden vi fatt genom att konstruera tablaer for hand. Vi borjar med
att fylla i dessa varden:

a\b

B Y el e =)
00 Y W N = e
Y e O DD 0 9| DN
DD ) ) D D 9| Qo
DD ) ) e D 9| W
ECEEECERECEREC IR I IR oy
ICERCERC RS ISR e

SO W N~ O

Eftersom vi inte tillater tabléer dir ¢ < b, dvs dér den undre raden har fler
rutor, vet vi att B(a,b) = 0 for alla a < b:



B R N el k=]
00 Y W N = O
D O N O O
D Y Y O O Ol W
N Y O O O O
v N OO OO OOt
N O O OO O O OoOo

DO W N~ O

Nu &r det enkelt att fylla i resten av tabellen med hjélp av ekvationerna (3)
och (4) eftersom de betyder att varje tal i tabellen &r summan av talet till
vinster och talet ovanfor. Vi bestammer oss ocksé for att lata B(0,0) = 1:

aNb|0O 1 2 3 4 5 6
0 10 0 0 0 0 0
1 11 0 0 0 0 0
2 12 2 0 0 0 0
3 13 5 5 0 0 0
4 1 4 9 14 14 0 0
5 1 5 14 28 42 42 0
6 1 6 20 48 90 132 132

Antalet tablder med exakt tva rader T"(n), som vi sokte inledningsvis, kan
vi nu f& fram genom att summera B(a, b) 6ver alla former for vilka a+b =n

Z B(a,b) — 1
at+b=n

(eftersom vi inte dr intresserade av tablderna med bara en rad) vilket ger
talfoljden:
1,2,5,9,19,34 ... (5)

detta &r, kan man séga, en 16sning till problemet eftersom vi, om det skulle
behdvas, kan gora tabellen storre.

2.1 Forsok till bijektivt bevis

Vi vill dock hitta ett enklare sitt att beskriva talfoljden. En praktiskt metod
for att komma vidare fran detta ldge ar att skicka de tal man fatt fram till



den stora databasen “Sloane’s On-Line Encyclopedia of Integer Sequences”
pa Internet3. Vi far da reda pa att var talfljd heter A014495 och beskrivs
av ([n%]) — 1. Om vi struntar i att dra bort ett, och riknar tablaer en eller

tva rader far vi alltsd att
n
T(n) = ( )
[1/2]

Ett sdtt att visa, eller forklara, varfor mangden av alla en— och tvaradiga
tablaer &r lika stor som méngden av alla uppdelningar av n element i tva lika
stora delméngder, ar att skapa en bijektion. Detta innebér att vi skapar par;
i vart fall par av tabléer och uppdelningar av [n] i tvé lika stora delméngder.
Vi kallar mingden av alla uppdelningar av talen 1,...,n for X och méngden
av alla tablaer med en eller tva rader for Y. Vi vill hitta pa en algoritm —
vi kallar den A - som tar ett element z € X och ger ett element y € Y.
Anvinder vi n = 5 som exempel vill vi alltsd i féljande tabell:

112]3]

415 {1,2}
1[2]4]

315 {1,3}
1]2]5]

3|4 {1,4}
1]3]4]

215 {1,5}
1[3]5]

24 {2,3}
112]3]4]

19 {2,4}
1[2]3]5]

14 {2,5}
112]4]5]

3] {3,4}
113]4]5]

12 {3,5}

{45}

som innehaller bade alla tablaer med 5 tal och alla sétt att valja ut 2 tal

®http://www.research.att.com/~njas/sequences/Seis.html



fran {1,...5}, komma pa ett sitt att koppla samman varje tablé till vinster
med ett val av tva tal till hoger.

Vi forsoker 16sa detta problem genom att anvinda var intuition om vad
som kan tinkas leda till en rimlig generell algoritm for att skapa sddana
par. Betraktar vi valet av talen {4,5}, sd kan man ju ténka sig att dessa
1[2]3]

skulle kopplas samman med tablan [415] . Det samma gller for de dvriga
tablderna med tva tal i den undre raden. Tar vi bort dessa far vi foljande
lite mer problematiska tabell:

112]3]4]
5] {1,2}
112]3]5]
14 {1,3}
112]4]5]
3] {1,4}
1[3]4]5]
12 {1,5}

1]2[3]4]5] (2,3}

Tanker vi oss att de tal som &r utvalda &r tal som vi skulle vilja placera i
undre raden (detta stdmmer ju med vad vi gjort hittills) ser vi att alla val som
aterstar skulle leda till otillatna tablaer. Fyran och femman forekommer bara
i tva av valen pa hogersidan, sa det ar inte speciellt langsokt att identifiera
dessa med de respektive tablaer dar fyran och femman &r i den undre raden.
Det enda som aterstar ar nu

112]4]5]
3] {1,2}
113]4]5]
12 {1,3}

1]2[3]4]5] (2,3}

Det finns naturligtvis manga alternativ, bade i den hér situationen och i det
ovriga resonemanget kring hur bijektionen skall utformas. Det kinns dock
naturligt att lata {1,2} kopplas samman med den enradiga tablan, {1,3}
med tablan som har trean som enda tal i undre raden, och till sist {2,3}
med tabldn som har tva som enda tal i undre raden.




Om vi med utgangspunkt fran detta exempel kan ta fram en generell al-
goritm for att skapa en en— eller tvaradig tabld med utgangspunkt fran en
uppdelning av talen 1,...,n i tva lika stora delméngder, och varje uppdel-
ning ger en specifik tabla, har vi hittat en bra forklaring till varfér antalet
en— eller tvaradiga tablaer med n tal dr lika med antalet sétt att vélja ut
hélften av de n talen.

En generell algoritm som ger de kopplingar vi fatt mellan tablaer och val av
tal i exemplet ar foljande:

e Placera alla tal som inte ar valda i den Oversta raden, och de valda talen
i den undre raden, justerade till vanster. (Detta ger allts& en otillaten
tablad med hélften, eller néstan hélften, av talen i den undre raden.)

e Titta pa det tal i den undre raden som &r ldngst till vinster. Det finns
tva mojligheter

— Om talet ovanfor dr mindre sd ar dessa tva tal en tilldten kombi-
nation. G& d& vidare med nésta tal i den undre raden.

— Om talet ovanfor ar storre s& ldgg det undre talet i den 6vre raden,
nirmast till vinster om det tal som &r i den 6vre raden. Flytta
sedan de Ovriga undre talen ett steg at vinster sa att det tal som
star pa tur hamnar under samma tal i 6vre raden som det vi just
flyttade p& hade ovan for sig innan vi flyttade pa det.

e Fortsatt pa detta sétt tills alla tal i den undre raden &r beaktade.

e Vi har nu en tabla som kan se konstig ut, for talen i den undre raden
ar inte vansterjusterade. Ordna detta genom att skjuta samman dessa
tal langst till véanster.

For det forsta ar det klart att det verkligen blir tillitna tablaer, for vi later
bara tal vara kvar i den undre raden om de &r tillatna. Nér vi flyttar upp tal
s& har vi alltid ett storre tal till hoger, eftersom vi flyttar upp just om talet
ovanfor ar storre, och det &r detta tal som sedan hamnar till hoger. Nar vi
slutligen flyttar vissa tal i den undre raden at vinster sd hamnar de under
tal som ar mindre dn de tal de tidigare hade ovanfor sig, s detta kan inte
leda till att tablan blir otillaten.



Vi illustrerar med ett exempel: Antag att n = 9 och talen {1,2,5,9} &r
utvalda. Vi borjar dd med den otillatna tablan

3[4]6]7]8
1121519

Eftersom 1 % 3 sa flyttar vi upp ettan till vinster om trean...

113]4]6]7]8]
—[=12151]9

Vi flyttar undre raden ett steg at vinster, s& att tvaan hamnar under det tal
som ettan forut hade ovan for sig, dvs trean.

113]4]6]7]8]
—[2]5]9

Eftersom 2 % 3 sa flyttar vi &ven upp tvaan, som hamnar mellan ettan och
trean...

112]3]4]6]7]8]
—[=]=15]9

skifta undre raden ett steg at vénster...

1[2]3]4]6]7]8]
—|-[519

vi har nu att bdde 5 > 3 och 9 > 4 sa vi skall inte flytta upp négra mer tal.
Slutligen flyttar vi femman och nian at vinster, sa att vi far en riktig tabla...

1[2]3]4]6]7]8]
59

och vi &r klara med exemplet. Den algoritm vi hittat pa fungerar inte som
bevis i matematisk beméirkelse. Det stora problemet &ar att vi inte 6vertygat
oss om att alla mojliga tablaer verkligen kan skapas med hjélp av algoritmen.
Vill vi vara matematiskt korrekta bor vi, for att forsdkra oss om detta, hitta
en algoritm B som tar ett y € Y och ger ett x € X och for vilken

B(A(z)) = .

Kan vi bevisa att detta géller for alla  s& har vi bevisat att | X| = |Y|, det
vill sdga att mangderna har lika manga element. Det var dock lite svart att
gora ett ordentligt bevis for detta, s vi ndjer oss hér med att beskriva en
algoritm som potentiellt uppfyller denna egenskap:



e Flytta det undre tal som star langst at hoger, langre at hoger tills dess
att det, om vi flyttade det ett steg till, skulle fa ett tal storre &n sig
sjalvt over sig.

e Upprepa for ovriga tal, fran hoger till vinster. Det finns tva orsaker till
att ett tal inte kan flyttas langre till hoger: antingen att talen i 6vre
raden ar for stora, eller att “flyttvigen” blockeras av ett annat redan
flyttat tal i den undre raden.

e Fortsétt tills dess att alla tal i den undre raden ar flyttade.

e Med borjan fran vinster, flytta ner de tal i den &vre raden som star
over luckor i den undre raden, tills dess att hélften av talen star i den
undre raden.

Med detta lamnar vi forsoken att hitta en bijektion mellan Young-tablaer
och val av tal. I kapitel (2.4) anvinder vi istéllet det forarbete som gjorts i
kapitel (2) for att, med hjélp av Ballot—talen, matematiskt bevisa att antalet
Young-tablaer av lingd n med hogst tva rader ar (ﬁ:}ﬂ)'

2.2 Ballot—tal

Vi har nu, om inte bevisat matematiskt, s& atminstone intuitivt gjort klart
for oss att T'(n) faktiskt &r (n%) Under l6sningsprocessen skapade vi en
tabell med varden for B(a,b), och dessa virden vet vi ingenting om. Vi
ser ocksa att huvuddiagonalen i tabellen tycks vara Catalantalen, som up-
penbarligen har nagot samband med detta problem. For att komma vidare
anviander vi samma konstgrepp som tidigare; databasen pa Internet, men den
hér gngen matar vi in tal fran rad 5 (bara for att vélja nadgon) i tabellen. Vi
far da reda pa att var tabell faktiskt kallas Catalans triangel, att den heter
A009766, och att den har anknytning till ndgot som kallas Ballot—talen,
vilka dyker upp som losningen till ett problem som har stora likheter med
vart; ett problem vi skall aterkomma till senare.

I en artikel av Ira Gessel [6] (som for 6vrigt studerat for Richard Stanley,
som vi tidigare ndmnt i samband med Catalantalen) finns en mycket elegant
hérledning av en sluten formel for Ballot—talen, som mycket enkelt kan fas
att passa de definitioner vi tidigare gjort i samband med tviradiga Young—
Tablaer.

10



Gessel utgar ifran en differensekvation snarlik vara ekvationer (3) och (4):
B(n,k) = B(n—1,k)+ B(n,k—1) (6)
B(0,0) = 0 (7)
B(1,0) = (8)
B(0,1) = -1 (9)

Istéllet for att lata B(0,1) = 0 som vi hade (eftersom det inte finns nagra
tabléer som bara har en ruta i den undre raden) gor han B antisymmetrisk,
sa att B(n,k) = —B(k,n). Anledningen ar att detta leder till en mycket
enklare formel for B(n, k), dven for de virden pa n och k dar n > k. Utifran
dessa ekvationer konstruerar Gessel en genererande funktion.

2.3 Genererande funktioner

En genererande funktion &r en kontinuerlig funktion vars serieutveckling
har de (hel)tal man &r intresserad av som koefficienter. Antag att vi &r in-
tresserade av foljden 1,1,2,3,5,8, ... vilken bestdms av differensekvationen
ax+1 = ag—1 + a samt begynnelsevillkoren ay = 0 och a; =1 (det vill siga
Fibonaccitalen). Den genererande funktionen F'(z) for denna talfoljd ar da,

per definition,
o
g apx™.
n=0

Den viktigaste podngen med genererande funktioner &r deras anvindbarhet
for att representera och fa fram slutna uttryck for talfoljder som &r definiera-
de i form av differensekvationer. Genererande funktioner anvinds i samband
med differensekvationer pa samma sitt som Laplace—transformen i samband
med differentialekvationer. For att demonstrera detta skall vi f6lja ett exem-
pel ur Herbert Wilfs bok generatingfunctionology [19], ddr han tar fram en
formel for Fibonaccitalen med hjilp av genererande funktioner. P4 samma
sida som detta exempel finns en punktlista dar Wilf redogor for den gene-
rella metod man anvinder nér man 16ser problem med hjilp av genererande
funktioner, en lista som ar sa anvindbar att den fortjinar att aterges i sin
helhet:

1. Forsékra dig om att de virden for den fria variabeln (ség n) dér diffe-
rensekvationen ar uppfylld ar klart avgransade.

11



2. Ge ett namn at den genererande funktionen som du letar efter, och
skriv ut funktionen i termer av den okénda talféljden (det vill siga,
kalla den till exempel A(z) och definiera den att vara ) ., anz").

3. Multiplicera bada sidorna av differensekvationen med z™, och summera
over alla virden av n dér differensekvationen giller.

4. Uttryck bada sidorna explicit i form av A(z).

5. Los ut den okénda genererande funktionen ur de ekvationer som ska-
pats.

6. Om du vill ha en exakt formel for talfoljden som ar definierad av diffe-
rensekvationen, s& forsok att expandera A(z) som en potensserie med
hjalp av vilken metod som helst som du kan komma pa. Speciellt, om
A(z) &r en rationell funktion (en kvot av tvd polynom) sd kommer
detta att astadkommas med hjilp av partialbraksuppdelning, f6ljd av
separat hantering av de respektive termerna.

Vi borjar alltsa (punkt ett) med att konstatera att var differensekvation
Op+1 = Op—1 + ap

galler for alla (n > 1). Vi kallar var genererande funktion fér F'(z), och
definierar den som ) ., apz” (punkt tvd). Vi multiplicerar vénsterledet
med z" och summerar (punkt 3 och 4):

F —
a2x+a3x2+a4x3+...=M.

Gor vi exakt samma sak med hogerledet far vi:
(a17 + apa® + a3z +...) + (apx + a12® + a9z ...) = F(x) + o F ()
Vi l6ser nu ut F(z) (punkt 5):

x

Flz)=—
(z) 1—x— 22

Vi vill ha en explicit formel for fibonaccitalen, och da méste vi hitta po-

tensserieutvecklingen av t—"—. Det enklaste sittet att gora detta &r att

partialbraksuppdela, s& vi slipper den kvadratiska termen i ndmnaren. Wilf

16ser detta genom att forst notera att

1++v6
2

)

l—z—z?=QQ—ar )l —ar.) (re=

12



sd vi kan skriva

T T

1— 12— a? (1—ary)(1—zro)

B 1 11
T )\ —er) T-wr)

_ %{Z I g _er}

320 320

Och enligt definitionen av var genererande funktion sa ar alltsa a, koeffici-
enten framfor ™ i den serieutveckling vi fatt fram, det vill sdga

1 n n _
an:%(m_—r_) (n=0,1,2,...) (10)

ar en explicit formel for Fibonaccitalen. Det verkar smatt osannolikt att
uttrycket (10) skall vara heltaligt for alla n, men det ar det.

2.4 Bevis med hjilp av Ballot—talen

Vi atergar nu till vara forsok att med Ira Gessels hjélp ta fram en sluten
formel for Ballot—talen, som alltsa &ven beskriver antalet tvaradiga tabléer
med en viss form. Gessel gar direkt fran ekvationerna (6)—(9) till uttrycket

o0

(1—2z—1y) Z B(m,n)x"y" =x —y

m,n=0

som faktiskt &r ekvivalent med dessa ekvationer. I vinsterledet har vi mot-
svarande B(m,n) — B(m — 1,n) — B(m,n — 1), och hogerledet svarar mot
begynnelsevillkoren. Vi kan nu 16sa ut var genererande funktion (som vi inte
givit ndgot namn):

m, n __

m,n=0

och hérifran fa de slutna uttryck for Ballot—talen som vi séker:
1 1 _
B(m,n):<m+n >_(m+n )Zm n<m+n> (1)
m—1 m m+n m

13




Formel (11) svarar mot f6ljande tabell:

m\n|0 1 2 3 4 5 6
0 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1 1 0 -1 2 3 4 35
2 1 1 0 2 -5 -9 -14
3 1 2 2 0 5 -14 -28
4 1 3 5 5 0 -14 -42
5 1 4 9 14 14 0 -42
6 1 5 14 28 42 42 0

De negativa talen i tabellen har ingen egentlig kombinatorisk betydelse. Kom-
binatorikern Percy A. MacMahon, vars arbete i borjan av 1900—-talet [11] haft
stor betydelse for den senare kombinatoriska forskningen, kallade en sadan
funktion for “redundant genererande funktion”. De egentliga Ballot—talen &r
de tal i tabellen som &r positiva.

Vi kan nu bevisa det vi kom fram till i det inledande kapitlet, ndmligen att
antalet Young-tablaer av storlek & med en eller tva rader &r ([k]/CQ])' Var
algoritm for att konstruera tablaer ledde till ekvationerna (3) och (4). For
m > n ar dessa ekvationer identiska med ekvationerna for Ballot—talen, och
vi kan identifiera B(m,n) som antalet tablder med m—1 tal i den 6vre raden
och n tal i den undre.

Antalet tablaer med k rader ges alltsd som summan av de B(m,n) for vilka
m +n =k +1 och m > n. Vi har nu att

Lk/2]
> B(mn) = B(k+1—i,i)

m>n =0

m+n=k+1
- LkZ/ZJ k B k
T k- k—i+1

N k—1 . k—7
1= j=—1

- (l:— (lfk/m) B (k f— 1)
(



vilket visar pastaendet.

2.5 Ballot—talens ursprung

Ballot—talen har fatt sitt namn fran féljande problem: Antag att det varit
val, och kandidaterna A och B féatt a respektive b roster. Om a > b hur stor
dr da sannolikheten att A haft fler roster &n B under hela rostrikningen?
Denna fraga stélldes for forsta gangen i slutet av 1800-talet av fransmannen
M. Bertrand, och fick sitt svar 1887 i en artikel av D. André [7].

Det finns en direkt koppling mellan tablaer med hogst tva rader och de
rostningsférlopp vi ar intresserade av hir, genom att ett tal i den 6vre raden
svarar mot en rost pa kandidat A och ett tal i den undre raden svarar mot
en rost pa kandidat B.*

Det ar 1att att inse att det totala antalet rostforlopp som kan intréffa ar (“:b).
Om vi kallar antalet forlopp dir A hela tiden haft fler roster &n B for B(a, b)
(for att vara specifika far vi siga att B(a,b) rdknar antalet mojligheter efter
det att a fatt den forsta rosten, eftersom A inte har fler roster 4n B nar bada
har noll roster) s& dr den sannolikhet vi soker

B(a,b)
(a+b) :

Satter vi in uttrycket for ballottalen (11) i (12) ser vi att 10sningen till

. _b
Ballotproblemet ar Z_+b .

(12)

2.6 Dyckvigar

En mycket anvindbar teknik for att visualisera det fenomen som Ballot—
talen och de tvaradiga tablaerna beskriver dr Dyckvigar®. En Dyckvig ir en

4 Att kandidat A under hela forloppet maste leda, och sedan vinna svarar i tablavirlden
mot att vi bara &dr intresserade av tablaer dér den &vre raden &r lingre &n den undre, samt
den forsta ettan redan utplacerad, men detta dr nagot vi inte skall fista nagon storre vikt
vid.

SWalther Franz Anton von Dyck (1856-1934) arbetade med gruppteori, bland annat
for Felix Klein.
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vig i ett heltalsgitter fran punkten (0,0) till en punkt (2n,0) som: 1) bara
innehéller steg av typen (1,1), det vill sédga snett upp at hoger, och (1,—1),
det vill séga snett ned &t hoger och 2) aldrig gar under z-axeln. Figur (2)
visar en typisk Dyckvig. Antalet Dyckvigar av lingd 2n rdknas av Cata-

4 5 7 1 2 8 3 6

1 2 3 4 5 6 7 8

Figur 2: Bilden visar en typisk Dyckviag. Under Dyckvigen visas den mot-
svarande 3412-undvikande involutionen.

lantalen, och Dyckvigar som slutar i punkten (n,k) (som alltsd egentligen
inte dr Dyckvégar, men dndé& brukar kallas “Dyckvigar som slutar i punk-
ten ...”) riknas av Ballot—talen. Med detta avslutar vi undersdkningen av de
tvaradiga tablaerna.

3 Rekapitulation

Nér vi undersokte kombinatoriken kring Young—Tablaer med tvé rader fick vi
anvandning av en rad olika kombinatoriska tekniker: En tabell med exempel
ledde till forkastandet av var forsta hypotes, att vart problem beskrevs av
Catalantalen. Genom att forestélla oss en stegvis konstruktion av vara kom-
binatoriska objekt (dvs de tvaradiga Young—Tablaerna) kunde vi formulera
en differensekvation som, tillsammans med begynnelsevillkor, fullstdndigt
beskrev problemet. Detta kunde vi betrakta som en forsta l6sning pa pro-
blemet, eftersom vi d& relativt enkelt (speciellt genom att skriva ett litet
datorprogram) kunde ta fram antalet tablaer for godtyckliga virden pa n,
antalet rutor i tablaerna. Med hjalp av var differensekvation fick vi pa kopet,
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genom att gora en tva—-dimensionell tabell, virden for antalet tablaer med en
specifik form, nagot vi inte fragade efter inledningvis. For att komma vidare
utnyttjade vi en stor databas 6ver heltalsféljder (The On—Line Encyclope-
dia of Integer Sequences), fran vilken vi fick fram att de tal vi berdknade
faktiskt hade en mycket enkel sluten formel i form av den centrala binomi-
alkoefficienten (fnT/Lﬂ)' For att forklara detta faktum konstruerade vi sedan

en bijektion mellan de kombinatoriska objekt som (ﬁ;}ﬂ) beskriver, och de
tvaradiga Young—Tablaerna.

Eftersom ocksa de 6vriga talen i tabellen, och inte bara de diagonalsummor
som beskriver antalet Young—Tablder med tvi rader, vickt var nyfikenhet
skickade vi utdrag ur tabellen till databasen pa Internet, och vi fick d& kon-
takt med de s& kallade Ballot—talen. Med Ira Gessel vid var sida kunde vi
sedan hirleda en formel for hela tabellen; en process som gick via genereran-
de funktioner, vilka vi ocksa testade pa ett lite enklare exempel hamtat ifran
en bok av Herbert Wilf. For att sluta sicken var vi tvungna att utfora nagra
matematiska operationer pa formeln for Ballot—talen s& att vi fick fram den
centrala binomialkoefficienten, vilken vi ursprungligen var ute efter.

Som en avslutning gick vi sedan till botten med det néra sambandet mellan
det problem kring rostning som givit namnet at Ballot—talen och vara tva-
radiga Young—Tablaer. Detta med hjilp av en annan artikel (som vi hittat
genom att soka efter information om Ballot—problemet) forfattad av av Peter
Hilton och Jean Pedersen, dér vi ocksa fick bekanta oss med Dyckvigar.

4 Young—Tablaer

En permutation av talen 1,..., n dr ett sdtt att flytta om ordningen pé dessa
tal. S& &r till exempel 1423 och 3412 permutationer av 1234. En permutation
kan ses som en funktion som gar fran permutationer till permutationer® (jag
tar hjélp av en lidrobok i diskret matematik skriven av Norman L. Biggs [1]).
Om talet k star pa plats ¢ i en permutation o betyder detta att det tal som
star pa plats ¢ i den permutation som o opererar pa skall flyttas till plats k.
Later vi till exempel 4132 operera pa 2341 skall vi

50Observera att detta kan vara forvirrande: permutationer #r bade funktioner, och det
som funktionerna opererar pa.
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1. flytta tvaan till plats fyra,

2. flytta trean till plats ett,

w

. flytta fyran till plats tre (den far alltsd st& kvar p&4 samma plats), och

4. flytta ettan till plats tva.

Detta ger oss permutationen 3142. Mangden av alla permutationer av talen
1,...,n (permutationer med lingden n) kallas for \S,,, och den innehaller n!
element.

En involution ar en speciell permutation som bara tillater att elementen i
den permutation den opererar pé antingen star kvar pa samma plats, eller
att tva element byter plats. En konsekvens av detta dr att om man later en
involution operera tva ganger p& samma permutation s& far man tillbaka den
permutation man hade fran bérjan. Permutationen 14523 ar ett exempel pa
en involution. Vi kallar méngden av alla involutioner av langd n for I,. Det
finns ingen enkel formel for antalet involutioner av lingd n, men den talfoljd
som beskriver antalet involutioner borjar

1,1,2,4,10,26, 76,232, 764, 2620 . . . (13)

Ett forbluffande faktum ar att denna talf6ljd dven beskriver antalet Young—
Tablaer med n rutor. Vi skall med hjéalp av ett avsnitt ut matematikern
och datalogen Donald E. Knuths extremt betydelsefulla bok “The Art of
Computer Programming” (8], forsoka ge en antydan till forklaring av varfor
det forhaller sig pa detta sitt.

Grunden i resonemanget dr tva algoritmer pa en typ av tablaer som uppfyller
alla krav som finns pa Young—Tablaer forutom att de inte maste innehalla
alla tal 1,...,n:

e En algoritm for att ligga till ett godtyckligt tal (som inte redan finns

i tablan) till en tabla.

e En algoritm for att ta bort ett av talen fran en tablé.
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4.1 Algoritm [/

Denna algoritm (och dess invers) kallas for Robinson-Schenstedt-Knuth al-
goritmen (forkortas RSK) efter de tre mén som bidragit till dess slutgiltiga
form. Lat P vara en tabla och x ett tal som inte finns i P. Vi sétter in z i P
genom att rad for rad jamfora tal i P med z. Vi borjar i den G6versta raden.

Om z &r storre &n alla tal i den rad vi undersoker, sa placera x ldngst till
hoger i denna rad. Ta annars det tal y i denna rad som &r ndrmast stérre an
x och placera in z i dess stélle. Ga vidare och férsok placera in y i nésta rad
i tablan. Om det inte finns nagon nista rad, sa placera y ldngst till vinster
i en ny understa rad.

Exempel: Antag att

14]5]
P=126

och vi skall placera in £ = 3. Vi borjar da med att jamfora 3 med talen 145
och konstaterar att 4 &r det tal som &r ndrmast storre &n 3. Alltsd byter vi
ut 4 mot 3, vilket ger tablan

113]5]
216

och vi skall nu placera in 4 i den andra raden. Eftersom 6 ar det tal som &r
nérmast storre &n 4 sa byter vi ut 6 mot 4 vilket ger

113]5]
2[4

och vi placerar nu slutligen 6 underst i tablan:

3|5]
4

|CT:L\D|—t

4.2 Algoritm D

Algoritm D &r en “invers” av I pa det séttet att om vi bérjat med en tabla
P, satt in talet y och detta resulterat i att det sista tal som sattes in i tablan
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(insdttningsalgoritmen innebér ju att man far en sekvens av olika tal som
man placerar in i olika rader) hamnade pé position (,7) och vi darmed fatt
tablan P', far vi, om vi anvinder D for att ta bort det tal som stér pa (i, 7)
i P’ tillbaka tablan P och talet x.

Pa samma sétt giller att om vi anvinder algoritm D pa tablan P och borjar
med att ta bort talet som star pa (i,7) och detta resulterar i tablan P’ och
talet y, sd kan vi fa tillbaka P genom att anvéinda I pa tablan P’ och talet
x.

Att gora I bakldnges innebér att vi borjar pa en position (7, 7) i tablan (rad
i, kolumn j) och plockar ut detta tal z. Vi gar sedan till raden ovanfor (om
det finns nagon sédan rad) och byter ut det tal y som &r ndrmast mindre &n
z med z. P4 samma sitt fortsitter vi med alla rader.

Exempel: Antag att

415

1
2
3

P=

och vi skall ta bort talet pa (2,1), det vill sdga tvaan. Vi borjar d& med att
ta bort tvaan, vilket ger

14]5]
3

Vi tittar sedan pa raden ovanfor, som innehaller 145 och byter ut talet som
ar ndrmast mindre &n 2, dvs 1 mot tvaan, vilket ger

214]5]
P =13

Man kan se att om vi anvinder I for att placera in 1 i denna tabla, s& far vi
tillbaka P.

4.3 Young—Tablaer och involutioner

Med hjilp av algoritm I kan vi, genom att sdtta in ett tal i taget, skapa
en tabld P med hjilp av en permutation o. Men tydligen dr antalet tablaer
mindre dn antalet permutationer, sa det méaste ga att skapa samma tabla
pa manga olika sdtt. Man kan hélla ordning pa konstruktionsprocessen med
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hjilp av en andra tabla, dar vi registrerar i vilken ordning elementen i tablan
placerades in. Antag alltsd att vi har en permutation, till exempel

51432

12345 )"
Vi bygger nu upp tablan P med hjélp av permutationen . Men om inplace-
randet av talet £ med ordningsnummer k i permutationen resulterade i att
rutan (i,7) skapades i P, s placerar skapar vi en motsvarande ruta (i, j)

i tablan @ och placerar dér talet k. Med hjilp av @ kan vi nu, om vi vill,
anvinda D upprepade ganger pa P for att fa tillbaka o.

Permutationen 51432 leder till foljande sekvens av tablaer
P

Q
Stt in 5
11
12|
1
12]
1
12
14
1
12
14
15

Satt in 1

Satt in 4

Sétt in 3

Satt in 2

Detta resonemang ger oss en bijektion mellan ordnade par av tablier (P, Q)
av storlek n dér bada tablaerna har samma form och permutationer av storlek
n. Vi kan skriva detta som

> =0

AFn

dér A F n betyder att A dr en form for en tabld med n rutor, och f) &r
antalet tablaer som har formen A.

Ett faktum som &r ganska forvanande dr att om permutationen (ggi) ger
tablaparet (P, Q) si ger den inversa permutationen (som kan fas genom att
byta plats péa de tva raderna som beskriver permutationen, och sedan sortera
kolumnerna s att den undre raden &r sorterad) tablaparet (@, P). Involutio-
ner dr, som vi konstaterade i avsnitt (4), sina egna inverser. Detta leder till
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att om vi skapar tablaer med hjilp av en involution s& maste (P, Q) = (Q, P).
Alltsa maste P = Q. Eftersom varje involution ger en specifik tabla ar an-
talet involutioner lika med antalet tabléer. For att forsdkra oss om att vi

verkligen bara far en tabla testar vi med involutionen (gg}lg)
p Q
Siitt in 4
3] [1]
Sitt in 3 [4] 2]
2] [1]
3] |2
Sitt in2 [4] 3]
EEEY
2 2
3] [3]
Satt in 1 (4] (4]
1[5 [1]5]
20 2]
3] 3
Sattin 5 [4]  [4]

5 Young—Tablaer med fixerad form

Vi har tidigare studerat tablaer som fick ha hogst tva rader. Antag att vi
bestdmmer att tablan maste ha formen A\ dér X\ dr en lista med radléngder
¢y > ly > --- > . Den fascinerande formeln for antalet tablaer ar da [8]

n!
H(i,j)e)\ h(i, 5)

dér h(i,7) dr nagot som kallas “hook”langden, fritt Gversatt till “kroklang-
den”, for rutan (i,7). Kroklingden &r det antal rutor som fés i den “krok”
som bildas av rutorna till hoger och rakt nedanfor (7,4) i tablan, inklusive

r= (14)
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rutan (i,7) sjalv. Alltsé far vi i tablan

|
* | % | %
|

krokléngden 6 for rutan (3, 2).

Fram tills 1997 fanns det inget enkelt bevis for sats (14), men d& konstrue-
rade Jean—Christophe Novelli, tillsammans med Igor Pak och Alexander V.
Stoyanovskii ett bijektivt bevis [12] som anses vara beviset med stort B av
denna sats [9]. Novelli m. fl. konstruerar algoritmer liknande algoritmerna I
och D med vars hjilp de skapar en bijektion mellan de tva méngderna

1. Tablaer med n rutor, med en given form A som inte har nagra re-
striktioner vad géller storleksforhéllandet mellan rutorna. Det finns
uppenbarligen n! sddana tablaer.

2. Par (P,H) dar P &r en Young-Tabld och H &r en tabla dir varje
ruta (i, 7) innehéller ett tal mellan 1 och h(i,j), ndgot de kallar for en
“krokfunktion”.

Eftersom antalet krokfunktioner med form A &r JT
jektionen att

i) h(i,j), sa siger bi-

Ax I h,g) =n!
(4,7)EX

vilket &r ekvivalent med ekvation (14).

5.1 Young—Tablaer och generaliserade Ballot—tal

Om vi ténker tillbaka pa vad vi skrivit tidigare om Ballot—problemet inser
vi att en tabld med en bestdmd form motsvarar ett rostningsforlopp dér
antalet kandidater ges av antalet rader, och deras slutplaceringar av radernas
respektive langd. Det var relativt enkelt att rdkna antalet rostférlopp da
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vi bara hade tva kandidater, och detta resultat motsvarade exakt antalet
tablaer med tva rader med en viss form.

Antalet rostforlopp med & kandidater, dar kandidaterna slutat pé positioner
b1 >y > - > £ maste ges av krokldngdsformeln. Ballotproblemet for flera
kandidater har studerats helt oberoende av teorin kring Young-Tabléer och
har 16sts genom att betrakta rostférloppet som en Dyckvig” i flera dimen-
sioner.

Problemet, vars ursprung kan strécka sig &nda tillbaka till en artikel av
Abraham De Moivre (1667-1754) 1711, har sedan dess utvecklats och gene-
raliserats, och nér vi soker efter en formel for antalet rostforlopp, givet att
k kandidater som slutligen fatt a; > ao > -+ > aj roster hittar vi féljande
formel )

N =n! det(m) (15)

som kréver lite ytterligare forklaringar, i en artikel av Michael Filaseta [4].

Filaseta utgar fran en generaliserad variant av Ballot—problemet d&r man
kan bestdmma hur mycket kandidaterna maste leda Over varandra under
rostforloppets gang. Detta specificeras av tal t,..., %, som anger att

Ai(m)<Ai_1(m)+ti (mzl,...,n, ZZI,,I{I) (16)

dér A;(m) &r antalet roster kandidat ¢ har fatt nér m personer har rostat.
Vi tilldter att kandidaterna har lika méanga roster, vilket i ekvation (16)
motsvaras av att t; = --- =t = 1. (Det icke intuitiva sittet att formulera
“<” beror pa att vi foljer Filasetas artikel.) Filaseta later u(i, j) = a;+5(1, 7),
dar S(i,7) = 22:1 tv—zgzl ty, vilket for oss leder till att u(i,j) = aj+i—j.

Vart tidigare resonemang séger att uttrycket (15) skall vara ekvivalent med
kroklangdsformeln (14), det vill siga:

1 n! 1 1
n! det( ——) = —— & det( ——) = —
(aj +i=)"" " Tl er hlig) (@ +i =) Tjperhliog)
(17)
"Egentligen inte riktiga Dyckvigar, eftersom de avslutas i punkten (£1, ..., £;) som inte

noédvandigtvis ligger pa r—axeln.

24



Vi testar pa tablan

Kroklangdsformeln blir:

1-2-3-4-5-6-7-8-9
=21
7-5-4-3-2-2-1-1-1 6.
Matrisen vi far i Filasetas formel ar
1 1
O B
G A
=5 91 1 1
L1 1y
5040 120 2

vars determinant ar 1680 Multiplicerar vi detta med 9! s& far vi 216, samma,
sak som vi fick for kroklangdsformeln. Det tycks dock inte finnas nagot enkelt
sdtt att se att de tva formlerna &r ekvivalenta.

6 Young—Tablader med hogst n rader

Att rdkna tablader med begrinsat antal rader storre &n tva dr ganska svart.
Amitai Regev [15] fick 1981 fram uttrycket

n/2

T = Y (31) (15)

1=0

diar C; &r det i:te Catalantalet, for antalet Young—Tabléder med hogst tre
rader. Dominique Gouyou—Beauchamps fick 1989 fram uttrycken

Tiy(n) = C|(m+1)/2/ Cr(n+1)/2] (19)

och
n/2

(20 +2)!
=0 Z (22) (2 + 2)!(7 + 3)! (20)
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for tablaer med hogst fyra respektive fem rader. I en artikel [5] fran 1990,
som visat sig mycket anvindbar fér den fortsatta forskningen kring Young—
Tablaer, ger Ira Gessel en generell metod for att ta fram dessa uttryck med
hjélp av symmetriska funktioner.

Symmetriska funktioner &r en sorts genererande funktioner som har manga
fascinerande egenskaper. Aven om sjilva idéen som ligger bakom de symmet-
riska funktionerna (som uttémmande redovisas i boken Symmetric functions
and Hall polynomials av 1. G. MacDonald [10]) inte #r svar att forsta® krivs
det en hel del ganska krénglig matematik for att na fram till de resultat som
anvinds for att rdkna tablaer med begrénsat antal rader.

7 Monsterundvikande

En konsekvens av algoritm I som vi inte ndmnt dr att om man skapar en
tabld P med hjilp av en permutation 7 s bestdms antalet rader i P av den
léngsta avtagande sekvensen i 7. En avtagande sekvens av lingd k ar en f6ljd
av tal a1 > --- > a; som star i denna ordning i . Begreppet ldngsta avta-
gande sekvens ar ett specialfall av det mer generella begreppet mdnster pa
permutationer. Vi hdmtar nu, for att underlétta de fortsédtta resonemangen,
en del notation fran Anders Claessons licenciatuppsats “Generalised Pattern
Avoidance” [2].

Ett monster &r en permutation o € S;. En permutation « € S, undviker o
som det inte finns nagon delfsljd i 7 déir talen® &r i samma relativa ordning
som i o. Detta betyder till exempel att # € S, undviker 132 om det inte
finns nigra 1 < i < j < k < n sadana att'? 7(i) < n(k) < (), det vill siga
det storsta talet star i mitten och det minsta till vinster.

Pa ett liknande sétt som Claesson definierar vi den delméngd av S, (permu-
tationer av ldngd n) respektive I,, (involutioner av lingd n) som undviker
monstret o som Sy (o) respektive I, (o). Vi kommer i fortsattningen &ven att
intressera oss for méngden involutioner utan fixpunkter av langd 2n (det vill

8det handlar om funktioner i flera variabler, sig f(z1,...,x) vars virde dr oberoende
av i vilken ordning man stoppar in variablerna.

9Claesson arbetar med bokstéver snarare &n tal.

9H#r betyder m(i) det tal som star pa plats i i 7.

26



sdga involutioner som inte later nagot av talen i permutationen den opererar
pa std kvar pad samma plats), vilken vi kallar for Us,. I denna terminologi
kan vi beskriva mangden av alla involutioner vars ldngsta avtagande sekvens
ar hogst tre som I, (321), och antalet sddana involutioner som |I,,(321)].

7.1 Motzkintal

Ekvation (18) som Regev [15] tagit fram for antalet tablder med hogst tre
rader beskriver Motzkintalen!'! [3], vars enklaste tolkning férmodligen #r
i form av Motzkinvigar. Dessa adr som Dyckvigar, forutom att det ocksa

1 2 3 4 5 6 7 8

Figur 3: Bilden visar en typisk Motzkinvdg. Under visas den motsvarande
4321-undvikande involutionen.

ar tillatet att g& steg av typen (1,0), det vill sdga parallellt med z—axeln.
Figur (3) visar en typisk Motzkinvdg. De forsta Motzkintalen &r

1,2,4,9,21,51,127,323,... (21)

Algoritm [ séger oss att Motzkintalen &ven rdknar antalet involutioner vars
langsta avtagande sekvens har langd tre. Vi har alltsa tre till synes helt olika
kombinatoriska objekt som, for varje storlek!? pa objekten, dr lika manga:

"Efter Theodor Motzkin, f6dd 1918.

121 artiklar som behandlar kombinatoriska objekt anvinds ofta termen “vikt” for att
beskriva objektens storlek. Vi later alltsa vikten (storleken) av en Motzkinvig med n steg
vara n, men det dr dven mojligt att “vadga” Motzkinvigar pa andra sétt.
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1. Young—Tablaer med hogst tre rader.
2. Involutioner vars langsta avtagande sekvens har ldngden tre.

3. Motzkinvégar.

Algoritmerna I och D ger oss en bijektion mellan tabléer och involutioner.
Det vore fint om man kunde hitta nagon motsvarande enkel koppling mellan
antingen tabléer och Motzkinvégar, eller involutioner och Motzkinvigar. Vi
skall strax undersoka detta narmare.

7.2 Monsterundvikande och cykelstrukturer

Ménsterundvikande pa permutationer, dvs bijektioner for identiteter |S,, (o)| =
| X}, | med varierande monster o och kombinatoriska objekt X &r ett relativt
nytt forskningsomrade inom kombinatoriken. Med datorns hjilp'3 och Slo-
anes [16] databas pé& Internet kan man med hjilp av de inledande termerna
i sekvensen, dvs |S1(o)|,|S2(0)],|S3(0)],... gora kvalificerade gissningar av
vilken talf6ljd man har att géra med. Vi tar med hjélp av vart datorprogram
fram s& ménga termer att ett av foljande alternativ intraffar:

1. Sokningen i databasen sédger att talfoljden ar okdnd.

2. Vi hittar exakt en talféljd som inleds av de termer vi fatt fram. Vi
antar d& att det vi studerar, till exempel S, (o) for ndgot o, har nagot
gemensamt med den kombinatorik som finns beskriven i databasen i
anknytning till talfoljden. Med detta som grund kan vi g& vidare och
till exempel forsoka hitta en bijektion mellan de objekt vi studerar, och
nagot som finns beskrivet i databasen.

Vi tabellerar i kapitel (A), Tabeller och Bilder, resultatet av sokningar i
Sloane for Sy, (o), In(0), Us,(o) (det vill sdga permutationer, involutioner
och involutioner utan fixpunkter) for alla mojliga o € S (k = 3,4). Det
visade sig att fem termer (som ibland kan vara ganska tidskravande att ta
fram) var tillrickligt for att f4 endast en, eller ingen, traff i Sloane. Observera
att de namn som anges i tabellerna ar just gissningar och antaganden om

13Vi har anviint det utmirkta matematikprogrammet MATHEMATICA.
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vilka talfoljder vi har att gora med. I vissa fall, till exempel da vi har att
gora med Catalantalen, finns det ingen storre anledning att tvivla pa att
vara antaganden &r riktiga. Tvirtom &r det med antagandet att |Uy,(3142)]
genererar, som det star i Sloane, “Number of 6—ary Lyndon words with trace
1 mod 6”.

For att tydligare se eventuella samband i tabellerna, som ar ganska ménga,
kan det vara bra att visualisera monstren. Det vi &r ute efter &r att se sam-
band mellan monster och de talfoljder som genereras (speciellt om flera olika
monster tycks ge samma talfoljd). For att underldtta detta skande och upp-
tackande av samband visualiserar vi vara monster med hjélp av sma bilder
som visar monstrens cykelstruktur. Vi anvénder foljande regler nir vi kon-
struerar dessa bilder:

e En fixpunkt representeras av en punkt. Sa skall till exempel - - - - tolkas
som monstret (permutationen) 1234, som ju har fyra fixpunkter.

e En cykel av ldngden tva representeras av en kurva eller en linje bero-
ende pa om cykeln gi mellan nérliggande positioner i monstret eller
om den “innesluter” nagonting. Bilden “-” skall tolkas som 21, medan
monstret 321, déar alltsd cykeln innesluter en fixpunkt, ritas ™ dér
alltsa cykeln blir en bage som gar ovanfor fixpunkten.

e En cykel med ldngd storre &n tva ritas som en sluten kurva dér

— Ett hopp framét till ndrmast framforliggande plats blir ett streck:

— Ett hopp framéat som innesluter nagonting blir en bage ovanfor
det som innesluts.
— Ett hopp bakét ett steg blir ett streck: “.

— Ett hopp bakat som innesluter nagonting blir en bage under det
som innesluts.

Tabellerna (1) och (2) som ocksa hittas i kapitel (A), Tabeller och Bilder,
visar hur monster 6versitts till bilder enligt dessa regler.

Vara experiment (det &r nodvandigt att nu, om inte forr, bladdra fram till

tabellerna och titta pa dem for att resten av texten i denna uppsats skall
bli meningsfull) har onekligen gett oss en hel del ytterligare material att
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arbeta med utéver sambandet mellan involutioner som undviker = (4321)
och Motzkinvigar. Med utgangspunkt fran de tabeller vi tagit fram skall vi
nu, helt i linje med den matematiska prosans praxis, gora nagra pastaenden
(som ibland knyter an till vara tidigare resonemang) och forsoka bevisa dessa.

Ett centralt tema i det foljande ar forhallandet mellan monster (i den vanliga
enligt ovan definierade bemérkelsen), och cykelstrukturer. I ménga fall har
dessa tva sétt att beskriva en permutation inte nagon uppenbar relation
till varandra. Det visar sig dock att det atminstone fér involutioner och
involutioner utan fixpunkter, finns intressanta kopplingar mellan dessa tva
begrepp. Ett exempel pa en sddan koppling ar att alla involutioner langd n
som undviker ménstret 3412 dven undviker den cykelstruktur som monstret
3412 har (vilken vi alltsd visualiserar med bilden ™). Mer forvanande ar
att dven det omvénda géller. Vi skall strax definiera vad vi menar med att
en permutation undviker en cykelstruktur.

For att tydliggora skillnaden mellan moénster och cykelstrukturer definierar
vi tvé operatorer ® och ©® vilka tar tva permutationer av ldngd k£ och n och
skapar en miangd med permutationer av langd k+ n. Operatorerna beskriver
tva olika sitt att dela in en permutation i tva disjunkta delar, den ena med
avseende pa monster, den andra med avseende pa cykelstruktur.

Givet tva permutationer p € S och m € .S, séger vi att ¢ € p ® m om det
finns ett delord p’ av 1 som i 1 har samma cykelstruktur som p, och 7 &r
den permutation man far om man tar bort delordet p’ frin 1. Betydelsen av
detta forstas enklast genom att ténka sig bilder av permutationerna p och .
Permutationerna i méngden p ® m fas da genom att stracka ut bilderna pa
langden, och ldgga dem 6ver varandra. Den kryssprodukt som &r enklast att
forestélla sig ar produkten av en permutation p och identitetspermutationen
(som bestéar av enbart fixpunkter). Vi far da alla mojliga séitt att “skjuta in”
fixpunkter i permutationen. S& &r till exempel

21 x 12 = {1243, 132/, 1432,215/ ,321/,4251}

(siffror som hor till 12 &r kursiverade) eller ekvivalent

,X_,:{.._,._.,./.\,_..,/..\,/.\.}‘

Pa liknande sétt som for ® definierar vi nu ©. Istéllet for att titta pa cykel-
strukturen i permutationerna intresserar vi oss nu for permutationerna som
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monster. Givet tva permutationer p € Sy och m € S, séger viatt Yy e pO T
om det finns ett delord p’ av 1 som motsvarar monstret p och 7 &r den
permutation man far dd man tar bort delordet p’ frén 1.

Skillnaden mellan operatorerna ® och ® ligger alltsd i huruvida man ser en
permutation p och ett delord p’ (som ju inte &r en permutation) som lika om
de har samma cykelstruktur eller om man ser dem som lika om de motsvarar
samma monster. Om de motsvarar samma monster kan man ocksa siga att p
ar den permutation man far om man projicerar p’ pa4 méngden {1,2,3,...}.
Detta innebédr i princip att man bara bevarar storleksforhallandet mellan
talen i p'.

Som en generalisering av dessa definitioner skriver vi @) p fér unionen av
de mingder man far d4 man applicerar ® pé samma permutation méanga
ganger det vill siga (p®@ (pR(...®p)...)). Vi skriver @" p fér ® applicerad
n ganger pa p. Antag vidare att A, B C S. Vi later da A ® B vara unionen
av de méngder som bildas for alla kombinationer av element mellan A och
B.

For att exemplifiera hur vara definitioner kan anvindas har vi till exempel
att ©" 1 = S, det vill siga méngden av alla permutationer av lingd n. Om
vi istdllet anvinder den andra operatorn far vi @" 1 = 1234...n. Eftersom
1 &r en fixpunkt far vi méngden av alla permutationer av lingd n som ba-
ra bestar av fixpunkter. Det finns bara en sadan permutation, och det &r
identitetspermutationen. Vi har ocksa att

n
® 21 = {involutioner av langd 2n utan fixpunkter}.

Vi bevisar nu ett antal pastaenden genom att se monster som cykelstrukturer:

Pastaende 1. Antalet involutioner av ldngd 2n utan fixpunkter som undvi-
ker ndgot av monstren: —, — - ™, 7 och 7> ar Cy,, det n:te Catalantalet.

Bewvis. Cykler av langd tva kan parvis forhalla sig till varandra pa tre olika
satt:

1. De kan ligga sida vid sida.

2. De kan 6verlappa varandra.
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3. Den ena kan vara innesluten i den andra.

Involutioner som undviker 7 har inga par av cykler av ldngd tva som over-
lappar varandra. Figur (4) visar Ug(™™), dar U, star for méngden av alla

- -e -e - e

214365 216543 432165 632541 654321
123456 123456 123456 123456 123456

Figur 4: Visualisering av Ug(™).

involutioner av lingd n utan fixpunkter. En naturlig funktion fran U, (™)
till Dyckvégar (som ju rdknas av Catalantalen) dr att lata det forsta elemen-
tet i varje cykel bli ett (1, 1)-steg och det andra elementet bli ett (1, —1)-steg
i den motsvarande Dyckvigen. Att tva cykler inte 6verlappar varandra mot-
svarar i Dyckvigen att;

e varje cykel motsvarar ett (1,1) och ett (1,-1)-steg som ligger p& samma
hojd.

e de tva steg som en cykel motsvarar aldrig har nagonting mellan sig pa
samma eller lagre hojd.

Dessa tvé forhallanden gor att vi latt kan bilda en motsvarande funktion fran
Dyckvégar till U, (™), genom att identifiera par av steg i Dyckvigen. Att
samtidigt betrakta figurerna (4) och (5) skall riacka for att se hur bijektionen
fungerar. Vi ser detta som ett bevis for att pastdendet géller for monstret

7

AR A e SN TN

214365 216543 432165 632541 654321
123456 123456 123456 123456 123456

Figur 5: De Dyckvigar som motsvarar Ug("™"). (Det vill siga alla Dyckvagar
av langd 6.)

Involutioner som undviker = har inga par av cykler av 1angd tva dir den ena
cykeln dr innesluten i den andra. Vi vill nu hitta en bijektion liknande den for
monstret 7. Anvénder vi exakt samma algoritm, det vill siga omvandlar
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214365 215634 341265 351624 456123
123456 123456 123456 123456 123456

Figur 6: Visualisering av Ug("™).

det forsta elementet i varje cykel till ett (1,1)-steg och det andra till ett
(1, —1)—steg, ser vi att detta faktiskt, for vara datorgenererade exempel, ger
en bijektion. Hur skall vi tolka detta?

Vi kan konstruera en funktion fran Dyckvigar av lingd n till element i
U, (™) genom att omvandla varje (1, 1)-steg till forsta elementet i en cykel.
Dessa cykler, vars andra element vi &nnu inte vet, placerar vi i en “first in,
first out” kd. D& vi i Dyckvégen, som vi traverserar fran vénster till hoger,
kommer till ett (1, —1)-steg avslutar vi den cykel som star pa tur i kon. Det
inses latt att detta verkligen ger involutioner som undviker “—.

Moénstren * — och — - gar bada att dela p& mitten, utan att nadgon cykel gar
fran den ena sidan till den andra. Antag att en permutation gar att dela upp
pa detta sétt. Kan den d& undvika négot av monstren? Ja, om den inte har
nagon cykel pa nagon av sidorna. Om vi begrénsar oss till permutationer
som bestar endast av cykler av langd tva, det vill sdga involutioner utan fix-
punkter, kan vi konstatera att om de skall undvika nagot av dessa monster,
s& far inga tva cykler ligga bredvid varandra. En inte helt uppenbar konse-
kvens av detta ar att de n/2 ligsta talen i permutationen ligger pa de n/2
sista platserna. Vidare bestimmer dessa tal entydigt de n/2 storsta talens
placering péa de n/2 forsta platserna.

For att bevisa att antalet involutioner utan fixpunkter av langd 2n som
undviker * — eller — - rdknas av C), kan vi forst betrakta enbart de sista n/2
positionerna i involutionen. Bortser vi fran forsta halvan av involutionen kan
dessa tal placeras pa C), sitt, eftersom vi vet att antalet permutationer av
laingd n som undviker samma monster riknas av C),. Kan vi nu visa att
denna placering av de n/2 sista talen alltid leder till att hela involutionen
ocksd undviker monstret ar vi klara.

Forst kan vi konstatera att monstret inte kan forekomma som en kombination
av tal fran bada sidor av mitten.

Det enklaste sittet att se att monstret inte kan forekomma pa den forsta
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halvan &r formodligen med hjélp av ett motsigelsebevis. Antag darfor att
vi har en férekomst av monstret — - pd den forsta halvan. Vi skall nu visa
att detta ger en forekomst av monstret ocksd pd den andra halvan. Ty,
det mellersta talet ligger langst till vinster. Detta motsvaras pa den andra
halvan av att det minsta talet hamnar i mitten. Det minsta talet ligger i
mitten, vilket p& den andra halvan gor att det mellersta talet hamnar langst
till vanster. Slutligen &r det storsta talet i monstret langst till hoger, vilket
betyder att det storsta talet ligger ldgst till hoger &ven pa den andra halvan.
Eftersom ett monster pa forsta halvan alltsa alltid leder till samma monster
pa andra halvan, och andra halvan ju inte har nigra forekomster av monstret,
kan inte heller forsta halvan ha det.

Det samma géller for monstret © —.

For monstret 7 konstaterar vi att exakt samma involutioner utan fixpunk-
ter undviker 7 som “—>. Detta beror pa att “ innebér att ingenting far
vara inneslutet i en cykel av ldngd tvéa, men eftersom vi inte tillater nagra
fixpunkter, sa dr det enda som kan vara inneslutet en cykel av ldngd tva,
vilket motsvarar monstret 7. O

Pastaende 2. Ldt m vara en permutation i kryssprodukten p1 Q@ pa, ddr p; €
Un(o) for o € {7, =} och pa = ey, (m > 0) (identitetspermutationen av
lingd m). Det vill sdga © dr en permutation som kan delas upp i tvi delar;
en del som enbart innehdller cykler av lingd tva och som undviker monstret
o, och en del som bestdr av enbart fizpunkter.

Da gdller att m € Inym(0), det vill siga dd undviker dven m™ monstret o.
Podngen ar att vi kan “skjuta in” hur manga fixpunkter vi vill 1 en involution
utan fixpunkter som undviker o, utan att for den skull fa nagon forekomst
av detta monster.

Bevis. Vi vill visa att om 7 ¢ I,(0), si finns det en permutation p € Uy,
sadan att 7 € p ® e,y och p € U, (™). Med andra ord betyder detta att
om en eller flera fixpunkter i 7 ingdr i monstret ™ sa finns det alltid ett
antal cykler av langd tva i m som ocksa ger detta monster.

Antag att vi har en permutation 7 i vilken det finns fyra element

..al...aQ...a3...a4...
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som motsvarar ett monster o. Vart och ett av dessa element &r antingen en
fixpunkt eller en del av en cykel av langd tva. Man inser ganska litt att
inget av monstren 7 och "= gar att skapa med hjilp av tre fixpunkter
och en cykel av lingd tva. Figurerna (7), (8), (9) och (10) i appendix visar
alla mdojliga satt att bilda de respektive monstren med hjilp av en och tva
fixpunkter. Vi ser att alla dessa involutioner innehaller ménstret &ven i form
av kombinationer av cykler av lingd tva, vilket bevisar péastéendet. (Figur
(11) visar alla sétt att bilda monstret — —. Hér géller inte det pastaende vi
visat.) O

Pastaende 3. Antalet involutioner som undviker nagot av monstren ™ och
= dar det n:te Motzkintalet M,,.

Beuvis. Pastédende (1) och (2) séger oss att varje permutation © € I,(0),
o € {7, 7}, kan skrivas som en produkt p; ® py dér p; € Uyi(o) och po
bestar av n — 27 fixpunkter. Vi kan bestdmma antalet element i p; ® ps med
hjalp av nagot man kallar multimangder, och den dir till horande “binomi-
alkoefficienten” (}) [17]. En multiméingd &r en méngd dér samma element
far forekomma flera ganger. Pa ett ekvivalent sétt betyder <Z> antalet satt
att vélja ut k element fran en méngd med n element da det &r tillatet att
vélja samma element flera ganger. Vi har att

<n> _(n+k-1

k/l k '

Fixpunkterna kan “placeras ut” i permutationen utan fixpunkter pa 2z 4+ 1
stillen, och vi skall placera ut 2i — n fixpunkter'®. Detta ger att

2i+1\  (2i+14n—2i—-1\ [ n \ [n
n—2/ n—2i S \n-2i)  \2i)°
Varje permutation i Uy;i(o) ger alltsé (3.) permutationer i I,,(0). Eftersom

|Usi(0)| = C; kan vi fa det totala antalet permutationer i I,(0) genom att
summera:

n/2 n
I = ;. 22
(o) 2(2)0 (22)
som ger Motzkintalen. O

YEller ekvivalent: de platta stegen kan placeras ut i Dyckvigen pa 2i + 1 stéllen.
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Formodan 1. Antalet involutioner av lingd 2n utan fizpunkter som und-
viker nagot av monstren * <; <=, <= * och = -+ ar det n:te Delannoytalet Dy,
(A001850).

Delannoytalen har mycket stora likheter med de tidigare undersokta Ballot—
talen, och har dessutom lanat drag fran Motzkinvigar [18]. De végar vi hér
har att gora med har steg av typen (1,0), (0,1) och (1,1), och Delannoytalet
D(a,b) ar antalet sddana végar fran (0,0) till punkten (a,b). Vi har hér inga
restriktioner for vigen, som vi har for bade Dyck— och Motzkinvigar. Den
visualisering detta ger av Delannoyvigarna motsvarar de visualiseringar vi
gjort av Dyck— och Motzkinviigar roterade 90° motsols'®.

De centrala Delannoytalen, D(n,n), vars inledande termer &r
1,3,13,63,321,. .. (23)
genereras av differensekvationen

D(a,b) = D(a—1,b)+ D(a,b—1)+D(a—1,b—1) (D(0,0) =1, a,b>0)
(24)
som kan jamforas med ekvationerna (3) och (4) som ger Ballot-talen.

Det tycks inte finnas nagot enkelt sitt att 6vertyga sig om att detta pastaende
dr sant. Studerar man vilka involutioner som &r tillatna ser man att monstren
parvis ér ekvivalenta: U, (=) = Up(= ) och U,( =) = U,(=). De 13
involutionerna i Ug(= ) visas i figur (12).

Pastaende 4. Antalet involutioner utan fizpunkter av ldngd 2n som undvi-
ker monstret — — dr ltka med antalet permutationer av langd n som undviker
samma monster, vilka kallas “vezilldra”. (Observera att — — dr ekvivalent med
2143.)

I detta bevis &r det nédvéandigt att se monstret bade som bilden — — och som
tal, det vill sdga 2143.

Vi kan bevisa detta pad samma sétt som vi visade att |Us,(—)| = Cp (se
beviset av pastédende (1)). Monstret — — séger att tva cykler av langd tvéa
aldrig far ligga bredvid varandra. Alltsd maste de antingen vara inneslutna

5se http://forum.swarthmore.edu/advanced/robertd/delannoy.html
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i varandra, eller 6verlappa varandra (se definitioner i beviset av pastaende

(1))

Av detta inser man att de sista n platserna i en involution utan fixpunkter

av langd 2n som undviker — — maste innehalla de n ligsta talen. Dessa tal
maste naturligtvis undvika — —, vilket ger oss att antalet involutioner utan
fixpunkter som undviker — — sékert inte kan vara storre dn V,,.

Man inser latt (genom att titta pd monstret i talform: 2143) att en eventuell
forekomst av monstret inte kan innehalla tal fran bade den férsta och den
andra halvan i involutionen utan fixpunkter, eftersom alla tal i den forsta
halvan ju &r storre &n de i den andra halvan. Det som aterstar att visa &ar
darfor att monstret inte kan férekomma pa den forsta halvan, om det inte
ocksa forekommer pa den andra halvan.

Antag darfor att talen ajasasas pad den forsta halvan motsvarar monstret
2143 och att dessa fyra tal bildar cykel-par med talen b;bobsbs pa den andra
halvan. Betrakta nu talet a;. Det motsvarar tvaan, vilket séger att det ar det
nédst minsta talet av talen aj ---a4. Varje tal a; “pekar” pa ett av talen b;.
Storleken pé a; bestdmmer positionen hos det motsvarande talet b;. Storleken
pa talet b; bestdms & andra sidan av positionen hos a;. Konsekvensen av detta
ar att by maste vara det minsta av talen by - - - by, eftersom a; star langst till
vanster.

Gér vi vidare med a9 sa ser vi att detta ger att by blir det nista minsta av
talen by - - - by. P4 samma sétt fas att by blir nést storst, och bg storst. Alltsa
motsvarar aven bybob3bs monstret 2143.

Om moénstret inte férekommer pa den andra halvan, kan det darfor inte
heller férekomma pa den forsta, och ddrmed inte alls. Antalet involutioner
utan fixpunkter av lingd 2n som undviker monstret — — (2143) &r alltsa lika
med antalet permutationer av langd n som undviker detta monster, vilket
per definition &ar Vj,.

Formodan 2. |Py,(0)| = F, (n > 0) Vo € {{—, = ™} dar Py, ar
mangden av alla permutation av lingd 2n utan fizpunkter (pa engelska sa

kallade ‘derangements’), och F,, Fine-talen, A000957.

37



Det &r kint att Fine-talen rdknar antalet Dyckvéigar som inte har négon
topp'® pa hojden ett [14]. Vi vet vidare att antalet permutationer av lingd n
som undviker ett monster av langd tre &r Cy,, det vill sdga antalet Dyckvagar
av langd 2n.

Catalantalen kan definieras med hjélp av rekursionen

Cn = CiCnp1. (25)

En tolkning av ekvation (25) &r att det objekt som ett Catalantal motsvarar
gar att dela in i tvi partitioner pa n sétt dér varje partition &r ett objekt av
samma typ.

Visualiseringen av de bilder som ger Finetalen, tillsammans med det faktum
att Finetalen riaknar Dyckvigar som inte har nagon topp pa hdjden ett sager
oss att det méaste finnas en metod for att partitionera de permutationer
som undviker dessa monster pa ett siddant sitt att partitioneringspunkter
motsvarar att Dyckvigen nér xz—axeln, och fixpunkter motsvarar just toppar
pé hojden ett.

5En topp ar ett U-steg foljt av ett N-steg.
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A Tabeller och Bilder

monster | bild
123 cee
132 - -
213
231
312
321

I

Tabell 1: Oversittningstabell fran monster i Ss till bilder.

monster | bild
1234
1243 s
1324 c—
1342
1423
1432
2134
2143
2314
2341
2413
2431
3124
3142
3214
3241
3412
3421
4123
4132
4213
4231
4312
4321

)| D] ¢

016 91910 /6| 3¢ 20| 6] 9 (¢

Tabell 2: Oversiittningstabell fran monster i Sy till bilder.
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p |Un(p)] [1n(p)| | [Sn(p)]
| () (neven) | (.y) | Ca
B Ch (ny/LZ) Cn
B Ch (n72) Cn
< 2k 2" C,
= 2k 2" Cy
Ck (n%) Chn

Tabell 3: De talfoljder som genereras av monster i S3. De talféljder som

indexeras med k dr noll for udda n. For jamna n &r 2k = n. Forklaringar i
tabell (9).

Ay,
== | Oy
<, =~ 2k

Tabell 4: Monster i S3 grupperade efter vilken talfoljd de genererar pa
|Usag (0)]. Forklaringar i tabell (9).

cet T .,/.\ An

VQ 2n

Tabell 5: Monster 1 S3 grupperade efter vilken talfoljd de genererar pa |1, (o)|
. Forklaringar i tabell (9).
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g
‘ Y Y Y Y Y ‘On‘

Tabell 6: Alla monster i S3 ger Catalantalen pa |Sy, (o).

o —_ — e\
) Y FTL

A —g —

Tabell 7: Har har vi grupperat monster i S3 efter vilka talfoljder de genererar
pa permutationer utan fixpunkter (p& engelska: derangements), som vi kallar
for P,. Vi har med denna tabell for monster i S5 just pa grund av att vi
far Finetalen for ménstren -+ — — och . Vi far inte traff i Sloane for nagot
monster i Sy pa P,.
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P | U@ | In(P)] | |Sn(p)]
Glc Mn Vn
B — M, Vi
- — M, Vi
B Dy, — W
= Dy, — Wy
B — Mn Vn
- - Vi M, Vo
g Ry, — Vi
B L, — Wy,
> — — Wy,
=. Dy, - W,
> L, — Wn
[ — | Wa
T Cy, M, Vi
N B, — Vo
PN . _ Wn
<> — — Wa
O — — Wa
— Ck M, Vo

Tabell 8: De talfoljder som genereras av monster i Sy. De talféljder som
indexeras med k &r noll fér udda n. Foér jimna n ar 2k = n. Forklaringar i
tabell (9).
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Beteckning | Namn Nummer

A centrala binomialtal A001700

B binomialsumma A032443

C Catalantal A000108

D centrala Delannoy A001850

F Finetal A000957

G generaliserade Catalantal | A006632

L speciella Lyndonord A 054666

M Motzkin A001006

R reguljirt uttryck A052984

Vv Vexillara A005802

w big Schroder A022558

Tabell 9: Forklaring av beteckningar i tabeller.

/7?\, V=N Ck)
S & By,
o o, L, o~ |
- > Ly,
—, —
. U, . Q, =4 ) P ij
=~ —
Gy

Tabell 10: Monster i Sy grupperade efter vilken talféljd de genererar pa
involutioner utan fixpunkter.

- >
> @

Ve 3 T e N U M
n

Tabell 11: Monster i Sy grupperade efter vilken talfoljd de genererar pé
involutioner.

42



N TN
) ) )

N SN e v e — —

) Y

Y

<§>,<§>,<§>,4Q7,<:>,<:7,4C>,<3§

N, a0 TN

g

Y Y

A —g

.
Y Y

=

Y

Tabell 12: Monster i Sy grupperade efter vilken talfoljd de genererar pé

permutationer.
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125634
123456

b °
2,

156423
123456

*——=e

425136
123456

.
®o_-o
— %5

523614
123456

Figur 7: Alla involutioner av lingd 6 med tva fixpunkter som innehaller

monstret 7.
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145236
123456
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341256
123456
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b °
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146253
123456

*—e

351426
123456

*——o

453126
123456
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*r—=0

563412
123456
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Figur 8: Alla involutioner av lingd 7 med en fixpunkt som innehéller monst-
ret 7
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2, %, %, =

126543 154326 163542 164352

123456 123456 123456 123456

‘eete, eee, oo, eee’, e

165432 432156 524316 532416

123456 123456 123456 123456
hd ° ®e b ° ® e

2, %%, = 2,

543216 623541 624351 625431

123456 123456 123456 123456
®e ®. e

= 2 «—2,

632451 643251 653421

123456 123456 123456

Figur 9: Alla involutioner av lingd 6 med tva fixpunkter som innehéaller
monstret 7.
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Figur 10: Alla involutioner av l&ingd 7 med en fixpunkt som innehaller monst-
ret .

124365 132465 132546 132654 143265
123456 123456 123456 123456 123456
213465 213546 213654 214356 215436
123456 123456 123456 123456 123456
216453 321465 321546 321654 423165
123456 123456 123456 123456 123456
426153

123456

Figur 11: Alla involutioner av lingd 6 med tva fixpunkter som innehaller
monstret — — Léngst ner har vi en forekomst av monstret, trots att de tva
cyklerna inte forhaller sig till varandra pa ett forbjudet sétt.
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Figur 12: De 13 elementen i Us(= ).
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