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RESUMO

Marin Mersenne (1588-1648) foi um frei franciscano francés que dedicou boa
parte de sua vida ao estudo da matematica, escrevendo livros e contribuindo para o
desenvolvimento de teorias matematicas através de correspondéncias com Fermat e
outros matematicos da época. Estudaremos com mais detalhes a teoria ligada aos
nameros primos de Mersenne, que estéd intimamente ligada aos ‘numeros perfeitos’,

que sdo obtidos através da formula n=2""x(2™ -1), onde m é um ndmero inteiro

positivo e o fator (2™ -1) é um numero primo. Ao nimero primo da forma (2" -1)

chamamos de Numero Primo de Mersenne. Os primeiros primos de Mersenne séo 3, 7,
31, 127. Como esses numeros estdo relacionados a uma funcdo exponencial, seu
crescimento é acelerado, atingido rapidamente centenas de digitos. Curiosamente, até
esta data s6 foram encontrados 39 primos de Mersenne, sendo que o maior deles
contém 4.053.946 digitos. Neste trabalho, apresentaremos a teoria matematica e
alguns algoritmos que podem ser utilizados na busca desses numeros. Além disso,
serdo apontadas algumas diretrizes para a constru¢cdo de um programa de computador,
baseadas nessa teoria e algoritmos, que possa servir na busca de nimeros primos de
Mersenne ainda desconhecidos.

1 INTRODUCAO

O conceito de namero primo de Mersenne esta relacionado ao conceito de
“namero perfeito”. Um namero perfeito € um inteiro no qual a soma de seus divisores é
o dobro do numero. Por exemplo,

6=1+2+3+6=12=2x%6

Dessa maneira, 6 € um numero perfeito.



Os gregos descobriram que todo nimero perfeito é da forma n=2""x(2" -1),

onde m é um inteirocom m=2, e 2" -1 é primo.
Isto significa que a busca de numeros perfeitos € reduzida a busca de numeros

primos da forma 2™ -1.

O numero da forma 2" -1é chamado de numero de Mersenne. Um numero
primo dessa forma é chamado de numero primo de Mersenne.

2 CONTEXTO HISTORICO

Marin Mersenne (1588-1648) foi frei franciscano francés que viveu a maior parte
de sua vida em um mosteiro de Paris. Foi autor de “Cognitata Physico-Mathematica” no
gual afirmou, sem prova, que 2" -1 é primo para miguala 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67,
127 e 257 e para nenhum outro primo m, para m < 257.

Um trabalho feito em 1947 mostrou que Mersenne cometeu cinco erros em seu
trabalho (2% é primo, 2% -1 é composto, 2* é primo, 2" -1 é primo e 2% -1 ¢é
composto). Além de sua famosa afirmacdo sobre numeros primos da forma 2™ -1,
Mersenne contribuiu para o desenvolvimento da teoria dos numeros através de sua
vasta correspondéncia com varios matematicos da €poca, incluindo Fermat. Mersenne
efetivamente serviu como um investigador e disseminador de novas idéias matematicas
do século XVII.

3 A BUSCA DE NUMEROS PRIMOS DE MERSENNE

Como ja visto, niumeros primos de Mersenne sado numeros primos da forma
2™ -1, onde m é um inteiro sendo m=2. Os primeiros nimeros primos de Mersenne
sdo 3, 7, 31 e 127. O curioso é que até a data da escrita deste artigo, apenas 39
nameros primos de Mersenne sdo conhecidos. Na pratica, os primos de Mersenne
crescem aceleradamente, formando rapidamente inteiros com centenas de digitos. Isso
faz com que o custo computacional, ou o tempo gasto na busca, torne-se
demasiadamente alto. A saida é possuir um hardware o mais poderoso possivel,
conjugado a algoritmos otimizados para essa busca.

A seguir é apresentada a teoria Matematica a partir da qual surgem algoritmos
computacionais que podem ser utilizados na busca dos niumeros primos de Mersenne.
Em seguida, sdo apresentados os numeros de Mersenne encontrados através desses
algoritmos, através de um programa de computador escrito em linguagem C++.

4 TEORIA MATEMATICA E ALGORITMOS UTEIS NA BUSCA DOS NUMEROS
PRIMOS DE MERSENNE

4.1 Teoremas



Teorema 1: Se m é um inteiro positivo e 2™ -1 é primo, entdo m também é primo.

Prova: Sejam r e s inteiros positivos. O polindmio x" —1 pode ser escrito como:
er -1= (Xs _1).(Xs(r—l) +Xs(r—2) +Xs(r—3) +...+XS +1)

Se m é composto, com m=rs, e 1<s<m, entdo 2" -1 também é composto,
pois é divisivel por 2° —1.

Teorema 2: Se m € um numero primo, entdo qualquer divisor do niumero primo de
Mersenne 2™ -1 é da forma 2.k.p +1, onde k € um inteiro positivo.

Prova: Se p é divisor de 29 -1, entdo 2% =1(mod p) e a ordem de 2 (mod p) é divisor do
primo q, entdo deve ser q. Pelo Pequeno Teorema de Fermat, a ordem de 2 também
divide p-1,entdo p-1=2kJg.

Assim,

(1
2 2 =2% =1(mod p)

Entdo 2 é um residuo quadratico modp e segue que p=z1(mod8),

completando a prova.

Teorema 3: Pequeno Teorema de Fermat.
Seja p um primo que n&o é divisor do inteiro a, entdo a’™ =1(mod p).

Prova: Sejam os p -1 primeiros multiplos positivos de a:
a,2a,3a,..,(p-1a
Suponha que r.a e s.a sdo o mesmo moédulo p, entdo temos r =s(mod p), entédo
os p-1 multiplos de a acima sao distintos e deferentes de zero; ou seja, devem ser
congruentes a 1, 2, 3,......, p—1 e alguma ordem. Multiplique todas essas congruéncias

e encontramos
a.2a.3a.....(p-Da=123....(p—-1) (mod p),

ou melhor,
a®? (p-D!=(p-1!(mod p).
Quando dividimos ambos os membros por (p—-1)! temos a prova completa.

4.2 Algoritmos

\ Peneira de Eratosthenes

A Peneira de Erathostenes nada mais € que um algoritmo para formar uma
tabela de nameros primos.



O funcionamento do algoritmo € o seguinte: seqiencialmente escrever 0s
nameros inteiros desde 2 até o maior numero n que se queira incluir na tabela. Marque
com um risco todos 0s numeros maiores que 2 que sdo divisiveis por 2 (a cada
segundo numero). Encontre o menor nimero remanescente maior que (3). Marque com
um risco 0s numeros maiores que 3 que sao divisiveis por 3 (a cada terceiro numero).
Ache o menor numero remanescente maior que 3 (5). Marque todos 0s numeros
maiores que 5 que sao divisiveis por 5 (a cada quinto namero).

Continuar até que se tenham marcado todos os numeros que sao divisiveis por

‘\/ﬁ‘ onde [x] é a funcdo que retorna o menor inteiro mais proximo de x. Os nameros

restantes (ndo marcados) sdo primos. Este procedimento é ilustrado na figura abaixo,
para determinagdo dos primos até o numero 50. Note que sdo marcados 0s humeros

até ‘@‘:7.

123?5?7?9%0123%557%?1!3
11 .L]_,E L3 1 15 J.ls .LT.L!SJ.B d_p 11 ]HZ 13 ]_];] JJJ5 J.J_,G 17 !? 19 240
z1 2]_,2 23 %4 25 s 272!829 j_p 2!12;223 i? 25 %52!7%3 29 @
31 31_,2 33 %i] 35 3 37 313 39 i]j_,n 31 3!2 313 j;] 35 ﬂs 37 343 319 i]F
41 ile 43 i]_i] 45 i]_rs 17 q!s 49 SLD 11 gi’q 43 i]];] i]L5 i]]_,s a7 ﬁ 49 5F
Lz s gl 2 s BT gl
L L BT B F RSy
$EEUBFIFOM YFoRBE RN
L E SR EY LN G EPERA DA
41 Hz 43 4 %E :115 47 {? 49 %E 11 ]_:JH 43 4 ﬁ A]ls 47 i? 41)9 %?

Fig. 1 - Esquema da Peneira de Eratosthenes

Teste de Lucas — Lehmer

Este teste e baseado no seguinte critério: sejam
S,=4,8,=4%-2=14,...5,,, =S,°-2; dado p>2, 2° -1 é primo se e somente se S,-.€
multiplo de 2° -1.

Por motivo de espaco, omitiremos o0 prova deste critério. A seguir esta
exemplificada uma possivel implementacdo desse teste na linguagem C++.



R =4
for(i=1;i<p-2;i++)
{
R*=R;
R-=2;
R=R%Mm
¥
if (R==0)
//Mm é primo

Na prética a complexidade deste algoritmo ¢ limitado por O(n?), ou seja, 0 custo
da multiplicacdo R*R.

5 UTILIZACAO PRATICA DOS TEOREMAS E ALGORITMOS

Foram implementados dois programas, na linguagem C++, utilizando a teoria e
os algoritmos discutidos na se¢éo anterior.

A busca de um ndamero primo da forma 2" -1 consiste, em termos
computacionais, ao teste da primalidade de 2" -1. Esse teste pode ser otimizado
através do uso do Teorema 1, pois o teste de primalidade de 2™ -1 estaria limitado aos
testes dos casos em que m é primo. O teste pode ser ainda mais otimizado utilizando-
se 0 Teorema 2, ja que os candidatos a fator do nimero 2™ -1 séo da forma 2k.p+1,

onde k € um nimero inteiro e positivo.
Esses dois teoremas da Secao 4.1, em conjunto com a peneira de Eratosthenes,

aliados ao conhecimento de que um fator primo de 2™ -1 deve ser menor que v2" -1,
sao suficientes para viabilizar computacionalmente a determinacdo da primalidade dos
nameros de Mersenne para m <257 .

Para validar essas afirmacdes, foi implementado o programa denominado
Mersenne v.1, que utiliza-se apenas dos teoremas 1 e 2 da sec¢do 4.1 e do algoritmo
resultante de Peneira de Eratosthenes, da Secéo 4.2.

O segundo programa, denominado Mersenne v.2, utiliza, além da teoria e do
algoritmo de Eratosthenes, o Teste de Lucas — Lehmer. O segundo programa mostra-
se mais eficiente, porém limitado basicamente ao tempo de multiplicacdo de grandes
inteiros do computador utilizado.

Os resultados dos programas Mersenne v.1 e Mersenne v.2 até a data da
finalizacdo deste artigo, ainda estdo sendo melhor avaliados, pois os programas ainda
estdo em fase alfa de desenvolvimento. Para obter o estagio de implementacao atual,
bem como o cédigo-fonte, contate via e-mail um dos autores.

A linguagem escolhida foi a linguagem C++ através do compilador gcc,
funcionando no sistema operacional Linux (www.linux.org), em conjunto com a




biblioteca de precisdo aritmética arbitraria GMP (http://swox.com/gmp) . Todos os
softwares utilizados na construcdo e teste dos programas sao de livre utilizacdo e
distribuicéo.

6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Apesar de até a data atual o programa Mersenne v.1 estar em sua fase alfa de
desenvolvimento, a teoria utilizada, mesmo que aplicadas as devidas otimizacgdes,
limita a utllizacdo em ndameros de Mersenne para m<257, mesmo para 0S
computadores PC modernos de mercado atual (clock de 1GHz com 256MB de RAM).

O programa Mersenne v.2, ou contrario, representa uma possibilidade real de se
encontrar um numero primo de Mersenne desconhecido, utilizando-se um coputador
PC atual.

Essa possibilidade pode aumentar, se ao programa Mersenne v.2 forem
incorporados outros algoritmos poderosos, como por exemplo a Transformada Répida
de Fourier (FFT), para se multiplicar grandes inteiros rapidamente e outros métodos
estatisticos que agilizem a busca. Essas e outras possiveis melhorias ficam como
sugestdo para um trabalho futuro.
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