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Sommaire

Ce mémoire considere le probleme ou deux interlocuteurs distants possedent
chacun une chaine de bits, le but étant qu'un des interlocuteurs apprenne la
chaine de son vis-a-vis en minimisant la communication. Contrairement au modele
original de la complexité de la communication, la difficulté est due au fait que les
chaines sont corrélées. Ce modele est inhérent a plusieurs applications pratiques
incluant la synchronisation de données mobiles, la réconciliation de séquences de
symboles comme les séquences de nucléotides dans les molécules d’ADN, le calcul
distribué, la sauvegarde de fichiers et la distribution quantique de clés secretes.

Nous analysons les modeles déterministe, déterministe amorti, probabiliste
avec générateurs aléatoires privés et probabiliste avec générateur aléatoire public.
Nous montrons entre autres que pour les applications mentionnées précédemment,
tous ces modeles sont équivalents. Nous considérons également le nombre de mes-
sages que les interlocuteurs doivent échanger pour réconcilier leurs chaines, car

la non-interactivité est nécessaire pour certaines applications.

Mots-clés : réconciliation, complexité de la communication, données

corrélées, théorie de I’information, codes correcteurs d’erreurs.

il



Abstract

This thesis considers the problem where two distant parties each possess a
chain of bits, the goal being for one party to learn his encounter’s input while mini-
mizing the communication. Unlike the original communication complexity model,
the difficulty arises because the inputs are correlated. This model is inherent to
several practical applications including synchronisation of mobile data, reconci-
liation of sequences of symbols such as nucleotides sequences in DNA molecules,
distributed computations, remote file storage and quantum key distribution.

We analyse the deterministic, amortized deterministic, private coin rando-
mized and public coin randomized models. Among other things, we show that all
these models are equivalent for the applications previously mentioned. We also
consider the number of messages the parties need to exchange to reconcile their

inputs, since non-interactivity is required for some applications.

Keywords : reconciliation, communication complexity, correlated data,

information theory, error-correcting codes.
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Avant-propos

Lorsque des humains, des ordinateurs ou des parties d'un systeme veulent
résoudre un probleme conjointement, ils doivent communiquer. Cela peut étre
nécessaire lorsque la tache a effectuer est trop lourde pour étre réalisée par une
seule partie, ou encore parce que les données du probleme sont décentralisées.
La communication peut étre explicite comme dans le cas de deux internautes
s’échangeant des fichiers sur Internet, ou implicite dans le cas d’'un processeur
qui accede a des données sur un disque dur.

La complexité de la communication est la théorie mathématique des proces-
sus requérant de la communication. Elle mesure la quantité d’information qui doit
étre échangée pour calculer une fonction ou résoudre un probleme. La complexité
d’un probleme est inhérente a celui-ci et ne dépend donc pas d’un protocole par-
ticulier le résolvant. Contrairement a la complexité du calcul, la complexité de
la communication ne tient pas compte de la puissance de calcul des participants.
Il existe d’ailleurs des problemes distribués pouvant étre résolus a 1’aide de pro-
tocoles requérant peu de communication, mais nécessitant un temps de calcul
exponentiel. Evidemment, un compromis entre la communication et le temps de
calcul est nécessaire pour quiconque désire obtenir des protocoles pouvant étre

utilisés en pratique.
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La théorie de I'information définit un modele dans lequel un émetteur en-
voie un message a un récepteur, celui-ci recevant une version bruitée du message
original. L’entropie quantifie I'incertitude du receveur par rapport au message
envoyé par I’émetteur, et I'information est la réduction de ’entropie. La théorie
de l'information s’intéresse au taux de transmission de données qui peut étre at-
teint et & la facon d’encoder les données efficacement afin que le récepteur puisse
décoder le message original malgré la présence de bruit.

Ce mémoire traite de la complexité de la communication de données
corrélées, située a mi-chemin entre la complexité de la communication et la théorie
de I'information. Dans notre modele, deux interlocuteurs distants possedent cha-
cun une chaine de bits, les deux chalnes étant corrélées, et le but est qu’un des in-
terlocuteurs apprenne la chaine de son vis-a-vis en minimisant la communication.
Nous supposons que la communication est effectuée sur un canal de transmission
sans erreur et qu’elle alterne d’un interlocuteur a ’autre selon un protocole sur
lequel ils se sont entendus initialement.

Le premier chapitre présente le modele déterministe de communication de
données corrélées. Le deuxieme chapitre analyse la complexité déterministe amor-
tie, c’est-a-dire la résolution simultanée de plusieurs exemplaires d'un probleme
ou de plusieurs problemes différents. Le troisieme chapitre étudie la complexité
de la communication probabiliste, ce qui a notre connaissance n’a jamais été fait
auparavant. Finalement, le quatrieme chapitre traite de la complexité de la com-
munication de problemes équilibrés, modele qui englobe toutes les applications
pratiques mentionnées au sommaire. Mentionnons que nous avons obtenu plu-
sieurs nouveaux résultats, parmi lesquels la classification presque complete du

modele probabiliste ainsi que la démonstration que les modeles déterministe et
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probabiliste sont équivalents pour les problemes équilibrés sont certainement les
plus intéressants.

Bien que le modele de communication de données corrélées ait été originale-
ment étudié dans le but de résoudre plusieurs problemes pratiques de communi-
cation, il n’en demeure pas moins qu’il peut étre abstrait mathématiquement de
facon élégante. Toutefois, comme les préalables mathématiques nécessaires a la
compréhension de ce mémoire sont assez variés, nous avons choisi de les regrouper
en annexe afin de ne pas alourdir inutilement le texte. Mentionnons finalement

que tous les logarithmes sont en base 2.



Chapitre 1

Complexité déterministe

Dans ce chapitre, nous introduisons un modele déterministe pour les
problemes de communication dont les données sont corrélées, ainsi que les me-
sures de complexité que nous utilisons pour en faire I'analyse. A I’exception du
théoreme 1.25, du lemme 1.28 et de la preuve du lemme 1.22, ce chapitre ne
contient pas de nouveau matériel et permet surtout d’introduire les notions dont

nous aurons besoin pour les chapitres subséquents.

1.1 Modele original de la complexité de la com-
munication

Le modele original de la complexité de la communication classique a deux
participants a été introduit par Yao [54] en 1979 et est traité en détails dans
I'excellent ouvrage de Kushilevitz et Nisan [27]. Il a été initialement étudié afin
d’obtenir des bornes inférieures pour la communication dans les puces VLSI [50]

ainsi que pour la communication lors de calculs distribués [1].
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Soient X, Y, Z des ensembles finis et f : X x Y — Z une fonction. Deux
interlocuteurs distants, Alice et Bob!, possedent respectivement des éléments
x € X et y € Y. Alice n’a aucune information sur y, Bob n’a aucune information
sur x, et tous deux veulent calculer f(z,y) en minimisant la communication.

Pour calculer f, Alice et Bob exécutent un protocole P sur lequel ils se sont
entendus initialement. P est en fait un arbre binaire ot chaque noeud interne ¢
est étiqueté par une fonction a; : X — {0,1} ou b; : Y — {0,1}, et ou chaque
feuille est étiquetée par un élément z € Z. Lors de I'exécution de P sur I'entrée
(x,y), les interlocuteurs parcourent ’arbre de la racine vers les feuilles en fonction
des valeurs de a; et de b;. Lorsqu’un noeud est étiqueté par une fonction a;, Alice
calcule a;(x); si a;(z) = 0, le noeud suivant du protocole est I'enfant gauche
du noeud 14, tandis que si a;(z) = 1, le protocole se poursuit avec l’enfant droit.
Comme Bob ne connait pas x, Alice doit transmettre un bit & Bob afin qu’il sache
quel est le noeud suivant. Lorsqu’un noeud est étiqueté par une fonction b;, c’est
Bob qui calcule b;(y) et qui envoie le résultat a Alice. La valeur de f(z,y) est la
valeur de la feuille atteinte par le protocole a partir de la racine sur 'entrée (x,y),
et le nombre de bits de communication en pire cas entre Alice et Bob correspond

exactement a la hauteur de ’arbre.

Définition 1.1. Le cout d’un protocole P est la hauteur de 'arbre défini par ce

protocole.

Définition 1.2. Soit f: X x Y — Z une fonction. La complexité de la commu-
nication déterministe de f, notée D(f), est le cotit minimal de P, parmi tous les

protocoles P calculant f.

ILes prénoms Alice et Bob sont utilisés partout dans la littérature; il en est de méme dans
ce mémoire.
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La définition 1.3, équivalente a la précédente, exprime mieux la communi-

cation intrinseque au modele.

Définition 1.3. La complezité de la communication déterministe de f, D(f), est
le nombre minimal de bits?> qu’Alice et Bob doivent échanger pour calculer f &

coup sur pour toute paire (x,y).

Le lemme suivant illustre une fagon triviale qui permet aux interlocuteurs
de calculer f. Un des objectifs de 1’étude de la complexité de la communication
est évidemment de trouver des protocoles plus performants ou de démontrer qu’il

n’est pas possible de faire mieux.

Lemme 1.4. Pour toute fonction f: X XY — Z,

D(f) < [log | X|] + [log |Z]].

Démonstration. Alice envoie  a Bob, ce qui nécessite [log|X]|] bits de commu-
nication. De son c6té, Bob calcule z = f(z,y) et envoie la réponse a Alice, ce qui

peut étre fait avec [log|Z]|] bits. O

Le lemme précédent implique que la valeur de f apres I’exécution du proto-
cole P est connue d’Alice et de Bob. Cette contrainte peut augmenter D(f) d’au
plus [log |Z]] bits, mais nous ne I'imposons pas pour ce mémoire pour une raison
évidente que sera expliquée a la section 1.2.

Une autre variante du modele original de Yao est la notion de rondes. Il peut
étre intéressant de considérer non pas le nombre de bits de communication entre

les interlocuteurs, mais plutot 'interaction véritable entre ceux-ci. En effet, pour

2Nous supposons que toutes les communications entre les interlocuteurs sont binaires.
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certaines fonctions, il existe des protocoles efficaces pour lesquels Alice envoie
une seule série de bits a Bob, tandis que pour d’autres fonctions, de nombreux
échanges sont nécessaires afin de réduire la communication. En pratique, il est
avantageux d’avoir des protocoles ayant le moins de rondes possibles, et il existe

méme plusieurs problemes qui requierent des protocoles non interactifs.

Définition 1.5. Un protocole a k rondes est un protocole tel que pour toute
entrée, il y a au plus £ — 1 alternances entre les bits envoyés par Alice et les bits
envoyés par Bob. La complexité de la communication déterministe d’un protocole

a k rondes, notée D¥(f), est le cotit du meilleur protocole & k rondes pour f.

Définition 1.6. Un protocole a plus d’une ronde est dit interactif, tandis qu’'un

protocole a une ronde est dit non interactif.

1.2 Complexité de la communication de données
corrélées

Le sujet de ce mémoire est la complexité de la communication de données
corrélées. Ce modele a été introduit par Orlitsky [35, 36, 37, 38], méme si des ar-
ticles antérieurs, entre autres par Witsenhausen [53], se sont attaqués a certains
problemes sans considérer le modele de fagon globale. Les appellations «communi-
cation interactive» et «communication avec information partielle» sont utilisées
dans la littérature mais, selon nous, l'expression «communication de données

corrélées» est plus appropriée.
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Le modele original de Yao requiert qu’Alice et Bob puissent calculer f(z,y)
pour toutes les paires (z,y) possibles. Dans le modele avec données corrélées,
chaque interlocuteur possede de l'information sur la chaine de son vis-a-vis en

fonction de sa propre chaine, et cela permet d’éliminer certaines paires.

Définition 1.7. Le support de (X,Y), noté Sxy C X x Y, est 'ensemble des
paires possibles entre Alice et Bob. La notation S est utilisée lorsqu’il n’y a pas

de confusion possible.

Définition 1.8. L’ ambiguité de x, notée a4(x), est 'ensemble des y € Y possibles
pour un x € X. Formellement, a4 (x) & {y € Y| (z,y) € S}. L’ambiguité de y,

notée ap(y), est définie de maniere analogue.

Autrement dit, Pambiguité d’Alice, a4(x), est 'ensemble de toutes les chaines

possibles chez Bob lorsqu’elle possede la chaine z.

Définition 1.9. L’ambiguité mazimale de X, ax(S) « m%§<{|a,4(x)|}, est le
xe

nombre maximal de valeurs possibles de Y pour toute valeur de X. L’ambiguité
maximale de Y, notée ag(S), est définie de maniere analogue. Nous écrivons a,

et ag lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

Les parametres du modele sont les suivants : Alice possede une chaine r € X
et Bob posséde une chaine y € Y avec la restriction que (x,y) € S, et le but est
que Bob apprenne la valeur de z. Il n’est pas nécessaire qu’Alice apprenne la valeur
de y. Le modele analyse la communication entre les interlocuteurs et suppose que

ceux-ci ont une puissance de calcul illimitée.

Définition 1.10. La complezité de la communication déterministe d’'un probleme

ayant un ensemble de support S C X X Y, notée D(S5), est le nombre minimal
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de bits qu’Alice et Bob doivent échanger afin que Bob apprenne la chaine d’Alice
A coup sir pour toute paire (z,y) € S. Nous écrivons D*(S) lorsque le nombre
de rondes est borné par k. Comme le modele de communication est asymétrique,
nous supposons que la derniere ronde est effectuée d’Alice vers Bob (le but étant

que Bob apprenne z, il est en effet inutile qu’il envoie le dernier message).

Définition 1.11. Notons D, la complezité de la communication déterministe

de S lorsqu’Alice connait la chaine de Bob.

1.3 Le probleme de la ligue sportive

Le probléeme de la ligue sportive a été introduit pas Orlitsky [35] et vaut
la peine d’étre présenté en guise d’introduction. Une ligue sportive a 2" équipes,
chacune ayant comme nom une chaine de n bits. Bob est un maniaque de sport
et connait les deux équipes qui participent a la grande finale de la ligue, mais
une panne d’électricité I'a empéché de regarder le match et d’apprendre I'identité
de I'équipe gagnante. Alice, de son coté, a entendu a la radio le nom de 1’équipe
gagnante, mais n’a aucune idée de I’équipe qu’elle a vaincue en finale. Bob veut
apprendre d’Alice le nom de I’équipe gagnante en minimisant la communication
avec elle. Formellement, S = {(e1,{e1,e2}) | €1 # ea}, ot eg,e5 € {0, 1}".

Si la communication entre les deux interlocuteurs est non interactive, Alice
ne peut rien faire de mieux que de communiquer a Bob les n bits de ’équipe
gagnante. En effet, si Alice communique moins de n bits a Bob, il existe deux
équipes e; et ey pour lesquelles elle envoie le méme message. Si e; et ey sont
les deux équipes participant a la finale, alors Bob ne peut pas déduire ’équipe

gagnante avec certitude a partir du message qu’il regoit.
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Par contre, une économie substantielle est possible lorsque deux rondes de
communication sont permises. Bob envoie a Alice la position d’un des bits ou
les chaines different, ce qui nécessite [logn] bits de communication. Alice n’a
qu’a communiquer a Bob la valeur du bit de I’équipe gagnante pour la position
demandée. Ce protocole requiert [logn] + 1 bits de communication, un gain

exponentiel par rapport au protocole non interactif.

1.4 Résultats préliminaires

Pour analyser mathématiquement les problemes de communication avec
données corrélées, il est fort utile d’utiliser leur représentation sous forme de
graphes. Voici trois approches équivalentes.
e La premiere approche a été définie par Witsenhausen [53]. Soit z € X la
chaine d’Alice et y € Y la chaine de Bob, toujours avec la condition que
(x,y) € S. Appelons Gxy le graphe bipartie formé des deux ensembles
de sommets X et Y et dont les arétes entre les sommets des ensembles X
et Y correspondent aux paires (z,y) € S. Définissons le graphe G x pour
lequel les sommets sont les éléments de 'ensemble X et ot deux sommets
x1 et x5 sont reliés par une aréte si et seulement si il y a un sommet y de
G xy adjacent a la fois & x1 et & xg .

e La deuxieme approche est celle que nous utilisons dans ce mémoire et
a été introduite par Orlitsky [35]. Etant donné le support S C X x Y,
introduisons 'hypergraphe Gg (voir 'annexe A.2). Les sommets de Gg

sont les éléments de X, et pour tout y € Y, il y a une hyperaréte

E(y) = {z | (z,y) € 5}.
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e Une troisieme approche, que nous ne définissons pas ici, a été présentée
par Karpovsky, Levitin et Trachtenberg [26]. Méme si elle peut étre uti-
lisée pour faire I'analyse de problemes de communication avec données
corrélées lorsque X =Y, cette approche est surtout utile pour des modeles

de détection et de correction d’erreurs.
Définition 1.12. G est appelé I'hypergraphe caractéristique de S.

Il est important de remarquer que le graphe Gg est défini en sachant que
Bob veut apprendre la chaine d’Alice. Le graphe serait différent si Alice voulait

apprendre la chaine de Bob, & moins que le support S soit symétrique?.

Remarque 1.13. L’ambiguité de Bob correspond au degré maximal des hy-

perarétes de Gg (voir 'annexe A.2).

Définition 1.14. Un ensemble de support S est trivial si D(S) = 0, autrement

dit si ag = 1.

Nous présentons maintenant les premiers résultats sur la complexité de la
communication de problemes avec données corrélées. Ils ont tous été démontrés

par Orlitsky [35, 38].

Lemme 1.15. Pour tout probleme de communication avec données corrélées,

Démonstration. Trivial. O

3Un support symétrique est un support S tel que (z,y) € S < (y,x) € S.
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Lemme 1.16. 57 S; C Sy, alors pour tout k € N,
DF(S,) < DF(Sy).

Démonstration. 11 s’agit de remarquer que tout protocole pour S, est également

un protocole pour Sj. O

Lemme 1.17. Pour tout probleme de communication avec données corrélées S,
D(S) = [logag].

Démonstration. Supposons qu’il existe un protocole P requérant o < [logag]|
bits de communication. Cela implique qu’il existe y; € Y pour lequel
{x | (x,y) € S}| > 2%. Si la chaine de Bob est y;, il existe donc au moins deux
éléments distincts de X pour lesquels les bits transmis entre Alice et Bob sont les

meémes, ce qui est une contradiction. O

Lemme 1.18. Pour tout probleme de communication avec données corrélées S,
Diw(S) = Dy (S) = [logag].

Démonstration. Par le lemme 1.17, D(S) > [logag|. Montrons que
D(S) < [logag]. Soit Gg 'hypergraphe caractéristique de S. Initialement, Alice
et Bob s’entendent sur un encodage des sommets des hyperarétes de Gg, ce
qui peut étre fait avec [logag| bits. Lors de l'exécution du protocole, Alice,
qui connait y et par le fait méme I'hyperaréte a, correspondant a I’ambiguité
de Bob, n’a qu’a envoyer l'encodage de x. Nous obtenons donc que

D(S) < D(5) < [logag]. =



CHAPITRE 1. COMPLEXITE DETERMINISTE 13

Lemme 1.19. Pour tout probleme de communication S,

D'(S) = Tog x(Gs)1,

ou x(Gg) est le nombre chromatique de Gg.

Démonstration.

o D'(S) < [log x(G5)]
Alice et Bob s’entendent sur un coloriage de Gg utilisant y(Gg) couleurs.
Alice envoie la couleur du sommet x a Bob. Par construction de Gg, tous
les sommets x tels que (z,y) € S sont de couleur différente, ce qui permet
a Bob de déduire x a partir de sa couleur et de y.

o D'(S) > [log x(G5s)]
Supposons qu’il existe un protocole P requérant a < [log x(Gg)]| bits de
communication. Cela veut dire qu’il existe un y pour lequel Alice envoie
le méme message pour au moins deux éléments de X, ce qui ne permet
pas a Bob de les distinguer avec certitude.

]

Pour la majorité des problemes, le lemme 1.19 est inutilisable en pra-
tique, car le calcul exact du nombre chromatique d’un graphe est un probleme
NP-difficile (consulter [42] pour plus de détails sur les classes de complexité du
calcul). En fait, Feige et Kilian [17] ont montré que si NP € ZPP, il est impos-
sible d’approximer en temps polynomial le nombre chromatique d'un graphe de
n sommets & un facteur n' =€ prés, pour toute constante € > 0. Malgré ce résultat
peu encourageant, il existe des méthodes heuristiques, par exemple des algo-

rithmes évolutifs hybrides [20], qui permettent d’obtenir des bornes supérieures
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intéressantes pour le nombre chromatique de graphes de taille raisonnable (moins
de 1000 sommets). Par le fait méme, de telles méthodes permettent d’obtenir des
bornes supérieures intéressantes pour D'(S).

Le lemme 1.22 illustre qu’'un protocole interactif peut permettre jusqu’a un
gain exponentiel sur le nombre de bits communiqués par rapport a un protocole
non interactif. Pour le démontrer, nous aurons besoin du fait que tout probleme de

communication avec données corrélées respecte la propriété d’absence de préfixe?.

Définition 1.20. Notons op(z,y) la concaténation de tous les messages transmis

lors de I'exécution d'un protocole P sur U'entrée (z,y).

Lemme 1.21 (Propriété d’absence de préfixe). Soit S = X XY un probleme
de communication avec données corrélées, et soient (z',y), (x,y), (x,y’) € S avec
x # . Alors op(2',y) n'est pas un préfive de op(x,y'), et op(x,y’) n'est pas un

préfize de op(x',y) (en particulier ils ne peuvent pas étre égauz).
Démonstration. Voir [35]. O

La propriété d’absence de préfixe est importante, car les modeles qui ne la
respectent pas peuvent comprimer les messages et ainsi réduire la communication,
tel qu’illustré par Papadimitriou et Sipser [43]. De plus, elle élimine la nécessité

d’avoir un symbole spécial pour indiquer la fin de I'exécution du protocole.

Lemme 1.22 (Mercier 2002, démonstration seulement). Pour tout probléeme

de communication avec données corrélées S,

D(S) = Nlog DX(S)].

4«Prefix-freeness property» en anglais.
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Démonstration. Soit P un protocole avec support S dont la complexité de la
communication est D(S). Construisons un protocole non interactif P’ de com-

2D(S

plexité ). Alice considere toutes les 2°(%) séquences possibles de D(S) bits.

Pour chacune de ces séquences a, elle transmet f(«) a Bob, ou

1si 3y € as(z) | op(x,y’) est un préfixe de «
fla) =

0 sinon
Bob trouve l'unique 2’ € ap(y) tel que op(2’,y) est un préfixe d’'un « pour lequel
f(a) =1, et il conclut que c’est la chaine d’Alice.

Pour justifier que ’algorithme fonctionne, il faut montrer qu’il existe un et

un seul 2’ € ag(y) tel que op(z’,y) est un préfixe d'un « pour lequel f(a) = 1. 11
est clair qu’il en existe au moins un, car f(op(z,y)) = 1. Supposons qu’il existe
un ' € X, 2’ # x, tel que op(2,y) est un préfixe de o’ pour lequel f(o/) = 1.
Le fait que f(a/) = 1 implique qu’il existe un 3’ € ax(x) tel que op(z,y’) est
un préfixe de o/. Comme op(x,y’) et op(2’,y) sont des préfixes de o, il suit que
op(x,y’) est un préfixe de op(z’,y) ou que op(z’,y) est un préfixe de op(z,y’).

Ceci est une contradiction, car S respecte la propriété d’absence de préfixe. [

Le lemme 1.23 améliore d'un bit la borne du lemme précédent, mais la
preuve de ce résultat un peu plus fort, bien que conceptuellement simple, prend

plusieurs pages.

Lemme 1.23. Pour tout probleme de communication avec données corrélées S,

D(S) > [log D'(S)] + 1.
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Démonstration. Voir [35]. O

Terminons cette section par un retour sur le probleme de la ligue sportive de
la section 1.3. Nous avons montré que D'(S) = n et que D?(S) < [logn] + 1. Le
lemme 1.23 nous permet de conclure que le protocole a deux rondes est optimal,
c’est-a-dire que D?*(S) = D3(S) = --- = D(S) = [logn] + 1. Dans un autre ordre
d’idées, si Alice connait y, alors un seul bit de communication suffit d’apres le

lemme 1.18.

1.5 Deux rondes sont presque optimales

Le dernier exemple de la section précédente semble assez étonnant : pour
le probleme de la ligue sportive, il est inutile d’utiliser un protocole a plus de
deux rondes, car cela ne permet pas de diminuer le nombre de bits commu-
niqués. Dans cette section, nous présentons un des résultats les plus intéressants
de la complexité de la communication de données corrélées, a savoir que pour
tout probleme, deux messages sont presque optimaux. Ce résultat contraste avec
le modele original de Yao : Duris, Galil et Schnitger [15] ont en effet démontré
que pour tout k£ € N, il existe des suites de fonctions (f;)ien avec
fi 1 {0,1} x {0,1}* — {0, 1} pour lesquelles D*(f,) est exponentiellement plus
grand que D*T1(f,). Avant de démontrer le résultat principal de cette section,

nous avons besoin de quelques notions préliminaires.

t
Lemme 1.24. 1-E'ﬁ...’i“2(l—i),odpeN.
p p p p
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Démonstration.

1.29;1.10;2...1";“ > 1-(1—%)(1—%)'“(1_%)
(0060

v

]

Le prochain théoreme garantit 1’existence d’une famille de fonctions de
«hachage» qui permettront par la suite de démontrer plusieurs résultats
intéressants. Une famille H,,; avec des parametres légerement différents que ceux

présentés a été explicitement construite par Fredman, Komlos et Szemeredi [19].

Théoréme 1.25 (Mercier 2002). Soient m et t deux entiers supérieurs a 1. Il

existe une famille de k = 4t[logm] fonctions, H,,, telles que :
1. Toute fonction h € Hy,; va de {1,...,m} a{l,...,p}, o p=4t*;

2. Pour tout sous-ensemble A C {1,...,m} de taille au plus t, au moins la

moitié des fonctions dans H,,; sont injectives sur A.

Démonstration. Choisissons au hasard une fonction h: {1,...,m} — {1,...,p}.

La probabilité que h soit injective sur un ensemble A C {1,...,m} de taille
t

4 -1 —t+1 t _ 1\t 3 :

au plus t est bornée par 1 - I’T...”T > <1—5) = (1—5) > 5 (voir

le lemme 1.24). Choisissons maintenant au hasard k fonctions hy, hy... Ay :

{1,...,m} — {1,...,p} et définissons les variables aléatoires Z; prenant la valeur

0 si h; est injective sur A et 1 sinon. Il est clair que E[Z;] < 3/4. La probabi-

lité qu’au moins la moitié des fonctions h; ne soient pas injectives sur A est :
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k(3/16)2

< 2e
= 267%

< 1 pour k > 7,39.

3
> 2
%)

~ 23716 par 'inégalité de Chernoff (voir 'annexe A.4)

18

La derniére inégalité est toujours vraie, car k = 4t[logm]| et m,t > 2. 11

existe donc une famille de k& fonctions pour lesquelles au moins la moitié sont

injectives sur A.

O

Utilisons maintenant une famille de fonctions de hachage pour démontrer

que pour tout probleme de communication avec données corrélées, il existe un

protocole a deux rondes qui nécessite au plus quatre fois le nombre de bits de

communication requis par le protocole optimal.

Lemme 1.26. Pour tout probleme de communication avec données corrélées S,

D*(S) < [log[log x(G's)]] + 3[logag ] + 4.
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Démonstration. Soit S un probleme de communication non trivial (il est clair que
le lemme est vrai si S est trivial) et Gg son hypergraphe caractéristique. Alice et
Bob s’entendent sur un coloriage 1 de Gg avec x(Gg) couleurs ainsi que sur une
famille de fonctions H = H, qy),ap possédant les propriétés énoncées au théoreme
1.25.

Bob considere I'hyperaréte a, qui détermine ap(y), les valeurs de x possibles
chez Alice. Il choisit une fonction h € H qui est injective sur les couleurs de a,
et envoie sa description a Alice, ce qui requiert [log(4[log x(Gs)] - ag)] bits de
communication. Une telle fonction existe grace aux propriétés de H et parce que
le nombre de sommets de I'hyperaréte a, est au plus ap. Alice envoie ensuite
h(¢)(x)) & Bob, ce qui nécessite [log(4(az)?)] bits de communication. Bob utilise
alors h(¢(z)) pour calculer ¢(x), et comme tous les noeuds de a, sont de cou-

leur différente, il peut obtenir la valeur de x. La communication totale est donc

[log(4[log X(Gs)] - ap)] + [log(4(ap)*)] < [log[log x(Gs)] + 3[logap] +4. O

Corollaire 1.27. Pour tout probléeme avec données corrélées S,

D?*(S) < 4D(S) + 3.
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Démonstration.

D2(S) < [log[log x(Gs)]] + 3[logan] +4 (lemme 1.26)
— [log D(S)] + 3[logap] + 4 (lemme 1.19)
< D(S)—1+3[logag]| +4 (lemme 1.23)
< D(S) —1+3D(S) +4 (lemme 1.17)

= 4D(S) + 3.
0

Le corollaire 1.27 a été démontré par Orlitsky [35], qui par la suite a réussi
a obtenir D?(S) < 4D(S) + 2 [38]. Le lemme 1.28 nous permet d’améliorer ce

résultat pour les probléemes de communication dont la complexité est assez grande.

Lemme 1.28 (Mercier 2002). Soit S un probléme avec données corrélées dont
la complexité de la communication dépend de n, la taille de la chaine d’Alice.

Pour tout ¢ € N, il existe un nyg € N tel que pour tout n > ny,

D?*(S) < 4D(S) —c.

Démonstration. Soit Gg I’hypergraphe caractéristique de S. Pour démontrer le
lemme 1.26, nous avons utilisé une famille de k& = 4ag[log x(Gs)] fonctions
de hachage. Il est possible de diminuer le nombre de fonctions, et par le fait
méme le nombre de bits de communication, en augmentant la base du loga-
rithme précédent. Posons k' = [4aplog, x(Gs)]. Si nous appliquons un proto-
cole similaire & la preuve du lemme 1.26 avec une famille de &’ fonctions de
hachage, cela entraine que D?(S) < [log[log x(Gs)]] + 3[logag] + 6 — loglog b,

et en appliquant la démarche utilisée pour démontrer le corollaire 1.27, il suit
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que D*(S) < 4D(S) + 5 — loglogb. En posant b = 2(25+C), nous obtenons
D*(S) <4D(S) —c.

Le prix a payer est que pour montrer I'existence d’une famille de &" fonc-
tions de hachage possédant les propriétés énoncées au théoreme 1.25, il faut que
kK = [daglog, x(Gs)] > 7,39, ce qui entraine qu’il est nécessaire que
ap - logx(Gs) > 1,585 - 257 Si S est un probleme dont la complexité de
la communication dépend de n, alors il existe un ng assez grand pour lequel

ap - X(Gs) > 1,585 - 2°T¢ pour tout n > ny. O

1.6 En augmentant le nombre de rondes

Nous venons de démontrer que pour tout probleme de communication avec
données corrélées, il existe un protocole a deux rondes qui est presque optimal.
Cette section résume les principaux résultats connus lorsque le nombre de rondes
augmente, ainsi que les principaux problemes ouverts reliés a cette question. Nous
n’avons pas jugé bon d’inclure les preuves, car elles sont assez longues, plutot
techniques et ne sont pas utiles pour les chapitres subséquents de ce mémoire.

Une variante du probleme de la ligue sportive a été formulée par Orlitsky
[36]. Une ligue sportive possede d-e équipes réparties également en d divisions. Les
deux meilleures équipes de chaque division participent aux séries éliminatoires, et
toutes ces équipes sont connues de Bob. Alice, de son coté, connait I'identité de
I’équipe championne de la ligue. Le but est que Bob apprenne I'identité de I’équipe
gagnante. Soit S l’ensemble de support de ce probléeme avec données corrélées.
Considérons le protocole a trois rondes suivant : Alice envoie la division dans

laquelle évolue 1’équipe gagnante, ce qui nécessite [logd] bits de communication.
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Bob considere ensuite les deux équipes de la division regue par Alice participant
aux séries éliminatoires. Il envoie a Alice une position pour laquelle les deux
chaines different, ce qui requiert [log e] bits de communication. Finalement, Alice
envoie la valeur du bit de I’équipe gagnante a la position demandée. La complexité
du protocole est donc D3(S) < [logd] + [loge] + 1.

Orlitsky [36] a démontré que lorsque e et d sont choisis judicieusement, tout
protocole a deux rondes nécessite plus de communication que le protocole a trois

rondes®. En fait, il a démontré le résultat suivant :

Théoreme 1.29. Pour tout € > 0 et pour tout ¢ > 0, il existe un probléme avec

données corrélées S tel que

D¥(8) > (2 - )D¥(S) > .

Ce résultat et le corollaire 1.27 permettent de poser la question suivante :
Probléme ouvert 1.30. Quel est le rapport maximal entre D*(S) et D(S)?

Zhang et Xia [56] et Ahlswede, Cai et Zhang [3] ont ensuite démontré que

trois messages n’étaient pas optimaux :

Théoreme 1.31. Pour tout € > 0 et pour tout ¢ > 0, il existe un probléme de

communication avec données corrélées S tel que

D3(S) > (2 — €)D*(S) > c.

Zhang et Xia ont également émis la conjecture que D*(S) < D(S)+o(D(9)),

mais sans parvenir a la démontrer.

5Le probleme considéré par Orlitsky est légerement différent de celui présenté ici.
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Probléme ouvert 1.32. Existe-t-il un k tel que D¥(S) < D(S) + o(D(S))?

Nous avons essayé de résoudre cette conjecture en généralisant le probleme
de la ligue sportive, mais nous n’avons pas réussi a obtenir des résultats qui valent

la peine d’étre mentionnés ici.



Chapitre 2

Complexité déterministe amortie

La résolution simultanée de plusieurs exemplaires' d’un probléme est parfois
plus efficace du point de vue de la communication que la résolution séquentielle
des exemplaires de fagon optimale. En fait, cela peut méme étre vrai pour des
problemes différents. Ce phénomene contraire a I'intuition s’applique autant a la
communication interactive que non interactive et est appelé le probleme de la
somme directe?.

Le probleme de la somme directe en complexité de la communication a été
introduit par Karchmer, Raz et Wigderson [25] comme une approche prometteuse
pour séparer NC' de NC?. 11 a été abondamment étudié (consulter entre autres
[16, 24, 23]) et pourrait certainement faire I’objet d’'un mémoire a lui seul. Dans
ce chapitre, nous nous contentons de présenter les principales notions reliées au
probleme de la somme directe pour les protocoles de communication avec données
corrélées (consulter également [4, 5]). Les nouveaux résultats que nous avons

obtenus sont les théoremes 2.8, 2.11, 2.13 et 2.18, les corollaires 2.9, 2.14 et 2.15,

'Nous supposons toujours que tous les exemplaires sont indépendants.
2«Direct-sum problems en anglais

24
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la conjecture 2.24 ainsi que toute la section 2.4.

2.1 Définitions

Définition 2.1. Notons D(S,T) la complezité de la communication déterministe
simultanée des problemes avec données corrélées S et T, et D(f, g) la complexité

de la communication déterministe simultanée des fonctions f et g.

Définition 2.2. Notons D(S') la complexité de la communication déterministe
simultanée de [ exemplaires d’'un probléme avec données corrélées S, et D(f!) la
complexité de la communication déterministe simultanée de [ exemplaires d’une

fonction f.

Lorsque plusieurs exemplaires d'un méme probleme sont résolus
simultanément, il peut étre utile d’utiliser une mesure de complexité qui représente

la complexité de la communication moyenne par exemplaire.
Définition 2.3. La complexité de la communication déterministe amortie de S,
notée D(S), est donnée par I'expression

D(S) % lim 2 D(S).

l—oo [

Il n’est pas difficile de voir que la limite existe par sous-additivité, et que

D(S) < D(S), D(S,T) < D(S) + D(T) et D(S') < 1-D(S).

Définition 2.4. Soient S C Xg X Yg et T C X7 x Yr des problemes de com-
munication avec données corrélées dont les hypergraphes caractéristiques sont

Gs = (Vs,Ag) et Gp = (Vr, Ar). Notons Gg x Gy = (Vs x Vp, A) le produit
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des hypergraphes Gg et Gp. Les hyperarétes de Gg x Gp sont définies

de la fagon suivante : pour tout (ys,v;) € Ys x Yp, il y a une hyperaréte

As, ye) = (w5, 20) | (5,95) € SN (24,90) € T

Définition 2.5. Appelons GY% le produit, au sens de la définition 2.4, de [ copies

de 'hypergraphe Gg.

2.2 Communication non interactive

Lorsque plusieurs problemes doivent étre résolus de facon non interactive,
il peut étre avantageux de les résoudre simultanément plutot que de les résoudre

de fagon séquentielle.

Lemme 2.6. Soient S1,S5,,...,S; des problemes de communication avec données

corrélées. Alors

D(Sy,8,...,8) = [log x(Gs, x Gs, X -+ x Gg)].

Démonstration. 11 s’agit d’appliquer la preuve du lemme 1.19 a lentrée

((:USU:BSQ?"'7x51)7(y517y827"'7ysl))- D

Corollaire 2.7. Pour tout probleme de comunication avec données corrélées S,

D'(S') = [log x(G)].

Démonstration. Découle directement du lemme précédent. O]

L’intérét du corollaire 2.7 est di au fait qu’il existe des graphes G tels que

x(GY) < (x(G)). En fait, ce corollaire a été démontré par Witsenhausen [53]
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dans le but d’analyser un graphe célebre présenté par Shannon [47] en relation
avec la capacité sans erreur de canaux de communication. Nous présentons ce
graphe comme exemple d’introduction. Alice et Bob possedent respectivement
des chaines x € Zs et y € Zs avec y = = (mod 5) ou y = x + 1 (mod 5), et
Bob veut apprendre la valeur de z. L’ensemble de support de ce probleme avec
données corrélées est donc S = {(z,y) | y =z + 1 (mod 5)Vy = = (mod 5)}. 1l
n’est pas difficile de voir que Gg est un pentagone et que y(Gg) = 3. Or, avec un
peu de travail et beaucoup de patience, on peut montrer que x(G%) =5 < 9. Par
conséquent, nous pouvons appliquer le corollaire 2.7 et obtenir que D(S) = 2 et
que D'(S?) = 3. La résolution simultanée des deux exemplaires permet de sauver
un bit de communication.

Il est important de remarquer que les économies possibles dépendent de la
structure des graphes. Par exemple, si Gg est un graphe complet de k sommets,
alors G est un graphe complet de k! sommets. Autrement dit, lorsque S = X xY,
il n’y a rien a gagner a résoudre simultanément les exemplaires d’un probleme.

Nous pouvons également utiliser le lemme 2.6 pour résoudre simultanément
des problemes différents. Soit T'= {(z,y) | y = x + 1 (mod 3)Vy = x (mod 3)},
ou x,y € Zs. Gr est un triangle, et donc x(Gr) = 3 et x(Gs) - x(Gr) = 9. Or,
nous pouvons montrer que x(Gs X Gr) = 8, ce qui entraine que
DY(Gs x Gr) = 3 < DY(Gg) + D'(Gr) = 4. La résolution simultanée des deux
problemes différents permet de sauver un bit de communication.

Le prochain théoreéme limite la communication qui peut étre sauvée en
résolvant simultanément deux problemes avec données corrélées. Nous I’avons
démontré indépendamment a partir des résultats obtenus par Witsenhausen [53]

et Linial et Vazirani [28], mais le résultat a déja été publié par Feder, Kushilevitz,
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Naor et Nisan [16].

Théoréeme 2.8 (Feder, Kushilevitz, Naor, Nisan 1995 [16]; Mercier
2002). Soient S et T deux problémes avec données corrélées dont les hyper-

graphes caractéristiques sont respectivement Gg et Gr, |Gs| < |Gr|. Alors
DY(S,T) > D'(S) + D'(T) — loglog |G| — 4.

Démonstration. Linial et Vazirani [28] ont montré que pour deux graphes® quel-

conques G et H avec |G| < |H|, x(G x H) > % En appliquant ce

résultat a Gg et G et en utilisant le lemme 2.6, nous obtenons :

> log(x(Gs) — 1) +log x(Gr) — logIn |G
> [log(x(Gs))] + [log x(G7)] —logIn|Gs| =3
> DYS)+ DYT) — loglog |Gs| — 4.

[]

Corollaire 2.9 (Feder, Kushilevitz, Naor, Nisan 1995 [16]; Mercier
2002). Pour tout probléme de communication avec données corrélées S dont

I’hypergraphe caractéristique est Gg,

D'(S?) > 2D*(S) — loglog |G'5| — 4.

3Le résultat est également valide pour les hypergraphes.
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Pour tout probleme avec données corrélées dont les entrées sont de longueur
n, le gain maximal possible pour la résolution de deux exemplaires simultanément
est donc un terme additif de logn bits par rapport a la résolution séquentielle
des exemplaires. Linial et Vazirani [28] ont montré qu’il existe des graphes de n

sommets pour lesquels cette borne pouvait étre atteinte.

Corollaire 2.10. Pour tout probleme de communication avec données corrélées

S dont Uhypergraphe caractéristique est Gg,

D'(S) = DU(S) > D'(S) — loglog|Gis| — 4.

Démonstration. Le premiere inégalité est triviale. Pour la deuxieme inégalité, un
résultat similaire a été démontré par récurrence sur [ par Feder, Kushilevitz, Naor

et Nisan [16]. O

Ce dernier résultat signifie que pour un probléme de communication avec
données corrélées S dont les entrées sont de longueur n, le gain maximal possible
pour la résolution simultanée de plusieurs exemplaires est un terme additif de

logn + 4 bits par exemplaire.

2.3 Communication interactive

Dans cette section, nous analysons le probleme de la somme directe pour les
protocoles interactifs. Encore une fois, il est parfois possible de réduire la commu-
nication en résolvant simultanément plusieurs exemplaires d’'un méme probleme
ou méme plusieurs problemes différents. La communication maximale qui peut

étre économisée n’est toutefois pas connue; c’est d’ailleurs une des principales
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questions ouvertes en complexité de la communication.
Théoréme 2.11 (Mercier 2002). Soient Sy, Ss,...,S; des problémes de com-
munication avec données corrélées. Alors

D?*(S,,S,...,8) € O (l -log max (ag (S;)) + log! - log log {I<1?J<XI(X(G51))) :

1<i<l

Démonstration. Alice possede des chaines x; € X1, ..., z; € X; et Bob des chaines
y1 € Y1,...,y; € Y] avec la restriction que (z;,y;) € S; pour 1 < i < [. Soient
Gs,,Gg,,...,Gg, les hypergraphes associés respectivement aux problemes avec
données corrélées Sy, 55, ...,S;. Pour chaque Gg,, Alice et Bob s’entendent sur
un coloriage v; avec x(Gg,) couleurs. Ils s’entendent également sur une famille
de fonctions H = Hfé‘?%‘z(X(GSi))’Q%(@(Si)) possédant les propriétés énoncées au
théoreme 1.25.

Bob considere les couleurs des sommets des hyperaretes ay,,ay,, ..., ay,.
Pour chaque a,,, le nombre de sommets est au plus max (ap(S;)). Par le théoreme
1.25, il suit que pour chaque a,,, au moins la moitié des fonctions de H sont injec-
tives sur les couleurs des sommets. Par le lemme A.15, il existe donc une fonction
hi € H qui est injective pour au moins la moitié¢ des hyperarétes ay, , ay,, . . ., ay,.
Bob considere ensuite la moitié restante des hyperarétes pour lesquelles h; n’est
pas injective. Il trouve une fonction hy € H qui est injective pour au moins la
moitié de ces hyperarétes, et ainsi de suite. De cette fagon, Bob trouve [log (I 4+ 1)]
fonctions telles que pour toute hyperaréte a,,, au moins une des fonctions est in-
jective sur les couleurs de ses sommets. Bob envoie le nom de ces fonctions a
Alice, ce qui nécessite [log (I + 1)][log(4]log {2?<X<X(Gs>ﬂ -max(ag(S;)))] bits

<I 1<i<1

de communication.
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Bob doit également communiquer a Alice quelle fonction h; doit étre utilisée
avec chaque a,,. Comme chaque h; est injective pour 2% des hyperarétes, il est
avantageux de coder les fonctions en unaire, ¢’est-a-dire d’utiliser la chaine 17 pour
h;. Cette étape requiert donc Zzﬂzolg (11 % -1 < 2l —1 bits de communication pour
les fonctions et [ zéros servant de séparateurs.

Finalement, lors de la deuxieme ronde, Alice envoie h;(1);(z;)) pour chacun
des z;, ce qui nécessite lﬂog(él({g?icl(@(Si)))Zﬂ bits de communication. Comme
les fonctions h; sont injectives, Bob peut calculer les valeurs 1;(x;), et puisque

tous les noeuds des hyperarétes a,, sont de couleurs différentes, il peut en déduire

la valeur des z;. La communication totale est donc :

DXSi-t+8) < flogli+ 1)1+ [log (4 los pax(x(Ge))| - max(@(s) )|

2 —141+1 {10% (4 (?i%@w")))Qﬂ

~ Tlog(-+ 1)] |1og |l uax(x(is) | |

1<i<l

log (1 + 1)] [log g%(ag(si)ﬂ T 2Mlog (1 + 1)]

+21 [log max(@(si))—‘ +50—1

e O (l -log max (ap(S;)) + log! - loglog {gaé(x(Ggi)))

1<i<l

O

Le corollaire suivant a été initialement démontré par Feder, Kushilevitz,

Naor et Nisan [16] et découle directement du théoreme 2.11.
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Corollaire 2.12. Pour tout probleme de communication avec données corrélées

S,
D*(S") < [log (I +1)][loglog x(Gs)]] + [log (I + 1)] [log ap]
+2[log (I +1)] + 2Il[logagp] + 51 — 1
€ O(l-logagp + logl - loglog x(Gs)).
Démonstration. 11 s’agit de remarquer que {gaé(@(si)) = ap et que
{I%?S%(X(Gsi)) = X(Gs). o

Pour certains cas que nous analysons sous peu, le théoreme 2.13 permet de

sauver plus de bits de communication que le théoreme 2.11.

Théoréme 2.13 (Mercier 2002). Soient Sy, Ss,...,S; des problémes de com-

munication avec données corrélées. Alors

!
D?*(S1,S8,,...,8) € O (l logz ap(S;) + loglog ia<1<?<xl(x(GS))> .
i=1 ==

Démonstration. Alice possede des chaines z1 € X, ..., z; € X; et Bob des chalnes
y1 € Y1,...,y; € Y, avec la restriction que (z;,y;) € S; pour 1 < i < [. Soient
Gs,,Gs,, - ..,Gg les hypergraphes associés aux problemes avec données corrélées
S1, 5, ..., 5. Pour chaque Gg,, Alice et Bob s’entendent sur un coloriage 1; avec
X(Gsg,) couleurs. Alice et Bob s’entendent également sur une famille de fonctions

H=H )L @S possédant les propriétés énoncées au théoreme 1.25.

llglggl(x(Gsi)

Bob considere les couleurs des hyperarétes ay,, ay,, - .., ay,. 11 choisit une
fonction h € H qui est injective sur ces couleurs et envoie sa description a Alice,

ce qui requiert [log(4[log {EE‘E{[(X(GS))—I .S @p(S;))] bits de communication.
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Une telle fonction existe a cause des propriétés de H et parce que le nombre total
de sommets des hyperarétes a,,, ..., a, est au plus 22:1 ap(S;).

Alice envoie ensuite les [ valeurs h(i;(x;)) a Bob, ce qui nécessite
I - [log(4(32\_, @5(S:))?)] bits de communication. Comme la fonction h est in-
jective, Bob peut calculer les valeurs ;(z;), et puisque tous les noeuds des hy-
perarétes a,, sont de couleurs différentes, il peut en déduire la valeur des z;. La

communication totale est donc :

D*(S;+---+8) < {log (4 [log max (X(GSZ.))-‘ . Z@(Si)>—‘

1<i<1

1 2
+1- |log 4<Z@(Si)>

=1

= [1og s maxtuicis| | + {bgi@(&)}

1<i<
i=1

l
+21 {log > ap(Si) | + 2042

=1

!
€ O <log log max(x(Gs,)) + llog > aB(Si)>

=1

[]

Corollaire 2.14 (Mercier 2002). Pour tout probléme de communication avec

données corrélées S,

D(S') < [logflog \(Gs)]] + Nog(l - @3)] + 2[log(l - a5)] + 21 +2

€ Ofloglog x(Gs) +llogl + llogag).
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Démonstration. 11 s’agit de remarquer que Zizl@(b’i) = [ - ap et que
{g?g(X(Gsi)) = X(Gs)- 0

Voici un autre corollaire surprenant découlant du théoreme 2.13.

Corollaire 2.15 (Mercier 2002). Soit S un probléme de communication avec

données corrélées dont [’hypergraphe caractéristique est Gg et pour lequel

ag € O(1). Sil € O(1), alors

D(S") < D(S) +O(1).

Démonstration. En utilisant dans 1'ordre le corollaire 2.14 ainsi que les lemmes

1.19 et 1.23, nous obtenons :

D(SY

IA

[log[log x(Gs)]] + [log(l - ap)] + 2l[log(l - ag)| + 21 + 2
= [log D*(S)] +0O(1)

< D(S)+0(1)

]

Le tableau 2.1 résume la communication requise pour résoudre [ exemplaires
d’un probleme avec données corrélées S en utilisant les protocoles du lemme 1.26
et des corollaires 2.12 et 2.14. Si | € o(loglog x(Gs)), le protocole du corollaire
2.14 est le plus efficace, tandis que si | € w(loglog x(Gs)), le meilleur protocole
est celui du corollaire 2.12. Notons que le protocole du corollaire 2.14 est le pire
des trois si | € w(log x(Gs)), en fait pire encore que la résolution séquentielle des
exemplaires. Il est donc essentiel de connaitre le nombre d’exemplaires a résoudre

avant de choisir un protocole.
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TAB. 2.1 — Résolution de [ exemplaires d’un probleme avec données corrélées S

Protocole

Communication requise

Lemme 1.26

O(l -loglog x(Gg) + 1 - logag)

Corollaire 2.12

O(logl -loglog x(Gs) + 1 -logag)

Corollaire 2.14

O(loglog x(Gs) + llogag + llog!)

TAB. 2.2 — Résolution de plusieurs exemplaires du probleme de la ligue sportive

Nombre Résolution Corollaire 2.12 | Corollaire 2.14
d’exemplaires | séquentielle
16 16[logn| + 16 5[logn] + 126 [logn] + 199
O(loglogn) | O(lognloglogn) | O(lognlogloglogn) O(logn)
O(logn) O(log® n) O(lognloglogn) | O(lognloglogn)
O(n) O(nlogn) O(n) O(nlogn)

Quant au tableau 2.2, il analyse la performance des trois protocoles pour
résoudre plusieurs exemplaires du probleme de la ligue sportive. Rappelons que
pour ce probleme, ag = 2 et x(Gg) = 2". Deux résultats méritent d’étre sou-
lignés. Premierement, le corollaire 2.15 implique que D(S') < D(S)+O(1) lorsque
[ € O(1). Deuxiemement, le corollaire 2.12 nous permet de déduire que la com-
plexité de la communication amortie est constante. En fait, nous verrons a la

section 2.5 que D(S) = 1 pour le probléeme de la ligue sportive.

2.4 Le probleme de la ligue sportive, prise 2

Les théoremes 2.11 et 2.13 peuvent étre utilisés pour résoudre simultanément
plusieurs problemes avec données corrélées différents plus efficacement que s’ils
étaient résolus séparément de fagon optimale. Dans cette section, nous construi-

sons une famille de problemes différents pour lesquels la communication peut
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étre réduite lorsqu’ils sont résolus simultanément. A notre connaissance, une telle
famille n’avait jamais été contruite.

Le probleme de la ligue sportive défini a la section 1.3 est modifié de la fagon
suivante : Bob connait les k équipes participant aux séries éliminatoires de la ligue
et veut apprendre d’Alice le nom de I’équipe gagnante. Appelons L le probleme
de la ligue sportive ayant k + 1 équipes participant aux séries éliminatoires, L4

étant le probleme initial.
Lemme 2.16. D(Lj;) € O(logn) lorsque k € O(logn).

Démonstration. Soit G, I'hypergraphe caractéristique de Lj. Il est clair que
x(Gr,) = 2" et que ag(Ly) = k + 1. Le lemme 1.19 implique que D'(L;) = n, et
il suit par le lemme 1.23 que D(Ly) > [logn] + 1. Comme D(Ly) < D*(Ly) <
[logn] +3[log(k+1)]+4 par le lemme 1.26, il suit que D(Ly) € O(logn) lorsque
k € O(logn). O

Les deux exemples suivants montrent qu’il est possible d’avoir
D(Ly, Lo, ..., L)) < D(L1) + D(Ly) + ... D(Ly).
e Sil € O(1), alors D(Ly) + D(Ls) + -+ + D(Ly) > lJlogn] par les
lemmes 1.19 et 1.23, alors que par le théoreme 2.13, nous obtenons que
D(Ly, Lo, ..., Li) < [logn] + O(1).
e Sil € O(logn), alors D(L;y) + D(Ly) + --- 4+ D(L;) € ©(log®n) bits de
communication par le lemme 2.16, alors que les théoremes 2.11 et 2.13

impliquent que D(Lq, La, ..., L) € O(lognloglogn).
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2.5 Quatre rondes sont optimales

Dans cette section, nous montrons que quatre rondes de communication
sont optimales pour la complexité de la communication déterministe amortie.

Le théoreme 2.17 a été démontré par Naor, Orlitsky et Shor [33]. La démonstration,
qui n’est pas présentée ici, n’est pas tres complexe et utilise encore une fois une

famille de fonctions de hachage.

Théoreme 2.17. Soit S un probléme de communication dont I’hypergraphe ca-

ractéristique Gg posséde a(Gg) hyperarétes. Alors
D*(S) < logloga(Gs) +logap + 3loglogag + 7.

Le théoreme 2.17 peut étre utilisé pour calculer plusieurs exemplaires d’'un
méme probleme, ou encore plusieurs problemes différents, comme en font foi le

théoréme et le corollaire suivants :

Théoréme 2.18 (Mercier 2002). Soient Sy, Ss,...,S; des problémes de com-

munication avec données corrélées. Alors

l l l
D*(84,55, ..., 51) <loglog [ [ a(Gs,) +log [ [ @5(S:) + 3loglog [ [ @5(S:) + 7.

i=1 i=1 i=1

Démonstration. Soit Gg = Gg, X Gg, X - - - X (g, 'hypergraphe caractéristique des
problemes (51,5, ...,5;) tel quintroduit a la définition 2.4. Il n’est pas difficile
de voir que a(Gg) = a(Gg,) x a(Gg,) x -+ x a(Gg,) et que ag(S) = ap(Si) x
ap(S2) x -+ x ag(S;). En appliquant le théoreme précédent a ’hypergraphe G,

nous obtenons le résultat souhaité. O
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Corollaire 2.19. Pour tout probleme de communication non trivial avec données

corrélées S,
D*(S") < llogap + 4logl + logloga(Gs) + 3loglogap + 7.

Démonstration. 11 s’agit d’appliquer directement le théoreme 2.18 en remarquant
que [T, a5(S:) = (@p)" et que [T, a(Gs,) = (a(Gy))" O

Ce corollaire nous permet de démontrer que quatre rondes de communica-
tion sont optimales pour la complexité de la communication amortie déterministe,

résultat qui a été démontré par Naor, Orlitsky et Shor [33].

Corollaire 2.20. Pour tout probléeme de communication non trivial S avec données

corrélées,

D4(S) = D5(S) =--- = D(S) = logagp.

Démonstration. Pour la borne supérieure, le corollaire 2.19 entraine que

4/l
D4(S) = lim b ES) < logag.

l—00

Pour la borne inférieure, nous pouvons utiliser le lemme 1.17 et obtenir que

D(S) > [logag(S")] > llogap. Par conséquent,

1
D(S) > D(S) = lim 2 ES > log @5.

l—o00

]

En comparant le corollaire 2.20 et le lemme 1.18, nous obtenons directement

le corollaire 2.21.
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Corollaire 2.21. La complexité de la communication amortie déterministe d’un
probléeme avec données corrélées correspond exactement a la complexité de la com-

munication déterministe lorsqu’Alice connait la chaine de Bob.

Une remarque a propos du corollaire 2.21 est que ¢’est uniquement lorsqu’il y
a une différence appréciable entre la complexité de la communication lorsqu’Alice
ne connait pas la chaine de Bob et la complexité de la communication lorsqu’elle
la connait qu’il peut étre avantageux de résoudre simultanément plusieurs exem-
plaires d’un probleme avec données corrélées. Nous verrons au chapitre 4 que pour
les applications comme la réconciliation de fichiers, la comparaison de séquences
de nucléotides ou la distribution de clés secretes, ce n’est malheureusement pas

le cas.

2.6 Discussion

Plusieurs nouveaux résultats ont été présentés dans les sections précédentes,
mais malheureusement, ils ne permettent pas d’améliorer beaucoup Ila
compréhension des principales questions ouvertes reliées au probleme de la somme
directe en complexité de la communication. La présente section traite de deux de
ces questions ouvertes en lien avec les résultats de ce chapitre. Nous énoncons

également une nouvelle conjecture.

Probleme ouvert 2.22. Existe-t-il des fonctions f et ¢ telles que

D(f,9) < D(f)+ D(g)?

Il ne semble pas possible d’adapter les résultats obtenus pour les problemes

avec données corrélées afin de résoudre le probleme de la somme directe pour le
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modele original de Yao. En effet, passer d’'un protocole pour un probleme avec
données corrélées S a un protocole pour une fonction n’est pas aussi simple qu’il
n’y parait. Soit P un protocole pour S nécessitant D(S) bits de communication.
Si on simule P sur des données non corrélées jusqu’a ce que D(S) bits aient été

communiqués, la fonction calculée est la suivante :

o) = zsi(x,y) €S

n’importe quoi sinon

Si on n’exige pas qu’Alice apprenne la valeur de f, tous les résultats obtenus
en résolvant simultanément plusieurs exemplaires de S (ou plusieurs problemes
différents) sont également valides pour f. Le probleme est que f, malgré le fait
que son domaine soit X x Y, n’est pas une «fonction» mais plutot une relation.
Une autre particularité de f est que si D(S) < n 4, alors Bob est condamné & ne
pas savoir avec certitude si la sortie qu’il a obtenue est x. S’il pouvait différencier
x de la sortie «n’importe quoi», il pourrait vérifier 1’égalité de deux chaines avec
certitude avec moins de n bits de communication, ce qui est impossible (démontré
par Yao [54]).

Lorsqu'un seul exemplaire d’'un probleme est résolu, il est possible de rem-
placer la partie «n’importe quoi sinon» par quelque chose de plus tangible et d’ob-
tenir une vraie fonction. Par exemple, pour le probleme original de la ligue spor-
tive, «n’importe quoi sinon» pourrait étre remplacé par «y tel que y € {y1,y2}
et le i-ieme bit de y est égal au i-ieme bit de x, ¢ étant la premiere position
pour laquelle y; et y, different». Malheureusement, cette astuce ne fonctionne

pas si nous voulons résoudre simultanément plusieurs exemplaires d'un probleme

4Nous supposons que X C {0,1}".
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a ’aide des fonctions de hachage utilisées précédemment.
Conjecture 2.23. D(S) > D(S) — O(logn).

Il n’est pas difficile de voir que les lemmes 2.12 et 2.14 ne permettent pas
de sauver plus de logn bits de communication par exemplaire, économie qui
peut étre atteinte pour le probleme de la ligue sportive (voir la fin de la section
1.4). De plus, comme ces lemmes sont assez astucieux, ils laissent présager qu’il
n’est pas possible de faire mieux. Il semble donc qu’il faille travailler sur une
borne supérieure pour le nombre de bits qui peuvent étre sauvés lorsque plusieurs
exemplaires d’un probleme avec données corrélées sont résolus simultanément.
Dans le cas des fonctions, Feder, Kushilevitz, Naor et Nisan [16] ont montré que
D(f) > D(f) > /D(f)/2—1logn—O(1). Malheureusement, leur preuve utilise la
complexité de la communication non déterministe et ne peut pas étre généralisée

aux relations ou aux problemes avec données corrélées.

Conjecture 2.24 (Mercier 2002). La différence entre la complexité de la com-
munication lorsqu’Alice ne connait pas la chaine de Bob et la complexité de la

communication lorsqu’elle la connait est dans O(logn) bits.

Cette nouvelle conjecture est équivalente a la conjecture 2.23 par le corol-
laire 2.21, mais elle est toutefois plus naturelle et est selon nous une autre fagon

d’attaquer la probleme de la somme directe qui mérite d’étre étudiée.



Chapitre 3

Complexité probabiliste

Dans ce chapitre, nous analysons la complexité de la communication proba-
biliste de données corrélées. Dans ce modele, Alice et Bob sont autorisés a «tirer
a pile ou face» et a considérer le résultat des tirages pour décider des messages
a envoyer. Cela implique que les bits de communication ainsi que la réponse de
Bob ne sont plus fixés par Uentrée (z,y), mais deviennent plutot des variables
aléatoires.

Le complexité de la communication probabiliste de problemes avec données
corrélées n’a jamais été systématiquement étudiée auparavant, et c¢’est ce que nous
faisons dans ce chapitre. Nous avons obtenu plusieurs nouveaux résultats, dont
certains contrastent avec le modele original de Yao. En plus de classifier presque
entierement le modele probabiliste, notre contribution la plus intéressante est
la démonstration que pour plusieurs classes de problemes, les modeles proba-
biliste et déterministe sont équivalents du point de vue de la communication.
Nous émettons la conjecture que cette propriété est également valide pour tous

les problemes avec données corrélées et montrons qu’elle permet de résoudre le

42
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probleme de la somme directe.

3.1 Générateurs aléatoires privés - définitions

Dans le modele probabiliste de communication de données corrélées, Alice
possede une chaine x € X et Bob possede une chaine y € Y avec la restriction
que (z,y) € S, et encore une fois le but est que Bob apprenne la valeur de x. La
différence avec le modele déterministe est qu’Alice et Bob possedent respective-
ment des chaines aléatoires indépendantes finies c4 et cg de longueur arbitraire.
Toute combinaison de (x,y) € R, ca et cp détermine une feuille de 'arbre du
protocole. Il est donc possible que pour une entrée (x,y), le protocole retourne
des valeurs différentes pour différentes valeurs de c4 et cp. La notation que nous

utilisons est similaire a celle utilisée par Kushilevitz et Nisan [27].

Définition 3.1. Soient f : X x Y — {0,1} une fonction et P un protocole
probabiliste pour lequel Alice possede une chaine aléatoire c4 et Bob une chaine
aléatoire cp.

e P calcule une fonction f sans erreur si, pour toute paire (x,y),
Pr[P(z,y) = f(z,y)] = 1.
e P calcule une fonction f avec erreur € si, pour toute paire (x,y),
Pr[P(z,y) = f(z,y)] > 1 —e.

e P calcule une fonction f avec erreur unilatérale' € si, pour toute paire

1«One-sided error» en anglais.
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(z,y) telle que f(z,y) =0,

Pr[P(x>y) = 0] =1,

et pour toute paire (x,y) telle que f(z,y) =1,

Pr[P(z,y) =1 >1—e

Il est important de remarquer que toutes les probabilités de la définition 3.1
sont distribuées sur les choix aléatoires de c4 et cg et non sur les entrées x et y.

Nous analysons cette derniere variante a la section 3.6.

Définition 3.2. La communication en pire cas d’un protocole probabiliste P sur
I'entrée (z,y) est le nombre maximal de bits communiqués pour n’importe quel
choix des chaines aléatoires c4 et cg. Le cotut en pire cas de P est le maximum,

pour toutes les entrées (z,y), de la communication en pire cas de P sur (x,y).

Définition 3.3. La communication moyenne d’un protocole probabiliste P sur
I'entrée (z,y) est le nombre espéré de bits communiqués pour tous les choix des
chaines aléatoires c4 et cg. Le cout moyen de P est le maximum, pour toutes les

entrées (z,y), de la communication moyenne de P sur (z,y).

Définition 3.4. Soit f: X x Y — {0,1} une fonction.
o La complexité de la communication probabiliste sans erreur de f, notée
Ro(f), est le cout moyen minimal d’un protocole probabiliste qui calcule
f sans erreur?.

e La complexité de la communication probabiliste avec erreur € de f, notée

2La lettre R est utilisée pour «randomized communication complexitys.
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R.(f), est le cout en pire cas minimal d'un protocole probabiliste qui
calcule f avec erreur €, pour 0 < e < 1/2.

e La complexité de la communication probabiliste avec erreur unilatérale
e de f, notée R, ,ni(f), est le colit en pire cas minimal d'un protocole
probabiliste qui calcule f avec erreur unilatérale €, pour 0 < e < 1.

e Nous écrivons R(f), RE(f) et RE,,.;(f) lorsque le nombre de rondes est
limité a k.

Définition 3.5. Soit S un probleme avec données corrélées.

o La complexité de la communication probabiliste sans erreur de S, notée
Ry(S), est le cotit moyen minimal d’un protocole probabiliste qui calcule
S sans erreur.

e La complexité de la communication probabiliste avec erreur € de S, notée
R(S), est le cout en pire cas minimal d’un protocole probabiliste qui
calcule S avec erreur €, pour 0 < e < 1/2.

e Nous écrivons RE(S) et R¥(S) lorsque le nombre de rondes est limité A k.

R.(S) est donc le nombre de bits transmis en pire cas par le meilleur proto-
cole qui, pour toute paire (z,y) € R, permet a Bob d’apprendre la chaine d’Alice
avec probabilité au moins 1 — e.

Nous utilisons le cotit en pire cas pour les protocoles avec erreur, car cette
mesure est généralement plus intéressante a utiliser. De plus, pour ces protocoles,
la complexité de la communication en pire cas est a un facteur multiplicatif pres
de la complexité de la communication moyenne. Par contre, pour les protocoles
probabilistes sans erreur, la complexité de la communication en pire cas est égale
a la complexité de la communication déterministe, car un protocole déterministe

est simplement un protocole pour lequel les chaines ¢4 et cp ont été fixées initia-
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lement. Pour les protocoles probabilistes sans erreur, le seul cas intéressant est

donc la complexité de la communication moyenne.

3.2 Générateurs aléatoires privés - résultats

Dans cette section, nous présentons plusieurs résultats pour la complexité
probabiliste de problemes de communication avec données corrélées. Commencons

par une borne supérieure triviale.

Lemme 3.6 (Mercier 2002).

R.(S) < D(S).

Démonstration. Soit P un protocole déterministe pour S nécessitant D(.S) bits
de communication. P peut étre considéré comme un protocole probabiliste pour

lequel Alice et Bob ne tiennent pas compte des chaines aléatoires c4 et cg. [

Essayons maintenant d’obtenir des bornes inférieures intéressantes pour la
complexité de la communication probabiliste. Le lemme 3.7 démontre que pour
tout probleme avec données corrélées, la différence entre la complexité de la com-
munication probabiliste et la complexité de la communication déterministe non

interactive est au plus exponentielle.
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Lemme 3.7 (Mercier 2002). Pour tout probléme avec données corrélées S,
R.(S) € (log D'(S) — (e)),

ou c(€) dépend uniquement de €.

Démonstration. Le lemme 3.8 de Kushilevitz et Nisan [27] affirme que pour toute

fonction booléenne f: X x Y — {0,1},

D(f) < 2f(f) <log (% - e) B + Rg(f)) :

Sans démontrer ce résultat formellement, mentionnons que I'idée est, étant donné
un protocole probabiliste nécessitant R.(f) bits de communication, de construire
un protocole déterministe dont la complexité est 25<(/) (log (2 - e)_l + R( f))
Une analyse détaillée de la preuve nous permet de voir qu’elle s’applique aux
problemes avec données corrélées et que le protocole déterministe obtenu est non

interactif. Nous obtenons donc :

DY(S) < 2R <log (% - e)_l + RE(S))

R.(S) > log D*(S) —log (log (% — e) _ + RE(S)>
R(S) > log D'(S) —log Re(S) — c:(e)
2R.(S) > log D'(S) — ci(e)

%log DY(S) — e(e).
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Revenons au probleme de la ligue sportive défini a la section 1.3, pour lequel
D(S) = [logn] + 1 et D'(S) = n. D’apres les lemmes 3.6 et 3.7, nous pouvons
conclure que R.(S) € ©(logn) pour toute constante € telle que 0 < € < 3, et donc
que les modeles déterministe et probabiliste sont équivalents du point de vue de

la communication.

Corollaire 3.8. Lorsque la différence entre D'(S) et D(S) est exponentielle,
les modeles détermainiste et probabiliste sont équivalents du point de vue de la

communication, autrement dit ©(D(S)) = O(R.(S)).

Il est intéressant de noter que les lemmes 3.6 et 3.7 entrainent que
$log D'(S) —c(e) < R(S) < D(S), ce qui démontre, comme nous I’avons déja vu
au lemme 1.23, que la différence entre D'(S) et D(S) est au plus exponentielle.

Pour les problemes dont la différence entre la complexité déterministe inter-
active et non interactive est petite, le lemme 3.7 n’exclut pas la possibilité qu'un
algorithme permettant de réduire sensiblement la communication puisse exister.
Afin d’obtenir une meilleure borne inférieure pour ces problemes, nous utilisons
le fait que Bob doit apprendre la chaine d’Alice et non pas uniquement calculer

une fonction.

Lemme 3.9 (Mercier 2002). Pour tout probléme de communication avec données

corrélées S,

R.(S) > [logag].

Démonstration. Supposons que R.(S) < [logag]| — 1. Par définition, il existe un
protocole P pour S nécessitant au plus [logag]| — 1 bits de communication et tel
que pour toute paire (z,y) € S, la probabilité que Bob n’obtienne pas la valeur

de x est au plus e.
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Soit y une chaine telle que |ag(y)] = ap. Comme P requiert au plus
[logag] — 1 bits de communication, cela veut dire qu'il existe deux chaines
r1,22 € ap(y), x1 # x2, pour lesquelles la communication entre Alice et Bob
est la méme. Il suit que peu importe la stratégie de Bob, il existe une chaine
x; € {1, x5} pour laquelle la probabilité d’erreur de P sur U'entrée (z;,y) est au

moins %, ce qui est une contradiction. ]

Nous pouvons remarquer que la borne inférieure du lemme 3.9 correspond
a la complexité déterministe amortie (voir le corollaire 2.20), ou encore a la com-
plexité lorsqu’Alice connait la chaine de Bob (voir le lemme 1.18). Une autre
constatation est que cette borne est tres mauvaise pour les problemes pour les-
quels la différence entre la complexité de la communication déterministe interac-
tive et non interactive est grande. Prenons par exemple le probleme de la ligue
sportive, pour lequel ag = 2. La borne du lemme 3.9 ne donne pas mieux que
R.(S) > 1, ce qui est loin de la borne obtenue par le lemme 3.7. Par contre, pour
une classe de problemes avec une petite différence entre D'(S) et D(S), nous
verrons a la section 4.3 que la borne donnée par le lemme 3.9 peut étre atteinte,
et qu’encore une fois les modeles déterministe et probabiliste sont équivalents.

Le prochain théoreme résume les résultats démontrés depuis le début de

cette section.

Théoréme 3.10 (Mercier 2002). Pour tout probleme de communication avec

données corrélées S,
-1
max (ﬂogaB], §log D'(S) — c(e)) < R(S) < D(9).

Démonstration. Découle directement des lemmes 3.6, 3.7 et 3.9. O
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Bien que le modele probabiliste ne semble pas permettre de diminuer le
nombre de bits de communication (du moins c’est ce que nous pensons), il permet
par contre d’obtenir des protocoles non interactifs efficaces. Le théoreme 3.11
permet d’obtenir une borne supérieure pour la complexité de la communication

probabiliste non interactive.

Théoreme 3.11. Pour tout probleme de communication avec données

corrélées S,

R!(S) <4D(S) + {2 log ﬂ .

Démonstration. Nous pensons avoir une preuve tres élégante du résultat, mais
comme elle contient une petite faille que nous n’avons pas encore réussi a corriger,
nous ne pouvons malheureusement pas l'inclure ici. Voir [35] pour la démonstration

originale.

3.3 Générateur aléatoire public - définitions

Pour le modele probabiliste que nous avons considéré jusqu’a maintenant,
Alice et Bob ont chacun leur piece de monnaie. Bob ne peut pas voir les résultats
des tirages d’Alice, et vice-versa. Dans cette section, nous supposons qu’Alice et
Bob ont acces a une piece de monnaie «publique». Ce modele est appelé modele
probabiliste avec générateur aléatoire public, ou plus simplement modeéle probabi-
liste public. Formellement, Alice et Bob possedent une chaine aléatoire commune
¢ obéissant a une distribution de probabilité II. Les bits de communication en-
voyés par Alice dépendent de z et de ¢, tandis que ceux de Bob dépendent de y

et de c.
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Un protocole probabiliste avec générateur aléatoire public peut également
étre vu comme une distribution {P.}.cni de protocoles déterministes. Alice et
Bob choisissent conjointement une chaine ¢ indépendamment de l'entrée (z,y)
et exécutent ensuite le protocole déterministe P,.. La probabilité de succes d'un
tel protocole sur lentrée (x,y) € S est la probabilité de choisir un protocole

déterministe, selon la distribution de probabilité II, qui calcule S correctement.

Définition 3.12. Soit f : X x Y — {0,1} une fonction. La complexité de la
communication probabiliste publique avec erreur e de f, notée R pup(f), est le cout
minimal d’un protocole avec générateur aléatoire public qui calcule f avec une
probabilité d’erreur bornée par € pour toute paire (x,y). Nous écrivons R* . (f)

€,pub

lorsque le nombre de rondes est borné par k.

Définition 3.13. Soit S un probleme avec données corrélées. La complexité de
la communication probabiliste publique avec erreur € de S, notée R, ,.,,(S), est le
cotit minimal d'un protocole avec générateur aléatoire public qui permet a Bob

d’apprendre la chaine d’Alice avec une probabilité d’erreur bornée par ¢ pour

k

E’pub(S ) lorsque le nombre de rondes est

toute paire (z,y) € S. Nous écrivons R

borné par k.

3.4 Générateur aléatoire public - résultats

Regardons tout d’abord comment un générateur aléatoire public peut nous
aider a résoudre le probleme de la ligue sportive. Alice choisit un sous-ensemble
aléatoire des bits de ’équipe gagnante et envoie le & de ces bits a Bob, ce qui
nécessite un bit de communication. Bob calcule ensuite le & équivalent pour cha-

cune des deux équipes finalistes. Il n’est pas difficile de voir que la probabilité de
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distinguer deux chaines différentes a 1’aide de cette méthode est % Donc, si Alice

et Bob exécutent ce processus k fois, la probabilité de ne pas pouvoir éliminer

L

I'équipe perdante devient 5.

Appelons Z la variable aléatoire représentant le
nombre d’équipes qui ne sont pas éliminées apres k itérations. Comme 1’équipe
gagnante n’est jamais éliminée, nous obtenons que E[Z] = 1 + 2% En suppo-

sant que Bob choisisse au hasard si I’équipe perdante n’est pas éliminée apres

k itérations, la probabilité qu’il apprenne correctement l'identité de 1’équipe ga-

gnante est
. 1
Pr[succes] = E T . P
nombre d’équipes qui ne sont pas éliminées
1
- E|=
7
1 S :
> —— par l'inégalité de Jensen (voir I'annexe A.4)
E[Z]
1
= T
L+ 57

En posant k = [log(% — 1)], nous obtenons

€

Prlsucces| > 11
o los(129) |
S 1
T lt
J— 1 6
I
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ce qui nous permet de conclure que

IN

o]

Nous avons vu a la section précédente que le probleme de la ligue sportive

Re s (S)

€,pub

requiert ©(logn) bits de communication dans le modele avec générateurs privés
pour toute constante e telle que 0 < e < 5. Comme R} ,(S) € ©(1), nous pou-

vons affirmer que le modele probabiliste public peut étre meilleur que le modele

probabiliste privé.

Remarque 3.14. Il est possible d’obtenir R} ,,(S) < [log 1] —1 pour le probleme
de la ligue sportive en calculant la probabilité de succes de fagon exacte plutot que
de la minorer a 'aide de I'inégalité de Jensen. Malheureusement, cela ne permet

pas d’économiser plus d’un bit de communication.

Le théoreme 3.15 montre que tout protocole probabiliste public peut étre
transformé en protocole probabiliste privé dont la probabilité d’erreur est un peu
plus grande et qui communique un peu plus de bits. Notre résultat s’inspire d’un
théoreme similaire pour les fonctions booléennes qui a été démontré par Newman

[34].

Théoréme 3.15 (Mercier 2002). Soit S C X x Y un probleme avec données

corrélées pour lequel X = {0,1}". Pour tout § > 0 et pour tout € > 0,

1 —
Rei5(S) < Repun(S) + O (log 5 + log(n + log aA)> )
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Démonstration. Soit P un protocole probabiliste public pour S dont 'erreur est
bornée par € et nécessitant RP**(S) bits de communication. Nous supposons que
le générateur aléatoire obéit a une distribution de probabilité p. Considérons
Z(z,y,c), une variable aléatoire égale a 1 si la réponse donnée par Bob suite
a l'exécution de P sur lentrée (z,y) avec la chaine aléatoire ¢ est mauvaise
(différente de z) et égale a 0 sinon. Comme P résout S avec erreur au plus e,
il suit que c]gu[Z(x, y, c)] < e pour toute paire (z,y) € S.

Construisons un nouveau protocole qui utilise moins de bits aléatoires.
Soient ¢ un parametre a étre fixé plus tard et ¢y, co, ..., ¢ des chaines binaires.
Définissons le protocole Py, ., ., suivant : Alice et Bob choisissent un ¢ au hasard
entre 1 et t et exécutent le protocole P avec la chaine ¢; comme chaine aléatoire
commune. Montrons qu’il existe des chaines ¢, ¢, . . ., ¢; telles que ? (Z(x,y,¢)] <
€ + d pour toute paire (z,y) € S. Choisissons les ¢ chaines ¢y, ¢a, . .., ¢; au hasard
selon la distribution de probabilité p. Considérons une paire (x,y) € S arbitraire,
et calculons la probabilité que };? [Z(x,y,¢;)] > €+ 0 (ou i est uniformément dis-
tribué). Ceci est exactement la probabilité que % 2221 Z(x,y,¢;) > e+ 0. Comme
Cg“[Z(x, y,c)] < €, nous obtenons par I'inégalité de Chernoff (voir 'annexe A.4)

que

t
1
Pr ; ; Z(@"ay,Ci) —e> 0| < 26—25%‘

C1,..-4Ct
En choisissant ¢ = 53 ((n + 1) In2 + Inay), nous obtenons :

_92§2 _ — aa
%% 26%¢ %%¢ 2(n+1)In2—2Inayx

IN

S 2 2—2(714—1) . @—2

2—7’L
< —_—.
aa
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Donc, pour un choix aléatoire de cy,..., ¢, la probabilité qu’il existe au
moins une paire (z,y) € S (il y a au plus 2" - a telles paires) telle que
E[Z(x,y,c;)] > €+ § est plus petite que 2" - ay - % = 1. Par conséquent, il

existe un choix de ¢y, ..., ¢ tel que pour toute paire (x,y) € S, I'erreur du pro-

tocole Py, cy...c; €st au plus € + 0.

t

Le nombre de bits aléatoires utilisés par P, ., . ., est [logt]|. Autrement dit,

pour transformer le protocole public P, ., . ., en protocole privé, Alice n’a qu’a

-----

choisir un ¢ au hasard entre 1 et ¢t et a I'envoyer a Bob, ce qui nécessite [logt]

bits de communication. Nous obtenons donc :

R6+5(S) < Rgpub(s) + ﬂOg t—|

_ RepuolS) + [log (5% (n+1)In2+1n @ﬂ

IN

1 _
Ryupe(S) + O (log 5 + log(n + log aA)> )

[
Corollaire 3.16 (Mercier 2002). Soit S C {0,1}" x {0,1}" un probléme de

communication avec données corrélées. Pour tout 6 > 0 et pour tout € > 0,

1
Re+5(s> S Re,pub(s) + O (log 5 + IOg n) .

Démonstration. Comme Y = {0,1}", il suit ax < 2". En appliquant le théoreme

3.15, nous obtenons
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A

1
Res(S) < Repw(S) + 0O (log 3 + log(n + log Qn))

IN

Repun(S) + O <log% + log n) .

]

Le corollaire 3.16 signifie que lorsque S C {0,1}" x {0,1}" (ou lorsque
ax € O(2")), la différence entre la complexité probabiliste privée et la complexité
probabiliste publique est au plus un terme additif dans O(logn) bits.

Essayons maintenant de borner la complexité probabiliste publique comme
nous l’avons fait a la section précédente pour la complexité probabiliste privée. Le
lemme 3.17 nous donne une borne supérieure triviale que nous améliorons ensuite

avec le lemme 3.18.

Lemme 3.17 (Mercier 2002).
Re,pub<s) S RE(S)

Démonstration. Un protocole avec générateurs aléatoires privés peut étre simulé
par un protocole public dont la chaine aléatoire commune ¢ est la concaténation

de ¢4 et cp. O

Lemme 3.18 (Mercier 2002). Pour tout probléme de communication non tri-

vial avec données corrélées S,

() < (@i — )] + [ log ]
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Démonstration. Nous utilisons un argument similaire a celui utilisé pour résoudre
le probleme de la ligue sportive. Rappelons qu’Alice possede une chaine x et que
Bob possede une chaine y définissant ag(y) = {z1,...,x;} = {z | (z,y) € S}.
Alice choisit £ sous-ensembles aléatoires de bits de sa chaine x et, pour chacun de
ces sous-ensembles, envoie le @ des bits a Bob. Celui-ci calcule les k @& équivalents
pour chacune des chaines z; de ag(y). Chaque fois que le @& d’un sous-ensemble
des bits d'un z; differe du résultat correspondant envoyé par Alice, Bob déduit
que x; # x et élimine ce sommet. Lorsque Bob a terminé les comparaisons, il tire
au hasard une chaine parmi celles qui n’ont pas été éliminées et conclut que c’est
la chaine d’Alice.

La probabilité de ne pas éliminer un sommet x; est 1 si z1 = x et 2% sinon.
Appelons Z la variable aléatoire représentant le nombre de chaines qui ne sont
pas éliminées apres k itérations. Comme il y a |ap(y)| — 1 chaines a éliminer, il
suit que E(Z) = 1+ 5 (lap(y)] — 1) < 14 5x(ap — 1). La probabilité que Bob

apprenne correctement la chaine d’Alice est donc

1
Prlsucces] = F _ i —
nombre de chaines qui ne sont pas éliminées

-l

par I'inégalité de Jensen (voir I'annexe A.4)

v

E[Z]
1
1+ 5p(ap —1)

v
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En posant k = [log(ag — 1)] + [log =], nous obtenons

1
176“ ’ (CLB - 1)

2(10g(a’§—1ﬂ+ (log =

1

Prlsucces] >

Vv

—
_I_
]
||
o

o

—_
+
=
o)

|
—

|
o

ce qui nous permet de conclure que

Repu(9)

€,pub

IN
e

]

Le prochain théoreme résume les résultats démontrés depuis le début de

cette section.

Théoréme 3.19 (Mercier 2002). Pour tout probléme de communication non

trivial avec données corrélées S,

_ _ 1 -
Mogs] < B!, (S) < [log(@s —1)] + [bg : 1 |

Démonstration. La borne inférieure provient du fait que le lemme 3.9 s’applique
également au modele probabiliste public, et la borne supérieure a été démontrée

au lemme 3.18. ]
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TAB. 3.1 — Modeles équivalents pour les problemes avec données corrélées
Complexité de la communication déterministe
lorsqu’Alice connait la chaine de Bob
Complexité de la communication
déterministe amortie
Complexité de la communication probabiliste
avec générateur aléatoire public

A la lumitre des résultats précédents, le théoreme 3.20 et le tableau 3.1
résument les modeles équivalents pour les problemes de communication avec

données corrélées.

Théoreme 3.20. Pour tout probleme de communication avec données corrélées
S,
O(D(S5)) = O(Dayy(5)) = O(Repu(S5))-

Plus précisément,

1—
Dw\y<s) < Re,pub(s) < Dmly(S) + ’Vlog E—‘ ;

D(S)

IN
=
3
S
@
IA
S|
!
_l’_
—
o
o
|
PR |
_l’_
—_

Démonstration. 11 s’agit de combiner le théoreme 3.19, le lemme 1.18 et le corol-

laire 2.20. []

La différence entre les trois modeles est que les protocoles permettant de
minimiser la communication amortie nécessitent au moins deux rondes de commu-
nication et un nombre d’exemplaires a résoudre qui tend vers 'infini, tandis que
pour la communication probabiliste publique et la communication lorsqu’Alice

connailt la chaine de Bob, il existe des protocoles optimaux qui peuvent étre
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exécutés sur un seul exemplaire et ne nécessitent qu'une ronde de communica-

tion.

3.5 L’équivalence des modeles déterministe et
probabiliste permet de résoudre le probleme
de la somme directe

Nous n’avons pas réussi a trouver de probleme avec données corrélées pour
lequel il existe un algorithme probabiliste avec générateurs aléatoires privés qui
est plus efficace que le meilleur des protocoles déterministes. Récapitulons : d’une
part, a la section 3.2, nous avons démontré que les modeles probabiliste et
déterministe sont équivalents pour les problemes dont la différence entre la com-
plexité déterministe interactive et non interactive est maximale. D’autre part, a
la section 4.3, nous montrons que les modeles probabiliste et déterministe sont
équivalents pour une classe de problemes dont la différence entre la complexité
déterministe interactive et non interactive est petite. Ces résultats nous incitent

a formuler la conjecture suivante :

Conjecture 3.21 (Mercier 2002). Pour tout probleme avec données corrélées,
le modele probabiliste avec générateurs aléatoires privés et le modele déterministe

sont équivalents du point de vue de la communication.

Il y a de bonnes raisons de croire que cette conjecture est difficile a démontrer.
En particulier, elle permet de résoudre le probleme de la somme directe pour les
problémes de communication avec données corrélées tels que ay € O(2"), ce qui

inclut les problémes ayant un support de la forme S C {0, 1}™ x {0,1}".
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Théoreme 3.22 (Mercier 2002). Si les modéles déterministe et probabiliste
sont équivalents du point de vue de la communication, alors la communication
qui peut étre économisée en résolvant simultanément plusieurs exemplaires d’un
probléeme avec données corrélées est un terme additif dans O(logn) bits par exem-

plaire.

Démonstration. Démontrons plutot la contraposée du théoreme. Supposons que

D(S) — D(S) € w(logn) (sans perte de généralité, nous ne considérons pas les

fonctions dans w(logn) U O(logn)).
Par le corollaire 2.20, il suit que D(S) — logap € w(logn), ce qui est
équivalent a D(S) € w(ag+logn). Comme logag € O(R. pu(S)) par le théoreme

3.19, nous obtenons que

D(S) € w(Re pun(S) + logn). (3.1)

Le corollaire 3.16 entraine que

RA(S) € O(RepunlS) + logn), (3.2)

et en combinant (3.1) et (3.2), nous obtenons que D(S) € w(R(S)). O

Notons que la réciproque du théoreme n’est pas nécessairement vraie : il
est possible que les modeles probabiliste et déterministe ne soient pas équivalents
et que la communication qui puisse étre économisée en résolvant simultanément

. . , . . 2 . .
plusieurs exemplaires d’un probleme avec données corrélées soit quand méme un

terme additif dans O(logn) bits par exemplaire.
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3.6 Complexité distributionnelle

Le modele de la complexité de la communication distributionnelle, intro-
duit par Yao [55] et traité en détails par Kushilevitz et Nisan [27], considere la
distribution de probabilité de S C X x Y. Cela contraste avec le modele pro-
babiliste, pour lequel nous avons considéré 1’espace des probabilités sur les choix
aléatoires effectués par Alice et Bob et considéré les entrées en pire cas. Cette sec-
tion présente brievement les résultats qu’Orlitsky [37] a obtenus sur la complexité

de la communication distributionnelle de problemes avec données corrélées.

Définition 3.23. Le support de S, noté Sx y, est défini de la fagon suivante :

SX,Y Cﬁf {(SL’,y) ‘ p(x,y) > O}

La notation S est utilisée lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

La définition 3.23 ressemble a la définition 1.7; en fait, nous aurions pu
définir S de cette facon des le départ. Si nous ne ’avons pas fait, c’est que comme
nous considérons la communication en pire cas pour la complexité déterministe
et la complexité probabiliste, la distribution de probabilité de S n’a pas d’impor-

tance.

Définition 3.24. Soit S C X x Y un ensemble de support qui obéit a une dis-
tribution de probabilité . D¥ (S) est le cott du meilleur protocole déterministe
a k rondes qui calcule S pour au moins une fraction 1 — e de toutes les entrées de

S, pondérées par .

Définition 3.25. Df ,(S) est la communication espérée (pondérée par p) du

meilleur protocole déterministe a k rondes pour S.
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Lemme 3.26.
H(X[Y) < Dy,(S) < -+ < Dj, (S) < Dg,(S) < H(X) +1,

Méme si H(X|Y') peut étre beaucoup plus petit que H(X), ces bornes sont
les meilleures qui puissent étre exprimées en terme d’entropie de Shannon (voir
I'annexe A.5). La borne supérieure est atteinte si S est un produit cartésien, et

la borne inférieure est atteinte si S est uniformément distribué.

Lemme 3.27. 5i S est uniformément distribué, alors quatre rondes sont asymp-

totiquement optimales :

Dy ,(S) < Dou(S) + 0(Dou(9)).-



Chapitre 4

Problemes équilibrés

Depuis le début de ce mémoire, nous ne nous sommes pas préoccupés des
liens entre 'ambiguité maximale d’Alice a4 et 'ambiguité maximale de Bob ap.
Pour certains problemes, comme par exemple le probleme de la ligue sportive, la
différence entre a4 et ap est grande. Dans ce chapitre, nous analysons la com-
plexité de la communication des problemes avec données corrélées pour lesquels
I’ambiguité maximale d’Alice est égale a I’ambiguité maximale de Bob. Le prin-
cipal résultat est que les modeles déterministe, déterministe amorti, probabiliste
avec générateurs aléatoires privés et probabiliste avec générateur aléatoire public

sont équivalents.

4.1 Définitions

Définition 4.1. Un ensemble de support S est équilibré si et seulement si

ap = Ga.
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Définition 4.2. Un ensemble de support symétrigue S est un support tel que

(x,y) € S si et seulement si (y,z) € S.

Tous les résultats de ce chapitre s’appliquent aux ensembles de support
équilibrés, et donc aux supports symétriques (car tout support symétrique est
équilibré). Si nous mentionnons les problemes de communication symétriques
avec données corrélées, c’est qu’ils apparaissent de fagon naturelle dans toutes les
applications mentionnées au sommaire, c’est-a-dire les problemes pour lesquels
les données d’Alice et de Bob sont séparées par une certaine «distances.

e 1 et y sont deux chaines binaires dont la distance de Hamming est bornée

(par exemple si x a été transmis sur un canal imparfait) ;

e r et y sont des mesures de la méme quantité, des entiers dont la valeur

absolue de la différence est bornée ;

e r et y sont deux versions d'un fichier original a partir duquel certaines

modifications ont été effectuées ;

e ctc.

4.2 Résultats

Dans cette section, nous présentons les bornes pour la complexité de la
communication déterministe de problemes équilibrés avec données corrélées. Tous
ces résultats ont été démontrés dans un excellent article d’Orlitsky [38]. Nous
n’avons pas jugé bon d’inclure toutes les preuves, car certaines sont assez longues

et apportent peu a la compréhension de ce mémoire.
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Lemme 4.3. Pour tout probléeme de communication avec données corrélées S,

D'(S) <loga, +logap + 1.

Démonstration. Chaque sommet de Gg appartient & au plus a4 hyperarétes, et
chaque hyperaréte de Gg contient au plus ap sommets. Par conséquent,

\(Gs) < @i (@5 —1)+ 1< an-ap, et

D'(S) = [logx(Gs)] (lemme 1.19)
< [logaa - ag]

< logay +logag + 1.

]

Le lemme précédent nous permet de démontrer que lorsqu’un probleme avec
données corrélées est équilibré, la complexité de la communication déterministe
non interactive est au plus deux fois plus grande que la complexité de la commu-
nication déterministe interactive. Ce résultat est encore plus impressionnant que

le corollaire 1.27 et n’a évidemment aucun équivalent dans le modele de Yao.

Corollaire 4.4. Pour tout probleme équilibré de communication avec données

corrélées S,

D'(S) <2D(S) + 1.
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Démonstration.

D' (S) < logax +logap+1
= 2logap +1

< 2D(S) + 1. (lemme 1.17)

]

Orlitsky a démontré que la borne donnée par le corollaire 4.4 était prati-

quement optimale.

Lemme 4.5. Pour tout o« > 0, il existe un probléme équilibré avec données
corrélées S tel que

DY(S) > 2D(S) — 6 > a.

Démonstration. Consulter [38]. O

Il a également démontré, en utilisant une famille de fonctions de hachage
similaire a celles utilisées dans les chapitres précédents, que trois rondes de com-

munication étaient optimales pour tout probleme équilibré.

Théoreme 4.6. Pour tout probleme équilibré de communication avec données
corélées S,

D(S) < D3(S) <logap + 3loglogag + 11.

Démonstration. Consulter [38]. O
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Corollaire 4.7. Pour tout ensemble de support équilibré S,
D*(S) < D(S) + o(D(S)).

Démonstration. 11 s’agit d’utiliser le fait que D(S) > logap (lemme 1.17). O

4.3 Les modeles de communication sont équivalents

Les résultats de la section 4.2 et des trois premiers chapitres nous per-
mettent de démontrer que pour les problemes équilibrés avec données corrélées,
tous les modeles que nous avons considérés sont équivalents du point de vue de

la communication. Le tableau 4.1 et le théoreme 4.8 résument ce résultat.

Théoréme 4.8 (Mercier 2002). Soit une constante 0 < € < z. Pour tout

1
2

probleme équilibré de communication avec données corrélées S,
O(D(8)) = ©(D(8)) = (D, (5)) = O(Re(S)) = O(Repus(S))-

Démonstration. Nous savons que O(D(S)) = O(D,,(5)) = O(Rpu(5)) par
le théoreme 3.20. De plus, le lemme 4.6 et le corollaire 2.20 entrainent que
O(D(S)) = ©(D(S9)). Finalement, remarquons que R.,.;(S) < R.(S) < D(S)

par les lemmes 3.6 et 3.17. O]

Le théoreme 4.8 ne tient pas compte des constantes multiplicatives, qui sont

en fait toutes égales a 1. Nous présentons donc un théoreme plus précis.
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TaB. 4.1 — Modeles équivalents pour les problemes équilibrés avec données
corrélées

Complexité de la communication
déterministe
Complexité de la communication déterministe
lorsqu’Alice connait la chaine de Bob
Complexité de la communication
déterministe amortie

Complexité de la communication probabiliste
avec générateurs aléatoires privés

Complexité de la communication probabiliste
avec générateur aléatoire public

Théoreme 4.9 (Mercier 2002). Pour tout probléme équilibré de communica-

tion avec données corrélées S,

Day,(S) < D(S) Dy (S) + 0Dy (5)),

Dajy(5) < Re(S) < Dapy(S) + 0(Dayy (5)),

D,y (S) < Repun(S) < Dx|y(S) + 0(Dyy(5)).
D,,(S)—1<  D(9) D, (S) +1

Démonstration. La premiere équation peut etre déduite a partir du lemme 1.17,
du lemme 1.18 et du théoreme 4.6; la deuxieme équation a partir des lemmes
1.18, 3.6 et 3.9; la troisieme équation a partir du théoreme 3.20 et du lemme

3.17; la quatrieme équation a partir du corollaire 2.20 et du lemme 1.18. O

Remarquons que contrairement au modele probabiliste public et au modele
lorsqu’Alice connait la chaine de Bob, le lemme 4.5 implique qu’il faut parfois plus
d’une ronde de communication pour obtenir un protocole déterministe optimal.

Cela dit, le corollaire 4.4 nous assure qu’il existe un protocole déterministe non
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interactif requérant au plus deux fois le nombre de bits de communication du
protocole optimal.

Pour terminer ce mémoire, il est important de mentionner que les théoremes
4.8 et 4.9 n’affirment absolument rien sur le temps de calcul des protocoles. Il
est possible qu'un probleme n’admette pas d’algorithme déterministe efficace du
point de vue de la communication et fonctionnant en temps polynomial, mais

qu’il en possede un probabiliste.
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Annexe A

Préalables mathématiques

A.1 Notation asymptotique

Lorsqu’il est nécessaire d’analyser l'efficacité d’un algorithme, il est sou-
haitable de déterminer mathématiquement la quantité de ressources nécessaires
en fonction de la taille des exemplaires considérés. La notation asymptotique,
introduite a cette fin, évalue le comportement des fonctions a la limite, c’est-a-
dire pour des exemplaires assez grands. Cela permet entre autres de comparer
entre elles plusieurs fonctions difficilement comparables autrement (par exemple
lorsque f(ny) < g(ny) et f(na) > g(ns)). Bien str, il peut arriver que 'analyse
asymptotique d’une fonction ne soit d’aucune utilité pratique sur des exemplaires
de la vie de tous les jours, néanmoins dans la grande majorité des cas, un al-
gorithme asymptotiquement supérieur a un autre le sera également en pratique.
Un autre avantage indéniable de l'analyse asymptotique est qu’elle permet de

simplifier grandement ’écriture de la complexité des algorithmes.

78



ANNEXE A. PREALABLES MATHEMATIQUES 79

Voici les principales définitions utilisées dans ce mémoire pour faire ’analyse
asymptotique d’algorithmes. Pour un traitement détaillé du sujet, consulter un

ouvrage d’algorithmique, par exemple le livre de Brassard et Bratley [9].

Définition A.1. Soient f,g: N — R* deux fonctions.

f(n) € O(g(n))
f(n) € Qg(n))

& (Fe>0)(Bno > 0) | (Vn = no)[f(n) < c-g(n)]
=
f(n) €O(g(n)) & f(n) € O(g(n)) A fn) € Qg(n))
=
&

(3¢ > 0)(3ne > 0) | (Vn = no)[f(n) = ¢ g(n)]
f(n) € o(g(n))

f(n) € w(g(n)) (Ve > 0)(3ng > 0) | (Vn = no)[f(n) = ¢ g(n)]

(Ve > 0)(3ne > 0) [ (Vi = no)[f(n) < ¢-g(n)]

Remarque A.2. Tel que suggéré par Brassard [8], la notation asymptotique est
définie en termes d’ensembles dans ce mémoire, ce qui est selon nous plus facile a
manipuler, mais surtout beaucoup moins choquant que des égalités dont les deux

membres ne peuvent pas étre permutés.

A.2 Graphes et hypergraphes

Voici quelques définitions élémentaires reliées aux graphes et aux hyper-
graphes. Pour plus de détails, consulter un ouvrage sur la théorie des graphes,

par exemple «Extremal Graph Theory» de Bollobas [7].

Définition A.3. Un graphe G = (S, A) est une paire ordonnée formée d'un
ensemble de sommets S # ) et d'un ensemble d’arétes A. Les arétes sont de la

forme {s1, 2}, ol 51 # s9 et s1,52 € S.
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Définition A.4. Deux sommets s; et sy sont adjacents s’il existe une aréte
a = {s1,s2} € A. Deux arétes sont adjacentes si elles ont un sommet commun.
Deux graphes sont isomorphes s’il existe une bijection entre leurs ensembles de

sommets qui préserve I'adjacence.

Définition A.5. L’ordre d’un graphe G, noté |G|, est le nombre de sommets de

G. La taille d'un graphe G, notée a(G), est le nombre d’arétes de G.

Définition A.6. I'(s) est ’ensemble des sommets adjacents a un sommet s et

d(s) = |I'(s)| est le degré de s.

Définition A.7. Le degré minimal des sommets de G est noté 6(G), alors que
le degré maximal des sommets de G est noté A(G). Si §(G) = A(G) = k, alors

G est dit k-régulier.

Définition A.8. Un k-coloriage de G = (S,A) est une fonction
f:8—={1,2,... k} telle que f(s1) # f(s2) pour toute aréte {sq, s2}. Le nombre

chromatique de G est x(Q) & min{k | G est k-coloriable}.

Définition A.9. Un coloriage de deuziéme ordre de G est un coloriage propre
de G avec la propriété additionnelle que les voisins de tout sommet du graphe
ont des couleurs différentes. Le nombre chromatique de deuzriéme ordre de G est

déf

X2(G) = min{k | G* est k-coloriable}.

Définition A.10. Un ensemble indépendant d'un graphe G = (S, A) est un
ensemble de sommets S’ C S tel qu’aucune paire de sommets de S’ n’est reliée
par une aréte de A. Notons «(G) le nombre maximal de sommets d’un ensemble

indépendant de G.
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Définition A.11. Un hypergraphe H est un ensemble S avec une famille > de
sous-ensembles non vides de S. Evidemment, s € S est un sommet de H et A € 3
est une hyperaréte de H. Autrement dit, une hyperaréte de '’hypergraphe peut

contenir plus de deux sommets distincts.

Définition A.12. L’ordre d’un hypergraphe, noté |H|, est le nombre de sommets

de H. La taille d'un hypergraphe, notée a(H) est le nombre d’hyperarétes de H.

Définition A.13. Le degré minimal des sommets de I’hypergraphe H est noté
ds(H), alors que le degré mazimal des sommets de H est noté Ag(H). De maniere
analogue, 04(H) et A4(H) sont respectivement utilisés pour les degrés minimal
et maximal des hyperarétes de H, ou le degré d’une hyperaréte est le nombre de

sommets qu’elle contient.

Définition A.14. Un k-coloriage d’un hypergraphe H ayant un ensemble de
sommets S est une fonction f: S — {1,2,...,k} telle que pour toute hyperaréte
{a1,...,a;} de I'hypergraphe, f(a;) # f(a;) pour tout 1 <i < j <[. Autrement
dit pour chaque hyperaréte, tous les sommets qu’elle contient sont de couleur

différente. Le nombre chromatique de H est x(H) & min{k | H est k-coloriable}.

A.3 Principe de Dirichlet

Voici une version améliorée du principe de Dirichlet, souvent appelé principe

du pigeonnier.

Lemme A.15. Soient des pigeons de k couleurs ainsi que s trous. Nous supposons
qu’un pigeon est d’une seule couleur et que chaque trou ne peut pas contenir plus

d’un pigeon de la méme couleur. Si chaque trou contient au moins (%1 pigeons,
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alors il existe une couleur telle qu’au moins [5] trous contiennent des pigeons de

cette couleur.

Démonstration. Remarquons d’abord qu’il y a au moins s(%} pigeons dans les

s—1

5| trous. Cela

trous. Supposons que chaque couleur est présente dans au plus |
entrailne que le nombre de pigeons dans les trous est au plus

k[551] < (£)k < s[£]. Contradiction. O

A.4 Probabilités

Cette section contient quelques inégalités provenant de la théorie des pro-
babilités qui sont utiles pour ce mémoire. Consulter [32, 45] pour les preuves ainsi

que pour des informations additionnelles sur le sujet.

Théoreme A.16 (Inégalité de Markov). Pour toute variable aléatoire X

supérieure ou €gale a 0 et pour tout o > 0,

Pr[X > o] < %.

L’inégalité de Markov peut également étre exprimée comme

Pr[X > a- E[X]] <

o |-

Lorsque des algorithmes probabilistes sont analysés, il est essentiel de pou-
voir borner la probabilité qu'une variable aléatoire X s’éloigne de son espérance
E(X). En fait, lorsqu'une variable aléatoire est générée plusieurs fois, cela revient

a borner le vitesse de convergence de la valeur moyenne des tirages obtenus.
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Théoreme A.17 (Inégalité de Chernoff). Soient X1, Xo, ..., X,, des variables
aléatoires booléennes indépendantes pour lesquelles Pr[X; = 1] = p < 1/2. Pour

tout § tel que 0 < 6 < p(1 —p),
Pr HM —p' > 51 < 26*2;7((517?),
n

L’inégalité de Chernoff peut étre généralisée pour des variables aléatoires

continues.

Théoréeme A.18 (Inégalité de Hoeffding). Soient Xi, Xs,..., X, des va-

riables aléatoires indépendantes ayant la méme distribution de probabilité sur

Uintervalle réel [a,b]. Si E[X] = p, alors

T»L X’L 2 2n
PI‘ [‘27’—1 J— p‘ Z 5:| S 267 béfa .
n

La derniere inégalité dont nous aurons besoin porte sur des espérances plutot

que des probabilités.

Théoreme A.19 (Inégalité de Jensen). Soit f une fonction convexe. Alors

E[f(X)] = f(E[X])

pour autant que ces espérances existent et soient finies.

A.5 Entropie

L’entropie est une mesure de 'incertitude d’une variable aléatoire qui possede

plusieurs propriétés cohérentes avec la notion intuitive d’information. Consulter
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I'ouvrage de Cover et Thomas [12] pour une introduction a la théorie de l'infor-
mation.
Soit X wune variable aléatoire discrete avec alphabet X telle que

plz) =Pr(X =z), z €.

Définition A.20. L’entropie d'une variable aléatoire discrete X, notée H(X),

est définie par :

= = pla)logp(x

€Y
L’entropie est exprimée en bits, et par convention 0log (0 = 0.
Soit
0 avec probabilité p

X —
1 avec probabilité 1 — p

déf

Alors H(X) = —plogp — (1 — p)log(1 — p) = h(p).

Définition A.21. Soit (X,Y’) une paire de variables aléatoires avec une distri-
bution de probabilité p(z,y). L’entropie conjointe de (X,Y), notée H(X,Y), est

définie par :

HXY)E =33 pla,y)logpla, y).

zeX yeY
Définition A.22. L’entropie conditionnelle de Y sachant X, notée H(Y|X), est

définie par :

HYIX) € 3 p@)H(Y|X =)

zeX

= = p@)> plylr)logp(y|x).

zeX yey
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Le théoreme A.23 permet de relier les trois définitions précédentes.

Théoréme A.23.
H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X).

85
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