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Quelle est la suite logique de �� �� �� � � L�expos�e montre que pour un certain nombre de suites	 on
peut trouver automatiquement une suite logique	 en utilisant le calcul formel
 L�id�ee est d�essayer
de trouver une forme explicite pour la s�erie g�en�eratrice associ�ee aux termes de la suite	 �a partir
des premiers
 Lorsqu�une telle forme existe	 et qu�elle correspond e�ectivement �a la suite d�entiers
ce qui n�est pas toujours facile �a v�eri�er�	 un simple d�eveloppement de Taylor donne n�importe
quel terme
 On peut m�eme obtenir un d�eveloppement asymptotique du n�i�eme terme en utilisant
un module d�analyse asymptotique comme le programme equivalent de B
 Salvy ���


� Le livre de Sloane � A Handbook of Integer Sequences

Pour trouver les prochains termes apr�es �� �� �� �	 on peut remarquer que le second terme �egale
le premier augment�e de �	 le troisi�eme �egale le second augment�e de �	 le quatri�eme le troisi�eme
augment�e de �
 La suite logique est donc ��� � ��	 puis ���� � ��	 ���� � ��
 Une autre m�ethode
est de consulter une table de suites	 en l�occurrence le livre A Handbook of Integer Sequences publi�e
en ���� par Sloane ���
 Ce livre contient une table de ���� entr�ees	 chaque entr�ee �etant constitu�ee
d�un num�ero d�index	 des premiers termes de la suite	 d�une d�e�nition de la suite et d�une r�ef�erence

La suite �� �� �� �� ��� ��� �� y est r�epertori�ee sous le num�ero ���
 On y d�ecouvre que ces nombres
sont appel�es �nombres polygonaux centraux�	 valent nn�������	 et sont aussi le nombre maximal
de parts que l�on peut obtenir en coupant un g�ateau n � � fois


Mais d�autres suites commen�cant par �� �� �� � existent � il y en a en tout �� r�epertori�ees dans le
livre de Sloane num�eros ��� �a ����
 Ainsi il y a �� autres suites possibles �a �� �� �� � � par exemple
�� �� �� �� � entiers qui ont un nombre impair de � dans leur �ecriture binaire� ou �� �� �� �� �� nombres
de Fibonacci moins un�


Depuis la parution de son livre en ����	 Sloane a re�cu un courrier volumineux pr�es d�un m�etre
cube de lettres� lui indiquant de nouvelles suites� et depuis quelque temps	 il a entrepris avec Simon
Plou�e la r�ealisation d�une seconde �edition du Handbook of Integer Sequences
 Cette nouvelle �edition
comprendra environ ���� suites	 ����� termes	 ���� r�ef�erences	 et des formules


� La fonction �convert�ratpoly� de Maple

Il est en e�et int�eressant d�avoir un moyen simple de g�en�erer les termes d�une suite
 Cela peut �etre
une formule de r�ecurrence	 ou une s�erie g�en�eratrice
 Par exemple	 les nombres polygonaux centraux
sont les coe�cients du d�eveloppement de Taylor �a l�origine de �� z � z����� z�� �

��
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Ainsi	 la fonction �convert�ratpoly� permet de retrouver la fraction rationnelle f �a partir des
premiers termes	 et est en quelque sorte l�inverse de series pour les fractions rationnelles


Autre exemple � les nombres merveilleux de Demlo suite ���� de ���� sont �	 ��� � ���	 ���� �
�����	 �������	 ���������	 �����������	 �������������	 � � �Avec ces seuls sept termes	 la fonction
�convert�ratpoly� de Maple trouve la s�erie � � ��z��� � z�� � ��z�� � ���z��
 Lorsqu�on
trouve une forme rationnelle P x��Qx�	 le polyn�ome P traduit les conditions initiales et Q la
r�ecurrence


La fonction �convert�ratpoly� de Maple	 qui a �et�e �ecrite par K
 Geddes	 utilise la m�ethode de
Cabay�Choi pour calculer les approximants de Pad�e ���
 C�est l�un des meilleurs algorithmes connus	
et le r�esultat est r�eduit au maximum
 Cet algorithme donne toujours une approximation sous forme
de fraction rationnelle	 dont la somme des degr�es du num�erateur et du d�enominateur est au plus
�egale au nombre de termes donn�es
 Ainsi	 pour s�assurer que l�on a obtenu la �bonne� forme	 on
recommence avec quelques termes suppl�ementaires et on v�eri�e que le r�esultat est le m�eme


Sur ���� suites	 la seule utilisation de �convert�ratpoly� a permis de trouver ��� s�eries g�en�eratrices
rationnelles Par exemple	 les nombres de Delaunay �� �� ��� ��� ���� � � �	 suite ����� ont pour s�erie
g�en�eratrice � � x���� � x��	 les permanents des matrices �� �� cycliques �� ��� ��� ��� ���� ���	
� � � 	 suite ����� ont pour s�erie ��� x� �x�� �x����� x��� x� x�� x���	 le nombre de fa�cons
de remplir une bo�!te avec des dominos �� �� �� �� �� �� � � �	 suite ���� a pour s�erie � �x� �x� �x��
x� � x����� x� x���� x� � x���


Le principal avantage de la repr�esentation par s�eries g�en�eratrices est que cela permet de g�en�erer
facilement des termes suppl�ementaires
 D�autre part	 la complexit�e de la formule permet d�appr�ecier
la �g�en�ericit�e� de la suite en e�et	 si les coe�cients sont petits	 alors la suite s�exprime simplement
en tant que s�erie g�en�eratrice�
 Cela permet de regrouper les suites par classes de formules ra�
tionnelles	 alg�ebriques	 etc�	 de d�eduire une formule g�en�erale pour une famille de suites semblables
par exemples les nombres de Delaunay�


Le principal probl�eme est justement de trouver la forme de la s�erie g�en�eratrice associ�ee �a une suite	
lorsqu�elle existe
 La fonction �convert�ratpoly� de Maple reconna�!t les fractions rationnelles	
mais cela ne repr�esente que ��� suites sur ����	 soit seulement ��"


� Extension �a d�autres classes de formules

Lorsque �convert�ratpoly��f� ne donne pas de forme simple	 l�id�ee due �a F
 Bergeron� est alors
de regarder si logf�	 expf�	 la d�eriv�ee de f 	 sa d�eriv�ee logarithmique	 son inverse fonctionnel	
et d�autres transform�ees de f ont une forme rationnelle
 On �r�ecup�ere� ainsi les formules du type
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logP�Q�	 expP�Q�	
p
P�Q	

R
P�Q et leurs combinaisons
 En fait	 il est apparu �a l�exp�erience

que trois transformations attrapent �a elles seules la plupart des formules � la d�eriv�ee	 la d�eriv�ee
logarithmique et l�inverse pour la substitution


Ces transformations permettent de trouver un plus grand nombre de s�eries � pr�es de ���� sur ����	
soit environ ��"
 Par exemple le nombre de nu�ees de n points �� �� ��� ��� ���� � � �	 suite ����� a
pour s�erie exp�z�� � z������� z����	 la seconde colonne des nombres de Stirling de premi�ere
esp�ece �� �� ��� ��� ���� � � �	 suite ����� a pour s�erie g�en�eratrice exponentielle �� log�� z�����
z��	 le nombre de permutations de n �el�ements sans cycle de longueur � suite ���� a pour s�erie
exp�z������� z�


S�il est facile d�utiliser la fonction �convert�ratpoly� de Maple pour trouver une formule	 il n�est
pas toujours aussi simple de prouver que cette formule correspond r�eellement �a la suite en question

Prolonger la suite n�est pas �evident dans certains cas
 Par exemple	 la suite correspondant au
nombre de graphes enracin�es de genre � sur n points	 dont les termes connus sont ��	 ���	 ����	
�����	 ������	 �������	 ��������	 ���������	 ����������	 ����������	 �����������	 semble avoir
comme s�erie g�en�eratrice ��� � z���� �z�����	 mais ce n�est qu�une conjecture


� Remarques �nales

La fonction �convert�ratpoly� n�est pas limit�ee aux s�eries �a une variable
 Par exemple	 elle permet
de trouver la s�erie bivari�ee des polyn�omes de Tch�ebychev �

� � � x�t � ���x����	�t�� � ���x�����x	�t�� � ���x�����x����	�t���
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Au lieu de chercher une formule close pour la s�erie g�en�eratrice associ�ee �a une suite	 on peut
chercher une �equation qu�elle v�eri�e �equation alg�ebrique ou di��erentielle�
 B
 Salvy a �ecrit un
programme Maple qui cherche soit une �equation alg�ebrique �a coe�cients polynomiaux	 soit une
�equation di��erentielle lin�eaire �a coe�cients polynomiaux �egalement	 par la m�ethode des coe�cients
ind�etermin�es
 Ce programme trouve par exemple la forme suivante pour les graphes poly�edraux en�
racin�es �

�
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et pour les d�enominateurs des convergents du nombre e suite ����� �
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En conclusion	 il a �et�e r�ealis�e par Simon Plou�e et Fran�cois Bergeron ��� un programme Maple qui	
�a partir des premiers coe�cients d�une suite	 cherche une forme simple pour la s�erie g�en�eratrice
ordinaire ou exponentielle� associ�ee	 en utilisant �eventuellement des transformations �el�ementaires
sur la suite
 Ce programme trouve une formule pour environ ��" des suites de la nouvelle �edition	
soit ���� suites sur ����
 Parmi les suites qui restent	 le programme guessgf de B
 Salvy d�etecte ��
suites alg�ebriques et ��� suites holonomes
 En�n	 en combinant le programme de Simon Plou�e et le
programme equivalent de Bruno Salvy	 on obtient une fonction Maple qui donne le d�eveloppement
asymptotique d�une suite �a partir des premiers coe�cients �

� Asympt�������������������������������	�

�
� n

n �

��
� �������	

�
�

Pi

Pour envoyer de nouvelles suites � Les adresses �electroniques de N
 J
 A
 Sloane et Simon
Plou�e sont respectivement njas�research�att�com et plouffe�lacim�uqam�ca
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