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R�ESUM�E : Dans ce travail1, nous g�en�eralisons les 2-arbres en rempla�cant les
triangles par des quadrilat�eres, des pentagones ou des polygones �a k côt�es (k-
gones), o�u k � 3 est �xe. Cette g�en�eralisation, aux 2-arbres k-gonaux, est naturelle
et est �etroitement li�ee dans le cas planaire aux arbres cellulaires. Notre objectif est
le d�enombrement, �etiquet�e et non �etiquet�e, des 2-arbres k-gonaux selon le nombre
n de k-gones. Nous donnons des formules explicites dans le cas �etiquet�e, et, dans
le cas non �etiquet�e, des formules de r�ecurrence et des formules asymptotiques.

ABSTRACT: In this paper1, we generalize 2-trees by replacing triangles by
quadrilaterals, pentagons or k-sided polygons (k-gons), where k � 3 is given. This
generalization, to k-gonal 2-trees, is natural and is closely related, in the planar
case, to some specializations of the cell-growth problem. Our goal is the enume-
ration, labelled and unlabelled, of k-gonal 2-trees according to the number n of
k-gons. We give explicit formulas in the labelled case, and, in the unlabelled case,
recursive and asymptotic formulas.

1 Introduction

L'esp�ece des arbres bidimensionnels, ou 2-arbres, a �et�e bien �etudi�ee dans la litt�er-
ature. Voir par exemple [4] et [2, 3]. Essentiellement, un 2-arbre est un graphe
simple connexe constitu�e de triangles qui sont li�es entre eux par les arêtes de
mani�ere arborescente, c'est-�a-dire sans former de cycles (de triangles). Dans [5],
Harary et al. ont �enum�er�e une variante des arbres cellulaires (reli�e au \cell-growth
problem"), �a savoir des 2-arbres k-gonaux plans et planaires2, dans lesquels les
triangles ont �et�e remplac�es par des quadrilat�eres, des pentagones ou des polygones
�a k côt�es (k-gones), o�u k � 3 est �xe. De tels 2-arbres, bâtis sur des k-gones, sont
appel�es 2-arbres k-gonaux. Cette g�en�eralisation apparâ�t naturellement et le but
de ce travail est l'�enum�eration des 2-arbres k-gonaux libres, c'est-�a-dire vus comme
graphes simples, sans question de planarit�e. La �gure 1 a) propose un exemple de
2-arbres k-gonal, dans le cas o�u k = 4.

Nous disons qu'un 2-arbre k-gonal est orient�e si ses arêtes sont orient�ees de
fa�con telle que chaque k-gone forme un cycle orient�e, voir la �gure 1 b). Notons par
a et par ao les esp�eces des 2-arbres k-gonaux et des 2-arbres k-gonaux orient�es
respectivement. Pour ces deux esp�eces, nous utilisons les symboles �, � et � en
exposant pour indiquer que les structures ont �et�e point�ees en une arête, en un
polygone, et en un polygone muni d'une arête distingu�ee, respectivement.

Notre objectif est le d�enombrement, �etiquet�e et non �etiquet�e, des 2-arbres k-
gonaux selon le nombre n de k-gones. Nous donnons des formules explicites dans le
cas �etiquet�e, et dans le cas non �etiquet�e, des formules de r�ecurrence et des formules
asymptotiques. Pour cela, nous adaptons l'approche de Fowler et al. dans [2, 3] qui
correspond au cas k = 3. En particulier, les 2-arbres sont �etiquet�es aux k-gones.

1Avec l'appui du FCAR (Qu�ebec) et du CRSNG (Canada)
2Au sens o�u toutes les faces, �a part la face externe, sont des k-gones
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a) b)

Figure 1: Un 2-arbre 4-gonal non orient�e et orient�e

La principale di�cult�e �a cette extension vient, comme on le verra, du cas o�u k est
pair.

Les deux premi�eres �etapes sont assez directes. Il s'agit d'�etendre le th�eor�eme
de dissym�etrie au cas k-gonal et de caract�eriser l'esp�ece B = a

! des 2-arbres
k-gonaux munis d'une arête distingu�ee et orient�ee, �a l'aide d'une �equation fonc-
tionnelle de type lagrangien. Le premier r�esultat est une extension imm�ediate du
cas k = 3 et la d�emonstration est omise.

Th�eor�eme 1.1. Th�eor�eme de dissym�etrie. Les esp�eces a et ao des 2-arbres
k-gonaux orient�es et non orient�es respectivement satisfont les isomorphismes d'esp�e-
ces suivants :

a
�
o + a �

o = ao +a
�
o ; (1)

a
� + a � = a +a �: (2)

Dans la prochaine section, nous caract�erisons l'esp�ece B = a
! et nous en

donnons ses propri�et�es. Par la suite, nous exprimons les diverses esp�eces point�ees
qui apparaissent dans le th�eor�eme de dissym�etrie en fonction de l'esp�ece B et nous
en d�eduisons les r�esultats �enum�eratifs d�esir�es pour les esp�eces ao et a. Le cas
orient�e, plus simple, est trait�e d'abord, dans la section 3. Le cas non orient�e, suit,
dans la section 4, en distinguant les deux cas de parit�e de k, pour le d�enombrement
non �etiquet�e. En�n, les r�esultats asymptotiques sont pr�esent�es dans la section 5.

2 L'esp�ece B = a
!

L'esp�ece B = a! joue un rôle fondamental dans l'�etude des 2-arbres k-gonaux.

Th�eor�eme 2.1. L'esp�ece B = a
! des 2-arbres k-gonaux point�es en une arête

orient�ee satisfait l'�equation (isomorphisme) fonctionnelle suivante :

B = E(XBk�1); (3)

o�u E repr�esente l'esp�ece des ensembles.

Preuve. On d�ecompose une a!-structure en un ensemble de pages, c'est-�a-dire en
sous-graphes maximaux qui partagent un seul k-gone avec l'arête distingu�ee. Pour
chaque page, l'orientation de l'arête point�ee permet alors de d�e�nir un ordre et une
orientation sur les k � 1 arêtes restantes du polygone poss�edant cette arête, selon
la �gure 2 a) pour le cas impair, et b) pour le cas pair. Ces arêtes �etant orient�ees,
on peut alors y accrocher des B-structures. On en d�eduit alors l'�equation (3).
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Figure 2: Une page orient�ee a) k = 5 b) k = 6

On peut relier simplement l'esp�ece B = a
! �a celle des arborescences (arbres

enracin�es), A, caract�eris�ee par l'�equation fonctionnelle A = XE(A), o�u X est ici
l'esp�ece des sommets. En e�et de (3), on d�eduit successivement

(k � 1)XBk�1 = (k � 1)XE((k � 1)XBk�1); (4)

sachant que Em(X) = E(mX), et, par unicit�e,

(k � 1)XBk�1 = A((k � 1)X): (5)

Finalement, on obtient l'expression suivante pour l'esp�ece B en fonction de l'esp�ece
des arborescences :

Proposition 2.2. L'esp�ece B = a
! des 2-arbres k-gonaux point�es en une arête

orient�ee v�eri�e

B = k�1

s
A((k � 1)X)

(k � 1)X
: (6)

Proposition 2.3. Les nombres a!n , a!n1;n2;:::, et bn = ea!n de 2-arbres k-gonaux
point�es en une arête orient�ee et ayant n k-gones, respectivement �etiquet�es, laiss�es
�xes par une permutation de Sn de type cyclique 1n12n2 : : : , et non �etiquet�es,
satisfont les relations suivantes :

a!n = ((k � 1)n+ 1)n�1 = mn�1; (7)

o�u m = (k � 1)n+ 1 est le nombre d'arêtes,

a!n1;n2;::: =
1Y
i=1

(1 + (k � 1)
X
dji

dnd)
ni�1(1 + (k � 1)

X
dji
d<i

dnd); (8)

et

bn =
1

n

X
1�j�n

X
�

(j�j+ 1)b�1b�2 : : : b�k�1bn�j; b0 = 1; (9)

la deuxi�eme somme �etant prise sur les (k�1)-uplets d'entiers � = (�1; �2; : : : ; �k�1)
tels que j�j+ 1 divise l'entier j, o�u j�j = �1 + �2 + � � �+ �k�1.
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Preuve. Les formules (7) et (8) s'obtiennent en sp�ecialisant avec � = (k � 1)�1

les formules suivantes, donn�ees par Fowler et al. dans [2, 3],�
A(x)

x

��
=
X
n�0

�(� + n)n�1
xn

n!
; (10)

Z(A(X=�)X=� )
� =

X
n1;n2;:::

xn11 xn22 : : :

1n1n1!2n2n2! : : :

1Y
i=1

(1 +
1

�

X
dji

dnd)
ni�1(1 +

1

�

X
dji;d<i

dnd): (11)

La formule (7) peut �egalement se voir directement par une adaptation de la
bijection de Pr�ufer. Pour obtenir la r�ecurrence (9), il su�t de prendre la d�eriv�ee
logarithmique de l'�equation

eB(x) = exp

0@X
i�1

xi eBk�1(xi)

i

1A ; (12)

o�u eB(x) =Pn�0 bnx
n, qui d�ecoule de la relation (3).

La suite des nombres fbng, pour k = 2; 3; 4; 5, est r�epertori�ee dans l'encyclop�edie
des suites d'entiers [11] et l'�equation (3), dans l'encyclop�edie des structures com-
binatoires [6]. Le comportement asymptotique des nombres bn est analys�e, notam-
ment en fonction de k, dans la section 5.

3 Cas orient�e

Commen�cons par d�eterminer les esp�eces point�ees qui apparaissent dans le th�eor�eme
de dissym�etrie. Ces relations sont assez imm�ediates et la d�emonstration est laiss�ee
au lecteur.

Proposition 3.1. Les esp�eces a�o , a
�
o , et a

�
o sont caract�eris�ees par les isomor-

phismes suivants

a
�
o = B; a

�
o = XCk(B); a

�
o = XBk ; (13)

o�u B = a
! et Ck repr�esente l'esp�ece des cycles (orient�es) de longueur k.

Le th�eor�eme de dissym�etrie permet d'exprimer la s�erie g�en�eratrice ordinaireeao(x) des 2-arbres k-gonaux orient�es non �etiquet�es, en termes des esp�eces point�ees,

eao(x) = ea�o (x) + ea �

o (x)� ea �

o (x); (14)

et par la proposition 3.1, nous pouvons alors exprimer eao(x) en fonction de eB(x) =ea!(x).
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Proposition 3.2. La s�erie g�en�eratrice ordinaire eao(x) de l'esp�ece des 2-arbres
k-gonaux orient�es non �etiquet�es est donn�ee par l'expression

eao(x) = eB(x) +
x

k

X
djk
d>1

�(d) eB k
d (xd) � k � 1

k
x eBk(x): (15)

Corollaire 3.3. Les nombres ao;n et eao;n de 2-arbres k-gonaux orient�es �etiquet�es
et non �etiquet�es, sur n k-gones sont donn�es par

ao;n = ((k � 1)n+ 1)n�2 = mn�2; n � 2; (16)

eao;n = bn � k � 1

k
b
(k)
n�1 +

1

k

X
djk
d>1

�(d)b
( kd )
n�1
d

; (17)

o�u b
(j)
i =

X
i1+���+ij=i

bi1bi2 : : : bij , repr�esente le coe�cient de xi dans la s�erie eBj(x),

avec b(j)r = 0 si r est non entier ou n�egatif.

Preuve. Pour le cas �etiquet�e, il su�t de remarquer que a!n = mao;n. Dans le cas
non �etiquet�e, l'�equation (17) s'obtient directement de (15).

4 Cas non orient�e

Dans le cas non orient�e, le nombre an de 2-arbres k-gonaux �etiquet�es sur n po-
lygones satisfait 2an = ao;n + 1, puisque le seul 2-arbre k-gonal orient�e �etiquet�e
laiss�e �xe par changement d'orientation pour un nombre de polygones donn�e, est
celui dont les polygones partagent tous une arête commune. On obtient

Proposition 4.1. Le nombre an de 2-arbres k-gonaux �etiquet�es sur n polygones
est donn�e par

an =
1

2

�
mn�2 + 1

�
; n � 2; (18)

o�u m = (k � 1)n+ 1.

Pour le d�enombrement non �etiquet�e des 2-arbres k-gonaux (non orient�es),
nous allons consid�erer certaines esp�eces quotients de la forme F=Z2, o�u F est
une esp�ece de structures \orient�ees" et Z2 = f1; �g, est un groupe dont l'action
de � sur les F -structures est de renverser l'orientation. Une structure d'une telle
esp�ece quotient consiste alors en une orbite fs; � � sg de F -structures selon l'action
de Z2.

Par exemple, les diverses esp�eces point�ees de 2-arbres k-gonaux , a�, a � et
a
�, s'expriment comme esp�eces quotients des esp�eces de 2-arbres k-gonaux orient�es

correspondantes :

a
� =

a
!

Z2
; a

� =
a
�
o

Z2
=

XCk(B)

Z2
; a

� =
a
�
o

Z2
=

XBk

Z2
: (19)
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Pour le d�enombrement non �etiquet�e de telles esp�eces quotients, on utilise la formule
suivante qui est �evidente :

(F=Z2)
�(x) =

1

2
( eF (x) + eF� (x)); (20)

o�u eF� (x) =Pn�0 jFixeFn(� )jxn est la s�erie g�en�eratrice des F -structures non �etique-
t�ees laiss�ees �xes par l'action de � , c'est-�a-dire par changement d'orientation. Tou-
tefois, le calcul de ces s�eries eF� (x) est assez complexe et il est avantageux de
di��erencier en deux cas selon la parit�e de k.

4.1 Cas k impair

On peut remarquer, en observant les �gures 2 a) et b), que dans tout k-gone
contenant l'arête point�ee (mais non orient�ee), d'une a�-structure, il est possible
d'orienter les k � 1 autres arêtes, dans la direction s'�eloignant de l'arête point�ee
commedans la �gure 2 a), lorsque k est impair,mais qu'il restera une arête ambigu�e
si k est pair. Ce ph�enom�ene permet d'introduire des esp�eces squelettes, lorsque k
est impair, en analogie avec l'approche de Fowler et al. [2, 3] o�u k = 3. Ce sont
les esp�eces �a deux sortes Q(X;Y ), S(X;Y ) et U (X;Y ), o�u X repr�esente la sorte
des k-gones et Y celle des arêtes orient�ees, d�e�nies par les �gures 3 a), b) et c), o�u
k = 5. En analogie avec le cas k = 3, on a les propositions suivantes.

a) b) c)

Figure 3: Esp�eces squelettes a) Q(X;Y ), b) S(X;Y ) et c) U (X;Y )

Proposition 4.2. Les esp�eces squelettes Q, S et U admettent des expressions en
termes d'esp�eces quotients :

Q(X;Y ) = E(XY 2)=Z2; S(X;Y ) = Ck(E(XY 2))=Z2; U (X;Y ) = (E(XY 2))k=Z2:
(21)

Proposition 4.3. Lorsque k est impair, k � 3, on a les expressions suivantes
pour les esp�eces point�ees de 2-arbres k-gonaux , o�u B = a

! :

a
� = Q(X;B

k�1
2 ); a

� = S(X;B
k�1
2 ); a

� = U (X;B
k�1
2 ): (22)

Dans le but d'obtenir des formules d'�enum�eration, il faut pr�ealablement cal-
culer les s�eries indicatrices de cycles des esp�eces Q, S et U .
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Proposition 4.4. Les s�eries indicatrices de cycles des esp�eces Q(X;Y ), S(X;Y )
et U (X;Y ) sont donn�ees par la formule

ZQ =
1

2

�
ZE(XY 2) + q

�
; (23)

ZS =
1

2

�
ZCk(E(XY 2)) + q � (p2 � ZE(XY 2))

k�1
2

�
; (24)

ZU =
1

2

�
Z(E(XY 2))k + q � (p2 � ZE(XY 2))

k�1
2

�
; (25)

o�u q = h�(x1y2+p2�(x1 y
2
1�y2
2

)), p2 repr�esente la fonction somme de puissances de
degr�e deux, h la fonction sym�etrique homog�ene et �, la composition pl�ethystique.

Preuve. La formule (23) et la m�ethode utilis�ee se trouvent dans [2, 3]. Il s'agit
de d�enombrer les F (X;Y )-structures color�ees non �etiquet�ees laiss�ees �xes par � .
Dans le cas de S, on doit laisser �xe une Ck(E(XY 2))-structure color�ee. Pour cela
le cycle de base de longueur k doit poss�eder au moins un axe de sym�etrie passant
par le milieu d'un des côt�es. On peut voir que lorsqu'une telle structure poss�ede
plusieurs axes de sym�etrie, le choix d'un axe est arbitraire. De part et d'autre de
l'axe de sym�etrie, chaque E(XY 2)-structure color�ee doit avoir son imagemiroir; ce

qui contribue pour un terme de (p2 � ZE(XY 2))
k�1
2 . Ensuite, la structure attach�ee

�a l'arête distingu�ee doit être globalement laiss�ee �xe, ce qui donne le facteur q. Le
raisonnement est tr�es similaire pour l'esp�ece U .

Combinant le th�eor�eme de dissym�etrie, les �equations (23), (24), (25) et les lois de
substitution de la th�eorie des esp�eces, on obtient les s�eries g�en�eratrices des types
de l'esp�ece des 2-arbres k-gonaux .

Proposition 4.5. Soit k � 3 impair. La s�erie g�en�eratrice ordinaire ea(x) des
2-arbres k-gonaux non �etiquet�es est donn�ee par

ea(x) = 1

2

�eao(x) + exp
�X
i�1

1

2i
(2xi eB k�1

2 (x2i) + x2i eBk�1(x2i) � x2i eB (k�1)
2 (x4i)

��
:

(26)

Corollaire 4.6. Pour k � 3 impair, le nombre ean de 2-arbres k-gonaux non
�etiquet�es sur n k-gones satisfait la r�ecurrence suivante

ean =
1

2n

nX
j=1

�X
ljj

l!l

��ean�j � 1

2
eao;n�j�+ 1

2
eao;n; eak[0] = 1; (27)

o�u, pour tout n � 1,

!n = 2b
(k�12 )
n�1
2

+ b
(k�1)
n�2
2

+ b
( k�12 )
n�2
4

; (28)

et b
(j)
i est d�e�ni au corollaire 3.3.
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4.2 Cas k pair

Le cas o�u k est pair est plus d�elicat. Dans le but d'exprimer les s�eries g�en�eratrices
ordinaires des types des trois esp�eces a�, a � et a �, nous appliquons la formule
(20) aux formules (19). Pour l'esp�ece a�, on a

ea�(x) = 1

2
(ea!(x) + ea!� (x)); (29)

o�u ea!� (x) =
P

n�0 jFixea!n (� )jxn est la s�erie g�en�eratrice des 2-arbres k-gonaux

point�es en une arête orient�ee, non �etiquet�es, laiss�es �xes par changement d'orienta-
tion. Il faut donc calculer ea!� (x). Pour cela, introduisons quelques esp�eces auxi-
liaires. La premi�ere, not�ee aTS, est l'esp�ece des 2-arbres k-gonaux point�es en une
arête orient�ee et dont toutes les pages attach�ees autour de cette arête sont verti-
calement sym�etriques, sans sym�etries crois�ees (voir plus loin); on dira totalement
sym�etriques. On peut caract�eriser cette esp�ece par l'�equation fonctionnelle suivante

Figure 4: Une structure de l'esp�ece aTS

(voir �gure 4),

aTS = E(X �X2
= < B

k�2
2 > �aTS) = E(PTS); (30)

o�u X2
= < F > repr�esente l'esp�ece des couples de F -structures isomorphes et PTS

est l'esp�ece des pages totalement sym�etriques. Cette �equation se traduit au niveau
des s�eries g�en�eratrices des types par

eaTS(x) = exp

0@X
i�1

1

i
xi eB k�2

2 (x2i)eaTS(xi)
1A : (31)

Proposition 4.7. Les nombres �n = jeaTS[n]j, de aTS-structures non �etiquet�ees
sur n polygones satisfont la r�ecurrence

�n =
1

n

nX
i=1

�X
dji

d!d

�
�n�i; n � 1 �0 = 1; (32)

o�u

!n =
X

i+j=n�1
i pair

b
( k�22 )
i
2

�j :
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Preuve. Il su�t de prendre la d�eriv�ee logarithmique de l'expression (31).

Passons maintenant �a l'introduction des deux esp�eces PCR et PM, des paires
de pages crois�ees et des pages mixtes. Une paire de pages crois�ees est, par d�e�nition,
une paire de pages orient�ees (des a!-structures comportant une seule page) de la
forme fs; � �sg avec s et � �s non isomorphes. La �gure 5 a) montre une structure de
cette esp�ece. Une page mixte est une page sym�etrique poss�edant une (ou plusieurs)
sym�etrie de type crois�ee. Une telle structure est dessin�ee en �gure 5 b). On peut
alors exprimer ces deux esp�eces l'une en fonction de l'autre, comme suit

PCR = �2 < XBk�1 � (PTS + PM) >; (33)

PM = X �X2
= < B

k�2
2 > �aTS �E+(PCR + PM); (34)

o�u �2 < F > repr�esente l'esp�ece des paires de F -structures de la forme fs; � � sg et
E+ est l'esp�ece des ensembles non vides. Passant aux s�eries g�en�eratrices des types,
il vient

ePCR(x) =
1

2

�
x2 eBk�1(x2) � ePTS(x2) � ePM(x2)�; (35)

ePM(x) = x eB k�2
2 (x2)eaTS(x)

0@exp�X
i�1

1

i
( ePCR(xi) + ePM(xi))�� 1

1A :(36)

Apr�es manipulations et la prise de la d�eriv�ee logarithmique de (36), on obtient les

nombres ePCR;n et ePM;n de pages crois�ees et mixtes respectivement sur n polygones

ePCR;n = b
(k�1)
n�2
2

� ePTS;n2 � ePM;n2
; (37)

ePM;n =
nX
i=1

�X
dji

"d

�
cn�i + fn; (38)

o�u

"n =
k � 2

2
b
(k�1)
n�1 + ePTS;n + ePCR;n + ePM;n; (39)

cn = ePM;n +
X

i+j=n�1

b
(k�22 )
i
2

eaTS;j; (40)

fn =
X

i+j=n�1

b
( k�22 )
i
2

eaTS;j + 2
X

i+j+l=n�2

b
( k�42 )
i
2

jb j
2
eaTS;l

+
X

i+j=n�1

jb
( k�22 )
i
2

eaTS;j : (41)

Notons par eaS(x) la s�erie g�en�eratrice des a!-structures non �etiquet�ees sym�e-
triques. On a alors (voir �gure 6)

eaS(x) = E(PTS + PCR + PM)
�(x); (42)

= exp

�X
i�1

1

i
( ePTS(xi) + ePCR(xi) + ePM(xi))�: (43)

9



On en d�eduit alors une r�ecurrence pour le nombre �n = eaS;n de 2-arbres k-gonaux
point�es en une arête laiss�es �xes par changement d'orientation.

�n =
1

n

nX
i=1

�X
dji

d!d

�
�n�i; �0 = 1; (44)

o�u
!k = ePTS;k + ePCR;k + ePM;k:

a) b)

Figure 5: Une paire de pages crois�ees et une page mixte

��
��
��

��
��
��

��
��
��

��
��
��

Figure 6: D�ecomposition d'une a!-structure �x�ee sous �

Proposition 4.8. Si k est un entier pair, k � 4, alors le nombre de 2-arbres
k-gonaux point�es en une arête (non orient�ee) sur n k-gones est donn�e par

ea�n =
1

2
(bn + �n): (45)

Passons maintenant �a l'esp�ece a � des 2-arbres k-gonaux point�es en un k-
gone poss�edant une arête distingu�ee. On trouve

ea �
(x) =

1

2

�ea �

o (x) + ea �

o;� (x)

�
; o�u ea �

o;� (x) = xea2S(x) eB k�2
2 (x2); (46)

puisque une a �
o -structure non �etiquet�ee � -sym�etrique poss�ede un axe de sym�etrie

qui est, en fait, la m�ediatrice de l'arête distingu�ee dans le polygone point�e, et,
qui est donc aussi naturellement la m�ediatrice de l'arête oppos�ee �a celle point�ee.

10



Les structures attach�ees �a ces deux arêtes sont donc sym�etriques, d'o�u le terme
(eaS(x))2; ensuite, de part et d'autre de l'axe, les B-structures que l'on y attache

doivent s'�echanger par paire, soit une contribution d'un facteur eB(x2) pour cha-
cune des k�2

2 paires. On en d�eduit alors une expression du nombre de a �-structures

non �etiquet�ees ea�n,
ea �n =

1

2

�ea �o;n + X
i+j=n�1

�
(2)
i � b(

k�2
2 )

j
2

�
; (47)

o�u �
(2)
i = [xi]ea2S(x).
Proc�edons de fa�con similaire pour l'esp�ece a �, des 2-arbres k-gonaux point�es

en un polygone. Une nouvelle fois, nous utilisons la relation (20), qui donne

ea �
(x) =

1

2

�ea �

o (x) + ea �

o;� (x)

�
: (48)

Remarquons d'abord que pour qu'une a �
o -structure soit laiss�ee �xe par change-

ment d'orientation, elle doit comporter au moins un axe de sym�etrie, qui peut être
de deux types :

1. un axe passant par le milieu de deux arêtes oppos�ees, ou

2. un axe passant par deux sommets oppos�es,

du polygone point�e. Le d�enombrement se fait en orientant d'abord l'axe de sym�etrie.
On trouve

ea �

o;� (x) =
x

2
ea2S(x) eB k�2

2 (x2) +
x

2
eB k

2 (x2); (49)

o�u le premier terme correspond �a une sym�etrie de type 1, et le deuxi�eme, de type
2. Les structures qui poss�edent les deux sym�etries sont pr�ecis�ement celles qui sont
compt�ees une demi fois dans chacun des deux termes. Le th�eor�eme de dissym�etrie
donne donc, pour k � 4 pair,

ea(x) =
1

2
eao(x) + 1

2
eaS(x) + 1

2
ea �

o;� (x) �
1

2
ea �

o;� (x);

=
1

2
eao(x) + 1

2
eaS(x) + x

4
( eB k

2 (x2)� ea2S(x) eB k�2
2 (x2)); (50)

o�u eao(x) est donn�e par (15) et eaS(x) par (43).
Th�eor�eme 4.9. Si k � 4 est pair, le nombre de 2-arbres k-gonaux non �etiquet�es
sur n k-gones est donn�e par

ean =
1

2
eao;n + 1

2
�n +

1

4
b
( k2 )
n�1
2

� 1

4

X
i+j=n�1

�
(2)
i � b(

k�2
2 )

j
2

; (51)

avec
b
(m)
l = [xl] eBm(x); �

(2)
i = [xi]ea2S(x):

11



5 D�enombrement asymptotique

Grâce au th�eor�eme de dissym�etrie et aux diverses �equations combinatoires qui lui
sont associ�ees, le d�enombrement asymptotique des 2-arbres k-gonaux (�etiquet�es ou
non) d�epend essentiellement de celui des B-structures o�u B est l'esp�ece auxiliaire
caract�eris�ee par l'�equation combinatoire (3). Dans le cas �etiquet�e, la situation est
triviale puisque l'on dispose des formules closes simples (7), (16) et (18). Dans le

cas non �etiquet�e, la situation est vraiment plus d�elicate puisque la s�erie eB(x) est
caract�eris�ee par l'�equation fonctionnelle complexe (12).

Voici quelques notations pr�eliminaires �a l'�enonc�e du r�esultat principal de la
pr�esente section. Si � = (�1 � �2 � : : : � ��) est un partage d'un entier n en �
parts, on �ecrit � ` n, n = j�j, � = l(�), mi(�) = jfj : �j = igj = nombre de parts
de taille i dans �. De plus, on pose

�i(�) =
X
dji

dmd(�); ��i (�) =
X

dji;d<i

dmd(�) (52)

b� = 1 + j�j+ l(�); bz(�) = 2m1(�)m1(�)!3
m2(�)m2(�)! : : : : (53)

On a le r�esultat suivant.

Proposition 5.1. Posons p = k � 1 et eB(x) =
P

bn(p)x
n. Alors

i) bn(p) est un polynôme en p de degr�e n� 1, n � 1,

ii) il existe des constantes �p et �p telles que

bn(p) � �p�
n
p n

�3
2 ; pour n!1: (54)

De plus, �p = �(�p) =
1p
2�

1

(p�p)
1
p p

�
1 +

p�p!
0

(�p)

!(�p)

�1
2

et �p =
1

�p
, o�u �p est la

plus petite racine de l'�equation

� =
1

ep
!�p(�); (55)

o�u !(x) est la s�erie (absolument convergente au voisinage de �p) donn�ee par (58).
On a le d�eveloppement convergent

�p =
1X
n=1

cn
pn

; (56)

o�u les coe�cients cn sont des constantes, ind�ependantes de p, donn�ees explicite-
ment par

cn =
X
�`n

e�
b�b�bz(�)Yi�1(�i(�) � b�)mi(�)�1(��i (�)� b�); (57)

lorsque � parcourt l'ensemble des partages de n.
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Preuve. La partie i) de l'�enonc�e d�ecoule imm�ediatement de la formule explicite
(8). Pour la partie ii) qui a�rme l'existence des constantes �n et �n, on s'inspire
de l'approche de Fowler et al. pour les 2-arbres (k = 3) en utilisant le th�eor�eme

classique de Bender. Posons, pour simpli�er b(x) = eB(x). Alors, grâce �a (12),
y = b(x) satisfait la relation

y = exy
p

!(x); o�u !(x) = e
1
2 x

2bp(x2)+ 1
3x

3bp(x3)+��� (58)

Par le th�eor�eme de Bender, appliqu�e �a la fonction f(x; y) = y � exy
p

!(x), on doit
chercher un couple (�p; �p) solution du syst�eme

f(x; y) = 0 et fy(x; y) = 0: (59)

Ceci �equivaut �a dire que �p est solution de (55) et que p�p�
p
p = 1. Les formules

explicites (56) et (57) s'obtiennent en appliquant pr�ealablement l'inversion de La-
grange �a l'�equation � = zR(�) o�u z = 1

ep
et R(t) = !�p(t), pour obtenir

�p = � =
X
n�0

an
n!

�
1

ep

�n
;

an
n!

=
1

n
[tn�1]!�np(t): (60)

Ensuite, pour �evaluer explicitement !�np(x), on utilise la version de Labelle [7]
de la formule d'inversion de Good pour les s�eries indicatrices en tenant compte de
(6) et en remarquant que

!�np(x) = e�n(
x2
2 + x3

3 +��� ) � ZA(x1; x2; : : : )jxi:=pxi ; (61)

o�u A = XE(A) est l'esp�ece des arborescences.

Dans le cas orient�e non point�e, une m�ethode similaire bas�ee sur l'�equation (15),
m�ene �a

eao;n � �p�
n
p n

�5
2 ; o�u �p = 2�p(p�p)

2
p�3p: (62)

En�n, une analyse �ne de la formule (51) montre que

ean � 1

2
eao;n: (63)

La table 1 donne, �a 20 d�ecimales, les constantes �p, �p et �p =
1
�p

pour p = 1; : : : ; 5.

p �p �p �p
1 0.3383218568 9920769520 1.3003121246 8216843599 2.955765285651994974715

2 0.177099522303285617693 0.349261381742311443973 5.646542616232949712893

3 0.119674100436145452060 0.191997258649948899321 8.356026879295995368276

4 0.090334539604383047938 0.131073637348549764379 11.069962877759326312419

5 0.072539192528125499910 0.099178841365021748147 13.785651110084685198930

Table 1 : Valeurs num�eriques de �p, �p et �p, p = 1; : : : ; 5.
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Voici les premi�eres valeurs des constantes universelles cn apparaissant dans
(56), pour n = 1; : : :5.

c1 =
1

e
= 0:36787944117144232160; (64)

c2 = �1

2

1

e3
= �0:02489353418393197149; (65)

c3 =
1

8

1

e5
� 1

3

1

e4
= �0:00526296958802571004; (66)

c4 = � 1

48

1

e7
+

1

e6
� 1

4

1

e5
= 0:00077526788594593923; (67)

c5 =
1

384

1

e9
� 4

3

1

e8
+

49

72

1

e7
� 1

5

1

e6
= 0:00032212622183609932: (68)

Remarque 5.1. Les calculs de cette section sont �egalement valables pour le cas
o�u k = 2 et p = 1, correspondant aux arborescences ordinaires (de Cayley) d�e�nies
par l'�equation A = XE(A). Dans ce cas, la constante de croissance � = �1, dans
(54), est connue sous le nom de constante d'Otter (voir [10]). Il est int�eressant de
noter que cette constante prend la forme explicite � = 1

�1
, avec

�1 =
X
n�1

cn: (69)

Il est �a noter que lorsque k = 3, nous retrouvons les r�esultats asymptotiques
obtenus par Fowler et al. dans [2, 3].
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