
v • • 
cllc est clO.vcloppnble en serie cnticre sur cet intcrvallc el on a pour tont r E J- I, I ( : 

arcsin(x) = 
~ (2n)! 2 .. + 1 

.~ 22"(n!f(2n + I) T 
( 1) 

3. On pose / .. (x) = 
2
, ( ,\~'g )x2"+ 1 et 11/ .. 11 .. = sup lf,,(x)I. Par h1 formulc 
•

11 n. n + I .re)-1,q 

de Stirling on voit quc 111 .. 11 .. = 0 (-!,). Par suite, la serie de fonct ions L In 
n . u 

converge normalement sur J- 1. l[. Lorsque x tend vcrs i - et en ut.ilisant le theoreme 

d"intcrvcrsion des limitcs on neduit de ( 1) quc : 

2 = 
+.. (21')! 

:; 2"•(11!)2(211 + 1) 
" 

Exercice 7.17 9> 

Formule de Simon Plouffe (1995) 
On con.side.re une suite (a.,1),,~ 1 de rCels telle que: 

4 
'lk EN : 08k+I = 16" 

I 
a&+:; = a8k+6 = - 1 G~ 

et <tn = 0 dnns tous les aut1·es cn.s. 
" 1. mteru1incr le rayon de convergence R de la s&-ie L 011~-

l'l~I IJ 

+oo x" 
2. Pour !xi< Ron pose /(x) =La,,-. Monlrcr quc 

ri=I 71 

l'(x) = 
16(!l' - 1) 

(.r' - 2)(.i;' - 2:t + 2). 

3 . En e.xprimaut /(.r:) a !'aide des fonctions usueUes, d&luire la fonnule de Plouffe: 

+"' l( •I 2 l I) 
~16" 8n+l - 8n+4 - 8n+5 - 87'1+6 = ""· 

" 1. II est fac~ile de voir que les .!:iCrie:; Lan~ et L a11x11 out le nlCtne rayon de 
n>I 1'l n>I 

convergence. - -



'"' 
9. The jun1bled calc ulat.io n or n digits 

In 19CJ.:> Pe ter Bo rwein and Si1non Plo·uffe n?11.lized that the seriei;; 

I I I I ~I 
ht2 n+2722+3.2:l +Wt+· ·· = L ;;F 

" =I 

could be n~I to 001npute one or the bin~ry digit.s or ln2 "'ithout Cfllculating the 
J'l'CViOU.:S di.git$, by 111\'l' ll:S or the fotl0\\0i11.g ingenious (onnu]a, where {:.:) lll('liUS t he 
rr11ctio11.:.l pan. of x : 

{ { 
' •'- • d } ~ I } {2"Ju2} - ' - II\() II f ' -- . ~ ,, ~ n21i- .l 

11.,. l .. -:: ........ , 

It le ts u ... efficiently obtain t he hinary d igit <>f In 2 in posh io n k ._ l. T he nlain re1nsrk 
w enny o nt (ll11he in\'Qlved cnlcul1.ttion is 1hn1 the> nn1nerAtor of the lil'6t sum . thAt 
is. 2"- 1

• 1nod "· cau be 00111put(-<l very quickly. For (•xtuupl<:, t he cnlc:ulutiou of ~ 
does not roc:111irc 65 nn11tiplications but only 7 if ·we do it "-" ((((((22r')2)'l)2) 2 ) • 2 
iind u very efficient nlgoritlun i.s UM.'(L to o-bh,iu for ('Xtlutplc :?66111od7. It <..'OusiSt8 
o( reducing 1nodulo 7 after each uudtiplica.tion in . .;read or doing the1n inn row. 

In 1989 the Bon ... ein hrothcr.:i clnin1c.-'CI lh11.l obtaining just Oil(! biuAry digit o r 
:;- <.."Ould oot. b<' Cabi('r lhlin 0011f1>uting u.U lhe 1nX-'\1iou:; digits. How(~\'Cr, t\ rt<'r lhi!'; 
d isco\'err for lu 2, it was no t 60 clear and the tcl'tnt consisting of I). Bailt>y, P. 
Bor\\"tin tlnd $. PlooJfc begnu to ~nn,,_i1 1 usiu,g the PSLQ fllgorillun. for u scrk>s ror 
f> that would allov.· thent to calculnte irohatedly il$ base 2 digit$ (i;.ee l14J. chapter 
8). 

·r1i~' PSLQ nlgorltlnn i$ n 11111ne rical lllt;,orh luu which OJ><'rtttc'$ ton vrcttrr~n_g«L 
aoounLCy. IL links an output, of n intcg<'r~ aa,ai, ... ,t.ln. where or./-- 0 for any;, 
wi1 h nn input or n re~1l nlunbcn3 z 1 • .c, •...• Xn. and 

is \'erified. 
Su~ ~rri\·00 taking 

~ I 

" 1 = L (Sn+ j)16" • 
,._ (l 

j = I. 2 ..... 7. 

nnd trying to fiod. m ing PSLQ, n linenr re lation \\'ith integer ooefficieufi> using 
fL<;: illplU 1t. :ri. :r_,, :r'J, ~ .. , Xt,. .r6, "1· ' rhe (IHtpU1, Obltiined \\'11.q: this se()\lf"l)OO o r 
iuttg('n;; - I, 4. 01 0. - 2. - 1. - L 0. 1'hut la. the)' rouud a :scrk-s (2J v:hich they 
called BBP type ( BBP nre the initial~ o r Lhe teaut me:utben;' nntuE"S) 

(9.1) 

tltlit.. lets ti:s c1dcultlte n's he."<lld\."t'in1a1 digits (he11oe ulso hs bituuy ou~) iu j,l;Oltttio11. 
l;nter, a. pro1>r o r i-hL~ ronllt1la \\'as oh1aioecl front the ea:oy result 

1
1/ ./f :r'-'- I 

---<Ix 
• 1- x" 

I "' I 
2•1• L: 16"(s .. + kJ" •• 



Le mot de la fin 

(. .. ] ces choses-Ill sont rudes. 
II faut pour /es comprendre avoir fait des etudes. 

- Victor Hugo, La Legende des Sii!cles. 

C 
omment conclure cet ouvrage? Bien siir, nous pourrions reprendre tout ce qui 

a ete presente et en faire une synthese pour rappeler les deux voies que nous 
avons suivies pour faire de l'algorithmique : la programmation imperative 

et la programmation fonctionnelle. Nous preferons cependant montrer qu 'ii y a bien 
d'autres choses a decouvrir et a explorer. On pourrait citer plusieurs nouveaux lan­
gages, notamment orientes ob jet, faire rMerence aux nouvelles metbodes de conception 
et de realisation de projets informatiques d'envergure ou encore parler des nouveaux 
algorithmes qui sont mis au point pour ameliorer l'efficacite des programmes et des 
machines. Nous allons plutot presenter trC-5 rapidement un petit exemple de ce que 
I 'on peut faire avec quelques techniques un peu plus evoluees que celles developpees 
dans cet ouvrage. Cet exemple fait intervenir de l'algorithmique, du calcul numerique 
et de la programmation imperative en environnement distribue. Autrement <lit, nous 
faisons marcher plusieurs processeurs voire plusieurs machines a la fois pour faire un 
unique calcul : on appelle cela du parallelisme. 

Cette conclusion survole une methode recente de calcul de 1r, methode que l 'on 
doit a David Bailey, Peter Borwein et Simon Plouffe. Le nouvel algorithme de calcul 
de 1r a l'avantage de pouvoir etre execut<: sur plusieurs machines a la fois comme 
nous allons le decouvrir dans les lignes qui suivent. Jusqu'a present, on croyait que 
calculer la k-ieme decimale d'un nombre transcendant comme 1r etait aussi difficile 
que de calculer 1r lui-ml!me. En fait, ii n 'en est rien et nos trois mathematiciens ont 
pu calculer le 10 milliardieme chiffre du developpement hexadecimal de 1r en utilisant 
leur nouvelle formule : 

1r 

00 

( 4 2 1 1 ) ( 1 )" ~ 8n + I - 8n + 4 - 8n + 5 - 8n + 6 16 

307 



Pour les autres chiffres, le constat est analogue et done, en un 
sens tres particulier (celui des moyennes iterees de Cesaro), on peut 
dire que la frequence des nombres commeni;ants par c dans 
!'ensemble de tous les entiers est log(l + lie). II s'agit la d'une 
demonstration partielle de la Loi de Benford. 

La table des constantes numeriques (e, rr, log rr, exp (2), etc. de Simon 
Plouffe conlient plusieurs milliards de constantes et suit approximativement 
ta IOi de Benford. 

Aussi merveilleux que soiem les resultats purement 
mathematiques, ils ne suffisem pas ii expliquer cous les cas concrets 
de rencontres avec des donnees statis1iques confonnes a la loi de 
Benford. D'autres explications doivent exis1er. 

Un fail a depuis longtemps etonne les s1atisticiens : la loi de 
Benford est verifiee pour les longueurs des fleuves quand on mesure 
ces longueurs en kilometres, mais aussi quand on les mesure en miles 
ou en utilisant n' importe quelle autre unite de longueur. Cette 
invariance quand on multiplie les donnees par une constante a ete 
enidiee et Roger Pinkham a demontre en 1961 que la seule loi sur les 
mantisses qui soit invariante par multiplication (c'est-a-dire telle que 
Pr(a < mamisse(x) < b) = Pr(a < c.mantisse(x) < b) est celle generale 
de Benford. S'il existe une Joi pour les mamisses et que, comme on 
s'y anend, cene loi ne depend pas des unites de mesure utilisees pour 
collecter les donnees, alors cene loi ne peut et.re que la loi de 
Benford. Un resultat analogue concemant le changement de base de 
numeration a ete demonrre par T. Hill en 1995. 

Ces resultats et quelques autres plus recents etablissent de 
maniere concordante que si une loi doi1 etre envisagee pour le 
premier chiffre significatif, cela ne peut etre que la loi de Benford et 
surtout pas la Joi equitable du 1/9 que nous sourflait notre intuition. 
Les travaux se poursuivent pour expliquer et comprendre cette loi 
paradoxale que maintenam on utilise pour le repcrage des statistiques 



2.4. BASIC LINEAR ALGEBRA 

Usual runction:. ou ''e<:tori 

V«tor construction 
Croos produa 

Scalar product 
Z\orm or a \-ec1.0t 

vect.or 
croaa_produet. 
dot._product .. ,.. 

TABLE 2.5 - \'"eetor «unputatiou~. 

:1. Pro'" 1hc OOP formula: 

+<» ( 4 2 l I ) ( J ) " L s,. + l - &;"+-4 - Sn + 5 - 811 + 6 TO = "· 
••• 

35 

1~his fAbulous forn1ula \VM found on Scpte1nbf'r 19, 1995 by Shnon Plouffe, in 
collnborn1ion "'it.h David Bailey and Peter Born·~in. 'l'hanks 10 co1uputation 
Mrh·cd from 1hc BBP formula, the 4000000000000()()().lh digit of ;r in radix 2 
\\'~ co1nputcd in 2001. 

2.4 Basic Linear Algebra (*) 

In this section, we describe t he basic useful functions in linear algebra: first 
01wration:, on V("C'tor.;, tht•n 011 111atrices. For rnot·<• clc-tnils, ''1.' refer the reader 
to Chapter 11 for symbolic linear algebra, and to Chapter 1:1 for numerical linear 
algebra. 

2.4.1 Solving Linear Systems 

'lb solve a lincnr system, we can use the solve function, a lready seen above. 
Exorcise 8 (Polynon•ial approxitnation or tho sine ru11c•ion). Dctcrtninc the poly­

non1ial of degree at 111oc,I 5 which approximates best, in eho le&1 squares sense, the sine 
function on 1he inten11J (-r.. 1<): 

Oo ~ min {1: fsiuz - P{.r)J' dz I p e R.fzl}. 

2.4.2 Vector Computations 

The basic ruuct ions fo1· manipulating vectors arc smmnnrizc<I iu Table 2.5. 
We C!lll llS<' lhoi;1• ruuct ions to deal with t hr following <'X('rcisc. 



Si vous vous interessez aux nombres reels, en plus de 
Wikipedia qui parle bien sur de rt, e, Ji. (voir http://fr.wiki­
pedia.org/wiki/Nombre_reel), ii sera utile d'essayer l'Inver­
seur de Simon Plouffe a l'adresse: http://pi.lacim.uqam. 
ca/eng/ 

Ce programme est construit sur une base de donnees 
de constantes mathematiques soigneusement collectees et 
calculees par Simon Plouffe depuis 1986. Si vous rencontrez 
le nombre 8,53973422 dans un probl~me de physique, l'inver­
seur vous indiquera qu'il s'agit du nombre 7t.e. Si cette valeur 
ne vous semble pas convenir, l'inverseur vous en propose 
d'autres voisines. 

La table des constantes numeriques de Simon Plouffe 
contient plusieurs dizaines de millions de constantes mathe­
matiques. Elle est obtenue en prenant bien sur 7t, e, Ji., J3, 
sin(l), log(7t), exp(./2) etc. mais aussi des sommes de series 
et des valeurs de fonctions plus ou mains basiques dont de 
nombreuses series entieres (Ia(n)x") evaluees en divers 
points, etc. 

Des statistiques sur le premier chiffre, menees ii y a 
quelques annees, donnaient des resultats assez proches de 
cc que la Joi de Benford prevoit, comme on le voit sur Ia 
figure suivante. Celle-ci donne Ia courbe observee avec Ies 
donnees de la base de Plouffe, celle de la base de Sloane 
dont nous parlons juste apres, ainsi que la courbe theorique 
que donnerait la Joi de Benford. Pour la base de Sloane, 
nous n'avons conserve que Jes valeurs inferieures a 25 000, 
ce qui induit une legere surrep1-esentation des I. Les donnees 
de Plouffe presentent un ecart faible mais non negligeable 
a la courbe theorique. La raison de cet ecart n'est pas bien 
comprise. 



L'histoirc .iur.1i1 ru 11 'arr~l~r Ii n1.1is. l'nltt-ICIUJl$.. IJ 11C)U\'Cllc de l'c:<htcn\:C d"· b. t.."Oll4."\.1ion de 
Slo.lnc s' ttJit rtrJnJuc Ju1,r~ dt .s.es coU4ues.. l"idtt fut J(\:utiJht J\t\; tnthousiobrnt. tt beam:oup de 

nuthfnult..i4.'lli (t IHJlh~n1Jl ititnntS rbJislrt'nt C:Ootbiien ll l')C)U\Jlt c.1.~ rt'JlklUe J"Ollf leurs rrorc(S 
lra\·out' d'a\'Olr un 1tf dk.ttonmi1t ck suitC.S$0U$ b n1;,1in. 

Alon SkM.ix dil\.Kb ck r"O'U'S\li°\T(' $OCl lta\-ail. II continua .l ~ Jto rtus m rhrs de $1.Uh.'$ ('I. tn 

1973. II p.1bl~ son rmutc:'f Qtl\T.I~ A Jlnn.lbool of lnt.-ga-StqUhkt' ( .. ~tinuct ~ suita mtim:s •). 

clans kqud 2 l7Z lt11ln nunltric1ucs soot nk1.hodiqU('Q)ent r~Of"itrti. Lt h\Tt fut un Slk.:-..~ rt Sloa.itie" 
st nlit 1 t'C'l.<"oir u11't' muh11udt df n\t'S.Sa~ rour l"mc."Ollr,)F,C'r n ltu >us:#rtT dt nou,dk'S suices ~ 
a;e>uter au ..-.;ital~ut. A,-t\. l'aidt de son coll~ur Sin1on PlotlltC', S~nc 1ui1 ;au roint unt dtuxi~me 
\'('rston phu, -..01nrl~t(' qui hit JlUblii!c CO 1995 SOUS le lllf( 'ntt• F.!")'r,.,p.'6flll oj illlt'Rf1' ~ltftl(fj 

(• L'c-nc:rdop«IH.' di."S (;11i1es cn1itres •), Ce11c dcrniCrc .:onlcn.lil .do~'\ •187 suilC'(; difttt<-ntcs. 
t-.1.lis. d.1ns h.~ ann&s 1990. lntcn1c1 es1 en rlt-inc cxr-1113oion ct \ ·,1 donncr j l:a .;ollcction unc 

dirntosion i11&lh"·· P.1r~ll~k-n1t111 l la pr""parJtion du livrc, Slo.111c dkida de 1neurc en plac~ unc adn.-sse 
1nail. pt."rn1etll.an1 .-i t1.x 1,.h~rd1eurs et chert'h('uSl!'s 1.h1 1nonJc cn1icr d':a1;c~lcr :.u1 ..:ontcnu de 
l'cnqtdop.Cdil". Ll'l n1t'$s;lp.es ;i1Uue111. les suggestions de nou\·el11,.-s suite$ arri\'l"lll l'J' 111illiers, ci. un an 
seukn.ent Jprk IJ p.1r111ion du Ii' '"• l.1 base de donnm01 d~~l tripl~ de \ Qhunc : en 1996. 16 OOOsoitcs 
SCJnl r~1~11ori&\, SSo.1ne l01n4·c al0f$ un site \\'""' d~di~ : l'OEIS•. Online f.n1.)\:lopc.'dy of lntcg~r 
5tt(uen ... ~'1 ( • fm')·tlop«l1c en lignc dc.'S suitt'$ c-nt~cs •). En 1999. l'OEIS eu rtpcrtoriJil r hl$ ck 50 000. 

Di'< an~ rlus t;ird, Sloone daid:1 <k .;onlitr la ges1ioo ~ l"OEIS l unc o~nis.ition 1,.oll~ de 
ma1h#n.a.1t .. .en~ btot\oki .ifin d"assuttr $:1 ('httmitl. Eo 2020. l fhc\itt ou nou> f\.ri,-ons ctt art~lt. 
Ntil Skw1(' na .lJt ck quattt· \ingts ans <1: &it toujours putit du c.ol'UC'• d 'orpnls.ltion: g, baSC' dt 
don~ conhC'fll Jes,omu1s ('4us dt J\;I 000 5UitC$ d1Utttnies. Elk- con11nut d'tu~ rtgulittnnm-t 

.ahnll"nt1.'(o ct •nda;mmmt utilistt r.ar 1C$ mathemahcims <h1 n-.onck-cn1M.-r. l]lit ti:t d'a&Dtut'i X-C<$Si>k 
l tout Ito nlOndc .sur k site \\'ch ""~"'·.oci$..Olltd. si i:cb \"Olli ;arnusc. libr(' l , ·ous d '.aRtr b ..-onsultn. 

Ce sllC (01ll.ltonnc ,ornnM: un 1notl'nr de K"\:herchc d..t!Sic1uc : donn('z· lui une ~\Ki.:esslon dt 

nornbrcs quckonqu~".\ ct ii \"OU~ dirJ si eUe arraroiL dans run(' dC') wilt'i de IJ lt;t)t'. \ 'ous rourtt'2 par 
exen•rle )' \herd.er l.i ~quence • O. 1, 8, i&, 944. 13800. 2374,\2 .. ct \ 'OU) \ X'ffC'1. JPl'-•r:chre pour rtsulta1 
la suite nun1~ro 1\ 000·1'i;11.xon1rt..1itn« du ,0111nll"llt:.airc sui\'ant:"' 171i\ i~ 1l1t >e'•ltt•'lfrt' 111411 s14'rtt'll i't fill: 
1/tf jif1t ,.·11111•nrr i11 1h1• 1la111 l1<1."4· ! .. (• Cci.:i C$1 la s.11i1c a\'C\'. laqudlc: tout :.11won1n1cnl:'~ : la ll"n1i~rc d.ans 
la base de Jonntti; .. ). Vo11.s y lirC'z ~galcnu.•nt l"'S ternu.'S vt' ll.1111 ,11, N'~ .. (C:UX (111c Slo.u1e <:hcrd1ai1 en 

196.l : le 11o n11>re ?_'7 •IJZ '-'St $11i'~ de '' iOS 1•1-1. 105 822 432. 2 660 21!' 680. ct 11insi dl· $ 11il t.'. 

~IJiS rt'\'f.'nons un J'CU en arril'.lrc-, .._-;ar l.'t' 1i'cs1 J"l-35 tout. A fa li11 Jes :ann~cs 2000. unc autrc ~tar~ a 
~t~ Iran, hit pour l'OCIS. Alors qu'tlle n'ttait jusque· l.\ qu'un out ii. IJ(ilitJ11t le trJ,·Jil des chel\'.heuses et 
..:hcr.._hcun de- no111br1,"tr< dom;aines. t ile est Je..~ue ison tour un ob.l(t J'~tuJe. 

En 2008. Phihrt'loC Guglidn1etti. 11n am:ueur de mathtn1;a11e1'atS tellJlll un blog dhlonu11C 

• Pour<1001 Con1n1et11 C'0tnbiC'n •, st post: unc tt:n ni_tC question qutl> $01lt ks nombr..-s It$ n'IOill$ 
int~u ? Lt. J'O'olf )' r~<'. il \.1 utifiS('r f O EIS et ~ W.ns 1,ombtcn d..- suites dilltrmtts 
a.pp.u".dl ..:~Ut non1bn:. P.ar am1r't. si ron <hm:ht I 039. le motcu.r dt rl"\.hi.'Tt..:~ nous ~nontt 
I 190 raultotU.1 ~t jour Le rrtn1MT d'nutt nu: fSl b su1k des noulhft> \..llTtS. rn tftft. I 089 ts1 un 

non1brr c..Arrt rutsqu'il ~ fy;ll 1 .l~:. Si. au con1rair<". on -..hcrl:'ht 7 1 l\. ii n'l ;a qoc 2-t rnu1ta1s .i ..-:c jour. 
Dt 1,_(' roi111 dC' \1.I(', 11 ('<1 don .. pouiblc dt ("C)llSidhtr IC' no1nbrt" 7 I.'' ... ommc 1noins inthosanl qut 

1 089 (t't>ir ~1 111(' <11101tr1."-\ initt ·OtuO. 
A l;a suice de- ~e r rcn1i('f .1nicl<". Gut;)ieln\l!'lti ,.a contiKltr k 1n.athtn1J1it.ien ti \'ulgarisateur Jtan'" 

1>.1ul l)d;lh;ay~ c1ul :a l' ide-c de tr.Ker Jc ~Jphe de l'i ntCr\>t d 'un non1brc-. II(; ohticnn<'nt alors le res-l1ha1 

suiv.tnl : 
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n w•.~,..'""""-•"""'-""'' .,0,.~...._,~rw..1""-,..1. 

ktcall:Ttit comc1t11. 1.mn k •.tormponitiinC t• tN ~ lia. ~d. ~amt. ttm hM~ ft • ar • •. con-apoindlns to tht-HU Pl. 
d.ktt. aM kbJ. 111t•adratk 1mn Mt<wffkitnc (ii'"· t).~ll'l& to lht MU w.tw. •"' t.f. r,,,..,), dw t'llllik tmll hn 
~ 1, whkh don l'IOC 'IWOl\'f' My of the tloitnt of Ol#M1 S.. to it (IOU ; c t lo theflltllt)' ~. 0. 

Art altttNth-.. mul1,plk".t IOfl to khlew-the .Mme tort of m.ull •b •ho $_hwi: 

fl • 11C)(t •bxM I -a)• I ·~·b-c>x·(bc•«••b)xz •(ak}\cl. 

""w~ mt"'~ In Chapter•. •IM'WI l'i'Mllb i;tntr.llitt<IO "-tltmt-nl .st'U .. 
11'$ now time to po• .t lwb t °"' lllftl! ttsulu Suppose- th.at lt1Jtt3d of gt-1Wftt111$ llw ~ltmtnl ) or 1 i'O'-ff lf't, we n1fft'ly w.tnc 10 kDOw 

ho-t11.:1t1y tkn1e«1~ 1hc~ 1ticor .tnyJlvt-n Jll~? 
To a1tSwcrthls 1wwquntk}n, d.nlJll)' lt t a · b • r l lfl I~ • ltCl"Nlfvc ll:)UJi.lplk.tUon glvtn .,._'f', lhlt Jl~>n 

( l •x»•l• lx•:hl•xl. 
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shortc·ut lluu fl\-Oided the n~ity or co1nputing all diSt>ili'l up to and including 
the ,,.1h diR,it. llr and Sitnon Plouffe fo\u:ad a"'"" to ron1pul(\ thl' r·r·th binary 
digit of lh€" auuurnl logaritlun ort\\1>. oamelv ln 2 = 0.693117 ..• by uuu1ipu1ating 
th<' roUOll.·ing "'t•lt.kuo"·u r<>nnula for In 2: 

lu2 I 
--l 
5·2" 

( 1) 

;.\ rter thi~ di~\'f'r~·. Bor""Ciu and Plouffe imn1ediat<'ly n.o;k{'(:l Y+·h~thC'r they rould 
do th<' Milt<' 11ulthcu1otical .. trick"' for :r. It all d<.'IK"nd("(l 011 finding a :shni1ar 
forn1uln for 11'. J>cter Bor,,·ein. u•bo u·as \'CJ'}' faaniliar \\'Ith the 111athe1nntical 
Ii tern I ur<> r<>,gnrcling 1r. ''''~ not i"vare of any su<·h rornu1ln for '1f, nud it 8<..'('1t1ed 
exc<'f'<liugly uullkely t hnt. :-.nc;h u fonn11IR '''ould IHlVC' C'M'tlJ>Nl <h'U.•<;tlon hy 1h~ 
1un11y tlH.>1!.l"flHC~ o f 8ft•nt. 11u\t he 1nnticin11 .. ; \vho hnv" :;t ud i<><l 11' thl'ough U1(.• ag<~. 
13111, Plouffe.• CIHhtu'k<'d un n 001nputer se-~r<:h for i;ur h ll Forutuln, lllih1g a 200-dig:it 
COHIJ1111(•r h lll}IClll('llli,tic.:Ut (provided b,y th(" pr(>:;('Jll nnlhor) oF l1lllthc111oticinu­
~ulp10r lll•ln11un1 l~l'guson·s integer ~Jation "PSL.Q"' nlgorith111, \Vhich fincb 
integ<>r linC'Hr relt1tious a111ong an input set. of 1n1n1l'rical valutog. Arter bCV<'ral 
1nontlll-> of fit~ and ~tart8, Plouffe and his oon1puter found furinul11 m. The rest. 
~ the-}· :oiAy, if<I hii.;tory. 

Sinft" 199:;, l"l~ttrcl~ h8\'(" diSCO\'ered sin1ilar <ligil...('ak-u1l\thag ronnulftS ror 
nunu•fO\L' oth"r ftuKh•nu.·ntal co™'-iants of mnthe1nft1~. in mClht <'"'-~by Srnilsr 
COlll)>Ult'r M"ArtiK~ lL .. hag the PSLQ algorith1n. Set- ma ChAp. 3) or m ror details. 

4 Ra m anajau 's Continued Ft-action 

Srinh"""" llnruanujnu ( 1887 1920). born to a J>OOr fn1uily in lndin. lenrned llH\th4 

CHll\tit'1'> IHOl'ltly by ~tudying lll3th books On his 0\\'ll. Jfh~ Stl'UiU:t \\'US ft.'COg'll ized 
by British n11Hh(•111nticht11 C. 1-1. Hardy, ,.,,bo invited hhn to <'0111<_• ,.,·ork 'vith hhn 
in Cnn1hridg<'. lln11u.tn1ijn11':; 1nathe1natical Achil'''<'lll <'nl~ 111\V(_' ht'eu rt"COgnized 
J\1> tonong the• grf•1H~I o f ull t in1e1 in SJ>ite of t he facl t hul l u~ <1iL'(1 ttt t he I.ender 
nge of a2. 

One• of lhc- 1nouv topiui th1tt. he ndclre,..";ed in his no1cbookJo1 i~ tht• follo"·it1g 
chu;.-. of c·ool iHU<'<l frl:\<-lions. Ci\'f!n a, b, 'I > 0, dE:-tin" 

a 
II,(". b) = -----.,,b,.---

'I + ----~-1al 
,, + ---,!Jbi=-

•1 + --­,, + 

(5) 

Thi:., ro111plirAl(.'(,l·looki11g expression sirnph· 111("a1~ to t•\'fthl.ftte lhe indicated 
con1J>on11d fnte:tiou out to l!.Ollte level. and then ta.kt"" tht• lirnit a,., 1norc and ruore 
ternL'"l flr(• hu,·ludt.'<I. Ratnanujau disooven.""<I the OOautirul rnct thal 

R.(a.b)+ R,(b.a) = /1 (<•+b ./(;ii) 
2 'I 2 1 ( I 

(6) 



=1'.ljaslsequ.encesl. If the sequence 1, 2035, 74316, 302995, 190575 is 
entered, the response is A060843: Triangle of associated Stirling numbers of 
second kind. A hard-<X>py published version is authored by Neil J, A. Sloane 
and Simon Plouffe. Incidentally, Profes.sor Plouffe broke the world record in 
1975 for memorizing digits of " by reciting 4096 digits; alas, he remained the 
champion until 1977. And, I sometimes forget a T eXcommand!! Perhaps a 
little Aricept might help. 

2.9 ROUCHE'S THEOREM AND THE 
LAGRANGE'S INVERSION FORMULA 

No discussion of generating functions would be complete without describing 
and illustrating the following: 

• Rouch8's theorem [Ahlfors 1953, p. 124]1 gives a set of conditions 
guaranteeing root(s) of an analy1ic function in some set. 

• The Lagrange inversion formula (Whittaker and Watson 1952, p. 153)8 
often can be used to give an explicit solution for the root. 

We begin with a simplified, plain vanilla version of Rouche's theorem. 

Theorem 2.5 (Rouche's theorem). 
If l(z) and g(z) are both analytic in Ct(o). the closed circle of radius R (about 0) and 

lltz)f < lg(z)' for Ill = R. !hen l(z) has exactly as m'°y Ze<O$ as g(z) In C,<o). ihe open 
drcle of 11ldlus R <at>ou1 0). 

Example 2.6. 

f(z)= L p.z" 
Suppose .... is a probability generating fuociion (§2.2) 

H1. Pn i 0 (n ~ 0) and 

µ "' L np.< I 
H2. -0 

The equation z"" - Jtz) = O certainly has a zeto al z = 1. Setting g(z) = z"', Rouch8's 

theotem lmptles th.et f(z) has m zeros (oount!n9 mu.ltipllc:ity) In C,(O). 
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• ~ 1 r rt-due procedure that the,, \\e have round i~ indt'fd lrreducibJ~ .. rotr 
fimung lhlJ conc1us.K'ln thtoreticntly. .a 

f1fampl« 5.3.9: Finding formulas fori . As investtg;ik'd m Exera.seS.38, the 
cl.ts6al formW. 

~ I 
ln(2) ~ :r: n' ... (5.39) 

an be u5"d to rompule individu•I binary digits(>( ln(2) "lthout fi"t Gtlcu­
lat1ng th< prt'<Cdmg digit>. An .-.lgorilhm <ap.lbl• of produdng individu•I 
digits In thi~ manner is collled an orf1ttrary dtgtt 11/gorltlt"' Thi~ is clearly a 
V('t)' doirablie (talutt if one is intenosted In finding" Larg~ nun\~r o( digits 
bt..'C."1u1;c h m,1Mos It possible to rontb"lue 3 ptt\'k>us C'al(l.ll;ltion. to chl'Ck other 
cakulatlol\s wllhoul redoing them coJnplctely, .and b«itu.sc ll f.tcllil,H~ 
P"r;illelb:.-itJon. 

lnspirt.--d by thl~ application or (5.39). Peter Oorwt.>ln ind Shnon Plouffe 
began to IC.lrch for an arbitrary digil algorithm /or 11 in 1994. M d i.scusscd 
In Eli.("r'('I~ !S. W. any constant a satislyi"g 

~ p(k) 
a = L ,,. (k) • (5. 40) .... ' 

"·hfft b > I ~an mteger. p and q are integer polynomials •nd f his no uroes 
at pc»1h'\e uilegerscan be c:omputed l\"lth an otrbitr•') d1g1t ;1.lgonthm_ \fore 

g....,•11). it 1> possible todO\dop .,,.m~r>') dig1t •li,-Mlhm forany lin<ar 
rombon.ihon of conslonts otieymg (S.40). 

UnfllflUNMy. no known fonnuLl for" hod the .-.qull\'<l ki<m."" Born l'ln 
and Ploufft kg.in to search (or one UStng an implcmtnt1t.on ol PSl.Q writ~ 
ten by 0.1vtd Bailey_ Together .. 1hey identified a number of ronsl.lnts or the 
ttqui.l'\.-d type and used PSLQ to attempt to find ~n integer ~fation bct"·ccn 

:r ;iind lllCM' COl\Stants:. AJter months or compulJtlons (;•nd M!'-t>F.11 rest~-.rts 
ll(.'Ct~ltJtcd by th\.- ;iddition of J'lC\\' ronsti.lnt~ lh<tt htid bf..'<.'n ld(.•:ntllk."'CI in the 
llter.lturo), the program round the rollowing int('ger refJtlon: 

n = ,F, ( i; i I ~1 ) +2•r<tan (i) - ln 5, 

where the fil"bl term iS a complic.aled hypergeometric function. Con\"ertir'lg 

this cquahon to a .eriet sives the &iJey-~"eln-Pkluffc formula: 

~ I ( 4 2 I I ) (HI) " - f.:e 16' St + l -&t+• - &lc +S-8i"tt • 

Aft<T d"""...-.ng (5.41) through this e>,.hilly """''"''""! <'!"'"ment. 
Botwdn. Bailey. Mid Plouffe were .tile to prove th.lt tho <qu•lion holds 
'"'"ll 'r.d1toon.ol mdhods (B61'971. In f,'ld, thlS p<OOl 11-compl1<•Wd, and 
the lt..')' to the t\_lWLI \\-as clearly to estabh-.h n.ililt IO pc'O'\'f'. In this w.iiy. the 

IOX r 1"9 - t'.!C11implc iohcJYtC45C5 expcrimental mathematic. at its bat. <1 



8.6.3 Backhouse-Lucas Fommla 

In [5. 42). and (71 J the following imegral is discussed. 

i [m . lntegers.nJntegers) := J: x"'1(~~:-i· dx 
i[m.n) 
Fu11Simplify[Assuming[m> O.i[m.2m))) 
i[m,n] 
i[m,2ml 

On the same line we mention four more results from (42). 

Jr' ( •"U-xl ' s ) 355 
lJO 4(1+ xl > + 133450112 dx=m - "· 
r' ( 8192 x9 (1-x)• + 15409 ) d . __ 3SS 

Jo 114291 x ./i-x2 219112564011 .t--m - H. 

J·l x.1·4{l-x)l2(1243«>+77J59x.'') d _ IOJC)C)J 
O 755216(J +xi) .r=-tt - "'jj'jij2 • 

r' x"u -x)''(1349- 1060x') d -= 1043•8 _ I 
Jo 3ss••(1+x') x= 3321; lf 

{True. True. True. True} 

8.7 BBP and Adamchik-Wagon Formulas 

This sec1ion is mainly based on (2, 3. 6], and 1691. A BBP formula allows 10 
compu1e 1he 11-th decimal of ll withou1 knowing i1s previous decimals. The acronym 
BBP comes from the names of three mauhematicians called (David) Bailey. (Pe1er) 
Borwein, and (Simon) Plouffe. 

An imercs1ing resuh of 1his kind is proven in (21. 
We underline thai the next resuh. called an Adamchik-Wagon formula (AW 

fonnula). is true for any complex number r. 

FullSimplify[PowerExpand I 
°"00 I ( 4+8r Sr 4t 2+8r 1+ 2r 1+ 2r + r )]] 
L.k• O i6i 8k+1 - 8k+ 2 - 8k+ 3 - .Sk+ 4 - 8k+ 5 - 81t+ 6 8k+ 7 
l( 
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shortc·ut lluu fl\-Oided the n~ity or co1nputing all diSt>ili'l up to and including 
the ,,.1h diR,it. llr and Sitnon Plouffe fo\u:ad a"'"" to ron1pul(\ thl' r·r·th binary 
digit of lh€" auuurnl logaritlun ort\\1>. oamelv ln 2 = 0.693117 ..• by uuu1ipu1ating 
th<' roUOll.·ing "'t•lt.kuo"·u r<>nnula for In 2: 

lu2 I 
--l 
5·2" 

( 1) 

;.\ rter thi~ di~\'f'r~·. Bor""Ciu and Plouffe imn1ediat<'ly n.o;k{'(:l Y+·h~thC'r they rould 
do th<' Milt<' 11ulthcu1otical .. trick"' for :r. It all d<.'IK"nd("(l 011 finding a :shni1ar 
forn1uln for 11'. J>cter Bor,,·ein. u•bo u·as \'CJ'}' faaniliar \\'Ith the 111athe1nntical 
Ii tern I ur<> r<>,gnrcling 1r. ''''~ not i"vare of any su<·h rornu1ln for '1f, nud it 8<..'('1t1ed 
exc<'f'<liugly uullkely t hnt. :-.nc;h u fonn11IR '''ould IHlVC' C'M'tlJ>Nl <h'U.•<;tlon hy 1h~ 
1un11y tlH.>1!.l"flHC~ o f 8ft•nt. 11u\t he 1nnticin11 .. ; \vho hnv" :;t ud i<><l 11' thl'ough U1(.• ag<~. 
13111, Plouffe.• CIHhtu'k<'d un n 001nputer se-~r<:h for i;ur h ll Forutuln, lllih1g a 200-dig:it 
COHIJ1111(•r h lll}IClll('llli,tic.:Ut (provided b,y th(" pr(>:;('Jll nnlhor) oF l1lllthc111oticinu­
~ulp10r lll•ln11un1 l~l'guson·s integer ~Jation "PSL.Q"' nlgorith111, \Vhich fincb 
integ<>r linC'Hr relt1tious a111ong an input set. of 1n1n1l'rical valutog. Arter bCV<'ral 
1nontlll-> of fit~ and ~tart8, Plouffe and his oon1puter found furinul11 m. The rest. 
~ the-}· :oiAy, if<I hii.;tory. 

Sinft" 199:;, l"l~ttrcl~ h8\'(" diSCO\'ered sin1ilar <ligil...('ak-u1l\thag ronnulftS ror 
nunu•fO\L' oth"r ftuKh•nu.·ntal co™'-iants of mnthe1nft1~. in mClht <'"'-~by Srnilsr 
COlll)>Ult'r M"ArtiK~ lL .. hag the PSLQ algorith1n. Set- ma ChAp. 3) or m ror details. 

4 Ra m anajau 's Continued Ft-action 

Srinh"""" llnruanujnu ( 1887 1920). born to a J>OOr fn1uily in lndin. lenrned llH\th4 

CHll\tit'1'> IHOl'ltly by ~tudying lll3th books On his 0\\'ll. Jfh~ Stl'UiU:t \\'US ft.'COg'll ized 
by British n11Hh(•111nticht11 C. 1-1. Hardy, ,.,,bo invited hhn to <'0111<_• ,.,·ork 'vith hhn 
in Cnn1hridg<'. lln11u.tn1ijn11':; 1nathe1natical Achil'''<'lll <'nl~ 111\V(_' ht'eu rt"COgnized 
J\1> tonong the• grf•1H~I o f ull t in1e1 in SJ>ite of t he facl t hul l u~ <1iL'(1 ttt t he I.ender 
nge of a2. 

One• of lhc- 1nouv topiui th1tt. he ndclre,..";ed in his no1cbookJo1 i~ tht• follo"·it1g 
chu;.-. of c·ool iHU<'<l frl:\<-lions. Ci\'f!n a, b, 'I > 0, dE:-tin" 

a 
II,(". b) = -----.,,b,.---

'I + ----~-1al 
,, + ---,!Jbi=-

•1 + --­,, + 

(5) 

Thi:., ro111plirAl(.'(,l·looki11g expression sirnph· 111("a1~ to t•\'fthl.ftte lhe indicated 
con1J>on11d fnte:tiou out to l!.Ollte level. and then ta.kt"" tht• lirnit a,., 1norc and ruore 
ternL'"l flr(• hu,·ludt.'<I. Ratnanujau disooven.""<I the OOautirul rnct thal 

R.(a.b)+ R,(b.a) = /1 (<•+b ./(;ii) 
2 'I 2 1 ( I 

(6) 
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milliardieme chiffre derriere la virgule est un 5 ... ). Au passage, on a falt bien 
des decouvertes qui ont de quoi stupefier. Un exemple ? Vous vous souvenez 
sans doute de cette curiosite evoquee dans !'introduction. La centierne 
deamale de Pi est un 9. Jusque-13, rien d'extraordinaire. Mais tout se corse 
lorsqu'on rtlalise que la millieme decimale est encore un 9 I Enfin, on ne peut 
que froncer les sourcils en observant que la miniardieme dtlcimale - un milliard 
de decimales derriere la virgule - est a nouveau un 9 ! Le matMmaticien 
canadien Simon Plouffe est l'un des meilleurs sptlclalistes mondiaux de Pi. II en 
a recite par cceur en 1977 !es 4 096 premieres decimales. decrochant ainsi le 
record Guinness de l'annee. II a aussi decouvert une nouvelle formule pour le 
calculer. Et apres ces harassantes annees d'exploration, pour lui comme pour 
les lreres Chudnovsky, les repetitions de chiffres dans Pi ne sont pas de 
simples accidents. lls veulent dire « quelque chose ». Mais quoi ? Seule 
solution pour esperer en savoir un peu plus un ]our ou l'autre : continuer ii 
creuser. A calculer de plus en plus loin l'effarante suite de decimales. Or, 
meme si on comprend de moins en moins le sens de ce calcul dementiel, 
impenssble, a mesure qu'on s'enfonoe dans l'infinl, la course aux chiffres ne 
rencontrera jamais auoune limlte. Combien de decimales aura-t-on calcule 
dans un siecle ? Dans mille ans ? Si nous devions tlcrire le nombre Pi sur une 
feuille de papier, celle-ci ferait mille fois, un milftard de fois, une infinite de fois 
le tour de l'Univers sans que nous puissions jamais atteindre le demier chiffre. 
Pourtant, ce nombre infini ne represente qu·un point - un point minuscule -
entre 3 et 4 sur la droite des nombres reels. Mais ii y a encore plus vertigineux. 
Quoi done ? A premiere vue, les miniards de milliards de dtlcimales de Pi 
semblent se suoceder au hasard. Un 7 a pres un 2. Un 4 devant un 9, etc. Mais 
est-ce bien le cas ? Pour trouver la reponse - et quelle reponse - nous allons 
nous toumer vars un extraordinaire math emalicien russe, qui a vecu a peu pres 
a la m~me epoque que Claude Shannon. Son nom ? Andrei' Kolmogorov. Ce 
qu'il va nous apprendre sur Pi va peut·elre au-dela de tout ce que vous pouvez 
imaginer. 
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J'accon1pagnai Fabien afin de rcnconn·er le profcsscur Andrleux dans son bureau, au 
Centre de cryptologie de !'Ecole nonnale, $hue au sous.sol du biitlment adjacen1 au 
clo'itre. Lorsque je denH1ndai a mon ami de n1e renseigner sur la oyptologie, en 
cheminant a travers le dedale d'escaliers et de couloirs, ii me cUt que c•etait une science 
vieille comn1e l'art mililaire, qui avail aujourd'hui des applications et des debouches 
imponants, dans l'informatique, Jes canes a puce, en plus de Pindustrie de defense ct de 
securlte. Le labor-atolrc de Norma.le Sup e1ah a la polnu~ de ce do1nalne. Pourtant II y 
faisah son1bre, et U n'y avalt personne dans ce1 endroh ve1us1e qui para1SS<1.lt presque 
<1esarrec1e. 

Enfin, nous son1mes arrives devant la porte du bureau du professeur Andrieux. Apri?s 
avoir frappe, nous son1mes entres dans run ant.re rempli de papiers, de livres, 
d'ordinatcurs anciens ct nouveaux a travcrs des entrclacs inextricables de fi ls 
t?lec1rlques e1 de cSbles. Sur les murs, des a(f1ches reprken1a1en1 des (raccales 
psychedeliques et multlcolol'es. 

A vec sa longue barbe, sa longue echarpe multicolore sous une sorce de curieux 
veston ii n10Ufs 1nexicains, le professeur Andrieux ressemblait A un devin OU un mage. 
II ne portail ni chaussures ni chaussettes. Cela ne semblait pas etonner Fabien, qui 
m'avait expliquC qu'il Ctait capable de donn.cr de vCritables shO\\'S pendant lcs cours, 
ave<: ses accoutrements excentrlques. JI aima!t faire des blagues, des canulars. Un jour, 
II e1a.il menu~ arrive dl?guise en professeur anglais avec une toge acade1nl<1ue e1 un 
accenl oxJordien. 

- I, 1>i, Pi. pourra ! s'extlama le professeur Andrieux, lorS<111e je Jui posai la <1uestion 
sur le denon1brc1nent des d&imales. Figuirez-vous qu'en prenant les si.x premiers 
milliards, nous avons les quamiles suivames ; a peu apres au1am de o que de 1, 2, 3, 
c1c., autour de 600 000 environ. Une chose Ctrangc, n'e.s1-ce pas, Jeune hon1n1e? 

- Comment avez.vous ob1enu ce resuha1. pro(csseur? 
- Je me suls fonde sur le iravall d'une equlfl" de chercheurs, cell• de David Balley, 

Peter Bol'\vein et Shnon Plouffe. qui a 1nis au jour la possibiliu~ de calculer n'imporle 
queue dkimale de Pi en base 2 sans avoir a caJculer les chif[res qui pre<:edent. Leur 
travail a permis d'avancer considerab1ement dans la connaissance de Pi. On a pu 
rcnuuqucr aussi la prCse.nce de sCquenccs rCpC1Ces Ctonnantcs : des 999999 entre les 
positions 762 Cl 767. On trouve aussi la sequence 123456789. Vous ne crouvez pas ~a 
(orn1idable? 

- Mais quel sens donner a cela? 
- La question du sens ne conceme pas le mathematicien rnais le phHosophe, dit Le 

r.
rofesseur AndrielLx, qui enleva ses lunetles de presbyte, pour revetir d'enormes 
unettcs roi:adcs en &aiiles. Yous disiez, jeune homme ? Ah oui, la question du sens I 
Bien stir I A travers Pi, on aborde Jes questions le_s plus profondes des mathfmatiques et 
de la phlloS-Ophle ... Con1n1e le hasard, 1>arexc1nple ... Savez-vous te qu•cst une suite de 
chiffres 11res au hasatd ? me demanda+U. 

-Non. 
- Ce sont des suites oU tout arrive : c'es1-a-dire toute sequence possible apparait. tOt 

ou lard. De telles suites sont appelc!es des suites-univers. Eh bien, croyez-le ou non, Pi 
fait partie de ces suites I 

- Le professeur Andrteux veul dire que Qltelque part dans Pi, expliqua Fabien, il y a 
1a date de nalssance, ton no1n et 100 adresse codes, ion numero de securhe soclale. les 
codes nun1er1ques qui permenraient de faire le filnl de ta vie mais aussi des versions de 



Understanding the LDL receptor Structure through Probabilistic Models 
(using HMMs of the LDL receptor - MIT Computational Biophysics 
Laboratory - October 2005) 
A Web-Based System for Public-Private Sector Collaborative Ecosystem 
Management (construction of probabilistic models of ecosystems processes 
- Timothy C. Haas - University of Wisconsin-Milwaukee) 
Probabilistic Basecalling (Speed, Li, Nelson, Cawley - University of 
California, Berkeley- January 1999) 
A probabilistic analysis of a greedy algorithm arising from computational 
biology (Daniel G. Brown - Corne! University) 
A probabilistic model of mosaicism based on thee histological analysis of 
chimaeric rat liver (Iannaccone, Weinberg, Berkwits - Northwestern 
University Medical School, Chicago II) 

M athcmatiq ues : 

Le hasard n'est pas absent de cette branche "pure" des recherches 
scientifiques : 
« Ces concepts de hasard et d'impredictibilite, qui soot fondamentaux en 
physique classique et en physique quantique, soot aussi au creur des 
mathematiques pures « (Chaitin - La Recherche Decembre 2004 N° 381) 

« ... II semble bicn que les dccimalcs de µ (Pi) apparaissent de fa~on 
alcatoire : ceux qui ont cherche des regularites dans la repartition des 
decimates n'ont rien trouvc, meme avec des tests statistiques tres pousses » 
(Simon Plouffe - La Recherche - Decembre 2005 - N° 392) 



Transcendance de pi 

En 1766,Adrien-Marie Legendre a demontre l'irrationalite de pi. 

II est done impossible d'ecnre pi sous la forme d'une fraction. 

En 1882. Ferdinand von Lindeman a demontre la transcendance de 
pi. 

C'est-a-dire que pi ne peut etre la racine d'une equation polynomiate 
(equation de la forme a,,x• + a.,.,x .. 1+ ... +a,x+a.•O). 

En consequence, ii est egalement impossible de resoudre la 
quadrature du cercle, c'est·a·dire de tracer un segment de droite 
ayant la m6me longueur que la ci rconference d'un cercle donne en 
utilisant uniquement la regle et le compas. 

Ca/cul des decimates de pi 

Grace aux ordinateurs, ii est possible de calculer un grand nombre de 
decimales de pi. On en est aujourd'hui a plus de 200 milliards. 

En 1995, Simon Plouffe decouvrit une formule permenant de calculer 
une decimate binaire1 de pi sans calculer les decimates qui 
precedent. 

Aujourd'hui, on a pu calculer la 40 000 milliardieme decimale binaire. 

L 'inverse de pl 

L'ecole nous a rendu familiere la revolution de 1830 qui permit de 
renverser les Bourbons en 3 jours mais amenerent un nouveau 
monarque, Louis-Philippe. 

1 Erymologlquemenl, Jes dedmales. ce $Ont les chilfres aprff la ~f{lule en base dix. 
Mais on ubhs• tout <» mll'M C$ t•MWJ pcur JM autres bases I 
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13.5 The hunt for single ,,. digits 

We ha\'e already quoted the observation by Adamehik and Wagon that 
the "2~year searcl1 (for ever more " digits is changingl direction". 
Today more and more is heard about a new type of " record, which 
was proclaimed with the words "The forty trillionth bit of" is O". 

The background to this is the fascinating "BBP algorithm", which 
is named after the initial letters of its authors, David Bailey, Peter Bor­
wein and Simon Plouffe, and was only published recently, in September 
1995. With this algorithm it is possible to calculate individual hexadec­
imal pooitions in the mi441e of " without having to calculate all the 
preceding digits. This method is d.eseribed in detail in Chapter 10. 

This algorithm has opened up a new stage in the quest for" digits, 
namely the search for digits as far removlld from the beginning of 
" as possible. The first landmark was set by the three rescarehers 
themselves v.;th the 10 billionth hexadecimal .- digit, corresponding to 
the 12 billionth de<:imal pltl(;e. At the t ime of publication of their data 
(September 1995). this digit was almost twice as far into" as the last 
known digit obtaine<l by the conventional route. 

Within only a year later a student called Fabrice Bellard6 had 
caught up. He discovered an even !better formula and used it to calcu­
late the 100 billionth (October 1996) and the 250 billionth (September 
1997) hexadecimal digits of"• which were a factor of 10 and 25, re­
spectively, more distant. But even these achievements were overtaken 
almost immediately by the disclosure of some hexadecimal digits in 
the trillionth area such as the 1.25 trillionth (August 1998). tho 10 
trillionth (February 1999) and the 250 t rillionth (11 September 2000)7, 

which in turn bettered the previo\LS records by factors, respectively, of 
5, 20 and 1000. The holder of both records is !\}.year-old Colin Per­
cival, a student at the Simon Fraser University in Burnaby, Canada, 
the same establishment where the Borv.·ein brothers and Simon Plouffe 
work. No doubt we will hear many more great thing1J about this young 
man. He began his university studies in mathematics at the age of 
13 in parallel to his secondary school education, and has successfully 
completed an unusually major project while still In his teens. 

Although the formula Percival used wns not new (in fact, it was 
the Bellard formula, 10.8). for the calculation itself he used an unusual 

0 bttp://wv .. at-ud.•ni·t.frt•betlard/ 
~ bttp://vvv.eec:a.afu.ea/proj•eta/p1b•x/announce1q.bt.1al 



Perl code dcveloprnent c;o03wne.s most or the dC\•elOJ>er clmc1 cl011ely Colkwt'ed 
by rnllllUal geiwration of HT~(L code. 

• C/C++ 
Since ln~ret..ed script& ca.n be often 90mewbat lncffic:itnt. or iD8eCUl'e, C 
or C++ io uood for all exectuables. In particular, ti- are .- helpful 
for c:ompu~inteosi\'e or memory-inteosiwe operatiool and aUo (or programs 
oom.,_f of highly complex operations 0< tbooe n«ding a high levol of ..,. 

curity. Only a &mall _.. of the ~-.lopment WM clm>t<d to C/C++ 
oodlog, 

8.3.3 Computer Algebra Systems 

This volunie UltC8 le\'tf8.I oomputt'r 31ge1>ra 8)'11tems to "'ACtlvate• the papen:, but 
prindJ)ftlly relieo on Maple. There ore 5e\'eral reaaons for this, but the nuUn one 
i. that the "'CECM i. a "Maple shop". Moot of 11• have uood Maple for many 
yeRl'1, f'.nd t.he ~fat>lc ex(>(!rLi!Kl locally available la by f'.ny standa.td comlderable, 
with Mlch..,J Mon11gon (one of the Maple dcslgners), Creg FOO, Simon Plouffe, 
and Rob Corle&J prC8Cnt e.nd helping. 34Siroon Ftucr Unlvcnity lu\8 bad Maple 
in its n1.athcrnatlca ooursas ror macy years. so there "''88 a considerable le,-el of 
b!dcground Mo1>le ability in the grad &tudenta, l)OOt-<loca, and roculty asooclated 
with the pro)<ct aa wcll. 

That ..,id, the Organic Mathematics Project is not limited LO Maple, using Pari, 
CAP, Mathomatica, and AXIOM, as .,..,11, Simon Plouffe has the,.- expmiae 
with Parl of the people at the CEO{, but ooe of our lnvlted autboni {Hmri Co­
hon) is among the principal designen of Pari. » Stan w""'° lt ..,_,, for his 
Mathm>atlca txpttt!R, and• Stan [)e,,;u is a prime IDO''tt at W81trloo Maple 
Inc. 
~main me or computer algebra in these papttt i8 to ~nlivet1 the examp\e5.. 

Many of the Jlfti><"I diacwo algorithms, and it is """'°nablo to p.....,t the "8der 
with an alttad¥-implemented ..moo of the algorithm, both to that the .....i., may 
t .. t the clalrM or the peper and so that the algorithm/oode can he uood by the 
re&der In tht:lr own work. 

Oe.,·e ~ has written a. system ~hat aUoW't people to wte ~t&ple on our 
aervcr frorn a renlOte site wh.Ue reading one or more or lt.cilC 1>n1>ers. This 1-t aple 
Form lnterftlC<l, though in 118 infancy, luls p...,,,.,J •lrtody LO be a valuable tool for 
n1athc1nl\tlcal cx1>0!!iltion. Ir you try out some or the exan1plos, "''t'l are 11urc you will 
a.groc. \Ve note t hat there are similar fo:rm interfM:iet (or other 00tnput.er Mgebra 
systems, notably ~1athtmat..ica, and that this is an idea whoee time h&IJ come. \\fe 
belie''(! that our :11' ~1.aple Form lnt.erfaoe is currentJy the ~t. avallabki, and \li'e also 
helie,,. that it is the most bigbly.de•>cloped lrom the point o( view of ...ious uoe. 
The examplol and algorithms displayed in the Maple annotation 1ystem (which 
._ the form intttf-) ha•'tl heeo carefully cboo<o to mab a difference in the 
undtntandiog of the r<Ader, not Just in an attem~ LO im- the ooloolom. (It is 

,,,,..,p;//- O«m.Ju.Q,J 
>thup //-.flu..ca/ 
"h<•P //.,...«<DUllLO/-/aul.,_./_,....,...,ml 
•tit,~//www.«<m.Ju..1r:a/wpaiclt./autbon/dt!:vitc(ltllllJt.x.,.ml 
ttbu ~ //.....,, afClft..Ju...('ajprojed.f /O~IP / nmJlfona.html 



foster thanks to lhe huge denominators that appear. 
No one has d()(le bet1er using pencli..an<t--paper arithmetic. blll mechanical <:alculetors and electtonlc 

computer3 made lhe computations faster and eliminated mistakes. Attenti0C1 swltehed 10 flncUng 
fonnulas that gave very good apptOxlmallcos using ooty a few terms. The Chudnovsl<y -

l l~ (- l}'(6l)!(54S, 140, IJ4k + lJ,59 t ,40'.I) 
-- 1 £-
• - • (Jk)!(l !)'6'!0.Jro'".; 

found by lhe ~ 0.lllCI end Gtego<y °""""""k'f· pn>duces 1• MW dOOmll digb per letm. Hete 
lhe ............., sign E melnS' add lhe voiue. of slated OJCPesoicn as k """ llvougll .. -
...,-. Slaftonll at O end going on tor.-. 

There ore mony '"'* melhOds lo< oomput;1g •r. and"""'- •re SI.I being...-. ln 1997 
Fabrice Bdlrd - that lhe - digit o( " · in tJinaiy nocalion. 11 t. ~. tie didn1 
calallate 81ff of lhe eattief dog ... In 1996. Da\/IO Baley. Pete< Bo<weln. ond Soman Ploufle had 
<fi~ed a very curious lonnula. 

' I ( 4 
• = ~ 2'" 8tr+I 

l I I ) 
811 + 4 - s;;+s - 8n+6 

Bellard used a slmilar formula, more efficient for computations: 

l ' ( 1)" 
rt - 64 L: z.;:;--.... 
(

J Z I ZJ6 6" < < ') 
- "" +I - 4n +J ... w;+i-~ - UM +S - 10,, + 7+ IOrr t-9 

\Miil some clelltf anllysls. Ille mel1lOd glws lndMduaJ binary digits. The key rearure or Ille lotmula ls 
lhal many ol Ille .....-. in II. r.ucll as 4, 32. 64. 256. 2"'. and 2'0 '. are - ol 2, ""1lcl1 are very 
~ in Ille blnaly &yaiem Ulled ror Ille inl!mal WOl1Cings of ~ The reconl lor lnding a single 
binary drgrl ol " 11 t><oken regUatty: on 2010 YahOO's - Sze ~ lhe two quadr ... .,, 
binary digrl ol IT, wl1ldl ..... OUI IO be 0. 

The same ........,.. car> be used to lind ISOlaled digits ol " on -UC to lhe .,. ... • . 8, and 16. 
Not..-.g of Ille kind ls known for &IYf Olhef base; in panoaAar. v.e can1 .....,._. - dig .. ln 
ISOiation. Do r.uc11 fo<ml.iH e>d.i? Und lhe ~ lon'rda was lound, no one imagined 
• oOUld be done in binary 

Squaring the Circle 
The ancient G<eekl sought e geometcic conltruction for squaring the circte finding the side of a square 
with the ume area ea e given circle. Eventually it wa& pioved that. just as for angle lrisectioo and cvbe 
duplicatk>n. no c:onMrucUon y.;th f\ller and compass. exis1s 1see 3). The proot depends upon knowing 
what kind of numbet n la. 

We've seen that n Is not a rational number. The next step u-p from rtti()(l81 numbers is to atgebralc 
numbers. whiCh s.atlsfy a potynomiat equation with integer ooefficients. For Instance, J2 ls algebraic, 
Ntisfying the equation x' - 2 • 0. A number that is not atgebfaie i$ celled trans.oendental, and in 1761 
Lambert. iMio first Pfoved n 10 be ltTadonal. conjectured that it is accually transcendental. 

II look 112 yeara unlll Cherles Hefmile made Ille fi,.t big breaklhfough In 1873, by p<O'Mg lhal Ille 
other famous curious number in ~thematics. the base e of natur11 togarlttvns (see e). is 
lransc::endenCal In 1882 Ferdinand YOO Undemenn improved Hermite's methOd, Ind prOYed tnet if a 
nonzen> ,,..,_ ls algel><olc, Ulen e 110ised to Ille l)C>Wer of that ,,..,_ ls 11-1. He Ulen look 
advamag<O ol E""• lor1TUa ff' • -1. lite ltis. &lpl'Q$O that " is algel><olc. Then ao ls i1T Therefore 
Lindema1wo lheOrem lml>les that - 1 doe$ net satisfy an atget><aic oquallon - · l obviously 
doe$, namely x • 1 • o. Tho ody ~ out ol ttvs togoca1 coi•-• ls that " doe$ net sabsly an 
algel><aoC __,, .,... ... •ls-· 

One "'-!ant conMQuenct ol ltis theorem iS the answe< IO lhe onclenl geomeltic p<oblem ol 
squaring lhe drdt, lha1 11. oonsltUdlng a square ol lhe same area 11 a - Uling nllef and r::orrc>ass 
orly. This os equlvall<U 10 consll\ldlng a line of lengll1 n slarung lrom a lino of length 1, Coordinale 
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En revanche, aucune des suites (b x n) avec b > O, (nb) avec b > 0, (logb(n)), (p.) (n­

ieme nombre premier), (Iog(p.)) ne verifient la loi de Benford, tout simplement 
parce que les frequences associees aux chiffres ne convergent pas. 

Le cas de la table de constantes mathematiques que Simon Plouffe collecte depuis 
de nombreuses annees, et qui contient aujourd'hui plus d'un milliard de nombres, 
est interessant, car elle satisfait assez bien la loi de Benford. Simon Plouffe exploite 
d'ailleurs cette loi pour detecter les erreurs qui pourraient s'y glisser. 

Reste que Jes resultats qu'on obtient clans le monde parfait des mathematiques ne 
justifient pas ce que Newcomb et Benford ont vu pour les series de nombres 
provenant du monde reel. C'est pourquoi de nombreuses etudes tentent d'expliquer 
rationnellement l'etrange phenomene. Cinq types d'explications sont proposes ; 
nous allons Jes exposer rapidement. 

•CONVERGENCEDESFR~QUENCES 

Pour !es numeros des rues qu'on trouve clans des adresses collectees clans un 
annuaire - et qui verifient assez bien la Joi de Benford - , une idee simple vient 
immediatement a !'esprit. Si une rue possede so numeros, alors plus d'un cinquieme 
des numeros commencent par un 'l' (a cause de l'enchainement de numeros 10, 11, 
12, ... , 19) ; si elle en possede 20 ou 200, plus de la moitie des numeros commencent 
par un 'l'. II est done parfaitement normal. que clans une rue dont la longueur est 
inconnue, ou que lorsqu'on considere une multitude de rues, on trouve en moyenne 
plus souvent des numeros commencrant par '1' que par '9' (et plus generalement par 
le chiffre c que par c + 1). 

Reflechissons a cette observation en etudiant les chiffres qui apparaissent clans les 
entiers compris entre 1 et n. Notons fr1(n) la frequence des entiers commencrant par 
'1' parmi les entiers compris entre 1 et n, fr2(n) la frequence pour le '2', fr3(n) la 
frequence pour le 3, etc. 



par des etudiants indiens d'un peu plus de 70 000 decimales cnoncees en 
9 h 27 min et 17 hl4 min. 

Fou des constantcs, Simon Plouffe invente « l'inverseur de Plouffe», un 
site internet ferme maintenant, qui nipcrtoriait un nombre incalculable de 
constantes mathematiques ct qui pennettait done de retrouver unc constante 
via son developpement decimal. 

Tl co-demontre en 1995 la formule de Bailey-Borwein-Plouffe : 

qui permet d'avoir acces a la n• decimale de 1r en base 2 ou 16. JI existe 
des fonnules plus sin1ples a memoriser pour retrouver 1r. Par exemple, en 
sommant Ies fractions de denomjnateur impair, en alternant les signes, on 
trouve: 

~=! _ !+! _ !+!+ ··· = ' (-1)" 
4 1 3 5 7 9 L 2n + I· ,,.o 

Cett.e formu le est nommee formule de Madhava, Gregory et Leibniz, en 
l'honneur du mathernaticien indien 1-"ladhava de Sa.ngamagrnma et des 
Europeens James Gregory et Gottfried vVilhelrn Leibniz. Elle se demontre 
a partir d'un developpement lim.ite de la fonction arctan et bien que plus 
facile a retenir que la formule de Bailey-Borwein-Plouffe, etle n'est pas tres 
utile en pratique. Une autre fonnule simple a retenir pour retrouver 7r est 
donnee par le produit de \\Tallis : 

7r 2x2x4x4x .. . 
2=3x3 x 5 x 5 x .. . 

Notons qu'en 2016, on co1maissait 22 600 milliards de dccimalcs de 1i. 

Pour les curieux, la salle Pi du Pala is de la Decouvertc affichc sm ses mrn·s 
704 dccimales de rr. Elles out ete calculees (<a la rnain » (sans ordinateur ni 
calculatrice) par vVilliam Shanks en 1873. Cependant ce dernier avait fait 
une erreur a partir de la 528° decimale. Cette faute, reperee en 1945 dans 
la galerie, a maintenant ete corrigee. 



par des etudiants indiens d'un peu plus de 70 000 decimales cnoncees en 
9 h 27 min et 17 hl4 min. 

Fou des constantcs, Simon Plouffe invente « l'inverseur de Plouffe», un 
site internet ferme maintenant, qui nipcrtoriait un nombre incalculable de 
constantes mathematiques ct qui pennettait done de retrouver unc constante 
via son developpement decimal. 

Tl co-demontre en 1995 la formule de Bailey-Borwein-Plouffe : 

qui permet d'avoir acces a la n• decimale de 1r en base 2 ou 16. JI existe 
des fonnules plus sin1ples a memoriser pour retrouver 1r. Par exemple, en 
sommant Ies fractions de denomjnateur impair, en alternant les signes, on 
trouve: 

~=! _ !+! _ !+!+ ··· = ' (-1)" 
4 1 3 5 7 9 L 2n + I· ,,.o 

Cett.e formu le est nommee formule de Madhava, Gregory et Leibniz, en 
l'honneur du mathernaticien indien 1-"ladhava de Sa.ngamagrnma et des 
Europeens James Gregory et Gottfried vVilhelrn Leibniz. Elle se demontre 
a partir d'un developpement lim.ite de la fonction arctan et bien que plus 
facile a retenir que la formule de Bailey-Borwein-Plouffe, etle n'est pas tres 
utile en pratique. Une autre fonnule simple a retenir pour retrouver 7r est 
donnee par le produit de \\Tallis : 

7r 2x2x4x4x .. . 
2=3x3 x 5 x 5 x .. . 

Notons qu'en 2016, on co1maissait 22 600 milliards de dccimalcs de 1i. 

Pour les curieux, la salle Pi du Pala is de la Decouvertc affichc sm ses mrn·s 
704 dccimales de rr. Elles out ete calculees (<a la rnain » (sans ordinateur ni 
calculatrice) par vVilliam Shanks en 1873. Cependant ce dernier avait fait 
une erreur a partir de la 528° decimale. Cette faute, reperee en 1945 dans 
la galerie, a maintenant ete corrigee. 



'Tlie Con!J'lltl!,. dS Cr1fci6(e 

(the brother of your first author), David B;:1iley, and Simon Plouffe, (lnd 
n:in1cd the BBP !onnula :ifter them: 

(2.1) 

(B.1iley ct :it 97). ( It is tht? n<'tturc of 1'tf\uch ~rinicn~I mathematics to 
date that it involves fomiula$ that QCcupy a fair amount of space on the 
page. The above fonnula is but n gentle introduction to \Vhat is to foUO\\f. 
IJ\ most of the exampl<"S \\'C present, ho,vc,•er, the fom1u.las involve only 
very si1nple notions, a$ is the case here.) 

Using formula (2.1), you can dirtttily calculate binary or hexadOO.mal 
digils of Tr beginning \\tllh the 11th digit~ \Vithout having 10 first compute 
the previous 11 - 1 digits. AU you need to carry out the computation is 
a s imple alg<>rilh1n using Stilndard 64~bit or 123-bit arith1nctic. \V~'ll dL ... 
!'(ribe hOV•' this ('alc-ulation is carried out, but our real inlerest is in ho\v 
the BBP formtiltl cc1me to be discovered. 

The story beg.in \\1 ith the '"ell·kno,,._rn classical formula 

"' I 
iog2 = L: k,. 

k I 2 
(2.2) 

Around 191)4, Peter Sonvein and Sinlon Plouffe of Sinlon fr,t.5er Univer­
sity in Canada reall.zcd that you could use th.is formula to calcul:ite indi­
vidual bin:iry digits o( log 2. Suppose you "·ant to romput~ a (C\\' biJ'•ary 
digits $tarting at position d + 1 for some po.'iitive integer d. This is equi.v­
alent to conlpuHng i11'1og2), 'vherc {.,.}denotes fr,1ction..'tl part. fron1 
(2.2) \VC get 

{2'1og2i = {{t
2';'}+{ E 2";'}} 

k 0 t d i. I 

= L: + L:-. {{ 
d 2d-k modk} { ~ 2'-' }} 

J:.,.O k ,1:-,t+ l k 
(2.3) 

(Take this one step at a ti1ne; there is no1hing deep going on here, just 
notationnl co1nplcxity. In c:ilcuJating the fr..1ctional part of a sunl, \VC c.111 
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• 1983-Gerd Failings proves the Mordell conjecture and thereby shows that there are o nly 

finilcly rnany \Vhole nurnbcr solulions for each exponenl of Fcnnat's Last Thcorcn1. 

• 1985 - Louis de Bran,ges de Bourcia proves the Bicbcrbach conjcccure. 

• 1986 - Ken Ribet pro\'CS Ribet's theorem. 

• 1987 - Yasuni."l>a Kanada. David Bailey. Jonathan Borwcin, and Peter Borwcin use 

itenu ivc modular equation approximations to elliptic integrals and a NEC SX-

2 supcrcornputcr to con1pute n to 134 n1illion deci1nal places. 

• 1991 -Alain Conncs and John W. Lou develop non-commutative geometry. 

• 1992 - David Deuisch and Richard Jozsa develop the Deutsch- Jozsa algorithm, one of 

1he first examples of a quanwm algorith111 that is exponentially faster than any possible 

detenninistic classic;.ll algorithnt 

• 1994 - Andre\\' Wiles proves part of the Taniyama-Shin1ura conjecture and thereby 

proves Fermat's La't Theorem. 

• 1994- Peter Shor fonnulates Shor's algorithm. a quantum algorithm for integer 

factorization. 

• I 995 - Simon Plouffe discovers Bailcy-Borwein- Plouffc formula capable of finding 

the 11th binary digit or11. 

• 1998 - Thom°' Callister Hale~ (almost certainly) proves the Kepler conjecture. 

• 1999- lhc fu11 ·raniyan1a- Shin1ur"J conjccrurl! L~ proven. 

• 2000- the Clay Mathematics lnstitu1e proposes the seven Millennium PriLc Prnblcms of 

unsolved inlportant classic 1na1hc1na1ical questions. 



16.12.2 Les travaux de Simon Plouffe 

Pour clore ce livre, plongeons-nous dans une demarche amusante. Dans son 
Memoire prese111e comme exigence partielle de la 11w/1rise en 111<11he11wtiques de 
1992. Simon Plouffe explique comment ii a trouve des fonctions generatrices pour 
un cenain nombre de suites de la base de suites reunie par Sloane (voir 5.1.1 ). II 
prenait les premiers te1mes de la suite, cherchait un approximant de Pade dont le 
developpement en serie entiere avait pour p remiers coefficients ceux de la suite eru­
diee (ii s'agit de resoudrc un systeme lineaire, voir exercice 12.3). Puis ii regardait 
si, par hasard, les coefficients suivants etaient les memes pour la suite et pour I' ap­
prox imant de Pade trouve, autrement d it, ii verifiait s i l'approximant de Pade conve­
nait pour la suite entiere. Dans Jes 4568 suites qu'il avait a sa disposition, 614 se 
sont revelees avoir pour fonction generatrice une fraction rationnelle. Simon Plouffe 
a ensuite cherche si d'autres suites de la base de Sloane pouvaient etre decrites par 
d ' autres types de fonctions generatrices, un vaste probleme. 

Notons que la su ite des nombres premiers n'a pas de fonction generatrice sous 
forme de fraction rationnelle. 

574 



about the nature of mathematical things. To what extent are the 
decimal places of pi that we haven't yet figured out real? ft would 
be hard to argue that, say, the trillion trillionth digit of pi doesn't 
exist or that it doesn't have a specific fixed value, even though we 
don't yet know what it is. But in what sense or form does it exist 
until, at the end of an immensely long calculation, still to be 
carried out, it pops into a comput er's memory? 

TM first couple of hundted digit~ Of PL 

(ARTWOfij( 8'f JEFF OAlll,ING) 

As a curious aside, it's worth mentioning a discovery made by 
researchers David Bailey, Peter Borwein, and Simon Plouffe in 
1996. They found a fairly simple formula-the sum of an infinite 
series of terms-for pi that allows any digit of pi to be calculated 
without knowing any of tire preceding digits. (Strictly speaking, the 
digits calculated by the Bailey-Borwein-Plouffe formula are 
hexadecimal-base-16-digits as opposed to decimal digits.) That 
seems, at first sight, impossible, and it certainly came as a surprise 
to other mathematicians. What's more, a computation of, say, the 
billionth digit of pi, using this method, can be done on an ordinary 
laptop in less time than it takes to eat a meal at a restaurant. 
Variations on the Bailey-Borwein-Plouffe formula can be used to 
find other "irrational" numbers like pi whose decimal extensions 
go on forever without repeating. 

The question of whether anything in pure mathematics is truly 
random is a valid one. Randomness implies the complete absence 
of pattern or predictability. Something is unpredictable only if it's 



cannot be random. But what about the digits lying beyond 

those that have been computed? Assuming pi is normal in base 
10 they remain essentially statistically random to us. In other 

words, if someone asked you for a random string of a thousand 
digits it would be a valid response to build a computer to 

calculate pi to 1,000 places more than is presently known and 
use those places as the random string. Asked for another 

random string of the same length, you could compute the next 

(previously unknown) thousand digits. This raises an 
interesting philosophical question about the nature of 

mathematical things. To what extent are the decimal places of 
pi that we haven't yet figured out real? It would be hard to 

argue that, say, the trillion trillionth digit of pi doesn't exist or 
that it doesn't have a specific fixed value, even though we 

don't yet know what it is. But in what sense or form does it 

exist until, at the end of an immensely long calculation, still to 
be carried out, it pops into a computer's memory? 

As a curious aside, it's worth mentioning a discovery made 
by researchers David Bailey, Peter Borwein, and Simon Plouffe 

in 1996. They found a fairly simple formula - the sum of an 
infinite series of terms - for pi that allows any digit of pi to be 

calculated witliout knowing any of tire preceding digits. (Strictly 
speaking, the digits calculated by the Bailey-Borwein-Plouffe 

formula are hexadecimal - base-16 - digits as opposed to 

decimal digits.) That seems, at first sight, impossible, and it 
certainly came as a surprise to other mathematicians. What's 

more, a computation of, say, the billionth digit of pi, using this 
method, can be done on an ordinary laptop in less time than it 

takes to eat a meal at a restaurant. Variations on the Bailey­
Bonvein-Plouffe formula can be used to find other 'irrational' 

numbers like pi, whose decimal extensions go on forever 

without repeating. 



bc:glnnlng ,,lfth tht.> trilUon·and·flrsl. 'rhe result (8"1.JG6E8D2 I 
5388C4E014, lf)'OU must know) agreed 'h'ilh the maln <'ompu· 
talion. 

The a1gor.ithm ror computing isolalt.'CS dlg.11s or Jf is based 
on a remark.able formula diSroo.'trtd in 1996 b)' l>:l\•id Bailer. 
no~· at lhe Lawrtnct krktlC)' Lab<>ratorr. Ptter Bon\'tln at Si· 
mon Fraser UJnlvcr&Uy In 8,unab)'. BritiS-h Coh.1mbi~ and SI mon 
Plouffe, "°"" a1 the Unl\'Ct'Shy of MonireaL 1'h<' BRP forn1ula. 
as It's called. look5 on the surfa«? like man)' other lnfinlle sc· 
ries approximations for n (Stt Figure S), but It A?prescnts an· 
01.her mQjor breakthrough in rr oompu1a1ion. For 1hc firs1 11.mt.', 
a compu1er can compute the hexadecimal dlgils or rr stan.ing 
anywhere. That ls. to obtaJn the trlJllon•and·first hcxadl'dmal 
digit it LS 001 ne«uruvtocomp"'teM)'Oftht first triUiOndig· 
it$. Untll Balley, Bon\'t:ln ind Plooft'c disoo\'tf'td their formula. 
no one had e'\'tn dreamed such a thJng "-as possible. 

The other unusual aspen or tht' BBP formula is 1 he "-ayi1 was 
dlscQ\'treci. Moll formula.s for 11- lndecd, most forn1ulas of 
any sori- are dtrh'td by hand. starting from othi'.r koOV1·n for• 
mulas. The BBPformula.1.hough. " 'as the product or aromputcr 
$<'arch. In L995. Borwt:l.n and Plouffe realti.ed that ru_~y lnJtnue 
sum "'hose tenns are or the fonn P<k>/ b*Q(k), whc.re I> and 

\\'HAT'S l lA,..f.!<INC IN THE ~IA'nlOIATICAlSCI F.1'«;£$ 

Q a.re pol)'nomlal.s, pennils 1herapiddc1ermina1ion of lndi"id· 
ual bi~·b dJgJts. "rhelr sutrt1nR piotnt "1'5 l.l ranlil lar for1nula 
ror tht: natu.r.ll logarithnl or2. In ? . l + .;,. + b + .. .• but 
they"'t.l't soon abte 10 find s1mlta.r rom1u1as In 1he mathemat· 
ical literalure fnr manr 01her \\'elJ .and ltssc:r known numbers. 
HOWC\'('r, their 111<'-TaturcS<:arctldid nOI 1urn u.p all)'lhinJC for n , 
Tht)' had better luc.k looking in the C<>inpuu:r. 

~·{· 2 1 -· L16l iifl ~i• .. ~ ... 

FigUJ(' S. The llorY.>ti11•8aik'}"l'tcuffi: formula for pi. whkl1 for 
cite (irsr 1i'1'1e rna~c Ir possfbh: fo «irnp111e d ltY gl\~n digir of pl 
wtrhour knowf119 dtl 1h1.t pt'e\fou.S dlgfrs. f/01\'t\'11', Ir workscmty 
In ha.kl 16(0,.,norc ~tN'rally. a power of 2). 1111he f}o(J:ground 
is ac..-on1pultr Image of lilt? first 15(),()()0 bhtdrydigl ts of pi., wfr'• 
each 0 nnidered as a dark piYtl 01111 ea<h I re11derl!d a$ a llgh1 
pix£1, l 'he 111"'-flC is SOO pb«!Js by SOO pbrels.. (Figure court~sy of 
)or1a1lu1118orwt!l11.> 

Rorwein and Plouffe 1umed co an algorithm ('<il h.*d l'Sl.Q, 
developed by Baller and Helaman f'erglL.,on, h'ho ·was 1hen at 
lhe Suptrrompuling R~arch Ctntcr In Lanham, Mar)'land. 
PSI o ts a s•rr3mltncd versio n of an a1"od1h1n d'scovcr:cd 
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