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»DOSSIER

Tt = 3,1415... Quoi de plus banal que ce nombreT, rapport de la circonférence et

du diametre de tout cercle? Pourquoi s’intéresser encore aujourd’hui o un nombre
que lon étudie depuis UAntiquité ? N’a-t-on pas tout découvert et redécouvert
mille fois a son sujet ? Et pourtant, T ne cesse de fasciner le mathématicien, Partiste
et le profane. Parce qu'’il est P'incontestable figure de proue du monde mystérieux
des constantes mathématiques, ces nombres qui semblent surgir de nulle part

et que on rencontre, immuables, plus souvent qu’a leur tour. Dans ce dossier,
consacré AT et aux constantes, émergent de véritables objets de science et d’actualité.

I » Sommaire: 2 - La quadrature 4 - Entretien 1
' 1.2 impossible Smon Plouffe: i
| ala rescousse du cerdles. s «Lescongantes ¢
1 des décimales 3- Quelques réigentatoute I
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30 ta recneres | oEcemsre 2005 § ne 392



) LIONEL DERS

LINDISPENSABLE NOMBRE T

-> CALCUL

PRI vasumash kanaba « Nous vérifions les performances des ordinateurs»

YASUMASA KANADA, de l'université
de Tokyo, a battu preés de 20 fois le
record du nombre de décimales de .

[3] Daisuke Takahashi,
Fast multiple-precision
arithmetic'on distributed

Le 24 novembrezgez, |'équipe de
Yasumasa Kanada terminait la
véificationdes1241,1 milliards
de décimales dem et des10307
milliards de chiffresen hexadé-
cimal quils avaient calculés. Le
résultat de quatre ansde travait
pour dix personnes. Ilsnecomp-
tent pasen rester la,

1 Depuis plus de vingt ans, vous
battez réguliérementle record du
nombre de décimales de . Dans
quel objectif?

YaaumesaaKanada: je cherche a véri-
fierlesperformancesdesordinateurs
qui équipentlecentredetechnol ogie
de l'informetion de Uuniversité de
Tokyo, auquel j'appartiens. Pour
cda en pratique,ilfautfarerédiser
aux machinesdestéchescomplexes
qui utilisent beaucoupde mémoaire,
avec beaucoupdopérations d'écri-

> soient obtenuesa l'aide d'une seconde méthode, ce qui
validelerésultatobtenu. Salamin [ui-mémeremarquaitque methode utiliseelleauss V2, décidément incontournable.

tureet de lecture, la manipulation
dénormes quantitésdenombreset
la production de réponsesfacilesa
vérifier.un decesca cul sexigeants
est cdui des décimaesdent. Dad

la succession de records que nous
avons battus avec mes collégues.
Nous pourrions bien sir calculer
d'autresconstantesmathématiques
tellesquevz, eauy, lacongtante
dEuler. Masm est la plusconvan
cante pour les profanes.

I Cesrecordssont-ilsseulementdus
a Pamédiorationdesordinateurs,ou
auss desalgorithmes?

La limitation la plusimportanteest
latalledelamémaireprincipde. la
secondeest la puissancedeca culde
lamachine Lerecord actuel a été éta-
blien 601 heures et 56 minutes de cal-
culeffectif,en utilisant 1024 gigabits
demémoireet unecapacitédecalcul

de 900 gigaflops*. Nausdisposons
dga dune mechine de 5000 giga-
bitset 5000 gigaflops, et did a un
an et demi, noustriplerons encore
cesvaeurs J’espére que NOUS pour-
ronsannoncer un nouveau record
did la. Mas pour éablir ledernier
record en date, nousavonsaussi uti-
lisé desa gorithmescompl étement
différentsdescd culsprécédents. lis
sont fondéssur des sommesde la
fonction arctangente*. lls nousont
permisdutiliserlamémoairetroisfois
plusefficacement. Le prix a payer a
€té la réécriture compléte des pro-
grammes, environ 79200 lignesde
codeavec lescommentaires.
n Propos recuallisper LicAllemand
*Un gigaflop
corresponda un milliard d'opérations
envirguleflottante par seconde.
Lafonctionarctangente est la réciproque

delafonctiontangente, rapport du sinus
et du cosinus.

qui ses révéléedleauss trésefficace Surprise: cetteseconde

~emory parallels
~omputers and its
apolications », thése

e université de Tokyo,
1%98

Son réstiltat fournissait plusieursformules équivalentes, odle
impliquant V2 n'éant préférablequedansun souci derapi-

dité. Léquipe japonaisedirigéepar Kanada, en pointedepuis”

denombreusesannéesdanslacourseau record,aexploité, en

| complément del'algorithme de Brent-Salamin,uneformule

imaginéepar JonathanBorwein et Peter Borweinen 1987, et

| wacnes BB moyenne harmonique

1 ON AHH L E MOYENNE
«HARMONIQUE » dedeux
nombresaetblavaeurh
définie par la formule:

2ab

T a+b
On préte a Archytas de
Tarente davoir remarqué
que, a et b étant fixés, le
produitde leursmoyennes
narmonique et arithméti-

que ((a+ b)/2) est égd a
ab et que cda pamet de
calculerdesracinescarrées.
A partir dun rectanglede
cotésaet b (etdoncd'aire
ab), construisons un rec-
tangle dont les cotés sont
lesmoyennes harmonique
h et arithmétiqgue mde a
et b: d’aprés ce qui pré-
céde, l'aire de ce nouveau
rectangleestencore égale

34 s excemmcnie | DEcemere 2005 | w2 392

a ab. Recommenconsen
prenant les moyenneshar-
monique et arithmétique
dehetm, etainsi desuite::
les cotes des rectangles
s'égalisent progressive-
ment.Ons’approchedonc
d’un carré d'aire ab, donc
de coté V(ab). En partant
parexempled’unrectangle
decotésiet2, laméthode
permet d’approcher v2.

Match nul?

Laplupart desrécentsrecordsont ééobtenusa'aide desdeux
algorithmesprécédents, un peu amédliorésis]. Aing, enfili-
grane, pour bien desrecordsde décimaesden, secache un
record correspondant pour V2, et pour nul autre nombre.
L '‘écrasantesupérioritédu prestigeden s manifestetoutefois
autraversdufait suivant: pour appliquerl'unecommel'autre
desformules précédenteset atteindrele record de 206 mil-
liardsde décimaesder en 1999, il alogiquement &€ néces-
sairea Kanada et Takahashi deconnaitre’V2 avecautant de
décimales. C'estains que, préalablement aleur calcul de,
Kanada et Takahashi ont calcul €206 milliardsdedécimales
de V2, nouveau record en date... maiscesdécimales, trop
peu prestigieuses, n'ont pas été conservéesdanslamémoire
deleur ordinateur, économiede place oblige!

Pour Archiméde, I'extraction de racinescarréesnavait éé
gu'un instrument pour cerner lavaleur den. Lescalculsde
I'équi pe deKanada, et d'autresavant eux, consacrentlasubor-
dinationdelaquétedesdécimaesde \/2 a cdlledesdécima
lesde. Il 2 peut quelesméthodeshéritéesdu XVII séde,
qui n'utilisent pas V2, Simposent anouveau. Cest cequi Sest
produitpourlesi 241,1 milliardsdedécimaesden deKanada,
dernier recorden date. Maisdanslecascontraire, m et V2
resterontcondamnésau matchnul. 11 B. R.



ﬁm Le cercle
d’Archimede

I LA PLUS ANCIENNE ME-
THODE de détermination de
nest duedArchimede Lidée
consiste a approcher la cir-
conférencedu cercle par une
ligne brisée polygonde for-
mant un potygone régulier.
Historiquement, Archiméede
est parti d'hexagones, pour
Lesquels le périmetre de
I'nexagone inscrit est de 3
et cdui de I'nexagone cir-
conscritde2v3. En doublant
le nombrede cétés des hexa
gones, Archimedeobtientdes
dodécagones (polygonesa

12 cotés) inscrit et cir-
conscrit, dontilexprime

les périmetres a partir

de caux des hexagones.
Celafait,it double Unenou-
vellefoisle nombre decotés,
pour obtenir successivement
des polygonesa 24, 48 et
enfin 36 cotés(il n'est pasallé
plusloin, sansdoutesatisfait
qu'il était davoir suffisam-
ment illustré I'efficacité de
sa méthode). Archiméde a
démontréque s Y'on note p
et g Lespérimatres des poly-
gones inscrit et circonscrit

LINDISPENSABLE NOVBRE T

dune certaine étape, ators
ceux, p' et g, despolygones
inscrit et drconscritdel’étape
suivante valent:

q. 2

=1.71
P

etp’=Vpgq’

1 EN PRENANT DES CARRES
pour premiers polygones
réguliersinscrit et circons-
crit,onaalorsp=2v2etq=4:
disposerd'une bonneestima-
tiondelaval eurdevz permet
doncdobtenir desdécimaes
den. Dand esfaits, beaucoup

=> CALCUL

DANS LE DESIN DE GAU-
CHE, le périmetre du
polygone inscrit dans le
cade est plus petit que
la drconférence la déer-
mingion de e p&rimétre
met and de minorer
avdeur demn, Dasle
dessin de droite, le poly-
gone est circonscrit, on
pé&imére mgaren,

dechasseursdedécimalesde
ront ivi Archimédeet sont
partis de'hexagone et deJ3.
Catanspourtantont choid le
carréetv2: Cest notamment
le cas du record de Ludotph
VanCeulen (35 décimales) au
débutdu xviiesiede.

nombres de chague paire qui reste constant, mais leur
«intégra edlliptiquecompl étede premi éreespécex»*, notée
I(a, b), qui setrouve liée a M(a, b) par la relation
M(a, b) X I(a, b)= /2. Lorsquea= 1etb= V2, l'intégrale
elllpthuecorrespondante est egdea la moitié de lalon-
gueur ® dé Ia lemtiiscate, d’oi U ’égalité de Gduss

Gausslui-mémevoyait la relation M(a; b)xI(a; b) = 7/2
comme un moyen de calculer explicitementdesintégrales
elliptiques. En 1976, toutefois,I'Américain Eugene Salamin

UENIAC, PREMIER ORDINATEUR de Parmée des Etats-Unis installé en 1945 a Puni- |
versité de Pennsylvanie, a été utilisé dés 1949 pour calculer les 2045 premiéres
décimales de m, record de 'époque. @ univ. oF PENNSYLVANIA/AR/SIPA

etI'AugtraienRichard Brent, al'ai de demani pul ati onsauxi-
liairessur cesintégrales,en ont tiréindépendamment une
fagon decalculer desdécimdesde . 11 serait exagérément
longdelesdétaillerici, maisdisonstout demémequdlesne
sont pas, sommetoute, trescompliquées. Salamin le recon-
nait d'ailleurs dansson articled'a peinesix pages|2]: «Il est
assezsur prenantgu'une for mulepourr qui Sobtientauss faci-
lement soit apparemment restéeinconnue pendant cent cin-
quante-cingans», (I'auteur précisequesadécouvertedatede
1973). Encore plussurprenant est que, de
plus, cetteformuleait finalement &édécou-
verteindépendammentpar deux personnes
guasimenten mémetemps!

Deuxalgorithmes

L'dgorithme deBrent-Salamin(lirel'en-
cadré«Desalgorithmespour ©t») est trés
rapide: on dit qu'il est a convergence
((quadratique», c'est-a-direquelenombre
de décimales exactes double a chaque
étape. Depuis I'avénement de cette
méthode de calcul, il est rare que les
records de décimales de T ne soient pas
battus gréace a I'une ou l'autre de ces
variantesqui, toutes, requiérent ’utilisa-
tion de V2 et, donc, laconnaissanced'un
grand nombre des décimalesde celui-ci.
En pratique, un recorddedécimalesder ne
sobtient pasuniquement apartir d'un seul
agorithmelaregleveutquelesdécimales =

* Lintégrae
liptiquecompléte
de premiére espece
e lafonction qui
exprime la période
d'un pendue -~
ogdillant en fonction

e Langleck départ

[2] Eugene Salamin, Moth
d Comp, 30,565,1976
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=> CALCUL

LA LEMNISCATE étudiée au XVII® siécle par le Suisse Jacques
Bernoulli (en arriére-plan) est construite a partir de deux foyers
F et F'. Pour tout point M de la courbe, MF.MF’= (FF')*/4.

> record pour 7 n'est que de 51 milliards de décimales,
alors que la méme équipe a fait fonctionner la méme
machine durant prés de 38 heures pour I’établir. Mais cette
victoire de V2 est de courte durée: dés 1999, Kanada et
Takahashi, toujours eux, redonnent I'avantage a 7, avec plus
de 206 milliards de décimales, chiffre amélioré en 2002.
V2 serait-elle donc condamnée a la seconde place? Ay
regarder de plus pres, les choses ne sont pas aussi tranchées.
Ce n'est pas un hasard si Kanada et Takahashi détiennent
les records de décimales a la fois pour T et pour V2. Ces
deux nombres sont en effet étrangement liés. Mieux: pour
progresser dans les décimales de m, il est souvent nécessaire
de progresser dans celles de V2.
Lhistoire commune de 7w et de V2 commence au I11¢ siécle
avant notre ére, lorsque Archiméde invente une méthode
d’approximation de , en usage jusqu’au X VII- siécle (lire
I'encadré « Le cercle d’Archimeéde »). Les destins de ces
deux nombres ont ensuite été dissociés par les progres de
I'analyse mathématique, qui ont permis d’établir des for-
mules de calcul de m plus performantes. Mais, en 1976,
ils ont été a nouveau réunis; a |’issué d’un cheminement
pour le moins tortueux quia duré plusieurs siecles.

T Des algorithmes pour 1t

§ LAFORMULE DE BRENT-
SALAMIN utilisée pour le
calculdesdécimalesdert
est la suivante :

2
__AM@1/y2)
T j+1 2

1-%,, 2/
c; est la racine carrée
de la somme des carrés
des deux nombres de la
-ieme étape du calcul
de M(1,v2), la moyenne
arithmético-géomeétri-

Avec l'algorithme de
Borwein, on part de la
valeura=6-4v2etdela
valeury=v2-1.0nrem-

place alorsy par
1= y4
14+ (1 = y 44

Cela fait, on remplace @
par
a(1+y)i-2%(1+y+y7)

Onrecommence ensuite
ces deux étapes, en
ajoutant 2 chaque fois
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a l'exposant de 2 dans
la seconde formule (25
devient 27 au passage
suivant, puis 22, et ainsi
de suite). Le théoréme
de Borwein énonce que
les valeurs de a succes-
sivement obtenues par
la répétition des étapes
précédentes s'appro-
chentde 1/met defacon
wquartique », c'est-a-dire
que le nombre exact de
decimales est multiplié
par quatre chaque fois.

® MP/LEEMAGE

Celui-ci commence au XVII* siecle, lorsque des mathé-
maticiens s’intéressent a une courbe nommeée la «lem-
niscate de Bernoulli». Elle se définit a partir de deux
points du plan, F et F’, appelés « foyers » : la lemniscate est
I’ensemble des points M tel que le produit des distances
de M a F et a F’ est constant, cette constante étant fixée
par la contrainte supplémentaire que le milieu de Fet de
F’ appartient a la courbe (voir graphe ci-contre).

Des 1691, le Suisse Jacques Bernoulli cherche a déterminer
lalongueur de cette courbe. Il en découvre une expression
sous «forme intégrale» qui, en théorie, permet d’en
connaitre une approximation aussi fine que désirée. En
pratique, elle vaut & peu prés 5,244,

Les choses en sont la a la fin du XVIIIE siécle lorsque
I’Allemand Carl Gauss s’intéresse a un algorithme qui
semble n’avoir rigoureusement rien a voir, appelé
aujourd’hui algorithme de la moyenne arithmético-
géométrique. Cet algorithme part de deux nombres a et
b dont on calcule les moyennes arithmétique ((a + b)/2)
et géométrique (V/(ab)), pour obtenir deux nouveaux
nombres dont on calcule & nouveau les moyennes arith-
métiques et géométriques, et ainsi de suite. On peut
démontrer que plus on avance ainsi, plus les nombres
ainsi obtenus par paires s'approchent d 'une méme valeur,
notée M(a, b) et quelque peu improprement appelée
moyenne arithmético-géométrique de a et de b.

La longueur de la lemniscate

Gauss trouve en 1799 un lien inattendu entre la longueur de
lalemniscate, qu’il note @ («pi script»), et la moyenne arith-
mético-géométrique, qui tapproche de fagon tout aussi inat-
tenduert et V2. Le30 mai de cetteannée-1a, il écrit en effet
dansson journals«] ai démontré queles 11 premieres décima-
les de la moyenne arithmético-géométrique de 1 et de /2 sont
les mémes que celles de /@ ; la démonstration de ce fait ouvrira
stirement tout un nouveau champ de recherche en analyse.»
Ce n’est finalement qu'en 1818 que Gauss donne une
démonstration rigoureuse de I'égalité M(V2, 1) = t/®.
Nous n’allons pas démontrer cette relation ici, mais don-
nons-en tout de méme l'esprit. Calgorithme de la moyenne
arithmético-géométrique évoque la méthode d’extraction
de racines carrées proposée au [V* siécle avant notre ére par
le Grec Archytas de Tarente, avec laquelle /2 s'obtient
comme «moyenne arithmético-harmonique» de 1 et de 2
(lire l'encadré « La moyenne harmonique»). Cet algorithme
consiste a calculer la moyenne arithmétique et la moyenne
harmonique de a et de b, puis a recommencer avec ces deux
nouveaux nombres, et ainsi de suite: les paires de nombres
successivement calculées se rapprochent de la moyenne géo-
métrique de a et de b, Cest-a-dire de \V/(ab), en vertu du fait
remarquable que ces paires de nombres successivement
construites sont de produit constant et égal a ab.

En techniquement plus compliqué, c’est un peu la méme
chose pourI’égalité découverte par Gauss. Pour la moyenne
arithmético-géométrique, ce n’est plus le produit des




I EN DEUX MOTS
N Les décimales de
sont-elles réparties de
facon totalement aléa-
toire ? Pour le savoir,
une solution: en cal-
culer le plus possible.
C’est ce a quoi se sont
employés de nombreux
mathématiciens depuis
Archimede. L'arrivée
de U'ordinateur a per-
mis de pulvériser tous
les records. De facon
inattendue, comme a
I'époque d’Archiméde,
ces calculs nécessitent
aujourd’hui la connais-
sance trés précise de
V2, autre nombre irra-
tionnel, dont le calcul
des décimales, quoique
plus aisé, a toujours
été considéré comme
moins intéressant.

Benoit Rittaud

est maitre de conférences
a l'université Paris-XIl.
Cet article est un extrait,
adapté par la rédaction
de La Recherche, de son livre
Le Fabuleux Destin

de V2 qui sera publié

en mars 2006 aux éditions
Le Pommier.
rittaud@math.univ
-paris13.fr

3,141

[1] Emile Borel, Rendiconti
del Circolo matematico
di Palermo, 27, 247, 1909.
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a la rescousse
des décimales

7 est le nombre irrationnel dont on connait le plus grand nombre de décimales: plus de mille
milliards. Mais les mathématiciens ne battraient pas ce type de record s’ils ne s’intéressaient
pas tout autant & un nombre moins prestigieux: \/2.

e 2 juillet 2005, un psychiatre japonais, Akira
Haraguchi, pulvérisait un étrange record:
en 13 heures, il récitait par cceur, et dans
'ordre, les 83431 premieres décimales de 7.
L'intérét de ce type de mémorisation ne
dépasse pas le plaisir de la performance: aucune situa-
tion concréte ne requiert la connaissance de plus de
quelques décimales, qu’il s’agisse de T ou de n’importe
quel autre nombre.
Pourtant, ce record fait écho a un autre, détenu par un
autre Japonais, mathématicien celui-1a, Yasumasa
Kanada: celui du nombre de décimales de 7 calculées,
soit 1 241,1 milliards. Au-dela de la performance, cette
fois, quelques mat hemat1c1ens de par le monde ont une

qals E'.rmle Borel [1] T est-il « normal »? Clest-a-dire, dans
le développement décimal de , tous les chiffres appa-
raissent-ils avec la méme fréquence statistique, et toutes
les séquences d’un nombre donné de chiffres apparais-
sent-elles aussi souvent les unes que les autres.

Borel pose aussi cette question pour d’autres nombres irra-
tionnels. Certains sont beaucoup plus simples a calculer
que T, par exemple V2. Pourtant, 2 son époque déja, cest
7t qui méne la danse. Larrivée de I’informatique, a la fin
des années 1940, ne fait qu'amplifier cette suprématie.
Ainsi, 4 peine 'armée américaine est-elle dotée de son pre-
mier ordinateur, ’Eniac, en 1949, qu’elle le mobilise pour
calculer les 2035 premiéres décimales de 7. Pour V2 en
revanche, les 1542 décimales trouvées, i la main, par
I’Américain Horace Uhler en 1951 ne sont dépassées qu'en
1967, avec la publication d’une liste de 14 000.

Deux fois en téte

Depuis, V2 a deux fois pris la téte de cette course sans fin

deéﬁﬂnales Laspremiere, en.1971savecun million de

é ‘Wen.étaitalors qu’a 500000). En 1973, 1

p @di‘amtage de] ustesse avec 1001250 décimales. La
seconde fois, en 1997, est due a Kanada et a son collegue
Daisuke Takahashi, qui produisent plus de 137 milliards
de décimales pour V2 a l'aide d’une puissante machine, le
Hitachi SR2201, qu’ils font fonctionner durant 7 heures et
31 minutes vérifications comprises. La méme année, le =>
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BEN DEUX MOTS il y a plus de deux mille ans,
les mathématiciens grecs posaient le probléme
de la quadrature du cercle. La preuve qu'il s'agit
d’un probleme impossible n'a été apportée qu’en
1882, par Ferdinand Lindemann. Entri-temps, on

L'INDISPENSABLE NOMBRE Tc

a découvert que ce type de questions est direc-
tement lié & la nature des nombres. Pour la qua-
drature du cercle, le tout était de montrer que Tt
n'est pas algébrique mais «transcenclant ». Par
la suite, la soif de mieux connaitre m a amené

=> TRANSCENDANCE

certains mathématiciens a défricher des pars
nouveaux des mathématiques. L'étude de e™ par
exemple conduit a une théorie aux applications
importantes en informatique : 'approximaticn
diophantienne.

l.a 1| adr

1mp0»351ble

u

A quoi T ressembdet-il exactement? Peut-il sécrire sous la forme d'une fraction? Est-il
la solution d’une équation? Loin d’étre anecdotiques, ces questionsont réclamédeux mille
ans d’efforts aux mathématiciens. B toutes lesr&onsesn’'ont pasencoreéelivr ées.

Michel
Waldschmidt est
professeur a l'université
Pierre-et-Marie-Curie a Paris
et membre de U'Institut

de mathématiques

de Jussieu.
miw@math.jussieu.fr

[1] |. Lambert, Mémoires
de ['"Académie des sciences
de Berlin, 17, 265, 1768.

'est la quadrature du cercle! » Cette
expressioncominune permet dedési-
gner un problénre sans solution, une
guestion dont oix pensequ'ellena pas
de réponse. Non sans raison: on sait
depuislafin du XIX€siecle que le probléme de la qua-
draturedu cercl €,posé par | Iesrnathématiciens greCSquel-

«

On ne peut pds construire, avecla1ég1e et lecompas, un
carré de mémeairequ'un disque donné.

Les géométresgrecs ne selimitaient pasaux constructions
alaregle et au compas: ilsdisposaientd'autresoutil s, notam-
ment descourbesappe ées« quadratrices » graceauxquelles
ils pouvaient justement faire de telles constructions (voir
figure p. 36). Maisilsnen étaient pas moinsintriguéspar
le fait quils netrouvaient pasde solution sanselles.

Des le XVIIIe siécle, les mathématiciens ont commencé
a comprendre gquelaquestion delaquadraturedu cercle

était intimement liée a une autre question, celle de la
«naturearithmétique» du nombrer : peut-il Sécrire sous
la forme d'un quotient de deux entiers positifs? En
d'autres termes, est-il « rationnel» ? L'ared'un cercleest
directement reliéean par laformule A = ntr2, et i m est
rationnel, alorsil serafacile de construire un carré dont
|'aire est lenombre .
Le premier a avoir apporté iiiic iépoisc 5 la question
«T est-il rationnel > fut le mathématicien allemand
Johann Heinrich Lambert, dans son Mémoire sur guel-
quespropriétés remarquablesdesquantitéstranscendantes
circulairesetlogarithmiquesdatéde 1761 [1]. Voyonsquel -
gues éléments de sadémarche. Il commence par remar-
guer quelasommedelasérie
2/(1+3) T 2/(3+5) +2/(5:7) + 2/(7+9) * ...

est égaleal Maissi I'on omet un termesur deux:

2/(1+3) T 2/(5+7) + 2/(9+11) + 2/(13+15) +
ontrouve /4. =
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>Lambert prit cette série
pour définir le nombre /4
et commenta ce résultat
ainsi: « Si c’était une quantité

strpo

“crny  Jeleg S

des fractions continues (lire
«Les fractions continues»,
p. 37). Une des difficultés est
guel'on neconnait paslafrac-
tion continue du nombre n.
On peut en calculer les pre-
miers termes, maisaussi loin
gu'on aille, on ne trouve pas
derégularité dans cettesuite.
L'idée originale de Lambert

2 cercle Spirale d’Archimede consiste & adapter aux fonc-
tions les études arithméti-
guesqui portaient jusque-la
sur lesnombres. Lanotionde

trice d’Abdank-Abakanowicz fraction continue, notam-

CES COURBES, QUE L’ON NOMME QUADRATRICES,
permettent de résoudre le probléme de la quadrature
du cercle: si on les trace a 'avance, on peut ensuite

construire a la régle et au compas la longueur m.
Il en existe plusieurs types; ici la développante de cer-
cle, la spirale d’Archiméde et la quadratrice d’Abdank-
Abakanowicz. @ jacoues PARTOUCHE

1reuse
riétés

JOHANN HEINRICH LAMBERT fut le premier a démontrer Uirrationalité de 1. Sans toutefois
le prouver, il suggéra aussi que 1t est transcendant, ce qui revenait a dire que la quadra-
ture du cercle avec une régle et un compas est un probléme impossible.
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ment, peut étre adaptée aux
fonctions. Cest avec elle que
Lambert démontra rigoureu-
sement le théoréme: « Si x est
un nombre rationnel non nul,
la tangente de x est irration-
nelle. En particulier, le nom-
bre /4, et donc le nombre T,
estirrationnel. »
Pour arriver a sesfins, Lambert utilisa brillamment
des propriétés de la fonction arctangente. De quoi
sagit-il? La tangente d'un nombre x compris entre
- /2 et T /2 est le quotient de son sinus par son
cosinus: tg X = (sinx)/(cos x). Pour chaque nombre
réel t il existe un unique nombre x dans |'intervalle
[- /2, + ©/2] tel quet = tg X. Ce nombre X est ’arc-
tangente de t et on écrit X = arctg t. Lafonction arc-
tangente intervient pour écrire /4 comme somme
d'une série, et lafonction tangenteest utilisée par son
développement en fraction continue [2].
Cependant, I'irrationalité de n nesuffisait pasainter-
dire toute réponse a la quadrature du cercle. La solu-
tion n'en était pas moinsdéja contenuedanslaconclu-
sion de l'article de Lambert: il y suggérait que non
seulement  n'est pasrationnel maisqu'il n'est pas non
plus algébrique [3].
Pour comprendre I’'importance de cette précision, rap-
pelons qu'un nombre agébrique est un nombre (réel ou
complexe) x racine d’une équation polynomiale, c’est-a-
dire qui satisfait une équation de la forme

A X8 Ha a0 +tag= 0
avec des entiers a, ..., a, qui ne sont pas tous nuls. Par
exemple, un nombre rationnel est algébrique: en etfer,
sion I’écrit a/b avec a et b entiers, alors il est racine de
Péquationax—_ . ... ... algébri-
quesil en existe qui sont irrationnels. Ainsi, le nombre
irrationnel V2 est algébriquecar il satisfait (V2)2-2 = 0.
De méme pour le nombredor 6 = (1 +5)/2, qui véri-
fie -~ & — 1 = 0. Lesnombres qui ne sont pas al gébri-
gues sont les nombres transcendants.



En 1837, le Fraigais Pierre
Wantzel arigoureusement établi
lelien entre la nature arithmé-
tigued'un nombre etlapossibi-
lité de le construire alarégle et
au compas|2]. L,es nombres
«constructibles» sont tousagé-
briques (maislesriombresalgé-
briques ne sont pas tous
constr uctibles). Un nombre
transcendant ne peut donc pas
étre construit a la régle et au
compas. Cest pourquoi, unefois
Iirrationalité der démontréeet
lanotion detranscendance pré-
cisée, ravoir s © est transcen-
dant oi1 non areprésentéun défi
majeur pour les mathémati-
ciens:('était laclépour montrer
gueleprobleme delaquadrature
du cerde n'a pasdesolution.

Théareme dIHermite-
Lindemann

Aprésavoir prouvé latranscen-
dance du nombre e, en 1873, le
Francais CharlesHermite avait
écrit & son ami allemand Carl Borchardt : « Je ne me
hasard erai point 4 la recherche d'une démonstration de
latranscendance du nombre . Qued'autres tentent I'en-
treprise; maiscrojez-m'en, mon cher ami, il nelaissera
pas que de leur coiiter quelques efforts.» Pourtant
Hermite n'était pasloin du but. C'est en reprenant les
outilsqu’il avait dével oppésquelemathérriaticienalle-
mand Ferdinand Lindemann apportalaolution défi-
nitive en 1882: Ld mbert avait bien deviné, le nombre
T ne satisfait aucune équation algébrique; il est donc
transcendant, et la quadrature du cercle avec laregle
et le compas est un probléme impossible.
Lesformulesd'Hermite jouent un r6le essentiel dansla
démoristration de Lindemann. Un extrait d'une lettre
delLinidemann Flermite, publié dansles Comptes ren-
dus de 'Académie des sciences le 10 juillet 1882, se ter-
mine ainsi: « Les logarithmes népériens de tous lesnom-

dants, » Cet énoncé est appel é aujourd’hui « Théoreme
d"Hermite-Lindemann ». Il contient la transcendance
du nonnbree: commelelogarithme dee, quivaut 1, n'est
pas tramscendant, alors e n'est ni rationnel ni algébri-
que. Il contient aussi latranscendancedu nombre. En
effet, larelation d'Euler ei* = - 1 signifie dueinest un
logarithmedu nombrealgébrique - 1; il en résulte que
inest transcendant. Or le produit dedeux niombresalgé-
briques est encore un nombre algébrique; si T était

CHARLES HERMITE A DEMONTRE EN 1873 QUE e,
LA BASE DES LOGARITHMES NEPERIENS, est un
nombre transcendant. Ses travaux ont aussi
ouvert la voie a la preuve de la transcendance
de it: c’est avec les outils qu’il avait développés
que Ferdinand Lindemann parvint a donner la
solution définitive en 1882. o mp/Leemace
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algébrique, son produit par i
serait encorea gébrique; i nétant
transcendant, 7 est donc trans-
cendant. La démonstration ne
souffrepaslacritique. Pourtant,
aujourd'hui encore, quelques
amateurs continuent de recher-
cher une solution: I'Académie
dessciencesamémedl prendre
la décision formelle de ne plus
accepter les preuvesqui lui sont
réguliérement soumises!

| ndépendance
algébrique

I1 n'en reste pas moins que cer-
tains mathématiciens nesesatis-
font pasdesavoirquer est trans-
cendantet cherchentaleconnalitre
mieuxencore. Pour cela, ilsexplo-
rent ses relations avec d'autres
nombres transcendants, au pre-
mier rang desquels e. C'est la
guestion del'indépendance algé-
brique. Par exemple, e2 et 3 sont
transcendants(careest transcen-
dant) et reliés par une éguation
algébrique: (¢2)3 - (e3)2=0.

D'aprés une vieille conjecture - qui remonte au moins
au début du XXe¢ siecle— e et  sont algébriquement >

[2] M. Serfati, Fragments
d'hatoire des mathematiaues
[V, APMEP, 86, 1992

[3] P. Wantzel, . Math. Pures
etAppl., 2,366, 1837

Les fractions continues

1 POUR DETERMINER S un nombre est
rationnel au non, an peut regarder §
son dével oppement décima (ou dans
nimportequelleautre base)est pério-
digueau non. Masla plupartdu temps,
an ne connait pes ce développemen.
Ureautresolutionest deregarderd le
développement en fraction continue
estfini,

Qu'est-ce quiun développement en
fractioncontinue?Prenonsun nombre
réelx.Onvécritx=[x] t {x} oti [x]estun
nombre entier (la «partieentiéredex»)
et{x),un nombreréel dans l'intervalle
[0, 1] (la((partidractionnairede x »).
S x est entier, dorsx = [x] et{x} = 0.
Snon,cna0<{x} <1, et N poex; =
1/{x}. On recommence la méme pro-

cédure avecx, : x, = [xg] +{x,}. Sasle
différence, an sait que [x,] 2 1. Si x;
est entier an Sarréte, Snon on [ose
x,=1/{x,}. BEand desuite.

ION PEUTEXPLIQUER cette constructian
defacon géométrique. On déoompose
un rectanglede cotés1 et xen le rem-
plissant avec autant decarrésdeciité
1 que possible. S X n'est pasentier, il
restea lafinun petit rectanglede cotés
1et{x}. Onleremplitdecarrés de E6tés
{x},€t sil resteencore un plus petit
rectanglean recommence. S le pro-
cessusfinit parsarréter, Ces quexest
rationnel larédciprogueest vraie(pour
ensavoir plus et pour ladémonstration
de L'irrationditéde vz, vair notresite
www.larecherche.fr).
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[4] Jean-Michel Muller
et Marc Daumas. Qualité
des calculs sur ordinateur,
« vers des arithmétigues
plus fiables. Masson, 1997,

[5] Manfred R. Schroeder,
Springer Series in Information
Sciences, 7, Springer-Verlag,
1999.

c>indépendants; mais on ne sait pas le
démontrer. [l estencore plus difficile de mon-
trer que deux nombres sont algébriquement
indépendants que de montrer qu'un nombre
est transcendant! Nos connaissances dans
ce domaine sont si pauvres que chaque pro-
gres est pris comme un grand succes.

C’est ce qui s’est passé en 1996 quand Yuri
Nesterenko a démontré que et e™ sont algé-
briquement indépendants. Sa démonstration
reposait entre autres sur des arguments uti-
lisantles « fonctions modulaires », élaborées
’année précédente par une équipe de recher-
che en théorie des nombres de 'université
de Saint-Etienne. On déduit du théoréme de
Nesterenko que tout polynéme non constant
en deux variables prend au point (7, e™) une
valeur transcendante. Ce résultat est d’autant
plus étonnant qu'on ne sait méme pas démon-
trer I’irrationalité d’'un nombre comme le
produit ert! Mais I'indépendance algébrique de e et 1t
reste toujours une conjecture...

Dans ce probleme, on peut s’étonner du fait que
le couple (7, e™) soit plus facile a :

couple (m, e). Lexplication vient de

ei™ = — 1, qui, comme nous I’avons

le nombre it comme un logarithme d’un nombre algé-
brique. C’était déja grice a cette relation que le mathé-
maticien russe Alexandre O. Gel’fond avait pu démon-
trer la transcendance du nombre e™ en 1929. Par la
suite, I’étude de e™ a elle aussi apporté son lot de sur-
prises. Elle débouche notamment sur un vieux probléme

 quaTioNs | Questions diophantiennes

ILE MATHEMATICIEN GREC Diophante
d’Alexandrie ramenait ses questions
de géométrie a des équations poly-
nomiales a coefficients entiers entre
plusieurs inconnues, les « équations
diophantiennes ». La notion a été pro-
gressivement étendue. Ainsi, on parle
\aujourd’hui d’«équation diophantienne
exponentielle »lorsque Pon évoqueune
équation polynemiale dans laquelle
certains exposants sont inconnus.
Le théoréme de Wiles, qui répond au
probléme de Fermat, peut étre énoncé
comme un résultat sur I'équation dio-
phantienne exponentielle X"+ yn=21,
ol lesinconnuessontlesentiersX, Y, Zet
n, avecn 3. Parmilesautres équations
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diophantiennes exponentielles, citons
cellede CatalanXP- Y4 = 1dont onsait
depuis 2002 seulement qu’elle n'a pas
d’autre solution quex=3,p=2,y=2,
q =3 - le probléme avait été posé par
Eugene Catalanen 1844, 'année méme
ou Liouville construisait le premier
exemple de nombre transcendant.
Déterminer si un nombre réel donné x
est rationnel ou non est un probleme
diophantien puisqu’il s’agit aussi de
dire si 'équation ax = b a une solution
en entiers rationnels (a,b) autre que
(0,0). Plus généralement, déterminer
si un nombre complexe est algébrique
outranscendantestencore un probléme
diophantien.

lié a I'approximation de m: I’«approxima-
tion diophantienne ».

En effet, la démonstration de la transcen-
dance de e™ n’était rien de moins qu’une
réponse partielle au septi¢me des 23 proble-
mes que David Hilbertavait posés au congrés

@/ international des mathématiciens a Paris en

ml

ALEXANDRE O.
GEL’FOND montra en
1929 que e™ est un
nombre transcen-
dant. Ses travaux
'ont conduit ensuite
de facon inattendue
a explorer la théorie
de 'approximation
diophantienne. @ or

1900! Dans ce probléme, Hilbert invitait a
montrer que tout nombre de la forme a?,
avec a et balgébriques, a différent de 0 et de
1, et birrationnel, est transcendant. Hilbert
donnait deux exemples: le nombre 22, que
Ion obtient en prenanta=2 et b =2, etle
nombre e™ dont la transcendance se déduit
en utilisant la relation d’Euler e™ = — 1: on
Pécrit e™ = (e/™)~i = (- 1)~%, ce qui permet
de prendrea=-1,b=-1.

Alors qu'’il était parti d’un probléme théo-
rique et abstrait (la question de transcen-
dance posée par Hilbert), Gel’fond remar-
qua que sa preuve lui permettait non seulement de
montrer que tout nombre a? est transcendant, mais
aussi de minorer la distance de ce nombre 4 un nom-
mnt ces minorations qui font par-
approximation diophantienne.

La maitrise des arrondis

On retrouve notamment cette théorie en informati-
que [4]. Les ordinateurs ne connaissent que des nom-
bres rationnels (et ils n'en connaissent méme qu’un
nombre fini) ; tous les calculs doivent donc étre arron-
dis. Les questions d’arrondi pour les opérations élé-
mentaires (addition, soustraction, multiplication,
division) sont bien maitrisées. Mais quand on fait
intervenir des fonctions comme 'exponentielle, le
logarithme ou les fonctions trigonométriques, on doit,
pour arrondir proprement, connaitre des informations
sur l'approximation diophantienne de quantités trans-
cendantes. C’est ainsi que des minorations de |e? - af,
quand a et b sont deux nombres rationnels positifs,
interviennent dans ces problémes d’informatique.
Mais ce n’est qu'un exemple parmi tant d’autres: on
retrouve encore ces approximations en mécanique
céleste, dans les phénomenes de résonance, dans les
quasi-cristaux ou encore en acoustique [5].

Les outils permettant de résoudre les probléemes posés
en approximation diophantienne sont essentiellement
les mémes que ceux qui sont utilisés pour déterminer
si un nombre est algébrique ou transcendant. La théo-
rie que nous avons introduite en prenant T comme
modele va bien au-dela de ce nombre fascinant : 7t n’est
en fin de compte qu'un des éléments les plus repré-
sentatifs parmi les nombres dont les propriétés
diophantiennes font I'objet de recherches théoriques
approfondies. i M., W,
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Ouelques
nombres étranges

TU n’est pas la seule constante qui suscite 'intérét des mathématiciens.
Beaucoup d’autres nombres émergent comme naturellement de divers
problémes d’analyse ou de géométrie. En voici un florilege.

Racine de 2

DEFINITION : solution positive de 'équation x> = 2.

PREMIER CALCUL PRECIS : la tablette babylonienne YBC 7289 (entre 1900 \/ 2
et 1600 avant notre &re), qui donne I'équivalent de 5 décimales exactes. !
Nombre irrationnel (lire p. 35 «La quadrature impossible du cercle»).
-> 137 milliards de décimales connues (Yasumasa Kanada et Daisuke Takahashi, 1997)
V2 = 1,41421 35623 73095 04880. ..

(D - ])-I 1-(P - 1)]

1- [(D i I @
) Nombre d’or

DEFINITION : solution positive

de I’équation x*~x—1=0.

| 1 PREMIERE DEFINITION : donnée par Euclide,
dans les Eléments (vers 300 avant notre ére):

d-1 le « partage en moyenne et extréme raison »,
soit la relation ®/1 = 1/(D - 1).
=> 3,141 milliards de décimales connues
(Xavier Gourdon et Pascal Sebah, 2002).
D= (1+ \/5)!2 =1,61803 39887 49894 84820...
D
2 TR

Pi

' l DEFINITION : rapport de la circonférence d’un cercle a son diametre.
Premiére mét hode de cal cul précise: Archimede,

dans La Mesure du cercle (I11¢ siecle avant notre ére).

Nombre transcendant (lire p. 35 « La quadrature impossible du cercle»).

=> 1241,1 milliards de décimales connues (Yasumasa Kanada, 2002).

1t = 3,14159 26535 89793 23846...
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Base des logarithmes népériens

DERINITION : Laire sous la courbe y = 1/x comprise entre 1 et evaut 1.
PREMIERE OCCURRENCE : Euler, vers 1748.

Nombre transcendant.

=> 50 milliards de décimales connues

(Xavier Gourdon et Shigeru Kondo, 2003).

e=2,71828 18284 59045 23536...

N o--Sr

m === !

FCl -
e

o)

Constante d’Apéry

DEFINITION : la somme des inverses des cubes,

Cest-a-dire 1/13+ 1/2*+ 1/3*+ ...

PREMIERE OCCURRENCE : Euler, 1736.

Nombre irrationnel (Roger Apéry, 1979);

on ignore §’il est transcendant.

-> Un milliard de décimales connues (Patrick Demichel, 2003).
C(3) = 1,20205 69031 59594 28539...

0,5 4
0,25

y=1/x

Constante d’Euler

DEFINITION : somme des aires

délimitées par 'hyperbole d’équation y = 1/x et les rectangles
de coté 1 placés cote a cote (en partant de 1) et de hauteur
minimale pour dépasser 'hyperbole.

PREMIERE OCCURRENCE :Euler, 1781.

Nombre irrationnel ? transcendant? On I'ignore.

=> 108 millions de décimales connues

---------- (Patrick Demichel

i % et Xavier Gourdon, 1999).

g I S

Y =0,57721 56649 01532 86060...
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Simon Plouffe:

«Les cONstantes

résistent a toute

classification »

B MATHIEU NOWAK

Avecv5 etl'exponentielle, T est'une des trois constantes
qui hantent la théorie des nombres, la physique et
la nature. Un des acteurs contemporains du calcul
des décimales de 7 nous livre son regard sur la nature
de ces constantes, et nous fait part de son désir de les
classer comme Mendeleiev I’a fait pour les éléments.

D’oti vient notre fascination pour le nombre nt?

SIMON PLOUFFE: Elle est directement liée & la présence du
cercle dans nos cultures, T étant indissociable du cercle.
Imaginez que vous alliez sur une ile déserte; vous étes
un esthéte, un puriste qui collectionne les objets rares,
etvousvoulez emporter avec vous des planches a dessin
sur lesquelles sont représentées les plus belles figures
mathématiques. Il ne fait gueére de doute que le cercle
sera dans les toutes premiéres. D’une part, parce que

Simon Plouffe, détenteur en 1975 du record du nombre

de décimales mémorisées, a co-inventé en 1995 la formule « BBP »
(des noms de David Bailey, Peter Borwein et Simon Plouffe), qui
permet de calculer en base 2 une décimale quelconque de i sans
calculer celles qui précédent. Par la suite, il a répertorié pas moins
de 200 millions de constantes mathématiques (voir http://pi.lacim
.ugam.ca/). Il a aussi publié un ouvrage de référence sur les suites,
Encyclopedia of Integer Sequences, avec Neil Sloane, des laboratoires
AT&T. Il est aujourd’hui ingénieur systéme, consultant pour

une société d'informatique, a Lyon. simon.plouffe@sympatico.ca
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c’est I'une des figures les plus simples. D'autre part,
parce qu'il est omniprésent danslanature: laTerreest
rande, le Soleil et la Lune le sont également. Le cercle
est ainsi quelque chosed'évident. T1ad‘illeurs fallu de
longssiéclespour lesortir du mysticismeet enfaireun
objet central des mathématiques.

Par ailleurs, il semblebien quelesdécimalesden appa-
raissent de fagon aléatoire: ceux qui ont cherché des
régularitésdanslarépartition des décimales n'ont rien
trouvé, méme avec des tests statistiques trés poussés.
La répartition des décimales est un mur d’incompré-
hension qu'on ne percera jamais.

Ailleurs qu'en géométrie, ou trouve-t-on t?

SIMON PLOUFFE: Essentiellement en théorie des nombres.
Beaucoup de fonctions arithmétiques ont des moyennes
qui sont liées au nombre . Par exemple, le nombre de
nombres premiersinférieursa un nombre donn€est 1ié
7. Onretrouver auss en probabilités: cdlequedeux nom-
bres entierstirés au hasard soient premiersentre eux est
de 6/n2. Cenesont quequel quesexemplesparmi d’autres:
on retrouve encoren lorsguel’on considére le théoréme
de Fermat, ou dansleséquations de physique, en électri-
cité, en électromagnétisme, et mémedanslathéoriedela
reldivité. Moi-méme, j’ai commencéa m'intéresser an et
aux constantesquand jevoulaisfairedelaphysiqueet que
je me suis penché sur le principe d'incertitude de
Heisenberg. On retrouven dans touteslesthéories mais
cest tellement banal gu'on nele remarque méme plus.

Connaitre une multitudede décimales den: sert-il a quelquechose ?
SIMON PLOUFFE: Les Egyptiens utilisaient T sansvraiment



le connaitre. Defagoningénieuse, ilsmesuraientlesdis-
tancesavec uneroue calibrée; ilsl'utilisaient aussi dans
['architecture. Maisilsn'avaient pasdeconnai ssancepro-
fondeden a cemoment-la Onsait quelesincasfai saient
appel ar dansleurscalculsdecaendrier. lsseservaient
alorsd'une dizaine dedécimales.

Aujourd'hui, 7 estavant tout un objet mathématique, un
objet essentiel. Cest le Saint-Graal des mathématiciens
en théorie des nombres. Certes, I'intérét pratique des
décimales peut paraitre limité. Les astronomes n'ont
besoin que d'une trentaine de décimales pour viser la
Lune. Cent décimalessuffisent lorsque l'on veut consi-
dérerlerayond'un atomepar rapport a1’Univers. Etaing
desuite. Arthur Eddington, qui atravailléavecEinstein,
a posé un autre type de limite a I'intérét pratique des
décimalesder. Il disait qu'une massed'une tonne placée
a un metre change ® (considérée comme la somme
desanglesd'un triangle) al a24¢ décimaleen considérant
lacourbure del'univers en ce point.

Les records de décimales qui tombent régutierement sont-ils donc
des exploits vains?

SIMON PLOUFFE: Non, on sen est servi par exemple pour
fiabiliser lesordinateursenleur faisant fairedescalculs
en continu jusqu'a ce qu'une erreur survienne. L'idée
est que les ordinateurs fonctionnent avec des nombres
rationnels, et non avec des nombres algébriques ou
transcendants. Or, 7t apparait dansbeaucoup decalculs,
et les ordinateurs doivent composer avec. Ce qui n'est
pas sans risques: par exemple, unecollision entre deux
avionspourrait se produireparcequel’on utilisem dans
un calcul de distance trigonométrique. C'est pourquoi
il est crucial dechercher wutes les fagous possibies dont
lamachine peut setromper. Lesdécimaesden ont servi
acela. C'est pourquoi d'aucuns disent quer n'est qu'un
gargarisme d'ordinateurs.

Vous-méme avez participé ala quétedes décimales den: en décou-
vrant en 1995 la formule « BBP », qui permet de calculer une déci-
male quelconque de r sans avoir & calculer celles qui précedent.
Comment avez-vous abouti a cette découverte?

SIMON PLOUFFE: Je savais com-
ment faire un programme qui
permet de calculer la n-iéme
décimaled'un nombre ration-
nel. Avecla méthode dite «de
mise au carré binaire», il est
par exemple assez simple de
calculer la milliardiéme déci-
male de 1/29 sans avoir a cal-

L'INDISPENSABLE NOMBRE Tc

gue cela n'avait jamais été utilisé pour le calcul des
s&ries*. Or, m n'est rien d'autre qu'une série.

En croisant ces deux choses, on peut donc calculer les décimales
de maussiloin que 'on veut?

SIMON PLOURFE: Jusqu'aun certain point. Lerecord actuel
est le calcul d'une décimale a environ 101> apreslavir-
gule. On pourrait peut-étre aller jusqu'a 1016 ou 1017.
Aller bien au-dela parait difficile car le calcul implique
celui del'inverse d'un nombrequel congue, quel‘on mai-
triseassez mal lorsque ce nombreest grand. S I'on pou-
vait calculer lek-iemechiffre apreslavirguledell n plus
rapidement, alorson pourrait calculer m aussi loin qu'on
voudrait. e pense aue ceserapossible, un jour.

T a-t-il un statut a part parmi les grandes constantes mathé-
matiques ?

SIMON PLOUFFE: I1 y a trois constantes «naturelles» qui
sontvraiment apart: n, e (labasedesl ogarithmes népé-
riens) et V5. L'exponentielleet 7t sont liéespar lacélébre
formule établie var Euler: ¢i® = - 1. Quant 4 V5, onla
rel:rouve par lebiaisdu nombredor. Presque toutesles
choseslesplusintéressantes en théorie desnombressont
liéesa l'une de cestrois constantes.

Nous sommes habitués a considérer tous nos calculs en base 10.

Quesepasserait-il sil'on prenait pour base I'une de ces constantes

«naturelles»?

SIMON PLOURFE : Lorsquel'on se place dans une autre base,

le chaos quel'on avait dansles décimales des consrantes
ne disparait pas. Il ny a pas de «base naturellex comme
certainsthéoriciensdesnombresl‘ont prétendu. Onarrive
parfoisa desbelleschoses, mais, dansune basedonnée, il

y atoujoursdes constantesquel'on ne peut pasexprimer

defagonsmple. C'est pourquoi j'a essayédetrouver des
liensentrelesconstantes. | y adesliensassez complexes
entre lesnombres premiers, lesnombresde Bernoulli* et
7. Les nombres de Bernoulli Sexpriment avec ©; T sex-

prime avec les nombres premiers; la fonction zéta, qui,

d'aprés|'hypothése de Riemann, donnelarépartition des
nombrespremiers,sexprimeaveclesnombresdeBernoulli.
Tout est mélangé assez bizar-

rement.AlasuitedeMenddleiev
et de son tableau périodique
des éléments, il est devenu
naturel desedemander aquoi

ressemblerait une chose équi-

valenteen mathématiques. Jai

beaucoup travaillésur ce que
serait un tableau périodique

=> ENTRETIEN
NSRRI

Pour
en savoir

plus sur TT

LIVRES

H L. Berggren,

]. Borwein

et P. Borwein,

IT: A Source Book,
Springer, 2004.

I P. Eymard

et |.-P. Lafon,
Autour du nombre m,
Hermann, 1999.

0 .-P. Delahaye,
Le Fascinant
Nombre m, Belin
/Pour la Science,
1997.

LES PAGES WEB

DE SPECIALISTES
DE IT

1 www.lacim
.ugam.ca/~plouffe
FWWwW
supercomputing
.org

i www.cecm.sfu
.ca/~jborwein
/pi_cover.html

DES SITES
AMATEURS
Twww.pi3ld.net
n http:/ftrucsmaths
free.fr/Pi.htm

i www.nombrepi
.com

*Une sérieest
une sommeinfinie
cetermes.

*Lesnombres

culer1es999 999 999 décimales desconstantesmathématiques, | de Bernoulli
précédentes. Aveclareprésen- mais je doisavouer que, pour ?germrlf?g;]ts

£ tation de 29 en base 2, on peut I'neure, cela n‘g pasaboun. M| 44 polynome par

2 sauter directement alamilliar- Proposrecueillis rgpporta m: 1 + 2

& diémedécimale. Jai remarqué par Mathieu Nowak #304 40+ (m - 1)N.
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