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ABSTRAKT: Hlavni témata préace jsou:

(1) formulace Riemannovy hypotéza, prinosy jejtho potvrzeni a tvrzeni
ktera implikuje.

(2) zasazeni Riemannovy hypotézy do kontextu riznych oblasti matema-
tiky - prevazné teorie Cisel a matematické (a komplexni) analyzy. V préci
také postupné buduji pomérné velky aparat objektd matematiky, které se
casto spojuji s Riemannovou hypotézou a s pokusy o jeji feseni. Jednodussi
vlastnosti a véty casto dokazuji a nékdy pridavam i vlastni "intuitivni vhledy"
a praktické priklady.

Vétsina prace je koncipovana tak, aby ji mohl pochopit student stfedni
skoly se zdjmem (jak ostatné "slibuje" ndzev mé prace). Tézsi poznatky vét-
sinou soutreduji na konec prace, prevazné do kapitol 7.,8. Na jejich pripadny
(spiSe vyjimecény) vyskyt mimo zminéné kapitoly vzdy nejdiive upozornim.
Prevazné v prvni poloviné se také snazim poznatky vysvétlovat velmi po-
drobné, tak aby ¢tenar opravdu rozumnél kazdému kroku a umél zavéry
nejen vyuzit prakticky, ale i prezentovat postupy kterymi jsme k zavérium
dospéli.

Student by po prec¢teni prace mél mit zékladni vhled do tematiky Rieman-
novy hypotézy a mél by umét odpovédét mimo jiné hlavné na tuto otazku:
Co to je Riemannova hypotéza, jaké objekty a vztahy se uzivaji pri hledani
jejtho dikazu (nékteré vztahy by mél umét dokazat) a jaké pokrocilé infor-
maéni zdroje existuji pro dali studium (tfeba béhem studia na VS)?

KLICOVA SLOVA: Riemannova hypotéza, prvodislo, komplexni &sla,
teorie ¢isel, goniometrické funkce, derivace, integrace, matematicka analyza,
komplexni analyza, komplexni funkce, funkce &, , 7, I', Taylortv rozvoj, Era-
tosthenovo sito, Dirichletovy a Fourierovy tady, Fulertv soucin, Euklidova
véta



ABSTRACT: The main topics of the work are:

(1) formulation of the Riemann hypothesis, the benefits of its confirmation
and the claims it implies.

(2) placing the Riemann hypothesis in the context of various areas of
mathematics - mainly number theory and mathematical (and complex) ana-
lysis. In my work I also gradually build a relatively large apparatus of mathe-
matical objects, which are often associated with the Riemann hypothesis
and with attempts to solve it. I often prove simpler properties and sentences,
and sometimes I add my own "intuitive insights" and practical examples.

Most of the work is designed so that it can be understood by a high
school student with interest (as the name of my work "promises"). I usu-
ally concentrate more difficult knowledge at the end of the work, mostly in
chapters 7.,8. I will always first point out their possible (rather exceptional)
occurrence outside the mentioned chapters. Mostly in the first half, I also try
to explain the principles in great detail, so that the reader really understands
each step and can not only use the conclusions in practice, but also present
the procedures by which we came to the conclusions.

After reading this work, student should have a basic insight into the topic
of Riemann’s hypothesis and should be able to answer, among other things,
the following question: What is the Riemann hypothesis, what objects and
relationships are used in the search for its proof (some relationships he should
be able to prove) and what advanced information sources exist for further
study (for example during university studies)?

KEYWORDS: Riemann hypothesis, prime number, complex numbers,
number theory, trigonometric functions, derivation, integration, mathemati-
cal analysis, complex analysis, complex functions, functions &, , 7, I', Taylor
expansion, Eratosthenes sieve, Dirichlet and Fourier series, Euler’s product,
Euclidean theorem
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1 Uvod

Prvocisla jsou dilezitou podmnozinou prirozenych ¢isel a jsou predmétem
uciva na zakladni skole. Tyto ¢isla neni mozné beze zbytku délit jinym ¢islem,
nez 1, anebo sebou samym. Nejmensim prvocislem je 2, které je zaroven
jedinym sudym prvocislem viibec. Déle seznam prvocisel pokracuje

3,5,7,11,13,17,19,23, . ..

Nyni se ptame: Muzeme predpovédét rozlozeni prvocisel ? Existuje néjaky
"vice zakladni" matematicky systém, ktery postihne logiku rozlozeni prvoci-
sel 7

Témito otazkami se zabyvali jiz ve starovéku Euklidés a Erastoten. Pod-
statné vysledky o rozlozeni prvocisel vSak nalezli az v 18. a 19. stoleti Eu-
ler, Gauss a dalsi. V roce 1859 se Riemann (jehoz praci budeme vénovat
vice prostoru v kapitole 5) ve svém ¢lanku "O poctu prvocisel mensich nez
dand hodnota" [I7] pokusil najit obecnou formuli pro vypocéet poc¢tu prvoci-
sel mensich nebo rovnych nez libovolné zvolené ¢islo. Pritom studoval soucty
nekonecnych rad- napr.:

> 1 1 1 1
Z :ﬁ—i_?—i_?_‘_""

"2
n=1 n

> 1 1 1 1
Z$:§+?+§+...,

>0 1 1 1 1

Je zfejmé, 7e v uvedenych radach se méni pouze velikost ¢isla (ozn. jej s),
na které umocnujeme postupné vsechna prirozena ¢isla ve jmenovatelich sci-
tancti. Proto pro snazsi praci Riemann popsal tyto rady pomoci tzv. zeta
funkce (majici za argument pravé s), kterou bézné oznacujeme feckym pis-
menem (. Plati tedy:

C(s) =2 — (1)

s
n=1 n

v oblasti komplexnich ¢fsel C\ {1}f]] P¥i¢emz (1) plati pouze v oblasti konver-

1V (1) je uZito mocnéni na komplexni &islo, které definuji v kapitole 7.



gence této rady. Pro ostatni body se analyticky rozéifujeﬂ v oboru redlnych
Cisel.

Nyni se nejspise nabizi otdzka, jak vlastnosti ((s) souvisi s Riemannovou
hypotézou a problematikou poctu prvoéisel mensich nez dané éislo (kterou se
Riemann zabyval). Odpovéd (¢asteénd - problém neni vyreseny) bude hlav-
nim tématem mé prace. Nejiive si vSak "osahdme' zvlast prvocisla (v kapitole
2), poté ((s) (v kapitole 3). Az v kapitole 4 za¢neme poznatky déavat "dohro-
mady" a odpovidat na zminénou otazku.

Jinak k uvedenym fadam: ((2),((3),((4) (a dalsim) existuje mnoho di-
kazu jejich konvergence i presného vyjadieni (nékteré z nich si téz ukazeme
pozdéji). Abychom lépe nahlédli do problematiky, aproximujeme nyni fady
pomoci ¢astecnych soucti.

Oznaceni 1(Si(f)): Necht f je fada, resp. funkce zadand fadou. Si(f) je
soucet prvnich k ¢leni f (resp. fady kterou je f zadéna).

Piiklad 1(Hodnoty ((2),¢(3),((4)): Aproximujte ¢((2),(3),¢(4) pomoci
castecnych souétﬁEL prvnich: 2,4,6,8,10,12,14 clent. Urcete jejich odchylku
od skutecnych hodnot, které jsou:

2
¢(2) = G~ 1,644934066848

¢(3) ~ 1, 20205690315

4
C(4) = 79Lo ~ 1,082323233711

RESENT:

2 Analytické rozsifeni je zjednodusené hledani pfedpisu, ktery pro vzory z oblasti kon-
vergence (tj. mnoziny vzoru, pro které fada/funkce konverguje) "vraci" stejné (funkéni)
hodnoty jako predpis ptivodni, zaroven vsak pro nékteré vzory mimo oblast konvergence
"vraci" kone¢nou funkéni hodnotu. Vice o tomto pojmu ve slovniku v kapitole 7.

3Pozdéji v praci naznadim, jak ziskat presné vyjadien.



RESENI PRO (2):

k-ty &len S (2(2) Odchylka
= 1
= 0.25 1.25 0.394934066848
= 0.111111111111111
= 0.0625 1.42361111111111 | 0.221322955736889
0.04

.0277777777TT778 | 1.4913888383388389 | 0.153545177959111
0.020408163265306
0.015625 1.5274220521542 | 0.117512014593805
0.012345679012345
0.01 1.54976773116654 | 0.095166335681459
0.008264462809917
0.0056944444444444 | 1.5649766384209 | 0.079957428427098
0.005917159763314
0.005102040816327 | 1.57599583500054 | 0.068938227847458
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RESENI PRO Z(3):

k-ty &len S [ZB) Odchylka
=1 1
=2 0.125 1.125 0.07705690315
=3 | 0.037037037037037
=4 0.015625 1.17766203703704 | 0.024394866112963
0.008

0.00462962962963 | 1.19029166666667 | 0.011765236483333
0.002915451895044
0.001953125 1.19516024356171 | 0.00629665958829
0.001371742112483
0.001 1.19753198567419 | 0.004524917475807
0.000751314800902
0.000578703703704 | 1.1988620041788 | 0.003194893971201
0.00045516613564
0.00035443143688 | 1.19968160130132 | 0.002375301348681
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Zbyly pripad - pro ((4) je zcela analogicky, proto jej neuvadim.

Na prikladu vyse je vidét, ze odchylka ¢asteénych souctit od souctu celé
fady se zmensuje, kdyz k se zvétSuje. Pripomenu, Ze to neni obecné platna
vlastnost pro vSechny fady a tedy pomoci ¢astecnych souctu (koneéného
poctu prvki) samoziejmeé nelze obecné pocitat hodnotu souc¢tu (nekonecné)
fady a ani jeji konvergenci ! Césteény soucet totiz nijak "nezohlediiuje logiku'"
celé rady. Z jeho hodnoty se tedy napft. nijak nedozvime, zda hned (k+1)—ty
¢len bude oo.
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Pravdivé je pouze "slabsi" tvrzeni: Soucet nekonecné rady f je hodnota L,
ke které se blizi ¢astecné soucty kdyz k — ooﬁ (formalné: L = limy_,o Sk(f))

Na druhou stranu, v ptipadé ((s) je evidentni, ze se zvétsujicim se s se
zvétsuji i jmenovatele ¢lent rady, které se tak "stale rychleji blizi" H k nule
a prispivaji méné do celkové sumy. Pro dikaz konvergence (vybranych ((s))
tedy jisté bude mozné uzit srovnani, napi. takto: Radné dokazeme konver-
genci (2) (to ¢inim v kapitole 4) a ukdzeme, ze pro ((s), s > 2 plati, ze kazdy
¢len ((2) je vétsi nebo rovny jak ¢len ((s) (se stejnym potradim). Z toho a ze
skutecnosti, ze ¢leny obou rad jsou kladné plyne, ze: 0 < {(s) < ((2) a ((s)
konverguje. Pozdéji, vyhodnéjsim srovnanim s geometrickou radou, dokazeme
silngjsi zévér: s > 1 = ((s) konverguje.

Jinak fadu (1) dfive studoval L. Euler, ktery nasel zajimavou rovnost

SmIl-5) —0-3) (-5) (-%) (-7) -
(2)

Pripomenme, Ze [] oznacuje ndsobeni a P je mnozina vsech prvocisel (tedy
prava strana je soucin uvedeného vyrazu pro vsechna prvocisla).

V uvedené préaci [I7] Riemann zacal v oboru komplexnich ¢éisel C (tedy
pro s € C) studovat fadu (1). Tato fada je pojmenovand po Dirichletovi,
konverguje pro s, které maji R(s) > 1 (kde R(z) znadi redlnou cast cisla
x). Pro ostatni s fada diverguje. B. Riemann pak rozsitil obor argumentt
na C\ {1} analytickym rozsifenim. (V bodé¢ s = 1 ma ((s) pdl s reziduem
hodnoty 1.)

Prirozenou otazkou jsou nuly funkce ((s) neboli kofeny rovnice

((s) =0 (3)

Riemann v uvedeném c¢lanku zformuloval tvrzeni:

Vsechny netrividlni nulové body funkce  maji redlnou cast rovnou % H

4To neni prekvapivé, nebot kdyz k = oo, délame soudet ptivodni fady.

SKoncept "rychlosti bliZzeni k ur¢ité hodnoté" (ktery pravé v piipadé ¢lenit fady, mize
rozhodovat o jeji konvergenci) se formalné zavadi nejéastéji v kurzu matematické analyzy
na VS.

6Za trivialn{ kofeny se povazuji prvky mnoziny: {—2k; k € N}
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Toto tvrzeni je Riemannova hypotéza, ktera jiz vice nez 160 let odolava
pokustim o potvrzeni ¢i vyvraceni. Patii mezi tzv. "23 Hilbertovymi pro-
blémy", které David Hilbert zformuloval na matematickém kongresu v Parizi
v roce 1900. Vétsina téchto problému je jiz vyTesena. Riemannova hypotéza
avsak nikoliv, proto byla v roce 2000 zafazena mezi 7 problémut milenia,
z nichz na kazdy je vypsana prémie 1 milionu americkych dolart Clayvovym
matematickym institutem v New Hampshire.

Riemannova hypotéza tedy zaujimé predni misto mezi aktualné resenymi
problémy soudobé matematiky. Dtvod je prevazné praktického charakteru
- potvrzeni platnosti této hypotézy by zajistilo mnoho jinych (¢asto jiz pre-
dem predpoklddanych) vysledku prevazné v matematice, fyzice a informatice.

V matematice by potvrzeni hypotézy zajistilo platnost vysledki, které se
tykaji rozlozeni prvocisel a jejich lepsi aproximace. Déle by mélo velky vy-
znam pro Sifrovani a kryptosystémy. Prvocisla o stovkach mist zabezpecuji
napr. platby - vzajemné nasobeni ¢isel je totiz mnohem lehéi, nez jejich roz-
klad na prvocisla. Ve fyzice ma hypotéza aplikaci napt. v kvantové fyzice
a statistickych rozlozenich energetickych hladin.

Jinak o dikaz Riemannovy hypotézy se netspésné pokouselo mnoho vy-
znamnych matematik. Za vSechny uvedu alespon tyto: Thomas Stieltjes
(1885), Alan Turing (1939)[2], P4l Turdn (ktery zastaval nazor, Ze Rieman-
nova hypotéza neplati), Nikolay Gavrilov (1960) [7], Michael Atiyah (2018) [1]

V dikazech vyse uvedenych matematikt byly nalezeny chyby, které nejsou
na prvni pohled patrné. Proto je tfeba i nadale pokracovat ve studiu spoje-
ném s touto hypotézou.

Zévérem tvodu bych podotknul, Ze existuji hned minimalné dvé "cesty"
jak na problém Riemannovy hypotézy (a pokusy o feseni) pohlédnout. Tou
prvni je hledani zadkonitosti mezi prirozenymi ¢isly- snaha o nalezeni logiky
zdanlivé chaotického vyskytu prvocisel... (Presnéjsi definici toho, jaky systém
bychom pro dikaz Riemannovy hypotézy pottebovali, uvedu pozdéji...)

Druhou moznosti je postup skrz analytickou definici problému (kterou for-
muloval sém Riemann), kterou je vlastné nalezeni podminek za kterych ma
"oskliva" komplexni rovnice feseni. Tento postup muze mit vyhody v tom,
ze existuje mnoho dokézanych tvrzeni o komplexnich funkcich (jejichz kom-
binace teoreticky mohou byt hledanym fesenim). Pro orientaci v poznatcich

12



komplexni analyzy je vSak zase nezbytné ovladnuti alespon zékladnich pojmﬁ.ﬂ

Jinak takto "odlisné" miizeme postupovat kvili dokazanym "pfemosténim’
Riemannovy hypotézy na ekvivalentni tvrzeni z vS§emoznych oblasti matema-
tiky:.

Nakonec chei upozornit ¢étendfe, ze pro uvedeni (alespon z ¢asti) tiplného
popisu problému a pristupii k jeho feSeni, neni fakticky mozné vyhnout se
poznatkiim ¢asto naroénym i pro studenta VS. A tedy spojeni "pro st¥edni
skoly" v ndzvu pouze indikuje, ze vétSina prace (tj. témér "vse" az na Cast
obsiihu kapitol 5,6,8) je formulovana tak, aby byla pochopitelnd pro studenty
SS 8

Také chei upozornit, ze v praci uzivam netradi¢ni oznaceni. Rozlisuji po-
jmy: véta (ta jest vzdy uvedena s dikazem, nebo jeho nédznakem) a tvrzeni
(vzdy bez ditkazu). Cinim tak proto, aby v seznamech (které uvadim na konci
prace) bylo ¢tenafi ihned jasné, "co je s ditkazem a co bez négj".

Predtim nez zahajime studium Riemannovy hypotézy z "pohledu" teorie
¢isel, uvedu kratky prehled o jeho zivoté (V pripadé, Ze se chcete rovnou
vénovat "matematice", skocte na kapitolu 3)

"Timto zptisobem k problému piistupuji hlavné v kapitolach 4-6.

vvvvvv

tak doslo k "ochuzeni" zkusenéjsich ¢tenaii - prevazné o celkovy vhled do problematiky a
"nasmérovani" k dalsimu studiu.
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2 Bernhard Riemann: Jeho Zivot, osobnost
a prinosy matematice

Riemann byl mimoradné talentovany matematik schopny penetrovat slozité
matematické problémy a obecné rozpoznat a postihnout jejich vnitini lo-
giku. O tom svéd¢i mnoho citat vyznamnych osobnosti, nejen matematiki.
Za vsechny uvadim: "Jeden z nejvice napaditych a skutecnost nejhloubéji na-
hlizejicich matematikti vSech dob."'- H.Freudenthal.

vvvvvv

milnik a uspéchli. Pro dikladnéjsi studium doporucuji napt. knihu R. Na-
rasimhana - Riemann’s collected works.

2.1 Riemannuv zZivot a osobnost
2.1.1 Riemannuv Zivot

Riemann se narodil 17. zaff 1826 do rodiny knéze v Breselenz (blizko Dan-
nenberg v kralovstvi Hannoveru). Navstévoval gymnézium v Hannoveru (1840-
1842) a Liineburgu (1842-1846). Déle studoval v Gottingenu (1846-1847,1849-
1851) a Berliné (1847-1849). Doktorat obdrzel v roce 1851 v Gottingenu, kde
téz pod vedenim Gausse slozil kvalifika¢ni zkousku pro vyuku na univerzite.
V roce 1857 byl jmenovan mimoradnym profesorem, o dva roky pozdéji rad-
nym. V roce 1862 se ozenil s Elisou Koch (kamaradkou jeho sester). Posledni
léta - ve Spatném zdravotnim stavu - stravil v Italii, kde se mu narodilo jeho
jediné dité - dcera Ida. Italie se také Riemannovi béhem prvnich dni valky
s Pruskem stdva mistem vécéného odpocinku. Bernhard Riemann umird 20.
cervence 1866 v Salasce v Lago Maggiore.

2.1.2 Riemannova osobnost

Az do 14 let Riemann vyrista pouze s rodinou v chudé a zaostalé oblasti han-
noverského venkova (na brezich feky Labe) - v témér uplné izolaci od "okol-
niho svéta', kterd je jednou z moznych pricin:

1. Riemannovy celozivotni introvertni povahy - neprekonatelné prekazky
v komunikaci a navazovani vztaht s jinymi lidmi;

2. vyhledavani Zivotni jistoty, jejiz symbolem je dobfe zndmé a klidné
misto - Quickborn kde zil od svych 4 let (a v pribéhu Zivota se na toto
misto nékolikrat vratil);
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3. vasné (v konecném dusledku pro svét tolik prospésné) po postihnuti
principu a zakonitosti zivota - matematickymi a filozofickymi meto-
dami.

Aby nalezl odpovédi na otazky, které se "vznasi' nad matematikou, nad kaz-
dou lidskou bytosti, nad samotnym principem zivota, casto unika do speku-
lativnich tvah, a to c¢asto i navzdory blizicim se terminim odevzdéani svych
praci. Pro diikaz jeho celozivotniho zasvéceni poznani v obecném slova smyslu
cituji z vyse zminéného dila: "Snad jen Dedekindovi se podafilo vytahnout
prilezitostné Riemanna z osamnélosti jeho pokoje..."

Zajimavé je, ze i pres nezpochybnitelné prinosy a prokazatelné prekazky
v osobnim zivoté, svét vnimal Riemanna ponékud nespravedlivé jako "hy-
pochondra". Ziejmé pro jeho kiehkou fyzickou konstituci (od malicka trpél
chronickymi potizemi, které Spatnou lécbou presly ve vazné ledvinové posko-
zeni) a jiz zminénou citlivou a hloubavou dusi, ktera nejspise mimo fantas-
tické napady k reseni problémi, vkladala do hlavy i tizivé myslenky, které si
jiny (vice "prakticky" ¢lovék) tfeba ani nepfipusti.

Jinak asi nejsfastnéjsi ¢ast zivota prozil Riemann v Italii, kde se mu po-
darilo castecné prekrocit sviij stin a nalézt Stésti mimo jiné i v kontaktech
s jinymi lidmi.

2.2 Hlavni prinosy Riemannovy védecké kariéry

Rad bych poznamenal, Ze Riemannovo dilo vyznamné presahuje ramec teorie
souvisejici s touto hypotézou. Riemann byl "bez debat" jednim z nejvétsich
matematikti vSsech dob: jako prvni zavedl mnohorozmérnou geometrii, tenzor
krivosti a viibec matematicky aparat budouci obecné teorie relativity. Navic
definoval pojem integralu, ktery se objevuje "prakticky" pii kazdém slozitéj-
§im fyzikalnim vypoctuf]

A to nenf ani zdaleka ve. Na Riemannovych myslenkach mimo jiné stoj{"|
dnesni analytickd a Riemannova geometrie a komplexni analyza. Jinak acko-

9Samoziejmé je nejspise pravda, ze kazdy vypodet FeSeny pomoci integralu lze fesit
i bez ngj (skrz geometrické tivahy apod. - napf. si takovy zptisob lze zkusit na odvozeni
vypoctu plochy pod parabolou). Existuje ale rozhodné mnoho piikladi, Ze formalizace
skrze néj a pouziti odvozenych postupu jeho tprav, jsou nesmirné silnym nastrojem umoz-
nujicim efektivni reseni.

10Samoziejmé rozvoj téchto oblasti matematiky neni spjat pouze s Riemannem, nybrz
i s myslenkami mnoha dalsich vyznamnych matematik.
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liv Riemann studoval teorii ¢isel jen "okrajové', popsal mnoho (do dnesnich
dntt) vyznamnych vztahi (pravé pii formulaci Riemannovy hypotézy). Nize
uvadim obrazek Riemanna:
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3 O prvocislech

V této kapitole zkusime odhalit nékteré zakladni vlastnosti prirozenych cisel
a uvést alespon nékterd propojeni s Riemannovou hypotézou. Motivaci budiz
citat Aristotela z jeho dila Metaphysz’caﬂ "Princip ¢isel je principem vseho,
zakladnéjsi nez zemé, vzduch, ohen a Voda"E| (4 zékladni pilife starovékého
vnimani).

Specialni podmnozinou prirozenych ¢isel jsou prvocisla, kterd jiz od sta-
roveku svymi vlastnostmi fascinovala matematikylﬂa jsou tésné spjaty s nami
studovanou Riemannovou Hypotézou. Zactneme zopakovanim definice, pak
uvedeme vybrané véty:

Definice 1(Prvocislo): a € N je prvocislo &y je beze zbytku délitelné
pouze a a 1. (neboli zddné b € N, kde 1 # b # a nedéli a beze zbytku.)

Nyni uvedu jednu tzv. zdkladni vétu aritmetiky. Vymezuje zajimavou
vlastnost prvocisel ve vztahu k ¢isliim obecné ptirozenym.

Véta 1(zdkladni véta aritmetiky): Kazdé n € N je mozné zapsat jako
faktorizace (=soucin prvocisel) pravé jednim zpﬁsobem.E

Diukaz. Dukaz provedeme indukci. Predpokladame, ze véta 1 plati pro cisla
< n. Dokézeme, ze pak plati i pro n.

Necht n neni prvocislo a ma dvé faktorizace:

n=abc...
n=dabcd...,
kdea,b,c,...,d',b,c,... jsouprvodisla. Pak ovSem neexistuje prvocislo z prvni

faktorizace rovné prvocislu z faktorizace druhé. Kdyby totiz takové prvocislo
existovalo, mohli bychom jej vyjmout z obou faktorizaci vyse. Tak bychom

I Aristotelova Metaphysica byva povazovéna za jedno z nejvyznamnéjsich filozofickych
dél vsech dob. Myslenky v ni obsazené ovlivnily celé "generace" filozofu (nejvice do obdobi
stfedovéku)- mimo jiné previazné: fecké, muslimské a ty ze scholastiky.

12Fakticky - na tomto vykladu principu "fungovani" a "popsatelnosti" svéta, zakladdaly
myslenky celé skupiny filozofti, dnes oznacovanych jako "Pythagorejci".

137ajimavé je, ze z dochované lituratury plyne, Ze prvocisla byla poprvé dikladnéji
popsany az Euklidem - v jeho Zdkladech, které obsahuji pokrocila tvrzeni obecné o priro-
zenych cislech.

1474, jiny zplisob zépisu nepovazujeme zménu potradi prvoéisel v soudinu.
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dostali dvé rizné faktorizace stejného ¢isla mensiho nez n coz je v rozporu
s indukénim predpokladem.

Déle necht p = min{a,b,c,...},p' = min{a’, ¥, c, ...} Jelikoz kazd4 fak-
torizace n obsahuje alespon jedno stejné, nebo vétsi prvocislo nezli p, resp.
p’ musi platit:

pP<nAp?<n

7 toho a skute¢nosti, ze p # p’ plyne:
pp <n

Cislo n — pp’ je mensi nez n a mé z indukéniho predpokladu pravé jednu
faktorizaci. A jelikoz p, resp. p’ déli n, déli p, resp. p’ i ¢islo n — pp/, v jehoz
faktorizaci zfejmé musi byt p i p’. Tzn. plati:

n _ppl :pp/a”b”CH. .

kde a”,b",c”, ... jsou prvocisla. Z toho ovSem vychdzi, ze pp’ musi byt sou-
casti faktorizace n. To ovsem neni pravda. Nebot kdyz napt. prvni faktorizaci
n vydélime p, dostaneme faktorizaci ¢isla mensiho nez n (kterd je z induké-
niho predpokladu jedind), jejiz soucédsti by mélo byt p’. To ovSem platit ne-
muze, protoze pak by obé faktorizace byly stejné (obsahovaly by obé p,p’
a zbyla prvocisla by téz byla stejna, nebot jsou rozkladem c¢isla mensiho nez
n). Predpoklad o existenci vice faktorizaci ¢isla n je proto nesmysl. O

U véty 1 mtze byt problematické, uvédomit si, Ze jeji diikaz neni mozné za-
lozit pouze na definici prvodisla a operaci nasobeni (jak by se "mohlo" zdat).
Tuto skutecnost dokazuje matematik David Hilbert E v ramci prikladu nize:

Priklad 2(Zobecnéni konceptu prvocisel): Necht je ddna mnozina M =
{4+ 12 € No} = {1,5,9,13,17, 21,25, 29,33, 37,41, 45,49, 53 .. . }, ktera je
ziejmé uzaviena na "obycejné" nasobeni, ale nikoliv na sc¢itani a odcitani...

Nyni z M vybereme podmnozinu P tzv. "pseudo'-prvocisel, kterou dosta-
neme aplikaci definice prvocisla na prvky M. Tzn. P oproti M napt. neob-
sahuje ¢islo 25, které je délitelné pétkou. Zajimavé je hned ¢islo 9, které neni
"norméalni" prvocislo, ale je "pseudo"-prvocislem, nebof neexistuje ¢islo tvaru
4x+1, x € Ny, které by jej délilo. Je tedy zfejmeé tieba ucinil jisty "abstraktni

15D. Hilbert byl jednim z nejvétsich matematikd 20. st., vénujici se prevazné geomet-
rii a jejimu axiomatickému popisu. Z toho duvodu je ¢asto oznacovan jako tzv. "druhy'
geometr (po Euklidovi).
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krok a zcela se oprostit od zazité predstavy "normélnich" prvocisel. Prvni
¢leny P (nase "pseudo’-prvodisla) jsou: 5,9, 13,17, 21,29, 33,37,41,49, ... Pro-
¢ez samozrejmeé plati, ze ¢isla z M, kterd nejsou v P lze faktorizovat (tzn. je
psat jako soucin "pseudo’-prvocisel; toto lze dokazat analogicky jako ve vété

1).

Neni vsak pravda, ze faktorizace je obecné jedina, nebot napr. 693 =
9.77 = 21.33['% Tato skutecnost ndm déva informaci o dikazu véty 1: kdy-
bychom mohli vétu 1 dokézat jen uzitim definic prvocéisla a nasobeni, stej-
nym zpusobem bychom dokézali jednozacénost faktorizace (pomoci "pseudo'-
prvocisel) pro prvky M, coz ovSem vime, Ze je nesmysl. Proto je pro kazdy
dikaz véty 1 nezbytné uziti operace +/— (kterou v nasem diukazu vyuzivime
ve formulaci ¢isla n — pp')

Véta 2(Ndlezitost délitele k faktorizaci): Pokud plati Véta 1, pak kazdé
prvocislo p délici n, musi byt ve faktorizaci n.

Diikaz. Kdyz p déli n, potom lze n psat jako n = pn/. A pokud vyjadiim
n' jako faktorizaci prvocisel, dostanu po dosazeni do predchozi rovnosti fak-
torizaci n. (Jind faktorizace n nezli tato obsahujici ¢islo p zase neexistuje
z predpokladu, tj. platnosti véty 1) ]

Je zajimavé, ze i kdyz se tvrzeni jevi jako zédkladni v obecném slova smyslu,
korektni diikaz nebyl zahrnut v Euklidovych zakladech a ani uc¢ebnicich pozd-
niho stredovéku. Prvni formalni dikaz nejspise podal az Gauss v roce 1801
ve své knize: Disquisitiones Arithmeticae.

3.1 Euklidova véta o prvocislech

Otazku o mnozstvi prvocisel si polozil jiz Euklides, ktery zil asi v letech 325
pr. n. 1. az 260 pi. n. 1. a je mimo jiné zakladatel moderniho pojeti geomet-
rie pomoci axiomatického systému (souc¢asnd Euklidova geometrie je vlastné
rozsifenim a zobecnénim tohoto jeho pojeti). Euklid dokézal nésledujici vétu:

Véta 3(Fuklidova véta o prvocislech): Prvoéisel je nekoneéné mnoho.

Diikaz. Konstrukéni: k domnélému nejvétsimu prvocislu p nalezneme vétsi.
Necht n je soucinem vsech prvku mnoziny A, ktera obsahuje vsechna prvo-

167ejmé faktorizace pomoci "normalnich" prvoéisel by byla tvaru: 693 = 3.3.7.11. Jak se
ale lze snadno presvédcit, zadné z ¢isel v souCinu neni z P - tedy neni "pseudo"-prvocislo.
Naopak ¢isla v rozkladu: 693 = 9.77 = 21.33 opravdu nélezi P a jejich soucin tedy tvori
jistou "pseudo'-faktorizaci.
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¢isla < p. Z toho plyne, ze P = n+1 je bud prvodislo (a zfejmé P > p), nebo
je délitelné prvocislem p', kdy ziejmé p’ ¢ A, jelikoz Va € A plati, Ze a déli
P se zbytkem 1. A tedy p’ > p. O

3.2 Eratosthenovo sito (feseto)

Jednim z dalsich velkych mysliteltt zabyvajicich se prvocisly byl i fecky filo-
zof a matematik Eratostheneﬂ (276 pf. n. 1. - 194 pf. n. 1.), ktery si kladl
otazku nalezeni vSech prvocisel. Eratosthenovo sito spoc¢iva v postupném
vyskrtnuti nasobki prvocisel. Nevysktnuta c¢isla jsou prvocisla.

Formalné mizeme Erastotenovo sito (hledajici prvocisla mensi nebo rovna
nez zvolené n,n € N) popsat jako algrotimus:

1. ulozime si mnozinu ¢isel P = {2,3,4,...,n}.
2. vybereme (dosud nevybrané) nejmensi ¢islo z P, ozn. jej k.
3. 7 P vyradime vSechny celoé¢iselné nasobky k.

4. kroky 2,3 opakujeme nez: vybereme vSechny prvky P, nebo vybereme
¢islo k' > y/n. Posloupnost P obsahuje jen prvocisla.

Ctvrty krok algoritmu vyse ik, Ze staci vyskrtavat nasobky ¢isel < \/n.
To je dilezity poznatek vyznamneé Settici zdroje pri implementaci v poc¢itaco-
vém kodu. Diikaz pak plyne trivialné z myslenky, ze pokud je ¢islo n délitelné
a > +/n, pak urcité plati, Ze n lze zapsat jako n = ab, kde b < /n Z toho
ale plyne, ze n je délitelné i b a tedy je jeho nasobkem a Erastotenovo sito
jej vyradilo.

Viz. ukdzka nize:

1 g 342 562.3 18293 102.5 g122.3 E142.7 153.5 162 £182.3 EZOZ.E 213.? 222 @242.3 255

Cervené jsou vyznadena prvodisla, ¢erné jejich nasobky (které tedy nejsou
prvocisly). Dolni indexy vyjadiuji prvoéisla, jehoz je dané neprvocislo nasob-
kem [[¥]

Piiklad 3(Hleddni prvocisel do 100): Erastotenovym sitem naleznéte vSechna
prvocisla do 100.

!"Eratosthenes byl matematik z Cyrene, pozdéji knihovnik v Alexandrii.

18Jak je vidét, Erastotenovo sito pati{ mezi jednoduché algoritmy, které je vhodné pre-
zentovat jiz na zékladni skole. Je mozné jej uvést jak v matematice, tak i v rdmci progra-
movani - v hodinach informacnich technologii.
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Analogicky jako v ukazce vyse vyskrtavame nésobky prvocisel. Nevyskrt-
nuté cisla jsou prvocisla. Reseni viz. tabulka nize:

1 2 34 56,5 78, 9, 110,

u 122,3 E 142,? 153,5 162 E 182,3 EEZOIE,S
213,? 222 ﬁ 242,3 255 262,13 273 282,? EEBOE,B,S

ﬂ322 333,11 342,1? 355,? 362,3 3382,19 393,13 5402,5

ﬂ422,3,? @442,11 453,5 462,23 £482,3 49? §502,5
513,1? 522,13 5542,3 555,11 562,? 573,19 582,29 35602,3,5
ﬂ622,31 633,? 642 655,13 662,3,’ 5682,1? 693,23 5702,5,?

H 722,3 E ?42,3? 7’53,5 762,19 77?,11 782,3,1’ EEBOE,S
813 822,41 Q 842,3,’855,1? 862,43 873,29 882,11 @5902,3,5

91,,.92,,, 93,,, 94,95, 96, 9798,, 99, 100,,

7,13 2,23 3,31 2,3

Pomoci Erastotenova sita l1ze nelézt prvocisla v libovolné kone¢né podmno-
ziné prirozenych ¢isel, nize uvadime napt. tabulku prvocisel mensich nez 1000:

2 3 5 7 11 13 17 19; 23
29 31 37 41 43 47 53 59 615 67
71 73 79 83 89 97 101 103 107 109
113 127 131 137 139 149 151 157 1635 167
173 179 181 191 193 197 199 211 2231 227
229 233 239 241 251 257 263 269 271 277
281 283 293 307 311 313 317 331 337 347
349 353 359 367 373 379 383 389 397 401
409 419 421 431 433 439 443 449 4575 461
463 467 479 487 491 499 503 509 521, 523
541 547 557 563 569 571 577 587 593, 599
601 607 613 617 619 631 641 643 647 653
659 661 673 677 683 691 701 709 719, 727
733 739 743 751 757 761 769 773 787 797
809 811 821 823 827 829 839 853 857 859
863 877 881 883 887 907 911 919 929, 937
941 947 953 967 971 977 983 991 997

7 postupu v Erastotenové sité je vidét, ze hledani prvocisel je otédzkou
dobre formalizovatelnou pro vypocetni techniku.
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3.3 Pocet prvocisel mensich nez dané cislo a funkce
m(N)

Nyni se budeme zabyvat nasledujicimi otazkami:
1. Kolik je prvocisel mensich nebo rovnych nez zvolené ¢islo N 7

2. Jaka je frekvence vyskytu prvocisel mensich nebo rovnych nez volené
N?

Definice 2(Funkce 7(N)): VN € N: m(N) se rovna poctu prvocisel men-
sich nebo rovnych nez volené N.

Definice 3(Frekvence vijskytu prvocisel F(N)): Plati, ze F(N) = ()
kde N € N.

Priklad 4(pocet prvocisel a primeérnd frekvence jejich vyskytu): Vypoctéte
hodnoty 7(N) a F'(N) pro hodnoty N = 30, 100, 1 000, 1 000 000, 10 000 000 000
? (Pro vétsi N zkuste alespon hadat)

Pro prvni 3 hodnoty N lze snadno vyjit z predchozich tabulek Erastote-
nova sita a prvocisel mensich nez 1000.

1. :7(30) =10, F5 = 1/3
2. : m(100) = 25, Figo = 1/4
3. : w(1 000) = 168, Fy goo = 1/6
Zbylé hodnoty lze vypocitat uzitim pocitace:
1. : (1 000 000) = 78498, F 000 000 = 1/13
2. : (10 000 000 000) = 455052512, F10 000 000 000 = 1/22

Ze zavéru prikladt 1 a 2 se nabizi intuitivni hypotéza, ze frekvence vyskytu
novych prvocisel klesa s tim, jak se ¢isla zvétsuji, tzn. ze pokud z, < x5 =
F,, > F,,. Tato hypotéza je vSak obecné nepravdiva, nebof napt. F7; > Fg.
Ve skutecnosti plati pouze "slabsi" tvrzeni.

Tvrzeni 1(O frekvenci vyskytu prvocisel): Plati, ze VN3Ik : F(N) >
F(N + k).
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Ditkaz tvrzeni vyse lze ¢astecné nahlédnout z postupu v Eratosthenové
sité, kdy za kazdé nové objevené prvoscislo p vyskrtneme jeho nasobky z kan-
didatt na dalsi prvocisla. A tedy vyskrtavame jak nasobky predchozich pr-
vocisel, tak navic i tohoto nového. A to v dostatecné velké mnoziné c¢isel,
ktera nasleduji, prirozené musi snizit vyskyt prvocisel... Ze stejného principu
vychézi i zaver dalsi.

Tvrzeni 2(Limita frekvence vyskytu prvocisel): N — oo = F(N) — 0.
Zajimavé je, ze pokud se odprostime od "malych" vad na "krase", lze rici, ze

grafem funkce m(x) (ktery je mozné vidét nize) je pomérné "hezka" a "hladks"
ktivka.

25

10}

Lze ukdzat (opét vyuzitim vypocetni techniky), ze m(z) se takto "ukdz-

néné" chova i pro vétsi x. Proto je mozné jeji krivku dobre aproximovat.
Vysledkem prvotnich snah o dosazeni tohoto cile je vztah:

kde ¢(z) je pocet cifer z.
Je ziejmé, ze "problematickym" mistem této aproximace bude "minimélné

prechod na vyssi pocet cifer'. Tam totiz hodnota aproximace "skokové pro-
padne". Konkrétni srovnani aproximace pro vybrana x uvadim v tabulce nize.
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| T = 9 | 999 | 999999 |

C(z) X =24,75 | P9 =166,5 | 9% = 83333, 25
7(x) 25 168 78498
[C(z) — 7(x)] 0,25 1,5 4835,25

Je vidét, ze uz pro x = 999999 je odchylka opravdu velka. A intuitivné
se nabizi hypotéza, ze tendence vyrazného nartustu odchylky bude platit
i pro vétsi . Uvedu proto jesté nékteré dalsi aproximace... Byla dokazana
nasledujici véta.

Véta 4( 0 poctu prvocisel):

lim 77T(N) =
N—oo N/1In(N)

Tuto vétu dokéazal K.F.Gauss (1777-1855) v roce 1792. Pozdéji v roce 1798
ji nezavisle na sobé dokazali: Charles J. de la Vallée Poussin a Jacques Ha-

damard [§].

Vyse uvedeny fakt o poctu prvocisel zapisujeme takto

N
m(N) ~ m (4)

kdyz N — oo. Z véty 2 dale plynou tyto dusledky (pokud distribuci prvocisel
v ramci sledovaného intervalu povazujeme za nahodny jev):

1. pravdépodobnost, 7Ze ¢islo z mnoziny {1,2,..., N} je prvocislo, je =~
1
In(N)

2. N-té prvocislo ~ N In(N).

Tyto aproximace poctu prvocisel pozdéji v roce 1838 upresnil L.Dirichlet
[5] pomoci logaritmické integralni funkce

Li(z) = 0/ <lnl(t)> dt
Plati

Véta 5(Dirichletova aprozimace): m(x) =~ Li(x).
Tato aproximace je presnéjsi, nez-1i (4).
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Nize ukazeme odchylky téchto aproximaci na par prikladech.

Piiklad 5(Odhad N -tého prvocisla): Pomoci 2. dusledku véty 2 odhadnéte
velikost N-tého prvocisla, pro N : 10, 25. Porovnejte odhady se skutec¢nosti
vyuzitim tabulek prvocisel vyse.

V tabulce nize uzivam znaceni:
Velikost N-tého prvocisla ozna¢im Py. Odhad velikosti N-tého prvocisla
ozna¢im Pj.

| NV [ Py ] Py [Py — Pil ]|
10 | 29 | 10In(10) ~ 23,03 | =~ 5,97
25 | 97 | 25In(25) ~ 80,47 | ~ 16,53

Je vidét, ze aproximace vysSe jsou pomérné nevyhovujici a nelze pomoci
jich hledat skutecné hodnoty prvocisel.

Priklad 6(Aprozimace 7(N)): Aproximujte 7(N) pro hodnoty N : 30, 100, 1000,
1000000, 10000000000. pomoci vztahu (4) a logaritmické integralni funkce.
Vyjadrete absolutni odchylku téchto aproximaci od skutecného poctu prvo-
¢isel (dle zévéru z prikladu 2).

N [ =(N) = Li(N) m(N) - 5 | I7(N) = Li(N)[ |
30 T 10 ' m\% ~ 8,82 ~ 13,02 ~1,18 ~3.02 |
100 % IO T, 71 ~30,13 ~3.29 =513
1000 168 o~ 144, 76 ~ 177, 61 ~ 23,24 ~ 9,61
1000000 78498 I 72382 ~ 78627 ~ 6116 ~129
| 10000000000 | 455052512 | 107 ~ 434294482 | ~ 455055615 | ~ 20758030 ~ 3103

Je zajimavé, Ze az na prvotni "mald" N (kdy je aproximace (4) dokonce
lepsi nez Li(N)), je odchylka aproximace (4) obrovska, zatimco aproximace
Li(x) zustava az pozoruhodné presnd. Intuitivné se tak nabizi domnénka - 1ze
néjak garantovat maximalnost odchylky Li(N) od 7(N) v zavislosti na N ?
Tzn. Je Li(x) a m(x) spjato néjakym obecnym- matematicky postihnutelnym
vztahem 7

3.4 Souvislost s Riemannovou hypotézou

Funkce m(x) a Li(x) maji souvislost s Riemannovou hypotézou. Kdyby pla-
tila, poté by platila i rovnost [10]:

7(z) = Li(z) + O(v/z In(x)). (5)
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Funkce O(f(x)) je Landauova notace pouzivana v matematice pro porovna-
vani asymptotického chovani funkei. Pro O(f(z)) plati nasledujici vlastnosti:

1. Jzg,c>0:Vx > x0: |O(f(2))| < |ef(x)].
2. O(f(2)) = O(f(z) + A) = O(Af(x)), A € R[]

Neboli pokud plati Riemannova hypotéza, pak plati, ze |w(x) — Li(z)| je
od néjakého x "déle" mensi nez |c\/x In(x).

Vztah mezi Li(x) a w(x), ktery jsme uvedli vyse, lze také vyjadiit zajima-
vou geometrickou reprezentaci - pomoci tzv. principu nahodné chiize.

Definice 4(Princip ndhodné chize): Necht z,y € R, p = 0. Algoritmus A

nazyvame nahodnou chtizi 29§ kazdém kroku A ndhodnd pricteme k p
bud ¢islo x (tento jev nastava s pravdépodobnosti p; = wyfy), nebo odecteme
y (tento jev néastava s pravdépodobnosti ps =

)

Specialnim pripadem ndhodné chiize je situace, kdy ¢inime stejné kroky
(doptedu ¢i dozadu), se stejnou pravdépodobnosti. Numerickymi metodami
bylo dosazeno nasledujiciho zjisténi:

Tvrzeni 3( Primérnd "vijchylka" ndhodné chize): Pro pramérnou hodnotu
|p| po n krocich algoritmu A z Definice 4 plati:

9
Ip| ~ \[\/ﬁ
T

Nyni odvodime vztah Li(z) a w(x). Z aproximace Li(x) plyne, zZe ¢islo

n € N je prvoéislo s pravdépodobnosti ~ m Pak ovSsem hodnota p na-

Lo _ 1 _ 1 oty 1 _
hodné chtize, kde z = Y = 1- In(n): P1 = 7ﬁ+11* -— 1— (2 P2 =
1
= m%n) ptiblizné vyjadiuje odchylku Li(x) od m(x), tzn. hodnotu
In(n) in(n)

| Li(x) — m(x)|.

Kdyz tuto reprezentaci spojime s informaci ve vztahu (5), lze neformalné
fici, ze pokud plati Riemannova hypotéza, pak lze vyskyt prvocisel "priblizné'
charakterizovat jako nadhodny jev.

1975, funkce y(x) € O(f(x), jestlize velikost y (tj. |y|) pro dostateéné velky argument
nikdy nepfesdhne pevny nésobek f(x).
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3.5 Dalsi otazky a specialni vlastnosti vybranych pr-
vocisel
V této podkapitole uvaddim nékteré dalsi (spise okrajové) otazky, které souvisi
s Riemannovou hypotézou. Také zminim nékteré specialni skupiny prvocisel,
jejichz vlastnosti mame pomérné dobie popsany.
Definice 5( Vijznamné skupiny prvocisel):
1. Mersennova prvocisla: jsou ve tvaru 2" — 1;n € N

2. Fermatova prvocisla: jsou ve tvaru 2" + 1;n € N

Do Mersennovych ¢isel nalézi i jedno z nejvétsich znamych prvocisel o hod-
noté 243112609 _ 1 A to neni ndhoda - pro uvedené skupiny existuji specialni
techniky ovéreni prvociselnosti.

Tvrzeni 4(zdkladni pozorovini o Mersennovijch a Fermatovych prvocis-
lech):

1. p=2"—1 je prvocislo = n je prvocislo téz.

2. p=2"+1 je prvoc¢islo = n mocninou dvojky.

Jinak je zajimavé, Ze ani na mnoho elementarnich otazek typu:

1. Je nekonecné tzv. dvojcat ? (tzn. dvojic prvocisel lisicich se napt. pravé
o dveé)

2. Je nekonecné prvocisel o jedna vétsich nez mocnina celého ¢isla ?
3. Existuje nekonecné Mersennovych prvocisel 7
4. Je kazdé prvocislo > 3 soucet dvou prvocisel ?

nezname odpovéd. Vime pouze napr., ze plati:

Tvrzeni 5(0 vyskytu dvojcat): Existuje nekoneéné mnoho paru prvocisel
lisicich se o < 246 [

Jinak podobnych otazek je samoziejmeé vice. A dohromady vypovidaji o ja-
kési "strukture prvocisel" (pravidlech kterym prvocisla podléhaji). Znalost

20diikaz provedl James Maynard a kolektiv na zakladé piedchoziho objevu Yitanga
Zhanga, Ze existuje nekoneéné dvojic lisicich se o < 7.107.
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téchto pravidel by pak implikovalo nejen zavér Riemannovy hypotézy (napf.
skrz vztah v podkapitole 3.4), ale i odpovéd na dalsi vyznamnou (a tizce sou-
visejici) otdazku soudobé matematiky: "Existuje metoda jak zjistit nejmensi
prvocislo (ozn. p), vétsi nez ¢islo x, bez kontroly kazdého ¢isla, vétsiho nez x,
které p predchazi 7"

Jelikoz odpovédi na otazky vyse nezndme, zkusme nyni nahlédnout logiku
prvocisel alespon pomoci numerickych metod. Budeme sledovat vzdalenosti
mezi dvéma po sobé jdoucimi prvocisly.

Definice 6( Vzddlenost po sobé jdoucich prvocisel): Necht k € N. Potom
Gapi(X) je pocet dvojic prvocisel (p,q), tak ze platip < ¢ < X Aq—p ==k
a neexistuje prvocislo z tak aby: p < z < q.

Piiklad 7(Funkcni hodnoty Gapy(X)): Uréete Gapi(X), pro X =25 a k
poradé rovné 2,4, 6.

K nalezeni Teseni uzijeme vypis prvocisel na str. 20. Dle néj plati:

1. Gapy(25) = 4, vzdélenost 2 maji prvocisla ve dvojicich: (3,5);(5,7);(11,13);(17,19)
2. Glapy(25) = 3, vzdalenost 4 maji prvocisla ve dvojicich: (7,11);(13,17);(19,23)

3. Gape(25) =0

Pro vétsi X uvadim tabulku vysledku:

| X= J10°]10"] 10° [ 10° |
Gapy(X) | 8 [205 | 8169 | 440312
Gaps(X) [ 7 [202 ] 8143 | 440257
Gapg(X) [ 7 [299 | 13549 | 768752
Gaps(X) | 1 [101 | 5569 | 334180

Z tabulky vyse jsou nejvice zajimavé asi hodnoty Gaps(X), Gaps(X), které
se lisi jen "velmi" mélo a to i pro velka X.

Nyni se pokusime zpfesnit zavér, ktery formuluje tvrzeni 4. Vyuzijeme
k tomu jednoduchého tzv. "zésuvkového" principu (némecky: Schubfach Prin-
zipel).

Véta 6(Zdasuvkovy princip): Necht n € N, M je nekonetnd mnozina a mno-

ziny My, My, ..., M, jsou vzdjemné disjunktni. Potom plati: (M3 UMyU---U
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M, =M) = 3k €{1,2,...,n} tak ze M} je nekoneénd mnozina.

Diukaz. Sporem. Predpokldadejme, ze vSechny mnoziny M, M,, ..., M, jsou
kone¢né. Oznac¢me jako max nejvyssi pocet prvka, ktery obsahuje libovolna
z mnozin. Potom vsak soucet poc¢tu vsech prvki vSech mnozin je < n.mazr <<
00. (tzn. n.max je konecné ¢islo) O

Véta 7(Nekonecny pocet dvojcat - rozsirent): Plati, Ze existuje sudé k €
N; k < 246, tak, ze plati: Gapp(X) = 00 <— X = .

Dukaz. Dukaz. Tvrzeni 5 tika, ze dvojcat s "mezerami" < 246 je dohromady
nekonecno. Déale plati, Ze riznych disjunktnich mnozin obsahujicich dvojcata
s danou "mezerou" o velikosti k < 246 je jen kone¢né mnoho. Jedna z téchto
mnozin tedy musi obsahovat nekonecno prvki, to plyne ptimo ze zasuvko-
vého principu - véty 6. A zfejmé to nemtize byt mnozina obsahujici dvojcata
s lichou mezerou, nebot jina takova dvojc¢ata az na dvojici (2,3) neexistuji (to
plyne z toho, ze licha mezera vynucuje sudost jednoho z uvazovanych cisel,
které by mély tvorit dvojce) O

Na zaver podkapitoly uvedu jesté jednu "numerickou" charakteristiku pr-
vocisel a propojeni s Riemannovou hypotézou.

Definice 7(Multiplikativné sudé, resp. liché ¢islo): Cislo, které lze zapsat
jako soucin sudého, resp. lichého poctu prvocisel nazyvame multiplikativné
sudé, resp. liché.

Tvrzeni 6(tvrzeni implikujici Riemannovu hypotézu): Necht S = {s;s <
X A 's je multiplikativné sudé} a L = {l;1 < X Al je multiplikativné liché}.
Plati: Pokud VX > 1 je pocet prvkia S mensi nez L, potom Riemannova
hypotéza plati.

Jinak pomoci tvrzeni vyse Riemannovu hypotézu dokazat nelze - byla
totiz ukazana napravdivost pfedpokladuEf]. Napt. pro X = 906400000 obsa-
huje S o 708 vice prvkl nez L. Presto je tvrzeni hezkou ukazkou toho, jak
Riemannova hypotéza souvisi s rtiznymi problémy matematiky, které se jevi
zdanlivé odlisné.

21Dtikaz provedl Lehmann v roce 1960
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4 Zeta funkce

Hlavnim cilem této kapitoly je formulace Riemannovy hypotézy pomoci roz-
loZeni kotenii tzv. Riemannovy zeta funkce v komplexni roviné. Pfedtim nez
vyslovime puvodni znéni (a zasadime jej do stavajici matematické teorie),
prozkoumame chovani nékterych objektu prevazné komplexni analyzy (které
s Riemannovou hypotézou souvisi) a jejich specidlnich stavi.

Je zajimavé, Ze na funkci ((s) je mozné nahlizet jesté z jiného thlu -
jako na konkrétni instanci obecnéjsiho objektu - tzv. Dirichletovy fady, jejiz
definici uvadim nize:

4.1 Dirichletova rada

Definice 8(Dirichletova r1ada): Dirichletova fada d(s) je definovana nésle-
dovné:

kde a, € C,s € C, je komplexni proménna.

Je ztejmé, ze kdyz a; = ay = -+ = a, = --- = 1 je zeta funkce, kterou
v bodech s konvergence definujeme formuli (1):

)=

n=1 n’
rovnd f(s) a tedy je pouze specidlnim pfipadem Dirichletovy rady.

Jinak ((s) byla puvodné studovana v oboru redlnych ¢isel. I my zacneme
pravé takto.

4.2 Vysledky rady pro specialni s

Rada (1) m4 pro vybrané zvolené hodnoty s nasledujici feseni: Pro s € R, s <
1, rada diverguje, napr.

(-1)=14+243+ =
C0)=1+14+1+-=00
1 1
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Posledni tada se nazyva harmonicka, dikaz jeji divergentnosti se casto
demonstruje jiz na stirednich skolach a v prvnich roc¢nicich vysokych skol.
Pro zopakovani ho uvadim znovu nize:

Véta 8(Divergence harmonické rady): Harmonicka fada diverguje.

Diikaz. Jak je naznafeno uzdvorkovanim - ¢leny fady (sefazené sestupné)
rozdélime na nekonecné skupinek tak, aby kazda méla konecny soucet:

1+1+(1+1>+<1+1+1+1>+ +< L +1>+
2 "\3 "4 56 7 8 2n-1 41 on) T

Nyni je ziejmé, ze kazda zavorka vyse > % a zavorek je nekonecné mnoho,
proto jejich soucet musi byt oo. O]

Pro hodnoty s > 1 zase plati, ze fada (1) konverguje absolutné. Tato sku-
tecnost okamzité plyne z nerovnosti nize:

Véta 9(Srovndni (1) s geometrickou Tadou,):

Diikaz.

O

Detailni studium fad typu (1) zacal v roce 1644 Italsky matematik P. Men-
goli, autor knihy Novae quadraturae arithmetica, ktera je vénovana radam
a jejich souc¢tiim. Jeji soucasti je i tzv. Bazilejsky problém, neboli hodnota

¢(2), tj. suma rady:
1 1
1+ 22 + 3 + ...
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O jeho feseni se pokouselo mnoho vyznamnych matematiku (napt. Leibniz,
Johann, Jacob a Daniel Bernoulli, Stirling a mnoho dal$ich). Uspéch viak
slavil az v roce 1734 L. Euler, ktery nejdrive emprlrlckyiﬂ (a pozdéji i for-
malné) ukazal, ze plati: ((2) = . Abychom Eulertv postup mohli ukazat,
je treba neJdrlve prokazat platnost disledku Taylorova rozvoje - rovnost:
sinz =x— 5 + 5 — 5 +. | které Euler pri vypocétu uziva. Pokud zmi-
néna technika patii mezi zvladnute, muzete skoc¢it rovnou na vétu 13.

Véta 10(Tayloriv rozvoj): Necht f(z) je redlnd, resp. komplexni neko-
necné diferencovatelné@ funkce v redlném, resp. komplexnim bodé a (tzn.
vn € NIfW(a) tak, ze f™(a) je n-t4 derivace funkce f(x) v bodé a). Potom
plati:

(n
Z f (x —a)", (6)

n=0

f'(a)
1

P ooy + 00 —ap ¢ Z 0y

f(x) = fla) +

Diikaz. Polynom na pravé strané vztahu (6) - ozn. jej p(z), mizeme obycej-

, v v . (n) ;
nym preznacenim a, = fT,(“) psat ve tvaru:
oo
p(x) = an(z —a)™
n=0

Nyni budeme predpokladat, ze polynom p(z) muze byt ekvivalentnim vy-
jadfenim f(z) a ukézeme, ze "koeficienty' a, (jejichz tvar zatim fakticky
nezname a muze byt "teoreticky" jakykoliv) musi nabyvat pravé tvaru: a, =
£ (a)

n!

Pokud mé byt f(z) = p(z), musi pro libovolnou hodnotu z platit, ze
vn € {1,2,3,...}: f™(z) = p™(x). (To je ziejmé, nebot kdyby existovala
hodnota x pro kterou by f(z ) = p(z), ale nerovnali se vSechny derivace.
Pti zméné hodnoty = by se funkéni hodnoty f(z) a p(z) nezménily stejné

22Poznamenejme, 7e Euler byl zndm svym fenomenalnim poctaiskym uménim, které
zde naslo uplatnéni, nebof zminéna rada konverguje velice pomalu. A proto pro zjisténi
dobrého odhadu souctu fady je nezbytné secist obrovské mnozstvi jejich clenii...

Z3Platnost této rovnosti lze nahlédnout i intuici. Vyuziti Taylorova polynomu je vsak
mnohem komfortnéjsi a obecnéjsi zpusob, kterym lze pohodlné najit rozvoj libovolné jiné
(nekonecné diferencovatelné) funkee.

. v v qe , Def. . P . . .
24Funkce f je nekoneéné diferencovatelna 2y f existuje jeji derivace f’, k f’ existuje
jeji derivace f” a tak "ddle do nekonecna'.

32



a lisily by se.) Nyni polozime x = a, tak dostaneme derivacemi f(x),p(x)
podminky pro "koeficienty":

f(a) =p(a) = 0lag = ap = f(a)
f'(a)=7p(a) =1ay = a; = f'(a)
(@) = (@) = 2 = @ = 2/"(0)

f///(a):p///(a>:3!a2 _ a/2:7 //(a)

1
f™(a) = p™(a) = nla, = a, = ot ™) (a)
n!
Jinak - zcela intuitivné lze podstatu Taylorova polynomu nahlédnout napt.
takto. Uvazujme hypoteticky: Necht je prvni derivace konstantni na intervalu

(a, ). Pak z definice derivace plyne rovnost:

f'(a)

fa) = f@+ 15

(z —a)

Nyni, necht f’(a) neni konst., ale f”(a) ano. Aby byla rovnost vyse zachovana,
je treba k pravé strané pricist hodnotu, kterd je dusledkem rtstu, resp. klesani
prvni derivace. Tzn. pric¢ist vyraz:

f// a 9
2(! ) (x —a)

Naznacenou tivahu o "pridavani ¢lentt" reprezentujici zménu funkéni hodnoty
zpusobené proménlivosti nejvyssi derivace funkce f(x) opakujeme doneko-
necna. Tak uz dostavame primo dokazovanou rovnost.

]

Zajimavé je, ze pro a = 0 se fada na pravé strané rovnosti (6) casto ozna-
cuje jako Maclaurinova. Nyni se budeme snazit pomoci Taylorova rozvoje
zapsat funkci sin. K tomu je zapotiebi jeji derivace (a jak se pozdéji ukaze
i derivace funkce cos). Tu odvozuji nize - na jednotkové kruznici.

Véta 11(Derivace sin, cos): Plati, Ze:
sin’(z)dx = cos(x)
cos'(z)dr = —sin(z)
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Diikaz. 7 jednotkové kruznice nize vychazi, ze:

Trojtihelniky ACB,OA’A jsou podobné. Déle je ziejmé, ze pokud zvétsime
argument sin(8)Pb dB, zvéts se sin(B) o délku tsecky OB (kterou déle
ozn. jako dsin(f)). Z trojihelniku AC'B pro dsin(/3) plati:

dsin(B) = cos(f3)|AB|
Nyni pokud df se blizi nule (a tedy df "splyva' s tétivou AB), plati vztah:
45 = |AB|

Dosazenim tohoto vztahu do predchozi rovnice a elementarnimi tpravami
dostavame: '
dsin(f)

= cos
T = cos(9)
Vlevo mame podil nekoneéné malé zmeény sin(/5) ku zméné jeho argmunetu

dp. To jest primo definice derivace funkce sin(3). Derivace cos(z) se provadi
zcela analogicky.

Dalsi dikazy a zakladni informace o funkci sin lze najit napt. v uc¢ebnici

Zel'dovice [T

25 Argumenty goniometrickych funkef - Ghly, uddvame v obloukové mife, tj. délce oblouku
na jednotkové kruznici. Vice o této reprezentaci ihlu napi v [19].

26Uzivam zde elementarni geometrické reprezentace funkéni hodnoty sin. Funkce sin je
definovdna jako pomér délky protilehlé odvésny ku pieponé. V trojihelniku OA’A jde
o pomér |A’A| : |OA|, jelikoz |[OA| = 1 (je to polomér jednotkové kruznice), je sin(5)
pravé délka tsecky A’A.

2TTato uéebnice naro¢nosti piilis nepiesahuje SS a mize velice dobfe poslouzit jako
pifprava na studium na VS (hlavné pro dvouoborové programy M,F)
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Jinak neformélné - intuici, 1ze dikaz naznacit napr. takto: Tecna v bodé A
urcuje smér ve kterém mi bude "pokracovat kruznice" (v blizkosti A). Nyni
tento smér rozdélim na slozky - ve sméru y-ové, resp. x-ové osy (na které
zavisi velikost sin(3), resp. cos(3)). Tak opét dostanu pravouhly trojihel-
nik ze kterého plyne, ze zména ve sméru y—ové osy je vzhledem ke zméné
ve sméru tecny (coZ je pro nekonecné malé zmény definice sin’(f)) v poméru

cos(f3) : 1 = cos(p).

Véta 12(Tayloriv rozvoj/ Maclaurinova tada sin(z)):

2 2

Diikaz. Vyuzijeme vztahu (6). Polozime a = 0 a vyjadiime si derivace sin(x)
za které budeme dosazovat. Plati vztahy nize:

sin’(x)dz = cos(z),

sin”(x) = cos'(z) = —sin(x),
sin”(z) = —sin’(z) = — cos(z),
sin”(z) = — cos'(x) = sin(x)

Z posledniho tadku - tzn. rovnosti: sin””(z) = sin(x) dale pro kazdé k € N
vychézi:

sin™ = sin(z) = sin™(a) =0
sin@ ) = cos(r) = sin**V(a) =1
sin®+2) = _gsin(z) = sin®*Y(a) =0
sin®+3) = — cos(z) = sin***¥(a) = -1

Prostym dosazenim do (6) dostavame:

< sin(™ (0 T 1

. 0) »
Sln(x):nz:%Tﬂﬁ :$_§+5_ﬁ+“'
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Platnost véty 12 lze vSsak nahlédnout i inutici, bez uziti Taylorova poly-

nomu:
Necht kruznice na obrazku vyse je jednotkova. Ziejmé pro maly thel = (ktery
je dan délkou "oblouku") plati:

sin(x) ~ z

Nyni se ptejme jak se odliSuje sin(z) od x pro "vétsi" x.

Ztejmeé kdyz zvétsujeme x, tj. délku obloucku o "malo", prodelsuje se ob-
loucek ve sméru tecény ke kruznici. Pro x blizici se nule je smér teény shodny
se smérem y-ové osy a tedy zména délky x presné ("jedna ku jedné") odpo-
vidd zméné sin(z). Naznaceny princip vsak plati pouze kdyz = se bliz{ nule.
Pro vétsi x jiz tecna nemd smér y-ové osy a proto zména délky obloucku
ve sméru tecny (ozn. Ap) jiz neni shodnd se zménou velikosti na y-ové ose
(ozn. Ag). Presnéji z modrého trojihelniku (za podminky akceptace vztahu:
sin(z) ~ ) vychazi platnost poméru:

A1:A2:11\/1—x2

Navic pro mala x plaﬁ@:

2

\/1—x2z1—x—

2

v v vz v . Vyvz 2 e v Id

A tedy kdyz se zvétsi obloucek o Az, sin(z) se zvetsi o %Az méné. Celkovy
, vy s . . v e v . . rT a2 g8

rozdil ve zvétsovani x a sin(x) je pak samoziejmé prave integral: [§ 5-dr = %

A tedy dostavame vztah:

3

sin(z) x r — —
(%) 3!

28Tuto skute¢nost lze nahlédnout prostym umocnénim pravé strany. Pro mald = dosta-
neme prakticky presné vyraz pod odmocninou levé strany.
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Pro nalezeni presnéjsi aproximace, resp. tplné presného vyjadieni sin(x) jako
jsme to ucinili pomoci Taylorova polynomu, je tfeba naznacenou tvahu for-
malizovat a zobecnit (zfejmé neni mozné "oduvodnovat" kazdy clen neko-
necné rady zvlast)...

"Velmi neformalni napovéda' pro pridavani dalsich ¢lent: Zrejmeé ve vyrazu
mélo "spravné" namisto x byt sin(z), jehoz hodnota je pro vétsi hodnoty
z?
3l .
vice, nez jsme "méli" a musime 'néco vratit": % (to ale zase bude moc - opét

z?
2

mensi jak x. Tzn. odec¢tenim %- v aproximaci sin(x) jsme odebrali ponékud

z duvodu zdmény z za sin(z)- a bude tfeba néco odebrat: %T atd.)

Neformalni tivaha vyse je v porovnani s Taylorovym polynomem pomérné
"'zamotand', slozitd a pro dokazovani (v takovéto "nezobecnéné a neformalni
podobé") neefektivni. Na druhou stranu obdobnou tdvahu muzeme pouzit
velmi univerzalné i k nahlédnuti mnohych jinych rad. Navic si myslim, ze ta-
kové tivahy nejsou ztratou casu, nebot se jimi miize vyrazné vylepsit "intui-
tivni vhled" do "skutecné podstaty".

2

Véta 13(Bazilejskyj problém): Plati, ze: ((2) = %

Diikaz. (Eulerav) Nasledujici dikaz trochu "padd z nebe" a je proto dobré
nejdrive spise sledovat spravnost jednotlivych tprav a az nakonec se snazit
hledat logiku vystavby celého dikazu, jehoz hlavni myslenkou je vyjadreni
stejné polynomické funkce dvojim zptisobem a porovnani jejich koeficientti
u z?: Tayloriv rozvoj funkce sin v 0 jest:

Polozme nyni:

sin(x) 0
1L,x=0

Proto:

2 ozt 1S

Ptedchozi kroky, tj. vydéleni funkce sin(z) jsme uéinili proto, abychom do-
stali polynomickou funkeci s nenulovym koeficientem u 2, ktery jak bylo fe-
¢eno na zacatku budeme srovnavat. Z vlastnosti funkce sin(z) dale vyplyva,

ze nuly funkce P(x) jsou x = 7k, k € Z \ {0}.

37



Rozlozime P(z) na soucin (pomoci jeho kotent, stejné jako u bézné poly-
nomické funkce) Ten m4 tvar:

P =(1-2). (4 D) (1- ) (14 2) =

I 5) ()

it k) ok
Tento sou¢in v bodé x = 0 koreluje s hodnotou P(0) = 1 a lze o¢ekédvat, ze pro
mald |x| konverguje (napf. pro z € (—m,m) tomu tak jisté je, nebot kazda
zévorka je € (0,1)). Uzitim elementarniho vzorce (A — B)(A+ B) = A2 — B?
jej mizeme prepsat:

ro= (i )= () (i )

Zde se jiz za¢ina osvétlovat puvodni "volba sin(z)" pro vystavbu polynomu.
Neni preci ndhoda, ze v zavorkach vyse se nam objevuji ve jmenovatelich
¢isla: 12,2233 ..., coz jsou i jmenovatele s¢itanct fady ((2). To je prave
dusledek kofent funkce sin(z).

Nyni, polynomy ve tvaru az? a # 0 (ze kterych budu moci vytknout
koeficient vysledného polynomu u z?) dostdvam pfi roznasobovani jedinym
moznym zpusobem: "Nasobenim pravého ¢lenu jedné ze zavorek jednickou
ve vsech zbylych zavorkach..."

Z uvahy vyse plyne, Ze P(x) lze obecné prepsat takto:
1 1 1

kde O(z?) jsou ¢leny vyssiho fddu nez z?. Srovnanim této fady s (7) (kon-
krétné srovnavame koeficienty u z?) zjistime, Ze

1_ 1 1 1
3!_(7r2+227r2+327r2+'”)

Pfendsobenim rovnosti vyse 72 dostdvame pozadované tvrzeni. O

Véta vyse formuluje spravné reseni Basilejského problému. Dikaz vsak vy-
uziva obecné neplatného predpokladu a to, Zze nekoneény polynom lze zapsat
jako soucin jednoduchych polynomt, jejichz koreny jsou kotreny ptivodniho
polynomu. Ve skutecnosti pro zcela korektni dikaz je tieba uzit Weierstras-
sovu faktorizacni vétu, vice napf. na https://en.wikipedia.org/wiki/
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Weierstrass_factorization_theorem

Abych zachoval tématickou navaznost informaci, které prezentuji, uvedu
v nasledujici ¢éasti (az po str. 43 - Euleruv soucin) nékteré dalsi metody vy-
poctu vybranych funkénich hodnot ¢(s). Uzivam pritom vsak techniky, které
nejsou vyucovany na SS: Bernoulliho &sla, Lambertovy a Fourierovy fady.

V roce 1750 Euler své zavéry vyrazné zobecnil. Nasel vzorec pro vypocet
funkénich hodnot zeta funkce (pro sudé argumenty). V ném se vyuzivaji pravé
zminéna Bernoulliho cisla, ktera se "Casto objevuji' na riznych "mistech'
Teorie c¢isel. Plati nasledujici vztahy:

Glm) = 3 = (-1 g

r=1

Zde By, je 2n-té Bernoulliho ¢islo; n—té Bernoulliho c¢islo je obecné defino-
vano vztahem nize:

t t"
=Y B,—.|t| <2m
n!

et —1 =
Pro jejich hodnoty plati: )
1. B, =0 < n# 1An je liché.
2. By=1,B=—3

Dalsi hodnoty lze spocitat napr. z rekurentniho vzorce nize @

S(Z)Bk:o,nzz 9)

k=0

n n!
(k) DR

Priklad 8(Hodnota Bg): B = 1.

tj. kombinacni ¢islo.

Diikaz. Vyuzijeme rekurentniho vztahu (9) a znamych vlastnosti (vyse). Po-
stupné spocteme hodnoty: Bs, By, Bs. Nejdiive v (9) volime n = 3, aby se
ve vzorci objevila By. Dostavame:

1 1

29Rekurzivni vzorec je pouze jednim z moznych zpiisobti...Pfevazné béhem minulého
stoleti bylo odvozeno mnoho jinych vzorct pro vypocet Bernoulliho ¢isla.
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Déle volime n =5 (a vyuzivame faktu, ze B3 = 0):

1 1 1
145(==)+10-+5B, =0 = By = ——
+5< 2)+ 06+54 4 30

V poslednim kroku volime n = 7:

1 1 1 |
1e7(=1) Lol N0 B = —
”( 2>+ 6+35< 30)+ 6 =0 = BT

]

Analogickym zptisobem pak lze spocitat i dalsi suda Bernoulliho disla.
Nékterd dalsi uvadim v tabulce nize:

n|0 1 2 4 6 & 10 12 14 16 18 20
B |1 -1 I _—LI T _—I 5 _®69L T 3167 43867 _I746II
n 2 6 30 42 30 66 2730 6 510 798 330

Nyni jesté ukazeme alespon jeden vypocet funkéni hodnoty zeta funkce.

Piiklad 9( Vijpocet funkcni hodnoty zeta funkce): ((14) = % ~ 1.000061248

Diikaz. Dosadime do vztahu (8). Tak dostavame:

C14) = — (27r)14z B 11468872
214! 6 1,046139494 x 102
Po zkraceni dostavame dokazovanou hodnotu. O

Nékteré dalsi funkéni hodnoty ((s) pro sudd s uvadim jiz bez vypoctu
v tabulce nize.

5= 4 6 8 10 12
((s) =~ | 1.082323 | 1.017343 | 1.004077 | 1.000995 | 1.000246

Z ni je zcela patrné, Ze posloupnost funkénich hodnot ((s) je klesajici
a ma za limitu (kdyz s — oo) ¢islo 1. Tuto skutecnost neni tézké nahlédnout
- jmenovatelé zlomku s¢itanych v (1) diky mocnéni na argument "extrémné
rychle" rostou. Tim se hodnoty zlomkt zmensuji a prispivaji do kone¢né sumy
"minimalné" (s vyjimkou prvniho sé¢itance, ktery se neméni a kterym je prave
jednotka).
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Déle hodnota ((3) je Apéryho konstanta. V [15] je dokdzéno, ze ((3)
je iracionalni &islf®’l Plati

> 1
((3) =Y — ~ 1,2020569031 ...
r=1 r

Nyni by nés prirozené mohly zajimat i funkéni hodnoty ((s) pro dalsi lichd

Vv

padé sudych prirozenych cisel. Proto postup jen naznacime. Vyjdeme z tvr-
zeni nize.
Tvrzeni 7( Vyjddreni ((s) pomoci Lambertovijch tad): Plati, ze:

C(S) _ kom® + k‘gLJrk(:lS) + 1434th(8)7 (10)

kde ky, ko, ks, ks € N a LT je definovano takto:

> 1

=y ————
0= & e
Pro vybrana s pak koeficienty ki, ks, ks, ks urcuje tabulka nizef’]]

3 180 7 0 360

= 1470 = &4 3024

7 56700 19 0 113400

9 LB523890 625 74844 7122624
11 425675250 1453 0 851350500
13 257432175 891 62370 514926720
15] 390769879500 13687 0f 7E1539759000

Priklad 10( Viyjddreni ((s) pomoci Lambertovich tad): Vyjadiete Apé-
ryho konstantu uzitim vztahu (10) a tabulky vyse.

Dosadime za ki, ks, k3, ks, s = 3 do (10) a dostédvame:

7, 360 _ 7 e 1
= gy = o422y —
)= 150" Tt B =m™ F n; nd(e2m — 1)

30Zajimavé je, ze kromé iracionality Apéryho konstanty bylo dokazédno, Ze existuje do-
konce nekoneéné mnoho iracionédlnich ¢isel ve tvaru ((2n 4+ 1),n € N.
31Jejim autorem je kanadsky matematik Simon Plouffe.
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7 prikladu vyse by se mohlo zdat, ze jsme si prepisem nijak nepomohli.
Ve skutecnosti je vSak vyjadieni ((s) pomoci Lambertovych fad ukdzkou
mocné matematické "techniky reseni'- prevodu vybrané tlohy na kombinaci
jinych 1loh jejichz Teseni zname - s¢itani Lambertovych rad, které vystupuji
v zapisu patif mezi zmapované techniky?]

V tabulce nize opét ukazuji par konkrétnich vysledkii. Z nich je opét pa-
trné, Ze s rostoucimi argumenty se ((s) pomérné rychle blizi ke své limité -
jednicce:

¢(5) ¢(7) ¢(9) ¢(11) ¢(13)
~ 1.036928 | ~ 1.008349 | ~ 1.002008 | ~ 1.000494 | ~ 1.000123

Nyni ukazi jesté jeden dalsi zpisob vypoctu funkénich hodnot ((s), zalo-
zeny na tzv. Fourierovych tadach, které vsak patii mezi "techniky" se kterymi
se 1ze bézné setkat az na VS (obecny postup vypoctu koeficientt je pak k na-
lezen{ ve slovniku komplexni analyzy). SS student miiZe bez ztraty ndvaznosti
na dalsi informace preskocit rovnou na dalsi kapitolu.

Reseni zaklddd na zajimavém piikladu, ktery demonstroval poprvé fran-
couzsky matematik Joseph Fourier: Necht je funkce f definovana takto:

1, po0<zx<m
f(z):= —1, pro —m<z<0
0, prox =0

Potom Fourierova fada f(z) je ve tvaruﬁ:

flz) = i sin(x) + zl)) sin(3x) + ; sin(5x) + .. }
Neboli plati:
% = f(lx) [sin(m) + ; sin(3z) + ;) sin(5x) + .. } (11)

V dalsich krocich budeme usilovat vhodnymi tpravami a dosazenimi o to,
abychom na pravé strané (11) obdrzeli pravou stranu rovnosti (1), nebo jeji
cast. Toho lze dosdhnout integraci...

32Vice o Lambertovych fadich k nalezeni na: https://en.wikipedia.org/wiki/
Lambert_series, nebo prakticky v jakékoliv ucebnici vysokoskolské komplexni analyzy.

33Vyjadreni vychdzi z dosazeni do vzorcu pro vypocet koeficienti Fourierovy rady. Tyto
vzorce - i s odvozenim - jsou k nalezeni ve slovniku.
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Necht 0 < x < 7 (tzn. f(x) = 1) a integrujme (11) od 0 do x, dostavame:

1 1
%x:(1—cosaf;)—1-37(1—(:053.75)+?(1—cos5a:)+... (12)
Nyni bychom se pottebovali "zbavit" cos, toho lze dosdhnout dosazenim

_ 7.
Za r = gt

2 1 1

—=1+=+=+... 13

8 * 32 * 52 * (13)
Nyni uZ je "viditelné', Ze prava strana rovnosti (13) se ligf od ¢(2)F"] o fadu
S =g+ + g +..., kterou viak dostdvdm pFendsobenim ((2) ¢islem ;.

A proto plati:

7T2

= = @-=T
8 47 G
Témér analogickym zptisobem mutzeme pokracovat v integrovani a ziskat
¢(4). Nejdrive vsak upravime vztah (12): dosadime levou stranu (13) za pra-
vou a provedeme par ekvivalentnich uprav. Takto dostavame:
T 2
—Z:z: + 3 cos T + cos 3T + cosdx + . ..

Nyni integrujeme vztah vyse a dostavame:
2

—ng + %x =sinz + sin3x 4+ sindx + . ..
A integrujeme jesté jednou - vztah vyse od 0 do x, dostavame:
2 1 1
—116:1:3 + %:{:2 = (1 —cosz) + y(l — cos 3z) + g(l —coshr) + ...
Vyse opét dosadime za x = 7§ a dostaneme:
m +7T4_1+ 1 N 1 .
128 64 3% 5t T

Nyni zcela analogicky vyjadiime rozdil fady na pravé strané rovnosti vyse
pomoci ((4). Ze vzniklého vztahu obdrzime, ze:

7.‘,4

4) = —
Nakonec této podkapitoly se zminim jesté o existenci algoritmu ruské mate-

maticky Ekatheriny Karatsuby, ktery efektivné umi pocitat (s) pro libovolné
celé &islof]

34Pracuji zde s vyjaddienfm pomoc{ vztahu (1)
35Vice k nalezeni na jejich strankéch: http://www.ccas.ru/karatsuba/index_e.htm

43


http://www.ccas.ru/karatsuba/index_e.htm

4.3 FEuleruv soucdin

Jak jsme se jiz zminili, Euler studoval fadu (1) a objevil zajimavou rovnost
(2). Nyni ji dokazeme.

Véta 14(Veéta o Eulerové soucvin@: Plati, ze

Diikaz. Plati, ze
(()==+—-+=-+—-+... (14)

Ob¢ strany (14) vynésobime 55:
1 1 1 1 1
Oy =mtrmte e

Nyni od (14) odec¢teme (15).

T (15)

1 1 1 1 1
l— =)= —f — — ... 16
C(S)( > T T TR T (16)
Timto jsme z pravé strany odstranili vSechny ¢leny, které maji ve jmenovateli
mocninu ¢isla 2.

Podobné (16) vyndsobime g5 a odecteme vzniklou rovnici od predchézejici
(15). Tak dostaneme:

1 1 1 1 1 1
l——)(l—-=)==—+— e 17

C(S)< 2)( ) TR TR TER Er (17)
Predchozi ipravou jsme odstranili vSsechny c¢leny, které maji ve jmenovateli
mocninu ¢isla 3.

Analogickym postupem pokracujeme dale do nekonecna. Z procesu je vi-

dét, ze postupné nasobime (1 — pi) kde p je dalsi prvocislo a prava strana

s

konverguje k 1. Vysledkem tedy je

() 002 - D (20 H)eo

Nyni staci vydélit rovnici souc¢inem vsech kulatych zavorek a dostavame po-
zadované tvrzeni. O

36Tato véta tizce souvisi se zédkladni vétou aritmetiky a Sasto se proto nazyvi jako
analytickd forma zdkladni véty aritmetiky. Zavislost mezi obéma vétami vice objasni druhy
z dukaz1, které uvadim nize.
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Véta 14 je prvnim propojenim funkce zeta s prvocisly (Euler, 1737, [@]).

Jinak platnost tohoto vztahu lze nahlédnout i jinak - zcela intuitivné:
Necht p € P = {py, pa, ps, ... }. Potom vyrazem S, budeme rozumét:

1 —1
Sp:<1_p5> 5

tedy soucet geometrické posloupnosti s koeficientem }%:

11
Sp=1+ S+ oot ..

1
(p*)>  (p*)?

Nyni muzeme prepsat pravou stranu dokazované rovnosti:

1 —1
I1 (1—) = 5, .58y e =

S
peP p

—(1+1+1+1+ ><1+1+1+1+ )
pi o ) ) ) ps (s (p3)® )T

Nyni rozndsobime zavorky v souc¢inu. Zrejmé kazdy scitanec (vysledného roz-

nasobeni) je ve tvaru: W, ki,ko,--- € {0,1,2,...}, tedy "produk-
L (p3)F2. ...

tem" vynasobeni pravé jednoho s¢itance z kazdé zavorky. Déale ze zakladni

véty aritmetiky vime, ze &slo pfph2. ... je unikdtni prvodiselny rozklad

pravé jednoho prirozeného cisla. A tedy kazdy scitanec lze ztotoznit s néja-
kym ¢lenem fady na levé strané tvaru: %

Nyni je také zfejmé (opét ze zakladni véty aritmetiky), Ze stejny scita-
nec nemohu dostat pri roznasobeni vicekrat. A naopak kazdé ptirozené ¢islo
objevujici se ve scitancich fady na levé strané bude nékterym "produktem'
roznasobeni zavorek na pravé strané (protoze kazdé prvocislo je rozlozitelné
na soucin prvocisel - a nam se v zavorkach "objevuji vsechna prvocisla a jejich
mocniny"). Tim je rovnost dokazana.
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5 Nuly zeta funkce a Riemannova hypotéza

Fakty o zeta funkci nalezené v predchozi kapitole nam umoznuji zformulovat
vysledky, které nasel Riemann a jeho predchudci.

5.1 Vlastnosti funkce ((s)

Nekoneény soucin na pravé strané (2) je nulovy <= néktery ¢initel je rovny

nule. To ale zfejmé nemuize nastat pro zadné s (kdy (2) plati <= R(s) > 1),
-1

nebot aby se ¢initel (1 — z%) rovnal nule, musela by kulata zavorka byt

rovna oo nebo —oo coz pro zadné prvocislo nastat nemitize nebot zfejmé

plati, ze ’3‘% (pi) < 1. Proto plati tvrzeni nize.

Tvrzeni 8(Oblast koreni ((s)): Pro kazdé s € C, pro které je R(s) > 1,
plati ((s) # 0.

Tvrzeni vySe nam zuzuje oblast, kde existuji nuly zeta funkce.

5.2 Nulové body

Nejdrive uvedu definici funkce I', kterou budeme dale vyuzivat.

Definice 9(Gamma funkce): Funkci Gamma - I' pro komplexni ¢isla de-
finujeme pomoci integralu.

['(s):= 7€tt81dt. (18)

Tato definice plati pouze pro R(s) > 0.
Riemann [17] v roce 1859 dokézal tvrzeni:

Tvrzeni 9( Vztah mezi T a (): Vs € C plati

7T (;) C(s) = 72T (1 . S) C(1—s) (19)

7 formule vyse plyne symetrie pro s a 1 — s a tedy i symetrie dle primky

R(s) = %

>Pozor - hovoifme o symetrii funkef na jedné ze stran rovnice, nikoliv o ¢(s)!
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Nyni uvedu jesté jednu vyznamnou funkciondlni rovnost (kterou téz po-
prvé zformuloval Riemann), kterd elegantné umoziiuje nalezeni alespon ¢asti

nulovych bodu ((s).

Tvrzeni 10( Viyjddreni ( pomoci sin): Vs € C plati

C(s) = 27 L sin (7;9) (1= $)C(1— s). (20)

Z tvrzeni vyse lze snadno vyvodit alespon nékteré nulové body ((s). V bo-
dech s, pro kterd je ((s) definovana zrejmé plati implikace: sin (%) =0 =
((s) = 0. Procez leva strana implikace je splnéna pravé kdyz s = 2k, k € Z
a ((s) neni definovana pro k > 0. (v téchto bodech ma funkce I' singularity)
Touto uvahou tedy ziskavame nulové body tvaru: s = 2k, k € Z~. Déle je

budeme oznacovat jako tzv. Trividini nulové body.

5.3 Riemannova hypotéza

V 4.1 a 4.2 jsme ukézali, ze pro (s) > 1 neexistuji zddné nulové body a na-
sli jsme vSechny nulové body v poloroviné R(s) < 0. Zustala neprobadand
oblast 0 < R(s) < 1, kterd se nazyva kriticky pds.

Hledani kotent ((s) v kritickém pésu - tzv. netrividlnich nulovijch bodi je
jednim z hlavnich ciltt dnesni analytické teorie ¢isel. Riemann se problematiku
pokousel objasnit pomoci tzv. z7 funkce £(s) definované nasledovné

s s (S
€(s) = 50— Dm0 (5 ) <9 (21)
Funkce 27 zfejmé nemd zadné singularity a je proto celistva na C. Dale pro ni
plati
Véta 15(symetrie €): Vs € C plati:

§(s) =&(1—s).

Diikaz. Nejdiive si vyjadiime obé strany dokazované rovnosti pomoci (21).

R O R SO L

Nyn{ je zfejmé, 7e je tieba vyjadiit jinak - dosadit za ((s). [[|K tomu lze uzit
vztahu (19), jehoz leva strana je dokonce celd obsazena v levé strané rovnosti

5Nebo lze samoziejmé dosadit za ((1 — s).
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vyse. Proto se do rovnice vyse nejvice oplati dosadit za celou levou stranu
(19), celou pravou stranu (19):

o= () =) = St o () )

Elementarnimi ipravami dostavame dokazované tvrzeni. O

Z véty 15 tedy plyne, ze funkce £(s) je symetricka dle piimky R(s) = %

7 této symetrie, Eulerova souc¢inu, tvrzeni 8 a vlastnosti I' plyne tvrzeni nize.

Tvrzeni 11(Koreny £): £ muze mit nulové body pouze v kritickém pasu
0 < R(s) < 1. A tyto nulové body koresponduji s netrividlnimi nulovymsi

body ¢(s)[]

Zavérem shrnme zakladni vlastnosti ((s) a £(s) do tvrzeni nize (u vlast-
nosti které jesté nebyly zminény, prip. dokazany, alespon naznac¢ime "odkud'
vychézi jejich dikaz)

Tvrzeni 12(zdkladni viastnosti ((s) a &(s)): Plati, Ze:

1. {(s) mé (tzv. trividlni) nulové body v s = 2k, k € Z~.

2. ((s) ma pdl v bodé s =1 s reziduem rovnym 1.

3. ¢(3) = ((s). (Toto tvrzeni vychazi z vlastnosti konjugovanych ¢isel)

4. Netrividlni nulové body ((s) lezi v kritickém pdasu, tzn. oblasti 0 <
R(s) <1 a jsou soumérné dle piimky R(s) = £ (To plyne ze soumér-
nosti funkce £(s)) a pfimky (s) = 0 (To vychézi z bodu 3. tohoto
tvrzeni).

5. Pro vSechny nulové body ((s) plati, ze R(s) < 1

6. Nulové body £(s) jsou ekvivalentni s netrividlnimi nulovymi body ((s).
(tuto vlastnost dokazal Riemann v praci [17])

"Je zfejmé, Ze pro s # 1 mizou zptsobit nulovost {(s) pouze funkce I' (5) a ((s).
Dtikaz tvrzeni 11 proto spociva v tom, Ze ukdzeme, ze kdyZ ((s) a s nelezi v kritickém
pasu, potom |F (§)| = 00 a soucin I' (%) C(s) #0.
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6 Riemannova hypotéza

Na zavér se dostavame k hlavnimu predmétu této bakalarské prace: Rie-
mannove hypotéze, kterda implikuje mnohé vyznamné zavéry hlavné v teorii
¢isel: Jednim z nich, (jak bylo uvedeno v kapitole 3) je vztah mezi apro-
ximaci pomoci Li(z) a skutenym poctem prvocisel mensich nez z. Dalsi
z téch "hmatatelnych" implikaci je moznost ovéreni zda ¢islo je prvocislem,
a to v polynomickém éasﬂ napt. v rdmci Miller- Rabinova testu (ktery
patii mezi nejefektivnéjsi algoritmy pro ovérovani. Jeho casova narocnost
vSak bez potvrzeni Riemannovy hypotézy neni zarucena)

A proc¢ je ovérovani prvociselnosti tak vyznamné téma? Jednim z mnoha
divod je, ze pomoci velkych prvocisel se zabezpecuji napr. finan¢ni operace,
obecné prenos dulezitych informaci a tedy schopnost jednoduchého rozliseni
prvocisla by tyto metody ochrany zcela znehodnotila.

Pro vice informaci o ¢asovych naro¢nostech a pouziti prvocisel v zabezpe-
covani doporucuji napt. studijni materialy a prednasky CVUT.

6.1 Riemannova hypotéza

Do roku 1837, kdy Dirichlet publikoval ¢lanek [5] (ve kterém dokazal, ze v kazdé
neohranicené aritmetické posloupnosti, v niz jsou prvni ¢len i diference vzdy
celd cisla bez spolecného délitele, se nachézi nekoneéné mnoho prvocisel), se
povazovaly aritmetika a matematicka analyza za dvé oddélené oblasti ma-
tematiky. Az pravé timto clankem Dirichlet polozil zaklady tzv. analytické
teorie cisel - tj. teorie formulujici spojeni mezi aritmetikou a matematickou
analyzou, kterou pozdéji rozvinul i Riemann.

Soucasnd analytickd teorie cisel se opira o Riemanntiv ¢lanek [17] z roku
1859 "O poctu prvocisel mensich jako zadand hodnota'. Ve své dobé to byl
jediny znamy clanek v tomto zac¢inajicim odvétvi matematiky a jak jiz bylo

37Polynomicky ¢as je termin uzivany pievazné v informatice v souvislosti s ¢asovou né-
roc¢nosti algoritmu. Vyjadiuje, ze existuje néjaky polynom proménné n stupné k,k > 1,
(kde k je konstanta a m je proménnd reflektujici "velikost" instance, tzn. pripadu, ktery
fesime), jehoz hodnota predstavuje nejvyssi moznou éasovou néroénost. Dilezité je si uvé-
domit, Ze n je pouze proménnd zdvisejici na velikosti instance (pokud se instance zvétSuje,
n také). A tedy napf. v nasem pripadé neni n velikost ¢isla, o kterém rozhodujeme zda
je prvocislem. To je ale zfejmé, nebot "nejhorsi" zpusob jak ovérit ¢islo o velikosti n je
vyzkousSet déleni mensimi prirozenymi ¢isly. Tento zptisob by vSak pri Spatném vylozeni
pojmu polynomické narocnosti byl stéle lepsi nez Miller-Rabintv test.
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zminéno - je dodnes aktualni.

V ramci [17] se Riemannovi podafilo objasnit a zformulovat nékolik sou-
vislosti, zejména mezi funkcemi (, I, = (které byly predstaveny v predchozim
textu) a také prvocislové funkci R(x) a Mébiovy funkce u(x), o kterych se
jesté zminime. Nékteré souvislosti mezi zminénymi funkcemi jiz v praci byly
zminény diive. Uvedeme je nyni (alesponi bodové) znovu, aby bylo zfejmé
vymezeni obsahu Riemannovy prace [17]. Jeji souc¢asti mimo jiné je:

1. definice Riemannovy zi funkce £(s) a jeji souvislost s nulovymi body

¢(s),
2. definice Riemannovy zeta funkce ((s) pro komplexni proménnou,
3. dvé funkciondlni rovnice pro ((s),
4. analytické pokracovani ((s) na C\ {1},

5. definice Riemannovy prvocislové funkce R(z) pomoci funkce m(x) a Mo-
biovy funkce p(x),

6. vzorec pro vypocet poctu prvocisel mensich jako dana hodnota pomoci
funkce R(x) a jeji vazba s netrividlnimi nulovymi body ((s).

Nyni zformulujeme Riemannovu hypotézu o nulach zeta funkce.

Riemannova hypotéza:

Vsechny netrividlni nulové body zeta funkce maji redlnou céast rovnu %

Hypotéza tedy predpokladd, ze kazdy netrividlni nulovy bod bude ve tvaru:
5§ = % +1t,t € R, kde 7 je imaginarni jednotka.

Ekvivalentnim (a ptvodnim) vyjddifenim hypotézy, které formuloval Rie-
mann jest: VSechny koreny funkce & jsou redlné.

Zajimavé také je, ze sam Riemann tuto ¢ast své matematické tvorby ne-
povazoval za dilezitou @ o ¢emz ostatné sveédci citace a komentare z jeho

38V dobé kdy Riemann hypotézu zformuloval jesté neexistovaly mnohé dokézané impli-
kace jeji platnosti - zfejmé i proto Riemann podani jejiho dikazu nepovazoval za prilis
podstatné.
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vlastni prace [17].

"... je wvelmi pravdépodobné, Ze vsechny koreny této funkce jsou redlné.
Samozrejme si to vyzZaduje rigorozni dukaz. Nyni jsem jeho hledani odloZil
stranou po nekolika neispesniych pokusech, protoze neni klicové pro maij dalsi
vyzkum. "

Bernhard Riemann, 1859.

6.2 Hardyho véta

Urcity vhled do problematiky hleddni netrivialnich nulovych bodu ((s) po-
déva Hardyho véta, kterou H.Hardy publikoval ve svém ¢lanku [9] v roce 1914.

Tvrzeni 13(Hardyho véta): Nekoneéné mnoho netrividlnich nulovych bodi
((s) splnuje Riemannovu hypotézu, tzn. maji redlnou ¢ast rovnu %

6.3 Riemannova hypotéza a prvocisla

Klicovy vyznam Riemannovy hypotézy spociva v jejim propojeni s prvocis-
lovou vétou nize.

Tvrzeni 14(Prvociselnd véta - Dirichlet): Nécht m(x) je pocet prvocisel
mensich, nebo rovnych = a Li(x) odpovidéd definici na str. 23. Pak plati

m(x) ~ Li(z).
V roce 1901 Koch v [10] dokézal nésledujici vétu.

Tvrzeni 15("Zpresnéni prvociselné véty'- Koch): Z pravdivosti Rieman-
novy hypotézy plyne platnost rovnosti

m(z) = Li(z) + O(v/x In(z)). (22)
Nyni kdybychom substituovali z¢ za In(x), mohli bychom (22) prepsat jako
m(z) = Li(z) + O(z29), (23)

pro libovolné malé ¢islo e.

Plati, ze z (22) = (23). Opac¢né tvrzeni avSak obecné neplati.

39Takovym je napf. bod blizky hodnoté s = 3 + 14, 134725142i
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6.4 Riemannova funkce R(s) a Mdbiova funkce p(s)

Riemann v praci [17] v roce 1859 definoval novou funkci R(x), ktera se nazyva
Riemannova prvociselnd funkce[") Zminéna funkee se definuje fadou

1 1 1

R(x) = 7(x) + 57?(\/5) + gﬁ(%) + ZW({*/E) +...,t€R (24)

Z povahy funkce 7(z) plyne nésledujici véta.

Véta 16(Konecnost Riemannovy prvociselné funkce): Rada (24) je ko-
necna.

Diikaz. Protoze {/x — 1, pak pro dostateéné velkd n je 'z < 2 a pro takové
hodnoty je funkce 7 nulova. m

Funkce R(x) je - jak m(z)- stupnovita. To lze snadno nahlédnout, nebot
plati, Ze kdyz x je prvocislo, pak se funkéni hodnota zvysi o 1. Kdyz x je
¢tverec néjakého prvocisla, pak se hodnota zvysi o % (protoze se m(y/x) zvysi
o 1) atd. Podobné, kdyz z je n-t4 mocnina prvocisla, pak se R(x) zvysi o %

Formuli (24) lze invertovat, jak dokdzeme ve vété nize.

Véta 17( Vyjadreni w(x) pomoci R(x)): Plati

i P oy (25)

n=1 n

— R(s) - 3ROV - §<%> - (V) + é(%) L m v -

kdy funkce p(s) je Mobiova funkce definovana takto:

0, pro n obsahujici v prvociselném rozkladu druhou mocninu prvocisla
p(n) :=< 1, pro n, které je soucinem sudého poctu vzajemné riznych prvocisel

—1, pro n, které je souc¢inem lichého poctu vzajemné riaznych prvocisel

Diikaz. Néznak. Myslenkou dikazu je vyjadreni rozdilu 7(z) a R(z) pomoci
R(z). Plati, ze:

1 1 1 1

R(z) = 7(x) = 57(Va) + 57(V3) + {r(¥D) + =n(YD) + ...

10V ptivodni prici [17] je oznacena f, coz je nyn{ znaceni obecné funkce, proto se namisto
toho pouzivd R(z).
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Je ihned viditelné, 7Ze Cleny na pravé strané rovnosti vyse jsou prvni ¢leny

vyjadieni LR(/x), sR(Vx), sR(Yx),... - dle (24)

Kdybychom od R(z) odecetli 1R(\/z), sR(Yx), ;R(Yx),... "odebrali'
bychom viak "vice', nez "potfebujeme'. Plati totiz napf. ze $R(y/z) obsa-
huje ve svém rozepsani ;m({/z) tj. prvni clen ;R(/z). A tedy kdybychom
odecitali jak $R(y/x), tak i $R(y/x), odecetli bychom {m({/z) hned 2x.

Ze zobecnéni tohoto vhledu se dostavame k odtivodnéni podminky nu-
lové funkéni hodnoty p(n). Je zfejmé, Ze pokud plati: n = p*.a,a € N,k €
{2,3,...}, je vyraz 2m(/x) souddsti vyjadreni %R({/E) a tedy +R({/x) uz
nepotiebujeme odeditat ani pricitat, proto p(n) = 0 kdyz n v prvociselném
rozkladu obsahuje druhou (nebo samozfejmé i vétsi) mocninu prvodisla.

Zbyva vysvétlit "stridavé pricitani a odecitani" zptisobené nabyvanim funkéni
hodnoty p(n) =1, resp. pu(n) = —1:

Oznacéme terminem sudd, resp. lichd fada: - R( /), resp. - R( %/x), kde
r1, resp. ro lze zapsat jako soucin lichého, resp. sudého poctu riznych prvoci-
sel. Nyni vime, ze kazdé ¢islo n 1ze jednoznacné zapsat jako soucin prvocisel
D1y P2y Piy k€ NEL Ptejme se - kolik sudych a lichych fad obsahuji tentyz
¢len %W(W)? A jaky je rozdil jejich celkového vyskytu v sudych fadach a

lichych radach ?

Odpoveéd na tuto otazku nazna¢im na konkrétnim prikladu: Necht ¢len A
(jehoz vyskyty budeme pocitat) je ve tvaru:

A= n(¥/7),

kde n = p1papspaps.

Nyni oznac¢me P, resp. Ps pocet vSech vyskyta A ve vsech lichych, resp.
sudych Fadach. Zfejmé plati Ze A je soucasti liché fady Ls = £ R({/x) (tvori
jeji prvni ¢len) a kazdé dalsi liché fady tvaru: L; = n%R( "/x), resp. L3 =
niSR( /1), kde ny, resp. n3 je jedno vybrané prvocislo, resp. soucin pravé tii

prvocisel z rozkladu n. Nyni zfejmé tada tvaru Ly, resp. L3 je (?), resp. (g)

(vybirdme jedno, resp. tii prvocisla z péti) a fada L je jedina (tj. je jich (g))

41To nam ik4 zakladni véta aritmetiky
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Proto plati:

w0 6) )

Zcela analogicky bychom dospéli k zavéru, ze plati:

= () ()

Nyni uzijeme zakladniho vztahu pro kombinacni ¢isla:
ny n
k) \n—k

PL:PS+1

Dostavame:

7 rovnosti vyse plyne, ze budeme-li od¢itat liché rady a pricitat sudé dosta-
neme: —A (a samoziejmé néjaké dalsi cleny), to jest vSak presné pocet A,
které musime odecist od R(x), abychom se dostali na 7(x). Zobecnénim této
uvahy lze odtvodnit pritomnost funkce p ve vzorci a v konecném disledku
platnost celé rovnosti. O

V naésledujicich dvou kapitoldch predstavuji (velice stru¢né a bez hlub-
siho vysvétleni) zakladni objekty a vztahy, které tizce souvisi s Riemannovou
hypotézou a v souvislosti s jejim studiem se objevuji v literature. Pouzité
techniky vyrazné presahuji ramec znalosti, které lze ziskat na SS. I student
VS (stejné jako ja) muize nasledujici shledat za obtizné.

V kapitole 8 uvddim moznost rozsiteni ((s). V kapitole 7 poddvam za-

kladni prehled pojmi komplexni analyzy, kterym prakticky neni vyhnuti
pri dalsim studiu odborné literatury na toto téma.
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7 "Slovnik" zakladnich pojmit komplexni ana-
lyzy

Af uz pristupujeme k Riemannové hypotéze prakticky z jakéhokoliv "sméru",
jeji studium zpravidla zaklddd na kombinaci matematickych vztahi (¢asto
vrcholnych a nedoresenych) a také ¢etného mnoZstvi pojmu prevazné kom-
plexni analyzy. V této kapitole proto uvadim prehled nékterych zakladnich
definic a poznatki. Ne vSechny se vyskytuji v této praci, pro jakékoliv dalsi
studium se vSak jedna o absolutni minimum nezbytné k pochopeni mysle-
nek obsazenych v literatuf"e.@ Poznatky délim do ¢tyt podkapitol - prvni dvé
sdruzuji poznatky dle naro¢nosti (SS vs VS), druhé dvé dle temat (analytické
funkce a jejich rozsiteni vs Fourierovy rady).

Nejdrive vsak lehce odboc¢im a zopakuji definici "obecné" mocniny.

Definice 10("Obecnd" mocnina): Necht z je zaklad mocniny a n exponent.
Pokud neteknu jinak z € R.

1. n € N, potom definujeme mocnéni jako opakované nasobeni - reku-
rentné:

2. n € Z,z # 0. Tento pripad je fakticky uz zavedeny v bodé 1., staci
pridani podminky z # 0. Ziejmé totiz pomoci druhé rovnosti v bodé

1., ze které vyjadrime 2"
zn+1
n
2" = ,
z
jsme schopni vyjadrit kazdou celo¢iselnou mocninu. Nékdy se alterna-

tivné pro zavedeni pouziva znamych vztahu:

3. p€Z,q € N. Mocnéni na zlomek % definujeme pomoci odmocniny:

q

P
A — zb

42Podrobnéji byvaji nésledujici informace popsnédny v materidlech uréenych ke studiu
vysokosloskych predméti typicky oznacovanych jako matematickd analyza/komplexn{ ana-
lyza. Hezké zpracovani vybranych pojmil avSak nabizi i gymnazidlni ucebnice z fady Pro-
metheus.
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4. nER@

n

Z"= lim 2"

r—n,reQ
Nyni zbyva definovat mocninu o komplexnim zakladu nebo exponentu@.
5. z € C,z =r[cos(a) +isin(a)],a e R,r e R* n eR:

2" = (rlcos(a)+isin(a)])* = (re'*)" = r"e"" = r"[cos(na)+isin(na)]

6. z,n € C,z =rfcos(a) +isin(o)],« € R,r € R*:

LM — 6n(io¢+ln(r))

Priklad 11(Obecnd mocnina):
1. Aproximujte 27, 3™ nahrazenim 7 racionalnimi ¢isly.
2. Vypoctéte:

(a) 2
(b) 37
(C) 42—3i

RESENT:

1. Aproximace:

Aproximace Tt
Desetinné Eisln| Zlomek Aproximace 2" | Diference | Aproximace 3" | Diference
3.1 3110y 8.57418770029035 0.250790 30.13532569892 1.408955
3.14 314/100§ 8.81524092701289 0.009737 31.48913565246 0.055145
3.142 3142/1000 B8.82746992033567 -0.002492  31.55840042249 -0.014120
3.1416 31416/100004 8.82502276524438 -0.000045| 31.54453529059 -0.000255
3.14159 314159/1000004 8.8249515950599 0.000016| 31.54418874035 0.000092
3.141593 3141593/1000000 B8.82497994607072 -0.000002| 31.54429270502 -0.000012

7 tabulky vyse, kde jsou za exponent vybrana néktera zaokrouhleni m
intuitivné plyne trend, Ze pti blizeni exponentu hodnoté 7 (kterd v ta-
bulce téz vystupuje jen jako zaokrouhleni, avsak fadové presnéjsi) se

43Definice mocnéni na redlny exponent se ¢asto na SS opomiji. Fakticky je ale nezbytnou
prerekvizitou k tomu, abychom mohli kreslit grafy exponencialnich funkci jako "souvislé
kiivky", tj. bez vynechdni obrazi pro iraciondlni vzory, o jejichZz hodnotach bez takové
definice nemuzeme nijak rozhodnout.

MK tomu uzivaim samoziejmé definici komplexniho éisla (Definice 11), polarniho vyjé-
dfeni (Tvrzen{ 16), Eulerova vztahu (Véta 18), vSe lze v piipadé neznalosti najit niZe.
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blizi i hodnota celé mocniny k 27, resp. 3”.@

Je dobré si vsak uvédomit, ze tento trend obecné neplyne ihned z defi-
nice (a samozifejmé uz vibec ne z par ¢lent posloupnosti raciondlnich
¢isel aproximujicich 7). Hodnota aproximace by se klidné mohla pri-
blizovat ke skutecné hodnoté jakkoliv jinak: napt. tak, ze pri blizeni
hodnoty exponentu (k 7) stiidavé odchylka nejdiive stoupd, pak klesa.
Tyto "vykyvy" by se napiiklad mohly donekonecna opakovat, jen s tim,
ze pro exponent "nekonecné blizko" m uz by byly "nekonecné" malé,
aby bylo vyhovéno definici pomoci limity...

2. K Teseni pouzijeme definici 10:

(a) Jelikoz z = 2 € R, je « = 0 a vztah v bodé 6. lze obecné zjedno-
dusit:

P—" In(z)

Dosadime za n =1 a z = 2, dostavame:
20 = M2 = cos(In(2)) + isin(In(2))

7. odvozeni "zjednoduseného" vzorce plyne dulezita geometricka
reprezentace: Kdyz redlné ¢islo umocnujeme na k—ndasobek ima-
ginarni jednotky, reprezentace vysledné hodnoty (v kartézské sou-
stavé soutfadnic) vzdy lezi na jednotkové kruznici a kIn(z) je veli-
kost thlu, ktery svira spojnice bodu a poc¢atku s osou .

(b) Z geometrické reprezentace odvozené v piipadé (a) plyne, Ze:
773 = cos(—31In(7)) +isin(—31n(7)) = cos(31In(7)) —isin(31n(7))
(c) Ziejme plati:
4273 = 42 473 = 4?[(cos(—31n(4)) + sin(—31n(4))]

Z hlediska geomtrického se méni pouze to, Ze reprezentant vy-
sledku - bod, lezi na kruznici (se stfedem v pocatku) o poloméru
21 kde Re(n) je redlna ¢ast n. Urceni tihlu se neméni.

45Pomineme-li vliv zaokrouhleni, které obcas "doc¢asné" diferenci zvysi.
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7.1 Pojmy prezentované na SS

Zde uvedu prehled pojmi, které se alespon okrajové zminuji na strednich
skolach.

Definice 11(Komplexni ¢islo): Rekneme, Ze z je komplexni ¢islo <=
lze z zapsat jako: z = a + bi, kde a,b € R a i je komplexni jednotka.

Je asi patrné, ze kazdému komplexnimu ¢islu lze jednoznacné pritadit bod
v roviné - prostoru R2. To ob¢as mtiZze byt pomérné vyhodné - pro zjednodu-
Seni predstav a zapisu komplexnich ¢isel a operaci s nimi., napr. na komplexni
¢islo: z; = 54 31 se tedy nékdy odvolava jako na bod: [5,3] (a Tikd se, ze 2
prislusi bod [5,3].), obecné z = a + bi 1ze zamérovat za bod: [a, b].

Nyni kdyZ komplexni &slo mohu reprezentovat jako bod v R? mohu zo-
becnit ekvivalentni zptisoby zapisu bodu (napf. pomoci polarnich souradnic)
v roviné na komplexni ¢isla. To formalizuji nize.

Tvrzeni 16(Poldrni vyjadreni komplexniho c¢isla): Necht z € C prislusi
bod [a,b]. Potom z prislusi také bod [rcosf,rsinf], kde r je délka vektoru
(a,b) a § = arctan

Arctangent je inverzni funkeni k tangentu, ale pouze na intervalu I =
(=%, 5). Jinymi slovy jinou funkéni hodnotu, nez tu obsazenou v I funkce
arctangent nevrati jako obraz. Proto "polarni" vyjareni v 17 fesi pouze kom-
plexni cisla a > 0. Tento nedostatek - ponékud narocné- odstranime nize

pomoci Eulerova ¢isla, jehoz definici nejdiive zopakuji.

Definice 12(FEulerovo ¢islo): Necht Eulerovo ¢islo ozna¢ime e. Potom
plati:
1 n
e = lim (1 + ) ~ 2.71828182
n

n—oo

Eulerovo ¢islo 1ze vyjadrit i jiné podobé. Tu budeme pouzivat castéji
a proto ji téz uvedu.

Tvrzeni 17(Ekvivalentni vyjadrent e): Plati:
11
e = a —f‘ F + E —f- Ce
Tvrzeni 18(Zdpis pomoci Eulerova cisla:): Necht z = a 4+ bi a |z| =
Va2 + b2 (norma komplexniho &isla). Potom 2z = |z].e? kde § = %ln(ﬁ)

58



Platnost vztahu vyse 1ze nahlédnout i jinak - nez-li dosazenim za 6, lze
uzit tzv. Eulerova vztahu: e = cos 6 4 isin 6, ktery lze dokdzat napf. z defi-
nice Eulerova ¢isla, ze vztahu mocnéni Eulerova ¢isla a z Taylorovych rozvojt
funkci sin, cos. Diikaz naznac¢im nize.

Véta 18( Euleriv vztah): € = cos@ + isin
Diikaz. Naznak: Predpokladejme platnost (vztah mocnéni Eulerova ¢isla):

2_1 V4 2’2 23

Jkde z € C. Potom vsak plati:

0 i (10)%  (i0)>  (i0)*

Uzitim jednoduchého dusledku definice komplexni jednotky ((1 + 4k)i =
i, (2 + 4k)i = —1,(3 + 4k)i = —i,(4k)i = 1, kde k& € N) si mohu rozdélit
s¢itance na cleny, které jsou nasobkem ¢ a které nikoliv. Neboli:

y 02 6 5 6 0 i3 0> if"
LR A

At e Ty T

7 tohoto tvaru uz je okamzité vidét, ze "leva ¢ast'je Taylortiv rozvoj sin 6
a "prava' i cosf.
O

Definice 13(Komplexnd funkce): Rekneme, Ze f je komplexn{ funkce <=
defini¢ni obor a obor hodnot f jsou neprazdné mnoziny, obsahujici koplexni
cisla.

7.2 Pojmy prezentované na VS

Tvrzeni 19( "Rozlozitelnost"” komplexni funkce na 2 redlné): Obraz komplex-
niho vzoru: z = a + bt kazdé komplexni funkce mtizeme spocist pomoci dvou
redlnych funkef: f(a+bi) = fi(a,b)+ifs(a,b), kde fi, fo zobrazuji z R? do R.

Definice 14(Holomorfickd funkce): Rekneme, Ze funkce f je holomorficka

<= [ je komplexni funkce jedné ¢i vice proménnych, ktera komplexné di-
ferencovatelna v néjakém okoli kazdého bodu definiéniho oboru f.
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Definice vyse pouziva pojem: komplexné diferencovatelna funkce, ktery
proto dodefinovavam nize.

Definice 15(Komplexni diferenciace): Rekneme, Zze komplexni funkce f
je komplexné diferencovatelna v bodé a € C <=

) — g L) = F@)

h—0 h

Nyni uvedu pomérné zajimavé tvrzeni (bez dikazu) vypovidajici o za-
kladni vlastnosti holomorfickych funkcich.

Tvrzeni 20( Nekonecnd diferencovatelnost): Kazda holomorficka funkee je
nekonecné diferecovatelna.

Definice 16(Analytickd funkce): Necht D je defini¢ni obor funkce f. Pak
fekneme, ze funkce f je analytickd <= Vx € D : existuje okoli O bodu
x takové, ze funkce f(z) (kde z € O) muze byt zapsdna jako konvergetni
mocninna fada, tj. funkce ve tvaru:

o

Z Cn(z —x)"

n=0
Nékdy budeme hovorit o funkci analytické v bodé B - funkci, kterd je de-
finovana na néjakém okoli B, na kterém je zaroven analyticka.

Tvrzeni 21(Alternativni definice analytické funkce): Funkce je analyticka
<= kdyz je v kazdém bodé defini¢nitho oboru nekonecné diferencovatelna
<= kdyz ji v n¢jakém okoli kazdého bodu lze vyjadrit pomoci Taylorova
rozvoje (neboli Taylortv rozvoj na piislusném okoli konverguje k funkei bo-
dové.)

Definice 17(Bodovd konvergence): Necht (f,) je posloupnost funkei ma-
jici stejny defini¢ni obor (ozn. D) a obor hodnot. Potom tekneme, ze (f,,)
bodové konverguje k f <= plati:

Ve D: lim fu(r) = [(2)

Tvrzeni 22(Alternativni definice holomorfické funkce): Funkce je holo-
morfickd <= je analyticka a je komplexni proménné.

Je vidét, Ze analytickd a holomorfni funkce jsou v "béZzném slova smyslu'
témér stejné pojmy - u holomorfni funkce pozadujeme navic pouze, aby pro-
ménné (argumenty funkce) byly komplexni. V bézné literatute se tyto dva
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pojmy dokonce zaménuji (pokud nemize dojit z kontextu k nedorozumnéni)

Definice 18( Polomér konvergence): Necht f je funkce ve tvaru mocninné
fady. Potom jejim polomérem konvergence je nejvétsi z cisel €y, €, ..., kde
tyto cisla reprezentuji velikosti okoli libovolnych bodi, na kterych je f kon-
vergentni.

Definice 19(Singularita): Rekneme, Ze funkce f méa v bodé a singularitu
<= f neni v bodé a diferencovatelna, anebo neni analyticka.

Definice 20( P6l): Funkce f mé v bodé z pél n-tého fadu <L lim,.,, f(z) =
0o Alim, . (x — 2)" f(z) # oo

V dalsich pojmech komplexni analyzy jsou vysloveny vlastnosti mnozin:
otevienost a souvislost. Jejich definice opakuji nize.

Definice 21(Otevienost): Rekneme, 7e M je oteviend mnozina (topolo-

gického ¢ metrického prostoru) &L e M plati, Ze néjaké okoli m je

také soucasti M.

Definice vyse muze chybné svadét k zaveru, ze pokud je M oteviend mno-
zina musi vzdy obsahovat vSechny prvky daného prostoru. (Neboli kdyz k né-
jakému prvku m je v M obsazeno néjaké okoli m a k prvkiim tohoto okoli
jsou v M obsazena zase jejich okoli, zda se, ze M nevyhnutelné musi obsah-
nout cely prostor) Toto vsak neni obecné pravda. Vyvratim to prikladem nize.

Piiklad 12(Oteviend mnozina): Dokazte, ze interval I = (a,b), kde
a,b € R A a# b je oteviend mnozina.

Vyjdeme z definice 21. Bez jmy na obecnosti, feknéme ze plati: a < b. Je
ziejmé, ze kazdy prvek I (ozn. i) lze vyjadrit jako: ¢ = a + ky = b — ko, kde
ki, ke > 0. Nyni necht k = min(ky, ka). Potom okoli i: (i — k,i + k) je celé
obsazeno v I. Jelikoz stejnym zptusobem hleddame okoli pro libovolné i z I, je
I oteviena mnozina

Definice 22(Souvislost): Rekneme, ze M je souvisla £ M nelze roz-
délit na dvé neprazdné a disjunktni oteviené mnoziny.

46Stejny diikaz lze prezentovat i intuitivné: Jelikoz neni mozné vybrat nejmensi a nejveétsi
prvek z I, k libovolné zvolenému i z I existuji vétsi a mensi prvky. A tyto prvky zrejmé
tvori interval, tzn. z nich lze vybrat okoli 7.
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Definice 23(Meromorfni funkce): Funkce f je meromorfni na C &, je

holomorfni na oteviené, souvislé podmnoziné C, bez bodt, kde ma f pdly.

Definice 24(Laurentova tada): Necht zy € C a P = (a,)_ je posloup-
nost kompexnich ¢isel. Potom L(zg, P) = X% a,(z — )" je Laurentova
rada se stredem 2z prislusna posloupnosti P.

Definice 25(Reziduum): Necht zy je singularni bod meromorfni funkce
f(2) a L(zo, P) je vyjadieni f(z) na okoli z5. Potom ¢islo a_; € P nazyvame
reziduem f(z) v zo.

Definice 26(Souvislost po cdstech): Rekneme, Ze funkce f(z) je po ¢ds-
tech souvisld na intervalu I <25 jsou f(z) a f'(x) v I po ¢astech spojita,
tzn. existuje nejvyse koneéné mnoho bodu z I ve kterych je f(x), nebo f'(x)
nespojita.

Definice 27(Normalizace funkce): Necht funkce f(x) je na intervalu [
po Castech spojitd. Potom Fekneme, Ze funkce fy(z) = 3[lim,,- f(a) +
limy_,,+ f(b)] je tzv. normalizovand funkce k funkci f(z).

7.3 Uvod do analytickych funkci a jejich rozsifovani
na komplexni rovinu

Pripomenme definici analytické funkce.

Definice 28(Analytickd funkce): Komplexni funkce f(z) je analytickd
BLOE (2) je mozné v okoli kazdého bodu 2 z jeho defini¢niho oboru vyjadrit

jako soucet mocninné rady £ okolf bodu z pro f(z) plati:

1) = 3tz - 20" (20

Zamérme se nyni na specialni pripad Dirichletovy rady, kdyz plati a; =
ag =---=a, = --- = 1. Tato Tada, ozn. (1)* je vlastné shodnd s (1), s tim
rozdilem, Ze (jako kazd& Dirichletova fada) je definovdna i pro komplexni
c¢isla. Je tedy dulezité analyzovat jejich redlné a imagindrni ¢asti.

Lze ukézat, ze divergentnost zavisi jen na realné ¢asti, tzn. ze plati tvrzeni:
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Tvrzeni 23(Konvergence (1)*): (1)* diverguje pro £(s) < 1 a konverguje
pro R(s) > 1.

Nyni se vénujme rozsifeni redlné funkce (berouci za argumenty a vracejici
obrazy ve tvaru redlnych ¢isel) na funkei komplexni (kterd pracuje se vzory
i obrazy z komplexnich ¢isel). Je ziejmé, ze takovou tpravu redlné funkce
by mohlo jit u¢init mnoha zptsoby, nebot z chovani funkce na redlnych ¢is-
lech nijak jednoznac¢né neplyne jeji "prislusné- analogické" chovani na ¢islech
komplexnich. Je proto dobré si uvédomit, ze pritazeny vyznam k pojmu: "roz-
siteni funkce na komplexni rovinu' je véci definice - matematické timluvy.

Definice 29( Rozsireni analytické funkce): Necht f, resp. [’ je definovdna
na D, resp. D' a plati D C D'. Rekneme, Ze f’ je (analytickym) rozsifenim
funkce f <= Ve e D: f(x) = f'(x).

Zjednodusené teceno, rozsireni funkce f; je kazda funkce fo, ktera vraci
stejné funkcéni hodnoty jako f; pro néjakou mnozinu vzoria M a navic definuje
funkéni hodnoty pro alespon jeden dalsi vzor, ktery neni soucasti M.

Rozsiteni funkce lze trochu prirovnat k hledani "pokracovani logické rady":
Méjme napt. "fadu":
0,3,8,15,24, ...
Nyni bychom mohli chtit nalézt néjaké pravidlo - "predpis', které bude defi-
novat prvnich pét ¢lena rady stejnym zptisobem (to je analogii k zachovani
funkénich hodnot f, na M), ale zaroven nam umozni hledat cleny dalsi...(to
je analogii k tomu, Ze f, definuje obrazy i pro vzory mimo M)

"Rozsitenim" by pak zde mohla byt "fada" dana predpisem pro n-ty Clen:
n? — 1, kterd prvnich 5 ¢lenti definuje stejné jak je zadano a navic definuje
dokonce nekonecno dalsich ¢lent, které nasleduji.

Tvrzeni 24(Jednoznacnost rozsirent): Necht f, resp. fi, resp. f2 jsou de-
finovany na D, resp. Dy, resp. Ds. Potom plati: (D C Dy UDy AVz € D :

fi(z) = fo(z) = f(x)) = fi = fana Dy U Ds.

Jinak pri rozsifovani funkce nejcastéji postupujeme tak, ze nejdiive na-
lezneme néjakou funkéni rovnost - na "malém" definicnim oboru D, ktery
nasledné rozsitime. Tento postup si prakticky ukazeme na rozsiteni napr. Ri-
emannovy funkce (v kapitole 8).
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Nyni asi pfirozené vyvstavaji otazky:
1. Jak hledat rozsifeni obecné ?
2. A jak nalézt rozsiteni na nejvétsim mozném definiénim oboru ?

Hlavné z davodu velkého rozsahu mé prace na otazky vyse odpovidat ne-
budu. Pouze ¢tenatre nasméruji:

Na otazku 1. odpovida koncept tzv. Univerzéalniho rozsiteni (anglicky: Uni-
versal cover) a na otazku 2. 1ze hledat odpovéd v ramci konceptu tzv. Rie-
mannovych ploch (anglicky: Riemann surfaces).

7.4 Fourierovy rady

V nasi praci uziti Fourierovych fad demonstujeme na ditkazech vybranych
funkénich hodnot funkece ((s). Dalsi - a nejspise nejvyznamnéjsi aplikaci pak
jsou diferencialni rovnice. Jinak obecné lze tici, ze Fourierova rada je vlastné
obycejné vyjadreni funkce pomoci trigonomické rady. @
Definice 30(Fourierovy rady): F(z) je Fourierova fada PR
F(z) =a+ > (a,cos(nz) + b, sin(nz))
n=1
, kde a,aq, a9, ...,as,b1,ba,...,bs jsou konstanty.

Déle ukazeme obecny zpiisob jak dopocitat vyse uvedené konstanty. Nejdiive
vsak uvedu par pomocnych tvrzeni, na kterych zminény postup zaklada.

Tvrzeni 25(Lemma A: soucin goniometrickych funkei): V,y € R plati:
sin(x).sin(y) = 1/2[cos(z — y) — cos(z + y)]
cos(x).cos(y) = 1/2[cos(z — y) + cos(z + )]

sin(x).cos(y) = 1/2[sin(z — y) + sin(z + y)]

Pravdivost tvrzeni lze nahlédnout na jednotkové kruznici primo, nebo je
mozné uzit vzorce pro soucCty argumenti goniometrickych funkei.

47P¥ivlastek Fourierova tedy pfidavame spiSe pro zdiraznéni toho, Ze fada byla nalezena
postupem, ktery vymyslel stejnojmenny matematik.
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Véta 19(Lemma B: integrdl soucinu goniometrickych funket): Plati, ze

1 [sin(m—n)z sin(m4n)z] .

2 - m=+n
fontmaysintuayie = {1155
(o

S );m:n

cos(m— n):c cos(m—i—n)x .
prs } im#n

<
(COSme) m = n )
|

sin(m— n)ac sm(m-l—n)ac .
| imFEN

1
cos(mz) cos(nx)dx = 2
/ ( ) { (x+51n2mx);m:n

Drikaz. Kazdou integrovanou funkci prepiseme pomoci vzorci uvedenych v lemmeé
A. Tak se integrace soucinu prevede na integraci souctu, kterou jednoduse
provedeme jako soucet integraci. Ukazi postup pro vztah prvni, ostatni pri-
pady se Tesi analogicky:

/sm(mx) cos(nz)dxr = {

N)\»—l w\»—t

/sin(mx) sin(nz) dr = /;[cos(mx — nx) — cos(mx + nx)| dx =

= ;/COS((TI’L —n)zr) dr — ;/COS((m +n)z) dx

Nyni argumenty funkce cos substituji@ po fadé proménnymi ¢, t,. Tak do-
stavame:

dt; = (m —n) dz;dty = (m +n) dx

Po dosazeni mohu integraly zapsat jako:

1/cos(t1) gt _1/cos(t2)
2) m—n"" 2) m+

7 toho uz je pozadovany zavér snadno vidét. O]

Nyni jiz mizeme demonstrovat zptusob vypoctu konstant.

Véta 20(Metoda dopoctu koeficienti Fourierovy tady): Necht pro funkci
f(z) na intervalu (—7, ) plati:

[e.9]

f(z) = a+ Y (a,cos(nz) + b, sin(nz)).

n=1

Potom pro koeficienty plati:

48uzitim integraéni - substitucni metody
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17
b, = 7r/ f(z).sin(nz) dz

21
1
o= — d
o [ f@)da
0
Diikaz. Dikaz provedeme pouze pro a,, pro b, a a se vede analogicky.

Vynésobime prvni rovnost cos(nz) a zintegrujeme ¢len po ¢lenu za vy-
uziti pravidla: "integrace souctu je soucet integraci'. Hodnoty jednotlivych

integrali pak spocteme pomoci vztahi niiﬂ

™ 0:
| sin(m).sin(n) de = {w:i - £0
/sin(mx). cos(nx) dr =0

0;m #n
mm=n%#0

/ﬂcos(mx).cos(nx) dx = {

Takto dostavame:

/ f(z) cos(nz)dx = / acos(nzx)dx + way,

Ze sudosti cos(nz) dale vychazi, Ze integral na pravé strané rovnosti je nula.
Po vydéleni rovnosti m dostavame pozadované tvrzeni. m

Nyni ukazeme postup dopoctu koeficienti na prikladeé.

Piiklad 13( Vyjadreni funkce pomoci Fourierovy tady): Najdéte k funkei
x cosx na intervalu (—m, m) jeji Fourierovu radu.

RESENT: Dle véty 20 vyjadifme koeficienty a,,, by:

49Tato pravidla plynou ihned z lemmy B, oby¢ejnym dosazenim mezi do obecnych inte-

graliL.
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1 1
ap = — / f(z).cos(nx) de = — / x.cos(x).cos(nz) de =0
7T_7T 7r—7T
Rovnost vysSe vychazi z toho, ze funkce x cosz je lichd, cos(nx) sudd a meze
integralu maji opacné znaménko a stejnou absolutni velikost. Analogicky rov-
nost nize vychazi z toho, ze integrujeme soucin dvou lichych a jedné sudé

funkece.
—+7

+7
1 2
b, = — / f(z).sin(nx) de = — /w.cosx.sm(nm) dx
T s
- 0

Uzitim vztaha nize:

+m
/:L‘.Sm()\x) dr = (—1)”1%; ref{1,2,...}
0

+m +7
/ 2x.cos(x)sin(vx) dr = /x(sz’n(v + Dz + sin(v — 1)zx) dx,
0 0

které nedokazuji, nebot pro nas nebudou vice podstatné (s vyjimkou tohoto
ptikladu), po kraceni dostdvame:

(=) +1  (=1)" 2n
= = —1 n
" n+1 + n—1 (=1) n?—1
bl - —1/2
Zbyvéa urcit velikost a. Dle vzorce ve vété 20 plati:

2

o= /xcosx dx
0

To lze uzitim zakladni integracni metody Per partes upravit na tvar:
o= [zsinz + cosz]" =0

Proto

(=D)"n

O sin(nx).

1 oo
T COST = —§sinx+2 E
n=2
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8 Moznosti rozsiteni ((s)

8.1 Rozsirovani definiéniho oboru

Ukazeme, Ze nekonecné rady mohou definovat funkci pouze v nékteré oblasti
jejtho defini¢niho oboru.

Napifklad, fada 3°°,z", kterd definuje funkci (1 — z)~!, ale pouze pro
re(—1,1).

Otéazkou je, jak dodefinovat funkci pro ostatni hodnoty x. Jiz Euler se
pokousel nalézt odpovéd. Reseni avsak nasel az B. Riemann. Zopakujme
nejdiive pojem: analytické pokracovani.

Definice 31(Analytické pokracovini): Méme dvé nedizjunktni oblasti S;
a Sy a necht fi(z) je analytickd funkce na 5. Jestlize existuje funkce fo(2),
kterd je analytickd na Sy a fo(2) = fi(z) pro vSechny z € S; N Sy, pak fo(2)
nazveme analytickym pokracovanim funkce fi(z) v oblasti Ss.

B. Riemann [I7] v roce 1859 dokazal, ze funkeci ((s) je mozné rozsirit ana-
lytickym pokracovanim na celou komplexni rovinu s vyjimkou bodu s = 1,
ve kterém ma ((s) pol s reziduem rovnym 1.

Proto uvedeme rigorézni definici zeta funkce ((s).

Definice 32(Riemannova zeta funkce): Riemannova zeta funkce ((s) je
analytickym pokracovanim Dirichletovy fady (1)* na celou komplexni rovinu
s vyjimkou bodu s = 1.

8.2 Integralni rozsifeni funkce ((s)
Radu (1)* pfepiSeme nésledujicim zpiisobem:

> 1 1 1 1
D A T T

n

1 1+2 2+3 3+4 4+5 5+ B
C1s 25 25 35 35 4s 45 5 55 s N

1 1 1 1
—1(= - = 29— — = R
(15 25>+ (25 33)+
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_i i 1 _ i 71 —s—ld
= n — (n—|—1)3 —sn:1n J T X,

1
T

kde posledni rovnost dostavame tak, ze integrujeme derivaci funkce =,
pti dosazeni mezi integralu (tj. n, resp. n+ 1)

kterd nabyvd hodnot s, it
zZa X...

Necht déle x = |z + {x}, kde |x] je celd ¢ast a {z} je zlomkova ¢ast .
Kdyz |x] je vzdy rovnd n pro x € (n,n + 1), mizeme psat:

0o n+1 n+1
((s) =5 / |z]|o™5 e = s / |z|2~ 5 dw
n=1 1
Dosazenim za |z | = x — {z} dostavame:
n41 n+1

((s)=s / x%dr — s /{x}x_s_ldx =

1

S

s) = 5

— s 7{1‘}1‘81(11'. (27)

Jelikoz 0 < {z} < 1, nevlastni integral ve formuli (27) konverguje <=
[° 2777 dz konverguje <= R(s) = o > 0 (Platnost posledni ekvivalence
celkem snadno vyplyva z porovnani [°x~1"%dx s fadou 02, n~177, jejiz
podminky pro konvergenci jiz mame dokazéany.)

Tento nevlastni integral definuje analytickou funkci proménné s v oblasti
R(s) > 0. To znamend, ze v této oblasti funkce na pravé strané (27) za-
davéa analytické pokracovani funkce zeta a clen >3 vyjadiuje jeji singularitu
v bodé s =1 s reziduem 1.

Dalsi mozné rozsireni ((s) lze nalézt pomoci funkce I'.

8.3 Rozsireni pomoci funkce I'

Funkce I' ma nasledujici vlastnost:

Véta 21(0 Gamma funkci): Plati, ze: I'(s) = F(STH)
Diikaz.

[e.e]

['(s+1)= /e_ttsdt
0
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Nyni uzijme véty matematické analyzy - tzv. Per partes. Volime v’ = e¢™*, v =
t°. Tak dostavame, ze

o0

[(s+1) =[—e "] + S/e‘tts_ldt = sI'(s)
0

Rovnici vyse vydélime s a dostavame pozadovany zaver. O

7 véty 21 a z prikladu nize plyne, ze funkce I' je vlastné zobecnénim fak-
toridlu.

Piiklad 14(I'(1)): Plati, ze I'(1) = 1.

Diikaz. Dosadme do (18). Elementarnimi ipravami dostédvame:

]

Nyni pripomenme Jacobiho theta funkci - uzijeme ji pti dikazu nasledujici
véty.

Definice 33(Theta funkce): Jacobiho theta funkei - ©(x) definujeme

Z efn27r:):

ne’l

O(x)
Theta funkce ma vyznamnou symetrii, kterou téz vyuzijeme.

Tvrzeni 26(Symetrie ©(x)): Vo > 0 ©(x) splnuje funkcionalni rovnici

o) = \}5

Mezi funkcemi ¢ a I' existuje nasledujici vztah

Oz

Véta 22(analytické pokracovani ¢ pomoci funkce T'.): Plati:

)= 15 L(Sl_l)+17<le+x é><@<x;‘1)dl«]. (28)

[ NI
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Diikaz. Vyjdeme z "rozepsani" Gamma funkce pro argument 5. Plati, Ze

r <S> - /e’tt%’ldt
2 0

Zavedeme substituci t = n*nx (ve které plati: dt = n’*rdz) Tak dostdvdme

r <;> = /e_"%(nzﬂx)%_lnzﬂdzx
0

Elementarnimi tpravami ("konstanty vytdhneme" pred integral a uzijeme
ekvivaletni ipravy rovnice) obdrzime:

r (S> nrTE =
2

Nyni secteme dohromady vSechny rovnice, které dostaneme z rovnice vyse
tak, ze za n dosadime postupné kazdé ¢islo z N.

s _ _m2
r2 e

Déle vyrazy v soucinu, neobsahujici n "presunu pred sumu'(To zfejmé mohu
udélat, nebot nezalezi, zda nasobim konstantou kazdy sc¢itanec zvlast nebo
vSechny scitance "dohromady") a upravim. ﬂ

Qoo (Ee)a

Nyni vyjadiime obsah kulaté zévorky pomoci O(z) a osamostatnime ((s)
ekvivelentnimi tpravami...

s T . O(x) —1
N R L P
L)y 2
Vyuzitim symetrie O(z) v tvrzeni 26 lze "¢ast integrace od 0 do 1" prepsat

pomoci integralu s mezemi 1 a co. Plati

/lsgz—l. <@(“’;_1> de = 7:5—;“. (6(‘”)2% - 1) dz

0 1

Prepsanim integralu v rovnici (28) pomoci vztahu vyse a néslednou tipravou
jiz obdrzime pozadovany zaver. O]

50Také uz se zacinid "objasiiovat" volba piedchozi substituce - "diky" vyrazu n—*

v sumé pres vSechna n obdrzi ¢ funkce.

se
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Vyjadteni ((s) ve vété 22 dava analytické pokracovani (1)* na celé C kromé
s=1as=0.F]

Nakonec podkapitoly uvedu jesté jedno mozné rozsiteni pomoci I' funkce.
Jiz bez dikazu.

Tvrzeni 27(Alternativni rozsireni ¢ funkce pomoci T'):

C(s) = F(ls)o/efsjldx — R(s) > 1

Vztah vyse je pomérné zajimavym kompromisem mezi predchozimi rozsi-
fenimi - nepusobi tak komplexné jak (28), zaroven vsak také dava do souvis-
losti dilezitou hodnotu - Eulerovu konstantu e (jejiz "dobré" pochopeni bude
nejspis celym klicem k feseni vSech otazek, které s Riemannovou hypotézou
souvisi - e totiz vystupuje v umocnovani na komplexni exponent, které je
soucésti kazdého z vyse uvedenych rozsireni).

51To plyne 7z vlastnosti ©(x), jejichz funkéni hodnoty exponencialné klesaji a v diisledku
zarucuji konvergenci pravé ¢asti souctu uvniti hranaté zavorky.

72



Seznam pouzitych vét (ty uvadim s dikazy):
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23 4. Véta o poctu prvocisel
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30 9. Srovnéni (1) s geometrickou radou
31 10. Taylortv rozvoj
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34 12. Tayloruv rozvoj/MacLaurenova fada sin
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