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ABSTRAKT

Tato bakalarska prace pojednava o vyznamu a metodach vypoctu matematické konstanty
n. Teoretickd Cast se zaméfuje na historii metod vypoctu této konstanty, pticemz
nejvyznamnéj$i metody, jako je vypocet integralnim poctem, ¢i mocninnymi fadami, jsou
podrobné odvozeny v samostatnych kapitolach. Prakticka Cast se zabyva naro¢nosti
vypoctu jednotlivych vzorct a jejich naslednym srovnanim.

ABSTRACT

This bachelor thesis discusses the meaning and methods for calculating the mathematical
constant . The theoretical part focuses on the history of the methods for calculating this
constant, while the most important ones, such as calculating by integral calculus or power
series, are derived in detail in separate chapters. The practical part deals with the
computational complexity of individual formulas and their subsequent comparison.

KLICOVA SLOVA

Matematicka konstanta r, integralni pocet, mocninné fady, vypocet

KEYWORDS

Mathematical constant =, integral calculus, power series, calculation of &t



USTAV AUTOMATIZACE

A INFORMATIKY

BIBLIOGRAFICKA CITACE

GERSL, David. Vyznam a vypocet matematické konstanty m. Brno, 2022. Dostupné také
z: https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/140968. Bakalafska prace. Vysoké
uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, Ustav automatizace a informatiky.

Vedouci prace: Mgr. Monika Dosoudilové, Ph.D.



https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/140968

PODEKOVANI

Timto bych chtél podékovat pani Mgr. Monice Dosoudilové, Ph.D. za vstiicnost a pomoc
Vv prub¢hu zpracovani této bakalaiské prace.



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2022

CESTNE PROHLASENI

Prohlasuji, Ze, Ze tato préace je mym pavodnim dilem, vypracoval jsem ji samostatné pod
vedenim vedouciho prace a s pouzitim odborné literatury a dalSich informacnich zdroju,
které jsou vSechny citovany v praci a uvedeny v seznamu literatury.

Jako autor uvedené prace dale prohlasuji, Ze v souvislosti s vytvoienim této prace
jsem neporusil autorska prava tietich osob, zejména jsem nezasahl nedovolenym
zpusobem do cizich autorskych prav osobnostnich a jsem si pIln¢ védom nésledku
poruSeni ustanoveni § 11 a néasledujicich autorského zakona c. 121/2000 Sb., vcetné
moznych trestné pravnich dusledka.

V Brn€ dne 20. 5. 2022
David Gersl

13



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2022

OBSAH

1 UVOD ..oiiiiiiiiiiieiineniiiniiiiesssesssssienesisssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssesssnsssssssssssns 17
2 VYZNAM A VYSKYT Meueuiriiienetenetsnesesssteseessesesssessssessesessssestesessssssssssssssssssenesssns 18
3 HISTORIE CISLA M ...ecueeueriueeenentesetssetesetsseessesssssssssssessesessssessesessssessssenssssassenessenes 20
3.1 STAROVEK ...ttt et eeitt et e ettt e e e sttt e e e s ettt e e e e abtte e e s e anbbaeeae s ansbeeeseenssbeeeesesansaaeeeesannes 20
3.1.1 EQYDT ettt ettt et a et et e e e e e e e e annassenaaes 20

3.1.2 BADYIONIC.......coeeeeeeeeeeeeeee ettt ettt e e e e ettt e e e e et a e e e s a e e e e sataaaa e e 20

3.1.3  SEAFT REKOVE ..o s sassa s s ssan 20

3.1.4  Archimédes (287 pr. N. | =212 PF. N. L) eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeetee e esvea e 21
3.1.5 INAOVE.....eeeeeeeee ettt ettt sttt et sneea 22

R R & -1 o1 [of DO SRRSOt 22

3.2 STREDOVEK ..eeiuueeeeiurieeeiteesitee e sttt e e st e st e s sare e e sse e e smnee s sabeeeenreesenseeesaneeeenneesannneesaneeeas 22
3.2.1 FibonaccCi (ASi 1180 — 1250) ......occueeeeereeeeeieesieeeeceeeesteeesteaestaeessteaessseaesseaenans 23

3.2.2  Madhava ze Sangamagramy (asi 1340 — 1425) .......cceeveeeeseeieeieeieseesieneesenenes 23

33 NOVOVEK. et utteeetiee ettt e sttt e et e st e e st e e et eesbteeesabeeeeabteesnbeesanbeesanbaeesanaeeeanbeeennseeesanes 23
3.3.1 Ludolf van Ceulen (1540 — 1610) ......cccueecueeeeeeiresieeieesieeseesiessteessesiteesseesseaans 24

3.3.2  Frangois Viete (1540 — 1603) ........oeeeueeeeeeeeeieeeeeieeeeieeeesaeeesteeesirasesstaeessseaesnees 24

3.3.3  JON Walis (1616 — 1703) ...ccceeeeeeeeiieseieeieesieecitesteeseestsssteesteestaesassstassaassseanns 24

3.3.4  James Gregory (1638 — 1675) ..cuueeeeueeeeeeieeeeeeestieeecteeesteeesteaesiaaessreeaestaaesnees 25

3.3.5  1SAAC NEWLON (1642 — 1727) ettt e s e eiaaaesreaeeans 25

3.3.6  JOhN MACRIN (1686 — 1751 ).ccceeceeeeeeeeesieeeiesieeiestieiesteesiesteesieetasssssesssessessaessennees 25

3.3.7  Leonhard EUler (1707 — 1783)...uuueeeeeeeeeeeeeeeeeeeteeeeeeee et esieeeeeesessiaaaesreaeeans 26

3.3.8  Carl Friedrich GQUSS (1777 — 1855) c...uueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeveeeeieeeeieeeesaeeeeeens 26

3.3.9  Srinivasa Ramanujan (1887-1920).........ccccuueeeeeeeiieeeeeciieesieeeesiieeeeieseesiaeaesiseaenns 26

4 METODY APROXIMACE M...ccuuuuuiiiiiiiinimmmnnnsissssniimemsssssssssssiimemmsssssssssssssmmmsssssssssssssens 28
4.1 ARCHIMEDOVA METODA ...ttt eitteeateeeeureessuseeesbeeesssseessuseeesseeesasseessuseessaseeessnsessssseessaseeens 28
4.2 INTEGRALNT POCET 1eettieiiiiieee e ettt e e ettt e e s ettt e e s e sttt e e e e s tab e e e e s ssabsbeeeeseanbeaeesssnsraaeessas 31
4.2.1 ROZVO) DINOMUCKE VELY.......eeeeeeveeeeee ettt te ettt e e e et eestaessaaaessaaenans 31

4.2.2  Funkce popisujici kruhové geometrické 0bjekty .............ccooveevceircivenuencieenieeeane 33

4.2.3  CYKIOMELTICKE fUNKCE ...ttt e et e e e aaaesreaeeans 37

W N 0 o 1111 71 1] (ot = RUOt 40

4.3 ROZVOJ DO MOCNINNYCH RAD c.uvteeiireeesitiesetteesieeeesareesereeesnseessnseessnreeesnneessnseessnsneesannes 41
4.3.1 TaylorGv/MACIQUIINGY FOZVO].....veecuveeereeeueiecreeeeeeiieeeieeeireesiveeiseesesessseessseeseessseses 41

4.3.2  MACRHIN-NIKE VZOICE ...ttt st sne e 42

4.3.3  Rapidné€ KONVergujiCi FAY............ccueeivuueeeeeieeiieeesieeeeieeesieeeseeeeveeesiaaaesraaeeans 47

4.3.4  Kontrola desSetinnyCh MUSt ..........ccueeeeueeeeeiieecieeeeie et e e e seeessae e s e e esieaeeans 48

5  MERENI VYPOCETNi NAROCNOSTI JEDNOTLIVYCH VZORCU .....cuevevrerreneeeresrenensennane 50
5.1 SPECIFIKACE ZARIZENT ..vvtetteeiiteteeesittee e e sttt ee s s s sateeeesssnbeeeeessesseaeessssssnteaeessssssaaeesssanse 50
5.1.1 HOIAWAIE ..ottt ettt sttt ettt st ettt s tsestae s e s sasasaseesssassseenns 50

5.1.2  SOFEWAIE ..ottt ettt sttt 50

5.2 DPI JEDNOTLIVYCH VZORCU ... uveerereeieesiteenieessesieessessseesaseesseesasessssessssensesssesssesssseessaessens 50
53 POROVNAN{ GREGORYHO RADY A EULEROVA ROZVOJE ....uvvieeeeriiiieeeeeniereeeeeenirreeeessieeeeeeens 52
R 0 BRSSPSRt 52



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2022

5.3.5 1747/ eeTol=21 0] g Lo [ o g Lo Xy S 53
S 7\ V= SR 54
7 SEZNAM POUZITE LITERATURY ...c.coveererrerrrrenessessensesssssssessessessessessssessessessessesssssssesses 55
8  SEZNAM PRILOH.....cuciuiiieeeeteetetee e e e etecaesee e e e eaesaeste e e e ssesaesse st e e s e snessesssnsensssessennan 57

15






Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2022

1 UVOD

Vypoctem 1t se zabyvali lidé jiz n€kolik tisic let pfed Kristem a jiz pted 500 lety byla zndma
jeho hodnota s takovou piesnosti, jakou dnes pouziva NASA pro meziplanetarni navigaci.
[8] Co se tyce vyuziti ¢islic za desetinou ¢arkou pro vypocty v realném svéte, zastavujeme
se asi na 38 platné Cislici. S takovouto pfesnosti bychom byli schopni vypocitat obvod
pozorovatelného vesmiru na Sitku vodikového atomu. Pokud bychom chtéli jit jeste
dale, 65 platnych ¢islic sta¢i, abychom vypocitali obvod vesmiru s odchylkou velkou jako
Planckova vzdalenost (nejkrat$i mozna vzdalenost, o které jsme teoreticky schopni ziskat
n¢jaké informace).

Vyvstava tedy otazka, pro¢ jeho hodnotu lidé v minulosti pocitali na x desitek,
stovek, a v dnesni dobé superpocditaci, az tisict miliard platnych islic. S vyuZitelnosti pii
vypoctech veli¢in (matematickych, ¢i fyzikalnich) to nemé nic spole¢ného. Historicky,
podobn¢ jako dnes, Slo matematikiim spiSe o demonstraci svych schopnosti a posouvani
hranic mozZnosti. At uz §lo o vytvofeni nového, sofistikovanéjsiho vzorce, s kterym se
bliZili jeho skute¢né hodnoté mnohem rychleji, nebo se zkratka jiz zndmou metodou snazili
ukazat svoji schopnost numerickych vypoctt a odhodlani.

Prvni kapitola této bakalafské prace se pouze kratce vénuje vyznamu m, protoZe na
toto téma by mohla byt napséna cela kniha, pficemz jsou zde zahrnuty i1 ukazky dulezitych
rovnic, kde se vyskytuje. Jelikoz se jedna o viibec nejstar$i matematickou konstant zndmou
¢loveku, je v druhé kapitole popsana nejen historie metod jeho vypoctu od starého Egypta
az po 20. stoleti, ale také kratce nastinén historicky kontext, ktery jeho vypocet ovliviioval.
Dalsi kapitola podrobnéji popisuje stézejni metody vypoctu m, pfesnéji ty nejvyznamnéjsi,
které jej revolucionizovali. Prvni takovou metodou jsou tzv. Archimédovi mnohouhelniky,
které byli pouzivany pro vypocet necelé dvé tisicileti. Dal$im pfistupem je integralni pocet,
a nakonec mocninné fady spole¢né se sofistikovanymi vzorci, kterou jsou pomoci nich
realizované. Protoze se m vyskytuje v mnoha dulezitych, nejen matematickych, rovnicich,
je mozné jej vypocitat nejriiznéjSimi zptisoby, tato prace se vSak bude zamétovat na vzorce,
které byli vyuzity pro jeho vypocet na co nejvySsi piesnost a Které jsou odvozeny z
principl integralniho poctu, ¢i mocninnych fad. Prakticka ¢ast prace se vénuje naro¢nosti
vypoctu jednotlivych vzorcli, které jsou v praci uvedeny, za vyuziti vlastniho
programovani.
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2  VYZNAM A VYSKYT I

Jedna z nejdilezitéjsich a zaroven nejpiimocarejSich konstant: pomér obvodu kruhu k jeho
poloméru. S touto konstantou se miizeme setkat nejen v geometrii, ale i v mnoha dalsich
oborech matematiky jako je naptiklad teorie pravdépodobnosti, teorie Cisel, integralni
pocet, komplexni analyza, topologii apod. I kdyz = neni fyzikalni konstanta objevuje se ve
fyzikalnich vztazich jako koeficient, ktery vyjadiuje geometrické symetrie (kruhové,
valcové a kulové) a v nékterych periodickych fyzikalnich dé&jich, zejména harmonickych
jako kmitani a vinéni. Je to jedna z mala konstant, které se nachazi hned ve 4 ze 17 rovnic,
které zménily svét (podle knihy Iana Stewarta), pticemz ve dvou z nich figuruje neptimo.

17 Equations That Changed the World

by lan Stewart

Pythagoras's Theorem

Logarithms

Calculus

Law of Gravity

The Square Root of
Minus One

Euler’'s Formula for
Polyhedra

Normal Distribution

Wave Equation

Fourier Transform

Navier-Stokes
Equation

Maxwell's Equations
Second Law of

Thermodynamics

Relativity

Schrodinger's
Equation

Information Theory

Chaos Theory

Black-Scholes
Equation

= ety & Bt
log xy logxr + logy
df i J({t+h)— f(t)
1)
di h I.'. hk
R
! N
r2
i I
1 E+ I 2
®(x) : (
vemp

Fu % u
A

ot Ox
Slw / Slx)e dz
[ OV

,;( £ v V\') A9
V:E= V-H
VxE H VxH
dS >0

I HH"

kx (1l —x
P Lt OV oV
o -4+ rS .
2 a5+ as ot

rl

Pythagoras, 530 BC

John Napier, 1610

Newton, 1668

Newton, 1687

Euler, 1750

Euler, 1751

C.F. Gauss, 1810

J. d'Almbert, 1746

J. Fourier, 1822

C. Navier, G. Stokes, 1845

J.C. Maxwell, 1865

L. Boltzmann, 1874

Einstein, 1905

E. Schrodinger, 1927

C. Shannon, 1949

Robert May, 1975

F. Black, M. Scholes, 1990

Obrazek 1: 17 rovnic které zmenily svet [16]
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7 vystupuje piimo v rovnicich 7. a 9. a neptimo v 11. rovnici pii vypoctu E (intenzita
elektrického pole) a v 14. rovnici pii vypoctu 7 (redukovana Planckova konstanta). Mezi
dal$i vyznamné rovnice obsahujici m patii také naptiklad:

Einsteinovy rovnice gravita¢niho pole v obecné teorii relativity

g. R 8n G
15 + Agik =7Tik'

R —

Keplertiv zakon

Eulerova identita

e"+1=0,

Vyuziti velkého poctu desetinnych mist (fddové miliony az miliardy), spociva ve faktu
vypocitat pfesné velké mnoZstvi ¢islic, a to je pro pocita¢ velmi ndro€nou operaci. Pravé
toho se da vyuzit k optimalizaci pocitacovych komponent (hardwarovych i softwarovych),
coz dale rozSifuje moznosti praktického vyuziti. Kromé vyzvy, kterou pro pocitace
znamena, je vypocet m na n¢kolik set tisic az milionii Cislic jednou z metod testi funkénosti
pocitace, které se provadéji pied jeho spusténim. Jestli vypocitany vysledek souhlasi
s redlnou hodnotou, musel pocita¢ vykonat miliony aritmetickych operaci bezchybné, a
testem tedy prosel. [5]
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3  HISTORIE CISLA IT

3.1 Starovék

3.1.1 Egypt

O podstaté konstanty 1t védéli jiz stafi Egyptané. Prvni zminka o vypoctu n se nachazi ve
viibec prvnim dochovaném dokumentu vztahujicim se k matematice — Ahmestv papyrus
(t¢Z Rhindtv). Jeho sepsani se datuje okolo roku 1650 pt.n.l. pravé Ahmesem ze staré¢ho
Egypta, pfi¢emz vznik jeho obsahu je datovan kolem roku 1800-2000 pt.n.l. Zde Ahmes
piedpoklada, ze plocha kruhového pole s primérem 9 jednotek je rovna ploSe Ctverce se
stranou 8 jednotek. [7] Pfi uziti vzorce pro vypocet plochy kruhu S = &t r? dostavame

82 = 1 (9/2)2.
Egyptska hodnota se tedy rovna

n =4(8/9)* ~ 3,16049.

3.1.2 Babylonie

Roku 1936 byla objevena asi 320 kilometrti od Babylonu tabulka s pismem pojednavajicim
o riuznych geometrickych tvarech a fikd se vni, ze pomér obvodu pravidelného
Sestitthelniku k obvodu opsané kruznice se rovna 57/60 + 36/602 (zapsano v dnesni notaci).
Babylonané vyuzivali systém o zakladu 60 z diivodu znalosti faktu, Ze obvod pravidelného
Sestithelniku je roven Sestindsobku poloméru opsané kruznice. [7] MiiZzeme proto vyuzit
dnesniho zapisu 1 = 0/2r a dostaneme

57 N 36
T 60 602

Coz dava:
1800
o — 1 =
T T7g 3 /8 3,125.

3.1.3 Stari Rekové

Mezi vyznamné pfispévatele nejen k vypoétu m, ale k celé védé byli Staii Rekové. A to
hned v nékolika ohledech. Mezi vyznamné matematiky té doby patfil napiiklad Eukleidés
z Alexandrie, ktery utvofil samotné zaklady geometrie, jak ji zname dnes, Thalés z Milétu,
podle kterého se dne na zdkladnich Skolach vyucuje Thaletova véta a samoziejmé také
Pythagoras a mnoho dalsich. Pro nas bude dulezity Antifon z Atén. Ten vyslovil ,,princip
vycerpani* — tento princip se svou podstatou podoba diferencidlnimu poctu a ovliviioval
matematiky ve vypoctu m az do 17. stoleti (objeveni diferencidlniho poctu). Zni takto:
Jestlize je do kruhu vepsan ctverec a dalSi pravidelné mnohouhelniky, kazdy

20
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S dvojnasobnym poctem stran (osmithelnik, Sestnactitihelnik atd..), az je kruh vycerpan,
pak se pripadné¢ dosahne mnohouhelniku, jehoz strany budou tak kratké, ze se ztotozni
S kruhem. Plocha kazdého mnohouhelniku, lze urcit, tudiz i plochu ,,vysledného*
mnohouhelniku, ktery je ekvivalentni kruhu. [7]

3.1.4 Archimédes (287 p¥. n. 1-212 pi. n. 1.)

vvvvvv

ze Syrakus. Zpusob, jakym jej pocital, se podobal principu vycerpani od Antifona. Posunul
hranice ,,roven néCemu‘ k ,,libovolné blizko k né€emu* a dosahl tak prahu diferencialniho
poctu. Archimédes jako prvni uvedl metodu vypoctu 7 na libovolnou piesnost. Tato metoda
vychazi z faktu, ze obvod pravidelného mnohotihelniku vepsaného do kruhu je mensi nez
obvod kruhu, zatimco obvod mnohouhelniku opsaného je vétsi. Zvolime-li dostatecné
velky pocet stran, budou se obvody vepsaného a opsaného mnohothelniku blizit obvodu
kruhu mezi nimi s libovolnou ptesnosti. Tato metoda tedy poskytuje horni a dolni
ohrani¢eni realné hodnoty . [7]

Obrézek 2: Archimédovy mnohouthelniky

Analogicky miiZzeme postupovat pro Sestitthelnik opsany. Podobnou technikou
rozdvojovani stran se Archimédes dostal na mnohouhelnik s 96 stranami, coZ mu dalo
ohrani¢eni pro 7 v mezich

V desetinném zépisu:

3,140845 < © < 3,142 858.
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3.15 Indové

Bohuzel se zadné zminky star$i, nez od Starych Rekl nenali, takze mizeme jenom
spekulovat o tom, kdo pfiSel na nékteré véci jako prvni. Jejich astronomie byla na vysoké
urovni a nejspiS podstatu napiiklad Pythagorovy véty znali ddvno ptedtim, nez se
Pythagoras narodil. Je také pravdépodobné, Ze k n¢kterym vysledkim vypoctu 7 se dostali
podobnou metodou jako Archimédes. V zasadnich dilech, které byly nalezeny, je vSak
Casto uveden pouze vysledek bez postupu. [7]

3.1.6 Hebrejci

Hebrejci, jako takovi nijak vyznamné nepfispéli k vypoctu n. Za zminku ovSem stoji
zidovsky rabin Nehemias, ktery sepsal viibec prvni hebrejské dilo pojednavajici o geometrii
— Misna ha-Midot, v ném udava hodnotu © = 3 a 1/7. Na konci stfedovéku se vsak veéda
¢im dal vice dostavala do konfliktu s nabozenstvim a ve versi Starého zdkona (1. kniha
kralovské 7:23) je napsano:

., Udélal more slité, desiti loket od jednoho kraje k druhému, okrouhlé vitkol, a pet loket
byla vysokost jeho, a okolek jeho tridciti loket vitkol. *“ [9]

Coz znamend, ze ve Starém zakoné se piSe m = 3. NehemidSova formulace je ovSem
opatrna, aby nebyl v piimém rozporu se svatym pismem. Rika Ze odchylka, ktera &ini 1/7,
ptipada na tloustku stén mofi.

Diivod, proc je dobré se o NehemidSovi zminit, je Ze, jak Cas postupoval, podobné
konflikty mezi nabozenstvim a védou byly cirkvi tolerovany ¢im dal mén¢. Nehemias zijici
kolem roku 150 n.l. miize byt povazovan za symbolickou tecku za spolupraci védy a
nabozenstvi v této dob&. Postupem casu uz konflikty byly nejen netolerovany, ale rovnou
potlacovany a to Casto krvave. [7]

3.2 Stredovék

S padem Zapadotimské fiSe ptisla pro védu doba temna. To se jen utvrdilo s nastupem
fimské cirkve, kterd nepfipoustéla zadné odchylky. V tomto obdobi zaznamenavame
mnoho udalosti, kdy byly paleny knihy, a to nejen napIn¢ védeckeé, ale mnohdy jakekoliv.
Toto obdobi zacalo jesté pred padem Zapadotimskeé fiSe. Roku 373 n.l. nechal kiest’ansky
cisatf Valens spalit vSechny nektest’anské knihy. Okolo roku 390 n.1. objevil, a poté nechal
kompletné znicit, biskup Theofil pohansky chram, ktery byl pozistatkem znadmé
Alexandrijské knihovny. Déle se také pozd&ji odehravaly kiizacké vypravy a za zminku
stoji Norska kiizova vyprava, ktera probéhla mezi lety 1107-1110. Po obsazeni Tripolisu
jeji Gicastnici spalili pfes 100 000 knih muslimské nauky. Podobnych udalosti se béhem
sttedov€ku odehralo nespocet a my uZ se nikdy nedozvime kolik neznamych brilantnich
mysli s revoluénimi napady bylo nepravem umlceno. Bohuzel i po konci stfedovéku
pronasledovani stoupenct védy jesté néjakou dobu pokracovalo. Jeden z nejslavnéjsSich
takovych piipadi bylo upéleni Giordana Bruna v Rimé roku 1600, kdy jeho usty byla
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zvolana znama slova ,,E pur si muove! “ (,,A ptece se toci!*), ktera pak udajné zaSeptal i
Galileo Galilei, kdyz odchazel od inkvizicniho soudu donucen zfict se myslenek
Kopernikova uceni o heliocentrismu.

I ptes veSkeré snahy cirkve se ovSem do Evropy pomoci obchodu s vychodem
dostali arabské ¢islice a s nimi tedy i moznost desetinného zapisu, jak jej zname dnes. Toho
vyuzil pti vypoctu m matematik Leonardo z Pisy (téz znam jako Fibonacci). [7]

3.2.1 Fibonacci (asi 1180 — 1250)

Fibonacci pii svych vypoctech vyuzil pravidelny mnohouhelnik s 96 stranami, ktery
pouzival jiz Archimédes, tudiz nepfiSel s zddnou novou metodou vypoctu. Oproti
Archimédovi byl ale za pomoci desetinného zapisu schopen urcovat odmocniny
vychazejici z Pythagorovy véty piesnéji, diky cemuz objevil novou piesnéjsi aproximaci

_ 86t 541818
T=275% ’

ktera je spravna na 3 desetinna mista [1].

3.2.2 Madhava ze Sangamagramy (asi 1340 — 1425)

Odstavec, popisujici sled udalosti odehravajicich se béhem stredovéku, se vztahuje pouze
na geografickou oblast Evropy. Déle na vychod od ptisobnosti fimské cirkve mohli tehdejsi
védni obory vzkvétat bez vétSich prekdzek. Jednim z nejvyznamnéjSich vychodnich védct
byl indicky astronom a matematik Madhava ze Sangamagramu. Madhavovi se podafilo
uskutecnit mnohé objevy zejména v oblastech infinitezimalni poc¢tu, nekonecnych fad,
trigonometrie, geometrie i algebry. Jako prvni zacal uZzivat nekone¢nych tad pro
aproximaci trigonometrickych funkci. Timto zpiisobem se mu podafilo pfedstavit viibec
prvni nekone¢nou fadu pro 7. [12]

1 1 1
=viz(1- —
T ( 3.375.32 7.35 T )

3.3 Novovék

Na pielomu 16. a 17. stoleti v Evropé nastala védecka revoluce. Jednou z nejvétSich
udalosti, ktera tomu pomohla, byl vynalez knihtisku Johannem Gutenbergem. Piedtim
drZela ve vzdélani monopol cirkev a vétSina lidi v dobach stfedovéku neumélo ¢ist ani psat.
Pracné psani 1 opisovani knih méli na starost knéZi a do rukou vefejnosti se proto knihy
téméf nikdy nedostali. Dal$im divodem bylo, Ze pfi mofeplavbach za ucelem kolonizace,
ve kterych bylo nejaktivnéjs$i Britské impérium, bylo zapotfebi lepSich poznatka
Z astronomie, trigonometrie, lepsi navigaci a podobné. Stoupla tedy znovu poptévka po
exaktnich védach. [7]

Co se tyCe vypoctu m, diilezité bylo objeveni logaritmu Johnem Napierem. Zakladni
myslenkou, je zjednodusit ndsobeni a d€leni tim, Ze se prevede na scitani a od¢itani. [7]
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log,xy = log,x + log,y logai = log,x —log,y (a,x,y>0; a#1)

Napier spoleéné s dal§im matematikem Jobstem Birgim nezavisle na sob& vytvotili
rozséahlé tabulky logaritmt o riznych zakladech. Existence takovych tabulek umoziovala
matematikiim provadet vypocty s mnohem vétsi presnosti, cehoz bylo vyuzito 1 pfi vypoctu
m. [1]

3.3.1 Ludolf van Ceulen (1540 — 1610)

Jeden z nejodhodlanéjSich matematikli snaZicich se vypocitat t na co nejpresnéjs$i hodnotu.
Pocitani © mél jako sviij konicek a ve svém Zivoté né€kolikrat stanovil rekord v poctu
desetinnych mist. Tato zaliba v pocitani © by se dala nazvat spiSe posedlosti. Nejprve urcil
20, potom 32 a nakonec 35 desetinnych mist. Metoda, kterou pfi tom vyuzil byla stejna
jako jiz zminéna Archimédova — tedy pomoci mnohothelniki. Pocet stran, ktery
mnohothelnik, uréujici tak presné wr, musel mit, byl 2% =~ 108, K vypoétu oviem nemohl
vyuzit zminénych logaritmickych tabulek, jelikoz zemiel n€kolik let pted jejich vydanim
Napierem, a proto mu tento vypocet zabral bezmala 20 let. Patrné 1 z téchto diivodu je ©
nazyvano jako Ludolfovo ¢islo. [5]

3.3.2 Francois Viete (1540 — 1603)

I pfestoze byl Viéte vyucenym pravnikem a matematice se vénoval spise amatérsky, zaved]
do terminologie matematiky mnoho novych slov, z nichZ se néktera uzivaji dodnes, jako
napiiklad koeficient nebo negativni. Pfispél také v mnoha ohledech k aritmetice,
trigonometrii a algebie. Na stfednich $kolach se dnes uc¢i Viétovy vzorce, slouzici pro
rozklad kvadratického polynomu k nalezeni jeho kotent [1]. Sviij vypocet n také realizoval
pomoci mnohouhelniki, av§ak na rozdil od Archiméda zacal se ¢tvercem. Postupnym
zdvojovanim stran dostal prvni analyticky vyraz vyjadifujici © jako nekonecnou fadu
algebraickych operaci. D4 se zapsat nasledujicim zptisobem

2 2 2
T=2X—

\/EX X X ..
V2442 \/2+\/2+\/7

Pomoci tohoto vyrazu dostal & na ptesnost 9 desetinnych mist. [7]

3.3.3 John Wallis (1616 — 1703)

eey

Wallis byl duchovni a matematik zijici v Anglii, ktery vyznamné ptispél v matematickych
oborech jako je geometrie, trigonometrie a analyze nekone¢nych fad. Zavedl pojem
Fetezovy zlomek, pomoci kterého se da také vyjadiit w a dale napiiklad znak o jakozto popis
nekonecna. V neposledni fadé ma také castecné zéasluhy na objeveni infinitezimalniho
poctu, ktery navzdy zménil (nejen) zpusob jakym se pocita m. Wallis hledal obsah
¢tvrtkruhu se stfedem v pocatku soufadnicového systému a polomérem r = 1, jehoz rovnice
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jiz byla znama z Descartovy soufadnicové geometrie. Pomoci zdlouhavého procesu
zahrnujiciho interpolace a induktivni postupy se mu podafilo vyjadtit m jako nekonecny
sou¢in obsahujici pouze raciondlni operace, ktery v roce 1655 uvedl ve své knize
Arithmetica infinitorum. [7] Jeho tvar muize byt zapsan takto

n=2

2:2:4-4-6-6-8...
1-3:3:5-5-7-7..°

3.3.4 James Gregory (1638 — 1675)

Skotsky matematik a astronom, ktery taky pfispél k objevu infinitezimalniho poctu.
Gregory se pokusil o dokazéni transcendence m, ov§em neuspé$né. Byl dobie seznamen
S rozvojem trigonometrickych funkci, coZ mu pomohlo k objevu, Ze plocha pod kiivkou
1/(x* + 1) vintervalu (0, X) se rovna arctan(x). S pouzitim poznatkdi ze stereometrie a
dal$imi upravami posléze dostal prvni nekonecnou fadu pro m 0 tvaru

Wl
vil
|
NS
O
|

n=4—-=+ +

ktera je né€kdy také oznacovana jako Leibnizova, ¢i Madhavova. [7]

3.3.5 Isaac Newton (1642 —1727)

V roce 1687 vydal knihu Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, ktera je ¢asto
povazovana za nejvyznamnéjs$i védeckou publikaci vSech dob. V této knize popsal 3
pohybové zakony, zdkon vSeobecné gravitace, odvozeni Keplerovych zakont popisujicich
pohyb planet v gravitaénim poli slunce a mnoho dalSich revolu¢nich myslenek. Co se tyce
matematiky obsahovala poznatky o jeho novém objevu diferencialniho a integralniho
poctu, ktery mu kromé feSeni fyzikalnich problémt pomohl k objeveni novych metod
vypoctu . [11] Podrobné&ji budou tyto metody popsany v kapitole 4.2.

3.3.6 John Machin (1686 — 1751)

Machin jako prvni dosahl symbolicke hranice 100 desetinnych mist. Objev metody, pomoci
které toho dosahl, znamenal dal$i pomyslnou revoluci ve vypoctu w. Machinovi se
prostiednictvim trigonometrickych vztahi podatilo rozd¢lit Leibnizovu (Gregoryho) fadu
na fady dv€. Tento postup rozdéleni Leibnizovy fady se osvédcil a postupné vznikl cely
soubor vzorct pro vypocet i, ktery nese ndzev Machin-like. S takovymto typem vzorce byl
mnohokrat pokofen svétovy rekord ve vypoctu desetinnych mist. Vytvoreni takovychto
vzorcl bude odvozeno v kapitole 4.3.2. [7]
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3.3.7 Leonhard Euler (1707 — 1783)

Je mnohymi lidmi povaZovéan za nejvétsiho matematika vSech dob. V mnozstvi prilom,
které v rozliénych oborech matematiky uéinil, nema Euler takika konkurenci. Za svij Zivot
publikoval pfesné 886 knih, které zahrnovaly nové poznatky naptiklad z diferencidlniho
poctu, teorie grafi ale také z mechaniky, optiky a astronomie. V mnoha riznych oblastech
nejen matematiky se mizeme setkat s rovnicemi, ¢i algoritmy co nesou Eulerovo jméno.
Zavedl také spoustu modernich matematickych symboli, které jsou pouzivany dodnes.
Jednim z nich je pravé oznaceni poméru obvodu kruhu k jeho pruméru jakozto fecké
pismeno w. Co se ty¢e vypoctu m odvodil vzorec zaloZzeny na Machinové principu, ktery
byl své doby tim nejefektivnéjs$im. Jedem z dalSich vyznamnych objevii zahrnujici ©t bylo
nalezeni feSeni tzv. Basilejského problému, ktery se ptd na soucet nekonecné tady
pievracenych hodnot ¢tverct piirozenych ¢isel.

Reseni tohoto problému mélo vyznamny dopad na vyvoj nejen matematické analyzy ale
také na teorie Cisel a pozdéji i komplexni analyzy. [7]

3.3.8 Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855)

Gauss je dalSim genidlnim evropskym matematikem, ktery je stejné jako Euler Casto
povazovan za nejvétsiho matematika vSech dob. Gauss mél velky piinos v matematickych
disciplinach jako je algebra, statistika, teorie ¢isel a v mnoha dalSich. Mimo matematiku
se zabyval také astronomii, elektrostatikou, ¢i optikou. Stejn¢ jako Euler odvodil vzorec
zalozeny na Machinové principu pro vypocet 7, ktery byl jesté efektivnéjsi nez ten Eulertv.
Piedev§im se ovSem na jeho praci zaklada tzv. Gauss-Legendre algoritmus, ktery byl
nékolikrat vyuzit pro piekonani rekordu. DalSim vyznamnym objevem zahrnujici
konstantu rt je vysledek tzv. Gaussova integralu

J e dx =7,

ktery hraje vyznamnou roli pfedev§im ve statistice u popisu riznych distribuci
pravdépodobnosti. [5]

3.3.9 Srinivasa Ramanujan (1887-1920)

Ramanujan byl mimotadné talentovany indicky matematik, ktery n€kolik let studoval ve
Velké Britanii. Mezi jeho discipliny patfila pfedevsim teorie Cisel, zabyval se vSak také
studiem kone¢nych, nekone¢nych a hypergeometrickych fad. Co bylo na Ramanujanovi
tak pozoruhodné kromé jeho intelektu je, ze béhem svého akademického piisobeni v Anglii
se zabyval sloZitymi matematickymi problémy v oblastech, kde mél velmi malé nebo Zadné
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vzdélani. Pfed svym piijezdem do Anglie komunikoval formou dopisi s riznymi
matematiky, napiiklad s G. H. Hardym, kterému v jednom ze svych dopisi poslal
nasledujici rovnici, bez uvedeni jakékoliv metody postupu

1 2v2C (4n)!26390n + 1103

n 992 nl4 3964n

n=0

Ramanujan za sviij zivot pfiSel na nejméné 15 podobnych rovnic, které je mozné vyuzit k
vypoctu m, pficemz na jejich principu se zaklada algoritmus, se kterym bylo pokoteno
poslednich 9 svétovych rekordil ve vypoctu desetinnych mist. [5]
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4 METODY APROXIMACE II

4.1 Archimédova metoda

Sestrojime kruznici k o poloméru s1. Do ni vepiSeme pravidelny Sestiuhelnik ABCDEF.
Sestrojime Usecky OB a OA a vytvofime tak rovnostranny trojihelnik OAB se stranou
délky si1. Rozptlime tthel BOA a vedeme jeho stiedem poloptimku. Oznacime pruseciky
polopfimky se stranou BA jako bod X a s kruznici k jako bod G. Sestrojime usecku GA,
ktera se rovna stran¢ dvandctithelniku vepsaného do kruznice. Pro piehlednost pfii
vypoctech pojmenujeme tsecky: OX =b, XG = ¢, GA = s».

H

K

Obrazek 3: Rozdvojovani stran pravidelného Sestivihelniku

Zpisob, jakym postupoval Archimédes, mohl vypadat asi takto.

Z Pythagorovy véty zjistime stranu dvanactiahelniku sz

S1
sy = |c? +52 (4.1)
strana ¢ se rovna
c=s,—b (4.2)
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a nakonec stranu b uréime znovu pomoci Pythagorovy véty

st
b= st (43)

Podobnym postupem za uziti rozdvojovani thli bychom postupovali 1 U Sestitthelniku
opsan¢ho. Narozdil od vepsaného je ale zapotiebi uhel nalezici jedné strané€ Sestithelniku
vnitini strany rozptlit dvakrat (na 4x mensi thel) a vést kolmici z priseciku druhé osy
s kruznici. Priseciky této kolmice s prvni osou Uhlu a stranou rovnostranného trojahelniku
pak znaci dva, vedle sebe lezici, vrcholy dvanéctiahelniku opsaného. Vzdalenost mezi nimi
(délka strany) pak lze opétovné snadno zjistit Pythagorovou vétou.

Matematicky bychom tento postup mohli pomoci dnesni terminologie zapsat nasledovné:

Uhel ve stfedu pravidelného n-uhelniku nalezici jedné strané
o=—. (4.9)
n

Tento thel rozptlime pro vytvoreni pravého uhlu

T
o == (4.5)
Potom se bude rovnat délka jedné strany vepsaného pravidelného mnohothelniku
Sy = 2rsina (4.6)

Obrazek 4: Délka strany vepsaného Sestivthelntku
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a délka strany opsaného pravidelného mnohouhelniku

Sp = 2rtana 4.7

Obrazek 5: Délka strany opsaného Sestitthelniku

a to ndm déava dolni a horni mez ohranicujici kruh mezi nimi jako

nsy<0<nsy. (4.8)
Po dosazeni dostavame
n2rsina < 2nr <n2rtanao (4.9
a po vydeleni 2r
nsina<n<ntana. (4.10)

Jestlize chceme k-krat zdvojnasobit pocet stran dostaneme
o o
2k nsinz—k <7< 2¢Fntan— (4.11)

2k

Kdyz za k dosadime velké ¢islo, bude se horni i dolni mez pfiblizovat realné hodnoté ©
s libovolnou nami zvolenou piesnosti. [7]
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4.2  Integralni pocet

Vypocet T pomoci integralniho pocétu lze nejcastéji realizovat pres funkce, které né¢jakym
zpiisobem popisuji kruh. Jedna se tedy o funkce popisujici rizné kruhové geometrické
objekty, nebo funkce goniometrické — piesnéji ptes jejich inverzni zobrazeni
(cyklometrické funkce). Jde jej ale také vypocitat ptres funkce, které po geometrické strance
nemaji s kruhem nic spole¢ného.

Pro nézornou ukazku vypoctu se odkaZzeme na praci Isaaca Newtona, jednoho ze
samotnych zakladatelt integralniho poétu. Pied ukazkou Newtonovy metody vypoctu bude
zapotiebi uvést jeden z jeho objevii popsanych v knize Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica. [11]

4.2.1 Rozvoj binomické véty

Uvazujme Pascaltiv trojuhelnik.

1

11
121
1331
14641
1510105 1

Newton si v§iml, Ze Cisla, které obsahuje odpovidaji koeficientim ¢lent, vzniklych po
rozepsani umocnéného dvojélenu. Cisla v tfeti trovni (od vrcholu) trojithelniku odpovidaji
koeficientlim rozepsan¢ho dvojclenu umocnéného na druhou, ve ¢tvrté trovni dvojclenu
umocnéného na teti a dal. Na zaklad¢ tohoto faktu definoval tzv. binomickou vétu. [11]
Jeji definice vypada nasledovné

n
(a+b)" = z (Z) a"*pk g bheRnEN. (4.12)

k=0

Se znalosti této véty postupoval Newton zhruba nasledujicim zptisobem [2]. Dosadime
koeficienty a = 1, b = x a vétu rozepiSeme

— 2 _ _ 3
nn—1)x +n(n D(n—-2)x 4

5 30 (4.13)

A+0)"=1+nx+

V uvedené definici si miizeme v§imnout, Ze n € N, pravé z divodu, ze Pascaltiv trojuhelnik
obsahuje pouze pfirozena Cisla. Nic ale Newtonovi nebranilo v dosazeni ¢isla, které nebylo
Z oboru prirozenych ¢isel [11]. Pti dosazeni n = —1 dostavame

1 —1(-1-1x2 —1(-1-1)(-1-2)x3
e R (14
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Coz se rovna
1

(1+x)

=l-x+x2—-x3+xt—x>+ . (4.15)

Po ovéteni, ze rovnost plati, se Newton rozhodl dosadit za n i raciondlni ¢isla. [2]
Pti dosazeni n = %2 dostaneme

1,1 , 1.1 1 ;
1 5(3-1)x% 5(5-1)(5-2)x
m:1+§x+2(2 — ) +2(2 )3('2 ) 1. (4.16)
Po Upravach dostdvdme dalsi nekoneénou alternujici fadu.
1 1 1 5
Vitx=1+-x—=-x?+—x3 ——x*+ - (4.17)

2 8 16 128

Newton timto zplisobem transformoval binomickou vétu na nekone¢ny rozvoj (binomickou
fadu). Objev tohoto principu mu umozioval urcovat odmocniny z ¢isel mnohem
efektivnéji.

Rozvoj binomické véty na binomickou fadu Ize zapsat nasledovné

o) o

1+x)"= Z (Z)xk = z nn— D - i)' -kt D) xk . (4.18)
k=0 k=0

Pti dosazeni za n = 2 nasel Newton spojitost vSak jesté s nécim jinym. VSiml si, ze kdyz
Z implicitniho vyjadreni jednotkové kruznice explicitné vyjadii y (pouze nezdpornou Cast),
bude tato forma spliiovat pozadavky pro zminény rozvoj binomické véty. [11]
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4.2.2 Funkce popisujici kruhové geometrické objekty

Uvazujme rovnici jednotkoveé kruznice v kartézské soustaveé souradnic

x2+y2=1 (4.19)
Nyni vyjadiime explicitné y (pouze nezapornou ¢ast)

y=+1—x2=(1-x%)"* (4.20)

Vznikla rovnice udava pulkruh s polomérem r = 1 a sttedem v poc¢atku soufadnicového
systému.

1.2 1

Obrazek 6: Ukdzka vypoctu pres integraci funkce popisujici kruhovy geometricky objekt

Zde ptichazi do hry nové poznatky o integralnim poc¢tu. Pomoci integrace (podle Newtona
proces hledani antiderivace) jsme schopni zjistit obsah plochy pod kfivkou v ur¢itém
intervalu spojité funkce

b
f fG) dx = F(b) — F(a). (4.21)

Pocatek intervalu integrace zvolime a = 0, aby druhy ¢len F(a) vysel roven nule, ¢imz se
ho zbavime pii vyc€isleni. Timto vznikne ¢tvrtkruh, jejiz obsah se za pouziti vzorce
S=mr?=n/4 rovna

1
g =f J1— %2 dx (4.22)
0
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Provedeme rozvoj binomické véty podle (4.18) a po upravach dostdvame

1 xZ x
S [1 __________ dx (4.23)
0 2

g4 L2~ 4.24
m=4-3 10728 1152 (4.24)

Zminéna nekonecna fada aproximuje ©t s libovolnou piesnosti. Kdyz se ovSem podivame
na Newtonovu pltvodni praci, zjistime, Zze k vypoctu pfistupoval ponckud
komplikovanéj$im zptisobem. Uvazoval nasledujici rovnici. [7]

y=Vr—x? = yii=x (4.25)

Tato rovnice popisuje pulkruh, ktery ma stfed v bodé C — [x, y] = [0.5, 0] a ma polomér r
=0.5.

0.6

Obrazek 7: Newtoniiv piivodni zpiisob vypoctu r pomoci integralniho poctu

Misto integrace naintervalu (0,0.5) zvolil interval (0,0.25) z davodu rychlejsi
konvergence vysledné fady. Aby mohl zjistit hodnotu obsahu vzniklé vyznacené kruhové
usece ABD, zkonstruoval vedle ni pravouhly trojuhelnik CBD o obsahu St, ¢imz vytvofil
kruhovou vyse¢ ACD o obsahu Sy. Z toho dostavame rovnici

Y
SV—ST=f Vx—x%dx. (4.26)
0
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Stranu | zjistime Pythagorovou vétou

l= \/rz—azzg.

Obsah trojahelniku CBD

g _a l_\/§
= 2 732
Uhel a
'/
o= arcsin-— = 3
Obsah kruhové vysece ACD
S _a-rz_ T
) 24

Nyni dosadime do rovnice (4.26)

24

l—— f Vx —x?dx

a vyjadiime &t

n—24< f Va1 —xdx)
Provedeme Newtontv rozvoj binomické véty podle (4.18)

3\/_ Ya 2 3 5 4
n——+24f ﬁ<l_£_x__x__i_...)dx
4 o 2

Po roznasobeni, integraci a naslednych Gpravach dostaneme

343 24[
TET 3 TE¥ Tt T T 1’

Vycislime a dostavame vysledek

3 2 1 1 1 5
T = V3 24(

4 3:23 5.25 28-27 72-29 704-211

151719511 ]
.

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

Kdyz se podivame na (4.34), mizeme si v§imnout, Ze kazdy dalsi ¢len se oproti fadé, kterou
bychom dostali integraci na intervalu (0, 0.5), zmens$i z %2 na ¥4 — tedy dvakrat, ¢imz se
zrychli konvergence. Pfi seéteni prvnich péti ¢lentt se odchylime jen o 10~ od spravné
hodnoty, a abychom se dostali na stejnou piesnost 35ti desetinnych mist jako Ludolf se
svym mnohothelnikem s 2% stranami, sta¢ilo by nam secist prvnich 50 &lenti této fady
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(4.35). Na rozdil od Ludolfa vsak Newton neztracel s ur¢ovanim desetinnych mist ¢as a
vypocital jej pouze na 15 desetinnych mist. K tomu mu stacilo prvnich 22 ¢lenti této fady
(4.35). [7]

Stejnym zptisobem jako Newton muizeme urychlit konvergenci vysledné fady u vzorce
(4.22) zkracenim intervalu, na kterém integrujeme na polovinu, tedy z (0,1) na (0, %2).
Timto nam vznikne obrazec, ktery mizeme rozdélit na kruhovou vyse¢ o obsahu A a
pravouhly trojuhelnik o obsahu B.

1.2 1

0.2 0.4

Obréazek 8: Zrychleni konvergence vysledné rady u Obrazku 6
Cimz vzniké nova rovnice:

%
A+B=J- 1—x2dx (4.36)
0

Uhel mezi pfeponou trojuhelniku a osou y miizeme zjistit za pomoci funkce arcsin X. Pfi
vyuZiti vzorce pro obsah kruhové vyseée S = % 6 - r> dostaneme A = % arcsin 0,5 = n/12.

Obsah B potom bude: B =% - (0.5-1) = % - (0.5- V1 —0.52) = v3/8

Po aplikovani Newtonova rozvoje binomické véty (4.18) a dosazeni dostavame

3 Y2 2 4 6 5 8
L ﬂzf L _x xS 4.37)
12 8 0 2 8 16 128
a po integraci a vyc¢isleni nam vyjde
1 1 1 1 5 3v3
nzlz(____ _ _ _...)__‘/_ (4.38)
2 48 1280 14336 589824 2
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Pfi seéteni 5 ¢lenil této fady dostdvame hodnotu vzdalenou o 3-10° od redlné hodnoty =.
Konverguje tim padem o trochu pomaleji nez fada (4.35), kterou pouzil pro vypocet Newton.

4.2.3 Cyklometrické funkce

Arkus sinus

S dalsi rovnici, kterou jsme schopni vypocitat & za pomoci integralniho poctu, také piisel
Newton [11]

i fx dt (4.39)
arcsin x = . .
0o V1 —1t2

Po rozvoji binomické véty podle (4.18) a dostaneme

i —jx<1+1t2+1.3t4+1.3-5t6+1.3.5.7t8+ )dt 4.40
e U T2 T2 st 246t T24608 - (440)

Po integraci dostavame

o +x3+3x5+5x7+35x9+
ACMX =X T2 " 112 T 1152 7

x €(—1, 1) (4.41)

Po vysetfeni konvergenéniho intervalu dosazenim krajniho hodnot lze ovéfit pomoci
matematické indukce, Ze konvergence plati i v bodech x =1 a x = —1. [10] Z definice

funkce arkus sinus plyne
x =sina. (4.42)

Pokud chceme, aby vysledna fada obsahovala pouze racionalni ¢isla, dosadime naptiklad
za o = 30° = /6, ¢imz dostaneme

T T
x =sin—= 0.5 © arcsin0.5 =—
6 6 (4.43)
J——
0.8
08
04
02 sin «
ao
a=—
6
0 0.2 0.4 0.8 0.8 ,

Obréazek 9: Cyklometrické funkce — arkus sinus
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Dosadime x = 0.5 do rovnice (4.41)

05 = ~+ 43 45 %
AT = 5T e 2374025 " 11227 " 1152 - 2° (4.44)
A vyjadiime 7 z rovnice (4.43)
- 6( t, t ., 3 ., 5 , % ) 4.45
TEO\276- 2373025 T112-27 " 1152 - 29 (4.45)

Pii se¢teni 5 ¢lent této fady dostdvame hodnotu vzdélenou o 8 -10”° od realné hodnoty .

Dalsi thel, ktery spliuje x € Q je oo = n/2. Dosazenim do rovnice (4.42) nam da
x = sing =1 & arcsinl = g (4.46)

Po dosazeni x = 1 do (4.41) a vyjadieni © vznikne dal$i fada aproximujici = na libovolnou
ptesnost. Ta ov§em konverguje mnohonasobné pomaleji nez (4.45). Seétenim prvnich 1000
¢lend fady, kterou bychom dostali pii dosazeni X = 1, nedostaneme w ani na piesnost
jediného desetinného mista. Z tohoto divodu ji budeme povazovat za bezpfedmétnou.

Arkus tangens

Za pouziti této funkce vznikla prvni nekonecna fada pro m. K jeji finalni podobé (stejné
jako u funkce arkus sinus) se dd dostat vice zpusoby, nez jen integralnim poctem a
naslednym rozvojem binomické véty. Platnost nasledujici rovnice, byla znama jesté pied
samotnym objevem integralniho poctu. [7] Lze ji zapsat jako

t = fx dt (4.45)
arctan x = STy .
Provedeme zminény rozvoj binomické véty (4.18) a dostaneme
X
arctanx=f A—t2+t*—té+¢t8—-)dt. (4.46)
0
Po integraci a vycisleni vychazi
x2 x> x7 x°
arctanx =x——+———+——-, |x| < 1. (4.47)

3 5 79

Tato fada se nazyva Madhava-Gregoryho, ¢i jen Gregoryho. I zde, po vySetfeni
konvergenc¢niho intervalu, dosazenim krajniho hodnot, l1ze ovéfit pomoci Leibnizova
kritéria, ze konvergence plati i v bodech x = 1 ax = —1. [10] Vzhledem k definici funkce
arkus tangens plati

38



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2022

T T
x =tana, |x|S1=>aE<—Z,Z> (4.48)
Znovu dosadime za a. takovy uhel, aby vysledna fada obsahovala pouze racionalni ¢leny.
Pti dosazeni o = 45° = /4 do rovnice (4.48) dostaneme:

tans =1 tan1 ==
X =0an—-= & arctan = -
2 4

(4.49)
—————— = = = = = — — — —
0.8
0.6
tan «
0.4
0.2
w
o= —
4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2
Obrézek 10: Cyklometrické funkce — arkus tangens
Dosadime x = 1 do rovnice (4.47)
1 1 1 1
— 14 _a1_.. 4.50
arctan1l =1 3+5 7+9 (4.50)
A vyjadienim 7 z rovnice (4.49) dostaneme vysledek
1 1 1 1
— a4 _ iz _.. 4,51
4 4<1 3757779 ) (45

Pro zisk&ni odchylky mensi neZ 1% od realné hodnoty m musime secist vice nez 300 ¢lent
této fady. Jeji rychlost konvergence je tedy mnohem pomalej$i, nez u fady arcsin 0.5.

Jedna se o zndmou aproximaci m, ktera byla objevena 3 lidmi nezavisle na sob¢,
poprvé uz v 13. stoleti. Nazyva se Madhava-Gregory-Leibnizova (n€kdy Gregory-
Leibnizova, ¢i jen Leibnizova) — toto jméno reflektuje v jakém porfadi ji jednotlivy autofi
objevili. [7]
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4.2.4 Ostatni funkce

Jak bylo zminéno na zacétku této kapitoly, 1ze m vypocitat pomoci integralniho poctu také
pies funkce, které nemaji zdanlivé s kruhovymi objekty nic spole¢ného. Autorem dvou
takovych rovnic je Leonhard Euler. [5] Prvni rovnice, na kterou pfiSel, ma tvar

2:6 (1 dx (4.52)
T = . .
5 Jo Vit
Na druhou rovnici podobného tvaru ptisel o 9 let pozd¢ji [5]
1 d 1 Zd
e = [ 22 (4.53)
oV 1-— x4 oV 1-— x4

Se zminénymi rovnicemi (4.52) a (4.53) vSak nikdo, véetné Eulera, oficialné rekord ve
vypoctu 1 na nejveétsi presnost nepiekonal. [2]
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4.3 Rozvoj do mocninnych rad

V piredchozi kapitole bylo uvedeno, Ze lze pomoci rozvoje binomické véty a nasledné
integrace odvodit nekone¢nou (mocninou) fadu pro m. Z historie vime, Ze urcité instance
takovychto fad byly znamy jiz pted objevenim rozvoje binomické véty, ¢i integralniho
poctu. OvSem az roku 1715 byla Brookem Taylorem objevena obecna metoda pro takovyto
rozvoj funkci, splitujicich urcita kritéria, do nekonecnych mocninnych tad. [2]

4.3.1 Tayloriv/Maclauriniv rozvoj

Princip Taylorova rozvoje vychazi z ptevodu funkce nepolynomialni na jeji polynomialni
formu, ¢imZ jsme schopni aproximovat jeji hodnotu v blizkosti néjakého bodu, ve kterém
zname jeji hodnotu (¢im blize k bodu, tim ptesnéjsi). Je definovan nasledovné: Necht f(x)
je funkce a bod a je bod lezici v defini¢nim oboru D(f) této funkce. Za ptedpokladu, ze
existuji derivace vSech radu funkce f(x) v bod¢ a, Ize funkci f(x) zapsat jako Taylorovu fadu
této funkce.

f'(a) @) @

1 S (@t (454)

2, F)
ro0 =YD 6o = pay+

n!

kde a je nami zvoleny bod, v jehoZ misté chceme aproximovat hodnotu funkce f(x), a f(™(a)
je hodnota n-té derivace této funkce v bod¢ a.

Specialni pfipad Taylorovych fad vznikne, rozhodneme-li se aproximovat hodnotu funkce
v okoli bodu a = 0. Takové fady se nazyvaji Maclaurinovy.

> m) 0 ! 0 17; 0
Flx) = an—!()x" = £(0) +f1(! )it 2(! )2 4o (4.55)

n=0

Rady, které jsme dostali pro cyklometrické funkce, po rozvoji binomické véty a nasledné
integraci, mizeme zaspat obecnéjsi formou jako Maclaurinovy tady.

d (Zn)' x2n+1
i = <1 4,56
arcsin x nZOM 2 2nt 1)’ x| < (4.56)
had (_1)n x2n+1
arctan x = W , x| <1 (4.57)
n=0

Pravé rozvoj funkce arkus tangens do tfady (4.57) byl v historii jednou z nejcastéji
vyuzivanych fad pro vypocet m. Jedna se pouze o formalni zapis jiz zminiované Gregoryho
fady (4.47), u které pii dosazeni x = 1 dostaneme fadu Leibnizovu (4.51). Problém pomalé
konvergence této fady vyftesil bez jakékoliv modifikace jejiho tvaru Abraham Sharp

dosazenim x = ,/1/3 misto x = 1. Z ¢ehoz dostal fadu
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“—1(1 L 1+) 458
6 3 3-3 5-32 7-33 (458)

se kterou se mu podafilo roku 1699 vypocitat w na 72 desetinnych mist. I kdyz se jednalo
o dosavadni rekord, zptisob vypoctu, jakym ho dosahl, nebyl ni¢im inovativni. [7]

4.3.2 Machin-like vzorce

Tyto vzorce vznikaji na principu rozdé€leni thlu /4 = arctan 1 na linearni kombinaci Ghla
o men$i hodnoté. Takovychto kombinaci thll, do jakych jde arctan 1 rozdélit, je nekonecné
mnoho, Zadouci je proto hledat takové, jejichz vlastnosti poskytnou kompromis mezi
rychlou konvergenci a ,,snadnym* vypoétem. Tyto vzorce maji tvar

N
i 1
- = Z aparctan—, a,,b, €Q, (4.59)
4 ] b,

n=

pri¢emz jeden ze zpUsobd, jak je lze sestrojit, vyuziva trigonometrického vzorce

a
arctan @ = arctan § + arctan T (4.60)

af’

Rozdéleni uhlu arctan 1 lze dobte vizualizovat s jednim z nejtrivialngjSich Machin-like
vzorcd, ktery objevil Leonhard Euler

2

Obrézek 11: Ukazka principu rozdéleni vthlu arctan 1

arctan 1 = arctan > + arctan 3 (4.61)
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Euler k rovnici (4.61) nepfidal zadné vysvétleni v podob¢ vzorce, ktery by vyuzil k jejimu
odvozeni, popf. k potvrzeni jeji platnosti, jednoduse tuto rovnici uvedl v jedné ze svych
publikaci jako ziejmy fakt. Ovéfit platnost této rovnice lze snadno pomoci vzorce (4.60)
nebo za vyuziti Pythagorovy véty. [14]

John Machin
Pied odvozenim Machinovy metody je tieba uvést jeden vztah z trigonometrie

tana 4+ tan S
—tana-tanf’

tan(a + ) = 1 (4.62)

Machin se nepokousel do fady arkus tangens dosazovat argument X, ale jeho pfevracenou
hodnotu 1/x. Pti dosazeni o = P a nasledovné tan y = 1/5 do (4.62) dostaneme

tan2y = —o0Y__ 5 (463)
v 1—tan?y 12° '

Tuto operaci zdvojnasobeni thlu provedeme jesté jednou, z ¢ehoz po tpravach

dostaneme

tandy = a2y 120 0 (4.64)
M =T anz2y 1190 '

Machin se tak dostal k vysledku téméf rovnému 1, s kterym by dostal Leibnizovu fadu
(4.51), s jejiz vysledkem byl dobie obeznamen. Aby se tedy dostal ke znamému vysledku
n/4, zjistil rozdil uhli za uziti jiz zminéného vzorce (4.62). Pti dosazeni oo = 4y, B = — /4
do (4.62) dostaneme

tan 4y — tan :
- — tan=>
tan (4y —-— ) = = 4 (4.65)
4 1+tanz-tan4y
120 1 1
Ty o 119 -
tan (4y 4) = = < 7w (4.66)
119
Rozdil téchto uhli je
yis 1
= — 4.67
4y 7 = arctan oo (4.67)
Vysledna rovnost ma potom tvar
yis 1
Z = - — 4.68
2 4 arctan £ —arctan ——o (4.68)

Vysledna rovnice za uziti fady Gregoryho tady (4.47) ma tvar

1 1 1 1 1 1
- Z_ I _ — ). 4.69
T 16(5 3.5 1 5.55 ) 4(239 3-2393 T 52395 ) (4.69)
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Zde si mizeme vSimnout diivodu, pro€ je takovéto rozdé€leni Leibnizovy fady pro vypocet
vyhodné. Cim mensi je uhel, tim vice se urychli konvergence piisluiné fady, coz mizeme
vidét pfedevsim u druhé fady v (4.69). [1]

Leonhard Euler
Jeden ze zajimavych, méné zndmych, Eulerovych objevil tykajicich se nekonecnych fad byla
transformace fady pro arkus tangens (4.57) na fadu s mnohem rychlejsi konvergenci [15]

e 22(pn2  x2n+l
arctan x = Znt DI T x x€ER (4.70)
n=0

Tato fada mlze byt pii dosazeni X = 1, stejn¢ jako Leibnizova fada (4.51), vyuzita pro
vypocet m. Pro odchylku mens$i nez 1% vsSak staci seCist pouze 6 jejich ¢lenti, oproti
nejméné 300 u té¢ Leibnizovy. Co se tyCe rozvoje fady arkus tangens, piiSel Euler jesté
s jednim vzorcem.

tan” = arctan 22 4 arctan 2% + arctan -~ + (4.71)
arctan — = arctan _ tarctan— 1 arctan — 1 .
Jestlize naptiklad dosadime za a, b, ¢ licha ¢isla dostaneme
T 1 1
T_ 1 1 2 4.72
2 arctan > + arctan 5 + arctan 5 + (4.72)

Euler hledal pro vypocet r fady, s co nejvétsi rychlosti konvergence. Rozhodl se navazat
na Machina s jeho technikou. Nejenze Machin-like vzorcti objevil hned n¢kolik, ale rovnou
odvodil univerzalni vzorec pro jejich vytvoteni, ktery ma tvar

arctan i arctan o + arctan X,YETL. (4.73)

x2+xy+1’

Platnost tohoto vzorce lze pomérné¢ snadno odvodit za pouziti jednoduchych
geometrickych vztahl néasledujicim zptsobem:

Nejprve sestrojime pravouhly trojuhelnik (zeleny) o délce odvésen 1 a x. a.. Déle sestrojime
novy (modry) pravouhly trojihelnik tak, Ze vezmeme rozméry piivodniho trojuhelniku a
vynasobime je x+y. Modry trojuhelnik nasledné oto¢ime o 90° a pfilozime k zelenému
trojuhelniku tak, aby uhel mezi jejich pfeponami byl 90°. Dal$im krokem je sestrojit takovy
pravouhly trojuhelnik (Cerveny), aby odvésny vSech 3 trojuhelnik utvofili obdélnik.
Vznikne nam tak dal$i (Zluty) pravotuhly trojuhelnik, ktery je uprostied tohoto obdélniku.
Nakonec oznac¢ime ostré uhly v kazdém trojuhelniku nami zvolenou proménnou.

44



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2022 m

a:2+;r:y-|-1

Tty

z(x+y) 1

Obrazek 12: Geometricky "diikaz" Eulerova vzorce pro sestaveni Machin-like vzorce [17]

Z levého horniho rohu obdélniku pak vznikne rovnice
90° —a+B+y=90° > a=B+y. (4.74)

Pythagorovou vétou zjistime délky potiebnych stran. Z obrazku pak se znalosti rovnice
(4.74) 1ze snadno ovéfit, ze

1 1
arctan — = arctan + arctan 2# . (4.75)
x x+y x+xy+1

Euler pokracoval déal ve snaze najit fadu pro arkus tangens, co konverguje rychleji nez
viechny ostatni. Radu, kterou nagel ma tvar

y 2 24, 2:46 )
_ 2 4.76
arctan x (x)<1+3y+3_5y te Y ) (4.76)
kde y = x?/(1 + x?), z ¢ehoZ vychazi po ipravach za pouziti Machinovy metody
= 20 arct ! + 8arct 5 4.77)
T = arc an7 arc an79. .

To byla té¢ doby nejrychleji konvergujici fada pro vypocet m. Pti seCteni pouhych 5 Clena
obou fad vyjde vysledek vzdaleny o 10 od té redlné (za pouziti Gregoryho fady (4.47)).
Euler se zde ale nezastavil, fady ze vzorce (4.77) pomoci chytrych substituci, s rozsahlymi
znalosti algebry, upravil takovym zptisobem, aby byli co nejlehéi pro numericky vypocet.
[14]

(28

81+2(2)+2-4(2)2+2-4-6(2)3+ ‘
4 50 3\100/ " 3-5\100 3-5-7\100 ¥
Tc:

+30336 1+2( 144 )+2-4( 144 )2+
L 100 000 31100 000/ " 3-5\100 000

(4.78)
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Eulerovi se tdajn¢ timto zptisobem podaftilo pouze s tuzkou a papirem vypocitat piesné 20
desetinnych mist béhem jediné hodiny [7]. Podobné jak Newton vSak s honbou za co
nejptresnéjsi aproximaci neztracel cas.

Novodobé vzorce

Prvni vypocet  na elektronickém pocitaci ENIAC od firmy IBM byl realizovan roku 1949
za vyuziti pivodniho vzorce se kterym pfiSel Machin (4.68). V nésledujicich letech, byl
tento vzorec jesté né€kolikrat pouzit pro pokofeni rekordu ve vypoctu na co nejvétsi pocet
desetinnych mist. V roce 1958 na 10000 mist, v roce 1959 na 16167 mist, a nakonec v roce
1961 na 20000 mist. Jesté t¢hoz roku 1961 byla pfekonana hranice 100 000 desetinnych
mist Danilem Shanksem a Johnem Williamem Wrenchem. Vzorec, jenZ pfitom vyuzili ma
tvar

1 1 1
_ 1 L = 4.79
n = 24 arctan 3 + 8arctan =7 + 4 arctan 739 (4.79)

Vyuzitim tohoto vzorce, ktery objevil v roce 1896 Frederik Carl Mulertz Stgrmer, zvysili
rychlost vypoéta zhruba 20 krat. S dalSimi dvéma Machin-like vzorci byla roku 2002
pokotena hranice bilionu desetinnych mist, presnéji 1,24:10'? desetinnych mist, pficemz
prvni z nich (4.80) objevil opét zminény Frederik Starmer. [2]
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4.3.3 Rapidné konvergujici Fady

Ramanujan

Jeden z pionyri novodobého vypoctu  nebyl nikdo jiny nez genialni matematik Srinivasa

-----

jeho pobytu v Anglii, ma tvar

1 2VZ <> (4n)! 2639070 + 1103
1_2V2\ () n + 1103 (4.82)
992 L, it 39640

n=0

Pro ptesnost 15 desetinnych mist staci se¢ist pouhé 2 ¢leny této fady. Rychlost konvergence
této a podobnych fad pievysSovala ty ostatni nékolikanasobné. Jakym zptisobem Ramanujan
K tomuto a dal$im podobnym vzorcim piesné dosel je dodnes zadhadou. V dobé této
publikace udajné¢ nemél dostate¢né znalosti v matematickych oborech, které k odvozeni
takovychto vzorci byly potiebné. [S] Trvalo jesté 70 let, nez byl odvozen zobecnény tvar
Ramanujanovych rovnic, jenz odhalil odkud pochazi jejich tvar. [4] Fundamentalné tyto
rovnice vychazeji ze specidlniho typu analytickych funkci komplexni proménné. Pro
odvozeni takovychto vzorct je vSak zapotiebi znalost matematiky na vyssi urovni, ktera je
nad ramec této prace.

Chudnovsky

Autory tohoto algoritmu jsou bratfi Cudnovsti, kteii jej publikovali roku 1988. Princip
tohoto algoritmu je zalozen na Ramanujanovych vzorcich pro « a je Casto povazovan za
nejefektivngjsi zplsob, jakym lze vypocitat T na co nejvétsi presnost. Ma tvar

1 o (—1)™(6n)! (545140134n + 13591409)
Z-o12 Z - . (4.83)
T = (3n)! (n1)3 (640320)°™+2
Pro co nejrychlejsi vypocet byl upraven do tvaru
42688010005
T . (=D"(6n)! (545140134n + 13591409) " (4.84)

n=0"3)I (n)3 (—262537412640768000)"

Secteni kazdého dalsiho ¢lenu fady v déliteli pfida v praméru 15 desetinnych mist. S timto
vzorcem (4.83) byla v roce 1989 pieckonana hranice miliardy desetinnych mist. Pficemz
poslednich 9 rekordl bylo stanoveno s timto vzorcem. Nynéjsi rekord ve vypoctu
desetinnych mist = z 14.8.2021 je 62,831,853,071,796 desetinnych mist, coz se zhruba
rovna 2m-10%, [2]
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4.3.4 Kontrola desetinnych mist

BBP algoritmus

Nazev algoritmu BBP publikovaného roku 1995 vychazi ze jmen jeho objeviteld — David
H. Bailey, Peter B. Borwein a Simon Plouffe. [6] S timto algoritmem lze urcit n-tou ¢islici
(popt. fetézec Cislic) m v hexadecimalni zékladu bez nutnosti vypoctu téch predeslych.
Extrakce Cislic je pak zaloZena na nasledujicim vzorci

_i 1( 4 2 1 1 ) .
"=/ 16"\8n+1 8n+4 8n+5 8n+6/ (4.85)

n=0

Pted objevenim toho vzorce nasli jeho autofi, jesté jeden podobny, jednodussi, o tvaru

o)

1

n=1

kterym lze spocitat Cislice v binarnim zakladu c¢isla log(2) zacinajici na libovolné pozici.
Dulezity je u (4.85) a (4.86) zaporny exponent o pfisluSeném zakladu ,,posouvajici®
fadovou carku doleva o jednu c¢islici s kazdou dalsi iteraci. Princip extrakce cCislic
demonstrujeme pro zjednoduseni na vzorci pro (4.86) log(2).

Predpokladejme, ze chceme vypocitat nékolik binarnich ¢islic nasledujicich po prvnich d
binarnich ¢islicich (tj. n€kolik binarnich Cislic zainajicich na pozici d + 1). To je
ekvivalentni vypoctu {29 log 2}, kde {} oznacuje zlomkovou (,,desetinnou‘) &ast ¢isla.
Miizeme tedy napsat

(4 -
(2%10g2) = 4 ZZH + Y G
082S = n n
\

n=1 n=d+1

d oo
29" mod n 2¢-n
n n
n

n=1 =d+1
\

Operator mod n, v ¢itateli prvni sumy, je z divodu, Ze nas zajima pouze zlomkova ¢ast
kvocientu pii déleni ¢islem n. Prvni suma se sklada z d ¢lend, z nichz kazdy je kvocientem
celych ¢isel ne vétsich nez k, které lze délit a poté sCitat pomoci pocitacové aritmetiky s
pohyblivou fadovou ¢arkou - floating-point arithmetic. Pro druhou sumu (fadu) je tieba
seCist pouze nékolik ¢lend, protoze se rychle stanou tak malymi, ze mohou byt zanedbany.

Co je na tomto algoritmu tak efektivni je, Ze na &itatel prvni sumy (29" mod n) miize byt
implementovan algoritmus pro binarni mocnéni, ktery je velmi rychly (oproti normalni
umociovani). Algoritmus binarniho mocnéni funguje na principu faktorizace exponentu
zaloZené na jeho binarnim rozkladu. Napiiklad ¢islo 317 Ize zapsat jako
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317 = ((((B*HH*H*) -3 (4.88)
kde bude misto 16 operaci nasobeni bude zapotiebi jen 5.

Pti aplikaci tohoto algoritmu na zminénou rovnici (4.85) pro vypocet m je zapotiebi ji
rozdélit na 4 fady, které budou mit tvar

nZ: 16”(8n +1i) (4.89)

kde index i odpovida jednotlivym ¢islim v pfislusnych jmenovatelich zlomku ve vzorci
(4.85). Jestlize chceme vypocitat nékolik hexadecimalnich ¢islic nasledujicich po prvnich
d hexadecimalnich ¢islicich (tj. za¢inajicich na pozici d + 1), vypo¢itame {16 - 7}, kde { -
} oznacuje zlomkovou (,,desetinnou) ¢ast Cisla, stejné jako u prikladu log(2). Z pivodniho
vzorce (4.85) tedy dostaneme

{162 -1} = {4{16‘1 -21}} - {2{16d -24}} — {169 -3} — {16% - ¢} (4.90)

Zde na jednotlivé fady aplikujeme stejny princip jako u piikladu log(2)

8n+i 8n+i
=d+1

d n . © —n
{165} = {Zmd mod (.8n+l)} + 2 167 : (4.91)

n=0

Po dosazeni tohoto vzorce do (4.90) dostdvame vysledek, pomoci kterého jsme schopni
spocitat hexadecimalni ¢islici na libovolné pozici bez pocitani téch predeslych. [6]

Dva roky od publikace tohoto algoritmu byla objevena nova efektivnéjsi forma,
kterou odvodil Fabrice Bellard. Obé formy tohoto algoritmu byly v poslednich letech hojné
vyuzivany pro kontrolu novych desetinnych mist pii stanovovani rekordu. [2]
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5 MERENI VYPOCETNI NAROCNOSTI
JEDNOTLIVYCH VZORCU

Tato cast se bude zamétovat predevSim na méfeni rychlosti konvergence jednotlivych
vzorcl, které byli uvedeny v minulych kapitolach. Piesnéji na vypocet hodnoty DPI (Digits
Per Iteration), kterd urcuje pomér spravnych desetinnych mist k poctu iteraci. DPI vyjadiuje
pouze rychlost konvergence urcitého vzorce, nezohlednuje jeho vypocetni naro¢nost.

5.1 Specifikace zarizeni

5.1.1 Hardware

Apple MacBook Pro 2017 13"
Procesor: 2,3 GHz dvoujadrovy Inter Core i5
Pamét: 8 GB 2133 MHz

5.1.2 Software

Operacni systém: macOS Monterey
Programovaci jazyk: Python 3.8.3
Vyuzité knihovny/moduly: mpmath 1.2.0

5.2 DPI jednotlivych vzorci
Zpusob vypoctu DPI miizeme zapsat nésledujici jednoduchou rovnici

n_decimal_places
ppp = LMD , (5.1)
n_iterations

kde n_decimal_places znaci spravna desetinna mista a n_iterations znaci pocet iteraci,
ktery je zapotiebi k ziskani téchto spravnych desetinnych mist.

Vysledky méfeni jsou rozdéleny do dvou grafi — Graf 1 a Graf 2, pticemz vzorce jsou
sefazeny v chronologickém potadi jejich objeveni. DPI je u kazdého z nich méteno pro 10,
100 a 1000 iteracich. U vzorct, které vyuzivaji rozvoj funkce arkus tangens je aplikovana
Gregoryho tada (4.47).
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DPI
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Graf 1: DPI jednotlivych vzorcii
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Graf 2: DPI jednotlivych vzorcii

Z vysledkli méfeni miizeme vidét, Ze u veétSiny vzorcti ma DPI s rostoucim poctem iteraci
tendenci mirné klesat. Nejvétsi takovy pokles je u Newtonova vzorce, kde po 1000 iteracich
klesne o necelych 25%. U vsech vzorcti se DPI po 1000 iteracich ustali na témét konstantni
hodnotu, ktera se pfi dalSich iteracich mize ménit, ovSem s odchylkami mensimi nez 1%.
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5.3 Porovnani Gregoryho rady a Eulerova rozvoje

5.3.4 DPI

Jak bylo zminéno, vzorce, v Grafu 1 a Grafu 2, obsahujici rozvoj fady arkus tangens,
vyuzivaji Gregoryho tadu (4.47). Rozvoj funkce arkus tangens vSak lze jeSté provést
Eulerovym rozvojem (4.70). V Grafu 3 jsou data s DPI jednotlivych funkci pti aplikaci
zminénych rozvoju S vyuzitim vzorce (5.1)

DPI - 1000 iteraci

2
1.8
1.6
14
1.2

1
0.8
0.6
0.4
0.2 . I

0

Leibniz (2.42) Sharp (3.5) Machin (3.16) Euler-Machin (3.24)  Stgrmer-Machin
1961 (3.26)

B Gregoryho fada (4.47)  m Euler(v rozvoj (4.70)

Graf 3: DPI s vyuzitim Gregoryho Fady vs. Eulerova rozvoje

Vysledna data z méfeni DPI v Grafu 3 ukazuji, ze vyuzitim Eulerova rozvoje jsme u
nekterych vzorcu vyrazné zrychlili jejich konvergenci. JelikozZ jsou nékteré rozdily hodnot
v Grafu 3 témé&f nerozeznatelné pouhym okem, byla vytvotena Tabulka 1, kterd obsahuje
data z Grafu 3.

DPI — 1000 iteraci
Vzorec Gregoryho tada Eulertv rozvoj
Leibniz 0.002 0.301
Sharp 0.479 0.599
Machin 1.400 1.415
Euler-Machin 1.693 1.699
Stgrmer-Machin 1961 1.808 1.813

Tabulka 1: DPI s vyuzitim Gregoryho rady vs. Eulerova rozvoje

U Leibnizovy fady se DPI po 1000 iteracich zvysi o 15050 % a u vzorce, ktery vyuZil Sharp
0 25 %. U ptuvodniho Machinova vzorce se vSak DPI zvysi pouze o 1.1 %, u Eulerova
vzorce 0 0.4 % a u Starmerova, se kterym byl pokoten rekord 100000 desetinnych mist
roku 1961, 0 0,3 %.

Z takovychto vysledkt 1ze vyvodit, Ze ¢im vyssi je DPI urcitého vzorce, tim mensi je rozdil
mezi aplikaci Gregoryho fady, ¢i Eulerova rozvoje, co se tyce rychlosti konvergence.

52



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2022

5.3.5 Vypocletni naro¢nost

Mimo rychlost konvergence je dtlezité také zohlednit vypocetni narocnost vzorce. Data
v Grafu 3 indikuji, Ze aplikace Eulerova rozvoje vykazuje pfi vzorcich s vysokym DPI
pouze velmi malé procentudlni ptirtistky oproti aplikaci Gregoryho fady. Pokud se ovSem
provadi vypocet na miliardy az biliony desetinnych mist, kazdé vylepSeni se pocita.

V Grafu 4 je proto znazornéna ¢asova narocnost vypoctu vzorce Stgrmer-Machin
1961 s vyuzitim Gregoryho fady a Eulerova rozvoje. Je nutno podotknout, ze ani jedna
z metod neni nijak optimalizovana.

Vypocetni ndrocnost — Stgrmer-Machin 1961 (4.79)

1200
=== Gregoryho fada (4.47) Euler(v rozvoj (4.70)
1000

800

600

t[s]

400

200

0
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

iterace [n]

Graf 4: Vypocetni narocnost Gregoryho rady vs. Eulerova rozvoje

Z vysledkt méteni v Grafu 4 mizeme vidét, ze vypocetni naro¢nost pii aplikaci Eulerova
rozvoje je signifikantné vétsi. Zisk v podobé nepatrné rychlejsi konvergence je v tomto
piipadé naprosto irelevantni vzhledem k mnohem delSimu ¢asu vypoctu.

Jediny vzorec, u kterého by bylo vyhodné uzit Euleriv rozvoj oproti Gregoryho
fad¢ je Leibnizova fada (4.51). V tomto ptipadé by ale rychlost konvergence byla i tak
mnohonasobn€ mensi neZ u vsech ostatnich vzorct.
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6 ZAVER

Predmétem této bakalaiské prace bylo predev§im zpracovani reserSe na téma vyznamu
matematické konstanty m a podrobné&jsi odvozeni duleZitych metod vypoctu. Duraz byl
kladen na vypocet pomoci integralniho poc¢tu a mocninnych fad.

Na zavér byly s programovacim jazykem Python, za vyuzitim knihovny mpmath,
pro vypocty s vysokou piesnosti, srovnany jednotlivé klicové vzorce, které byly v praci
odvozeny, ¢i jen uvedeny. Diuraz byl kladen na rychlost konvergence. Na vysledcich lze
pozorovat prubézné zdokonalovani vzorct, véetné nékolika revolucnich objevil. Druha Cast
srovnava dvé rizné metody pro rozvoj mocninnych fad, pficemz je zde zohlednén kromée
rychlosti konvergence aspekt vypocetni naro¢nosti. Z vysledkti srovnani téchto metod
muizeme vidét, Ze pti vypoctu na vysoky pocet desetinnych mist je tfeba zohlednit i jiné
atributy vzorce, nez je rychlost konvergence, napiiklad komplexnost, moznosti nasledné
optimalizace a podobné.
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