Une formule pour des nombres premiers

Simon Plouffe

En 1947, W. H. Mills publiait un article montrant une formule qui peut donner un nombre
arbitraire de nombres premiers. Si A = 1.3063778838630806904686144926... alors [A3nJ donne une suite
arbitraire de nombres tous premiers., ici |x] est le plancher de x. Plus tard en 1951, E. M. Wright en proposait
une autre, si go = a = 1.9287800... et g,,,1 = 29 alors

lgnl = lZ"'ZzaJ est toujours premier.

Les premiers consécutifs sont uniquement représentés par a. La suite de premiers est 3, 13, 16381,...

Le taux de croissance de ces 2 fonctions est assez élevé puisque le 4¢me terme de la suite de Wright a 4932 chiffres
décimaux. La croissance de celle de Mills est moins élevée, le 8me terme a quand méme une taille de 762 chiffres.
Une série de formules est présentée ici qui minimise le taux de croissance et qui posséde les mémes propriétés
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de fournir une suite de premiers de longueur arbitraire. Si a, = 43.8046877158 ...et a,41 = (a,+)™ alors la
suite S(n) = { a,, }: I'arrondi de a,, est une suite de premiers de longueur arbitraire. Ici I'exposant 5/4 peut étre
abaissé a 11/10, ou méme 101/100. Si a, est bien choisi il est conjecturé que 'exposant peut étre aussi pres de 1

que l'on veut. Lorsque I'exposant est 3/2 il est conjecturé que tous les nombres premiers peuvent étre générés
par une série d’arbres.



Introduction

Y a t-il une formule pour les nombres premiers ?
La réponse est oui et non. Tout d’abord qu’est-ce qu’on entend par formule ? Par exemple, une formule
dite close comme celle trouvée par Euler en 1772,

p(n) = n?+n+41

Pour n entre 0 et 39 produit 40 nombres premiers d’affilée : 41,43, 47,53, 61,71,83,97,113,131, 151,

173,197,223,251,281,313,347,383,421,461,503,547,593, 641, 691, 743,797,853,911,971, 1033,

1097, 1163, 1231,1301, 1373, 1447, 1523 et 1601.

Elle est élégante et simple. Francgois Dress et Bernard Landreau en ont trouvé une meilleure en 2010
n® 5n°> 1493n* 1027n3 100471n%? 11971n

72 24 72 T g T 18 5 7347

Qui est premier pour n = —42 a 15. Il faut aussi mentionner que la recherche de ce polynéme a tout de
méme demandé 6 mois d’efforts avec une batterie d’ordinateurs.

Mais ?, est-ce donc si difficile de produire une formule qui en donne un bon paquet ? La réponse a cette
question a été clouée une bonne fois pour toute avec la formule de Mills.

Il écriten 1947,si9 = 1.306377... alors la suite

5]

produit une suite de premiers de longueur arbitraire, elle débute ainsi :

2,11, 1361, 2521008887, .... On prend ici la valeur plancher de 93". Mais il faut dire également que le
20¢me terme de la suite est de bonne taille : environ 6 milliards de chiffres.

E.M. Wright en 1951, réitere en en produisant une autre, si g, = a = 1.9287800 et g,,,; = 29 alors

lgal = |22

Donnera une suite de premiers aussi infinie, 3, 13, 16381, ... le 4¢me terme fait plus de 4932 chiffres et
personne n’a osé calculer le 5éme,

Dongc, ces 2 suites produisent une infinité de nombres premiers mais bien siir le taux de croissance
décourage les plus téméraires.



Voici un petit tableau de chasse des formules et procédés pour les nombres premiers.

Auteur (s) Année Commentaire Efficacité Nombres de
termes calculés
Erathosthéne -276 a - Crible Pratique Infini
194 d’exclusion calculable
Mersenne 1536 Nombres Pratique, exact | 51
premiers de la
forme 2P-1.
Produit des
Petit théoreme | premiers Infini
Fermat 1640 de Fermat probables calculable
faibles
1772 Polyndmedu | ioue 40
Euler second degré
Mills 1947 Double ) Pratique Moins de 10
exponentielle termes
Wright 1951 Super ) Pratique Moins de 5
exponentielle termes
Wilson (1317r;:g EZ:::EFUI Théorique Tres peu
Polynéme de
J or.les, Sato, Wada, 1976 degré 25 a 26 Théorique Treés peu
Wiens _
variables
John H. Conway 1987 FRACTRAN Théorique Tres peu
Rowland 2008 Récurrence Théorique Tres peu
Dress, Landreau 2010 Polyrllome de Pratique 58
degré 6
Benoit Perichon (et 26 premiers en
al). 2010 progression Pratique 26
arithmétique
Programme
Primesieve,
Tomas Oliveira e cri,ble Infini
Silva et al. 2019 d’Erathosthene | Pratique
o calculable
optimisé.
Le plus rapide
connu




On entend ici par infini calculable que le calcul ou procédé peut étre fait jusqu’a ce que les
ressources soient insuffisantes. Par exemple, le programme Primesieve est le plus rapide qui existe. Il
peut produire tous les nombres premiers jusqu’a 1000 milliards enregistrés sur disque en 52 minutes
sur un ordinateur moyen. Dans sa version courante la liste peut aller jusqu’a 264, soit 1,844 x 10'° mais
qui demande 4.1 exaoctets d’espace pour étre stocké. L'infini calculable en I’'an 200 av ].C. est bien sfir
une limite manuelle, la méme chose s’applique a la limite calculable pour le petit théoréme de Fermat.

Les nombres premiers produits par le petit théoréme de Fermat sont probables et faibles. Si p
est tres grand, a toute fin pratique c’est un test probabiliste.

Les nombres de Mersenne sont limités par la taille de n, pour tester un seul exposant dans la liste
des candidats on a besoin d'un ou 2 mois de calcul intensif sur un ordinateur puissant. La croissance de
la fonction de Wright est supérieure a la double exponentielle puisque le 5¢me terme est difficilement
calculable méme avec Mathematica installé sur un ordinateur puissant.

Premiére approche

Le premier type a considérer est de construire une suite basée sur la représentation en base 10
avec par exemple, a,,; = 10a(n) avec a, = 7.3327334517988679 on obtient 7, 73, 733,
7333,73327,733273... est une suite de premiers mais qui s’arréte faute de premiers de cette forme qui
soient plus grands. C’est I'une des quelques unes connues et la plus étendue [10]. Si on utilise une autre
base beaucoup plus grande mais de taille fixe elle est forcément prise a défaut éventuellement a cause
de I'espace entre les nombres premiers qui s’agrandit.

Si on utilise une fonction qui croit plus rapidement comme n" on obtient de meilleurs résultats,
par exemple avec ¢ = 0.26558837294314339089712945366546...et a,, = |cn™]. Elle s’arréte au bout
de 19 termes, ici a; a a,,. Cest la meilleure qui a été trouvée a I'aide d’'une méthode que nous
expliquerons plus loin.

a, =7,67,829,12391,218723,4455833,102894377,2655883729, 75775462379, 2368012611049,
80440106764817,2951219812933057, 116299525867995629
4899240744635092571,219705395187452015923, 10449948501874965563651,
525445257345556693801913, 27848959374722952425334841,
1551723179991864497606172809

Encore une fois pour les mémes raisons, le procédé ne marche plus au bout d’'un moment, cet
exemple est le meilleur qui a été trouvé. La méthode utilisée est basée sur une programme maison a la
Monte-Carlo qui utilise le principe du recuit (Simulated Annealing). Si une fonction croit trop lentement
alors I’écart entre chaque nombre premier finit par avoir raison sur la formule.

La prochaine étape consiste alors a considérer des formules du type Mills ou Wright, celle de Wright a
été écartée parce qu’elle croit trop vite. La question alors est y a-t-il un moyen d’obtenir une fonction
qui croit juste assez pour produire une suite de premiers de longueur arbitraire ?



Considérons alors la récurrence a,,; = a,> — a, + 1, dite de Sylvester, elle apparait dans le
développement en fraction égyptienne du nombre 1. C’est la suite AO00058 du catalogue OEIS et
commence comme suit: a, = 2,a, =2, 3,7,43,1807,3263443,10650056950807, ...

La suite a la propriété que

P P R S
23 7 43 1807 ' 3263443

L’extension naturelle de cette formule est de se demander, si a, est un réel, peut-on en trouver un qui
produise des premiers ? Il suffirait d’utiliser la fonction plancher |x]. La réponse est oui, si a(0) =
1.6181418093242092 alors

a(n)=2,3,7,43,1811,3277913,10744710357637, ...

La suite est intéressante en ceci qu’elle a une croissance bien moins élevée que la formule de Mills et
encore plus que celle de Wright. Chaque terme a environ 2 fois la taille du précédent.

Une famille de formules pour les nombres premiers

Peut-on choisir 'exposant dans la formule précédente de sorte que la croissance soit moins
grande ? Ici, la longueur qui double a chaque terme nous donne que a(14) = 9.838...x 10167,

En remettant au four le procédé et en choisissant un exposant petit comme 5/4 on trouve assez
rapidement : Si ay= 43.80468771580293481... et en utilisant { x }, I'arrondi de x on obtient S(n) =

{an}et
5
An+1 = Apt

C’est maintenant la suite A323176 du catalogue OEIS, S,, = 113,367,1607,10177,102217, ...

Maintenant que ¢a semble fonctionner, ne peut-on pas prendre un exposant plus petit ? Si on choisit
soigneusement a, et un exposant plus petit, ca marcherait aussi ? Par exemple, si

11
Ap+1 = Ap10

Eta, = 100000000000000000000000000000049.31221074776345 ... on obtient la suite de
premiers

100000000000000000000000000000049
158489319246111348520210137339236753
524807460249772597364312157022725894401
3908408957924020300919472370957356345933709
70990461585528724931289825118059422005340095813
3438111840350699188044461057631015443312900908952333
489724690004200094265557071425023036671550364178496540501

Et si on choisit I'exposant 3/2 et a(0) = 2.038239154782... on obtient la suite de premiers
5
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3

5

11

37

223

3331

192271

84308429

774116799347

681098209317971743
562101323304225290104514179
13326678220145859782825116625722145759009
1538448162271607869601834587431948506238982765193425993274489

C’est maintenant la suite A323611 du catalogue OEIS.

Un autre exemple ici en choisissant 'exposant et la valeur de départ de telle sorte que les petits
nombres premiers y soient, on a alors a(0) = 3.34683553593243081 ... et 'exposant qui est
1.251295195638... la suite de premiers : (A323065).

3,5,7,11,19,41,103, 331, 1423, 8819, 86477, 1504949, ...

En choisissant a(0) = assez grand on arrive a avoir un exposant trés petit comme 101/100. Si a(0) =
107500+ 961.4993763378507 ... on a une suite de 100 nombres premiers, le dernier ayant 1340
chiffres.

Tous les nombres premiers ?

Et si on pose la question : peut-on obtenir tous les nombres premiers ? Pour y arriver il

faut qu'on puisse par exemple a partir d'un nombre premier arbitraire remonter jusqu’a 2 ? C’est
possible en fait si on inverse le procédé en utilisant 1/a , a étant I'exposant.

Choix du premier: 107100 + 267.

100000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000267,742123524365563, 542489, 163, 7, 2

Est obtenu en prenant I'esposant @« = 0.38562256415290... Et si on veut avoir cette suite comme
partant a 2, alors on aurait: avec a(0) = 2.1322219996628413452...et l'exposant 1/a =
2.5932092490404286167308...

Dongc, a partir d'un nombre premier donné, on peut aller dans les 2 sens.



Description de I'algorithme et méthode
Il y a 3 étapes.

1) On choisit la valeur de départ et 'exposant, préférablement une fraction simple.

2) On utilise Monte-Carlo et le recuit simulé, en francais ¢a signifie qu’on ne garde que les valeurs qui sont
des nombres et on ignore le reste. Une fois 4-5 valeurs trouvées c’est suffisant pour I'étape 3.

3) On utilise une formule qui permet soit d’aller vers I'avant ou I'arriére.

Vers I'avant : le plus petit nombre premier apres { a(n)® }.

Le nombres premier est facile a trouver méme s’il a des milliers de chiffres. Maple permet d’avoir un
premier trés probable jusqu’a 10000 chiffres et PFGW permet d’avoir une taille allant jusqu’a 1 million
de chiffres en quelques minutes.

Vers l'arriere : (pour vérifier que la formule fonctionne).

Nombre premier précédent = résoudre pour x avec x* — S(n + 1). Ici S(n + 1) est le prochain
nombre premier candidant, c’est ici que si @ est rationnel est plus aisié pour le calcul.

Conclusions

Tous ces calculs sont empiriques. En terme pratique on arrive a générer un nombre arbitraire
de nombres premiers et qui a une croissance minimale. Les formules sont bien plus économes que celles
Mills et Wright. A un nombre premier donné on peut remonter jusqu’a 2 et a partir de 2 on peut obtenir
une famille de suites infinies de premiers. Avec I’exposant 101/100 (voir appendice), on peut arriver a
produire une suite de 100 nombres premiers, battant ainsi le record de 58 (polynéme) ou de 26
(premiers en progression arithmétique). La suite de 100 nombres premiers peut étre étendue jusqu’a
1000000 de chiffres si on utilise PFGW (moyennant un certain temps de calcul). Les premiers sont tous
des premiers probables lorsque la taille dépasse 20 chiffres.



Appendice

25 janvier 2019

100 nombres premiers générés avec la formule a(n+1) = a(n)”*(101/100), a(0) =

100000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000961.49937633785074906096890050462444908020204580418561731477828190099604620467921992821259862949\
698307829986463248135256022852597140980529645911348140672683977009280389642875640080418861402144084\
549608716538013942650394087037564823917745188883250546863675267624219491945187094514592600432735614\
929755323334008371719320629002849051510830972515789848819951063236976515666794000688817757314693955\
467941948991063063866591225111384335214716454988096982887358963992279129447868296960365492654282829\
720481907190023206049481495576787405736764353456390776581217401404705540265498097659376981360834632\
868059946649664427390719025904403828159454498036951551055154089583752195503568713494998448585728560\
294892065259682028307034562305843737811798834499361959100164056670775385700266846014977630039166732\
569298802457242100399304635768684673370019104202359799532957225113032424980024991317426163237078872\
533860143639381590178161010844916293363052233516576361424169036862433383177858769067598941313173140\
844810692181767624173469810256277009356516365151922633155745821815122724850608400085069883240597812\
719918203370781366592909783443872475872452764504880260121174467641915315261977686120301526920402955\
143983874676937309307917050971789817793307274786253001800066291957947943471099311382448672201428813\
210522861429208365691403893501211541035852549919038470170642855226523446588121922587880566270828914\
951331952561207677961401433077264200522586606279255372091248768743744952890894264021450331932036936\
917864119615259009474680712115076875514909505583766578664979943751686515625112455623019429842146559\
577598035005503325265734789500114279787531668204610944960619389987062911813365457135577874248294186\
698959769405361133203325188872811932606395202868261404328999717899197209995612530601446861519404523\
777214467431675897110756968556521049637485563170198395066848283620780796600537711213649983754095792\
204829862317640273568254732165843964679055405330953129158130807780122602842366822281984523961272409\
448377365422112216073779584496803866184126059462795545839349793080162873729136020928511219968111991\
978099218517260859353552174850910423857861515446794434936644021207354421210263485435860951917306560\
966741418975112840874387733978918528775906625089137492643507711300702644312010760847564202868719716\
539389172515085578743463871401962302570853883919016021081517519899689793039158365632685360874933697\
582010361799546640870388849952744384862405514599235158814422311743943008431492565904322329194879375\
386396292812704243908973331245350862755298181931196075024064255481203326268543550634619215764661305\
005733461496920662527087254221616910277840952601895385714233787955837481530644777334211131238061028\
851837257511681621919042603203509913669305813561846517487241873818137127646401429076318842235812953\
932594167023728174734996983824466588119316943621505047441949296215450021290182942447660595356885674\
068278423501386997283906764096236316864884948144810920535123515839093894911197093039535209999987065\
516356755221103776545273310876285894584479436736448491110342079867262074234966629013132903158097094\
528584483429713882088572472238661454395552772475401486173065407159827316873032420327011225858480938\
596216262505462690308401955429529214543340967256457529686999563001111640407214192297568697952565377\
586810535640497453677755598049227772747136477650043417384809158926394061841798191864132461078987823\
690846730027521755598042456375673978058636742173865440133268116669061443015583081869960216725861404\
27400935699080339729452776811458357287472

Donnera 100 nombres premiers

S(n) ={a(n) }, ou{} estlavaleur arrondie.

1, 100000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000961

2, 100000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
00000097111437

100, 1039315103039252347530877722356687459692140638009843179408251154140768689111070620292367150420\
962823368315446867535712093130791917040841768624054046342016743541014269035345133597445640960834127\

8



018398322694298351939147983130015136908252323673866239520792574613411868677642235073704177013092547\
469988942740792286178287439751171740781473269073892222500856819101508763905159436890713516706806073\
230340709775247109962639304731268726673513194358760146498716630917326127104834470990855699126724423\
364563400627298922622307293846063438117272268793768275879962254097799354158085762961064123057607966\
160601776755818203159773936124656112065523115090064101111495353498206258795439413673812037278296733\
645267287644097356076684710114796664999936120575287724837293697351493924409500224966132968519714416\
842453707637954130055549264002324165047468473929271485946165503217356837601629639419879469016702185\
282884953955978837040813769790737964024765936560132201947329589020684688103783508207953909226973353\
311673228475465554368940907592962420614466784994981282960825721578943945413044348721413359994322887\
267908768807338482433090925796834068237180403901988798369730955930342861808229822928384548983053573\
536591973775077187971574678905969616118381414141776504673183500635532110860928139441058326506259628\
5149447865883142706706104362406568168733890352436821318127

La liste complete des nombres premiers se trouve ici :
http://plouffe.fr/Record%20100%20primes%20sequence.txt
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