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Resumen

Sea a(n) = A000026(n) la funcidn mosaico: si n =[] p° es la factorizacion prima (con
p¢ || n), entonces

a(n) = [ e)-

Estudiamos tres familias de indices
St ={n: a(n)+les primo}, S_ = {n: a(n)—1les primo}, Si = {n: a(n)%lson ambos primos},

asi como la familia de distancia 0 (valores primos de a(n)). Damos propiedades elementales
(paridad y congruencias), heuristicas de densidad, un método computacional reproducible
y resultados empiricos hasta n = 10% |S,| ~ 1721, |S_| ~ 1734, |S1| ~ 425. Ademas
mostramos cémo construir primos gigantes de la forma p = a(n) + 1 con p — 1 totalmente
factorizado, lo que permite certificados tipo n—1 (Pocklington-Lehmer/BLS) o ECPP muy
rapidos.

1. Introduccién
Las transformaciones casi primo del tipo

{n: isprime(f(n)+1)}

son canodnicas en aritmética experimental. Para f(n) = a(n) = [[(p - e), el valor a(n) entrelaza
bases primas y exponentes de un modo distinto a funciones clasicas como o, 7 o . Filtrar por

“4+1 primo”, “—1 primo” y “ambos” detecta indices con estructura multiplicativa marcada; ademas,

cuando a(n)+ 1 es primo, p — 1 = a(n) queda factorizado por construccion, lo que facilita obtener
primos grandes con prueba eficiente.

2. Definiciones y propiedades basicas

Para n = [[p® con p° || n,

La funcién es multiplicativa.

Paridad. Se tiene
a(n) impar <= 24{n y e es impar para todo primo p | n.

En particular, si n es impar y libre de cuadrados (e = 1), entonces a(n) es impar y a(n) + 1 es
par > 2, por tanto no primo (salvo n = 1).



Congruencias mod 6. Los primos > 3 son =105 (méd 6). De aqui:
a(n) + 1 primo > 3 = a(n) =0,4 (mdd 6), a(n)—1primo >3 =a(n)=0,2 (mdd 6).

El caso “sandwich” exige a(n) par (si a(n) fuera impar, uno de los vecinos seria par > 2).

3. Las tres familias de indices
Definimos
St ={n: a(n)+1es primo}, S_ ={n: a(n)—1es primo}, Sy = {n : a(n)%1 son ambos primos}.
» 1S5, porquea(l)y=1y1+1=2.
= Sin es impar libre de cuadrados y n > 1, entonces n ¢ S (paridad).

» Para n par o impares con algin exponente par, a(n) suele ser par; entonces a(n) 4+ 1 son
impares y mejores candidatos a primos.

4. Heuristica de densidad

Para un entero “aleatorio” M de orden X, P(M+1 primo) ~ 1/log X. Sustituyendo M = a(n),
interesa promediar 1/loga(n) sobre n < N. Dado que a(n) tiende a ser méas pequeno que n y
muy y-suave, la tasa de aciertos para n < N puede ser apreciable en rangos moderados. Los
datos de la Seccién 6 concuerdan con esta heuristica.

5. Meétodos computacionales

A partir de (1), los chequeos son directos. A continuacion, implementaciones compactas
(ASCII) en Python, PARI/GP y Mathematica.

Python (SymPy)

from sympy import factorint, isprime

def mosaic(n: int) -> int:
if n == 0: return O
prod =1
for p,e in factorint(n).items():
prod *= p*e
return prod

def Splus(N): return [n for n in range(l, N+1) if isprime(mosaic(n)+1)]
def Sminus(N): return [n for n in range(l, N+1) if mosaic(n)>1 and isprime(mosaic(n)
-]
def Ssand(N): return [n for n in range(l, N+1)
if isprime(mosaic(n)-1) and isprime(mosaic(n)+1)]

PARI/GP



mosaic(n)={

if (n==0, return(0));

my (f=factor(n), k=matsize(f)[1], prod=1);
for(i=1, k, prod *= f[i,1]1*f[i,2]);

prod

};
Splus(N)=select(n->isprime (mosaic(n)+1), vector(N,i,i));

Sminus (N)=select(n->mosaic(n)>1 && isprime(mosaic(n)-1), vector(N,i,i));
Ssand(N)=select (n->isprime (mosaic(n)-1) && isprime(mosaic(n)+1), vector(N,i,i));

Mathematica

mosaic[0]=0;
mosaic[n_Integer?Positive] =
Times@@(FactorInteger[n]/.{p_,e_}:>p*e);

Splus[nmax_] := Select[Range[nmax], PrimeQ[mosaic[#]+1]&];
Sminus [nmax_] := Select[Range[nmax], mosaic[#]>1 && PrimeQ[mosaic[#]-1]&];
Ssand[nmax_] := Select[Range[nmax], PrimeQ[mosaic[#]-1] && PrimeQ[mosaic[#]+1]&];

6. Resultados empiricos

Con los programas anteriores (Python/SymPy), para 1 < n < 10* se obtuvo:
|S4| =~ 1721, |S_| ~ 1734, |S4| ~ 425.

Esto equivale a ~17,2%, ~17,3% y ~4,3 %, respectivamente. Muestras de términos iniciales
(indices n):

Sy 1,2,4,6,8,9,10,12, 18,22, 24, 25, 28, 30, 32, 40, 42, 45, 46, 52, . ..
S_: 3,4,6,8,9,12,14, 16, 18, 20, 24, 30, 36, 38, 40, 42, . . .
Sy 4,6,8,9,12,18,24, 30, 40, 42, 45, 54, 56, 60, . . .

La escasez relativa de Si es compatible con la rareza de los primos gemelos.

7. Primos gigantes via a(n) + 1

Una ventaja clave de S es computacional: si p = a(n) + 1 es primo, entonces p — 1 = a(n)
esta completamente factorizado por construccion (sus factores primos son los que aparecen en n
y los factores de los exponentes). Por ejemplo, tomando

n = (primorial(283))''% = a(n) = primorial(283) - 116%!,

se obtiene p = a(n) + 1, un primo de 244 digitos. La factorizacion de p — 1 es explicita:

11— (22 .99)61
p—1 (qych) (2% - 29)

Esto permite un certificado n—1 o ECPP muy rapido. En general, con n = (p#)® se tiene

a(n) = p# - a™?),

lo que da control fino del tamano de a(n) (y, por ende, de p = a(n) + 1).




8. Observaciones y conjeturas

(1) Paridad necesaria. Para n > 1 en S, tipicamente a(n) es par (anica excepciéon n = 1).

(2) Estructura de exponentes. Cuantos mas exponentes pares o mas primos pequenos tenga
n, mas y-suave es a(n) y mas barata la certificacion cuando a(n) 4+ 1 es primo.

(3) Conjeturas. Se espera que Sy y S_ sean infinitos. Para Sy (gemelos centrados en a(n))
también, aunque es més delicado.

(4) Distribuciones modulares. Estudiar a(n) méd m (p.ej., m = 3,4, 6) dentro de cada familia
puede afinar heuristicas y predicciones.

9. Reproducibilidad

Los listados de la Secciéon 5 permiten regenerar Sy, S_ y St a voluntad. Para primos gigantes
p = a(n) + 1, se recomienda publicar: (i) el decimal de p; (ii) la lista “primo”exponente” de p — 1;
(iii) el registro de la prueba (n—1/ECPP).
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