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;A LA RECHERCHE DE PI 
I 

B 

jLe& quatre mille ans d'étude sur le 
i nombre Pi ne burent jamais uussi pro)- 
! biques qu'aujourd'hui. Malgre l'avancee 
: constante et phénoménale des capacités 
de calcul, ce dont bien les al,gorithmes 
ui marquent encore la dibberence. Ce 

lossier se consacre à la poursuite de Pi, 
regroupe lea algorithmes classi ues et en P. présente des optimisations. es nou- 
velles méthodes de calcul y sont implé- 
mentées dont l'incro able algorithme de 
h i l ey -~onue in -~ louge .  

esseur Yasumoso Kanada. 
miniveaité de Tokyo. 

En octobre 1999 1 
professeur Yasumas 

l~anada  a annoncé, w r  Interne 

considérable : leur forme com- 
pressée requiert plus de 150 CD- 
Rom, ou encore trente mille 
livres de mille pages chacun. Un 
supercalculateur, le SR8000 
d'Hitachi avec 128 processeurs, a 
calculé ces décimales sur un peu 
plus de trente heures (deux cal- 
culs avec deux algorithmes dif- 
férents pour comparer les resul- 
tats). Pourtant, sur un plan 
scientifique nos calculs ne 
demandent pas une telle préci- 
sion : quelle est donc cette 
étrange constante qui fascine 
tant de mathématiciens ? 
Pi, irrationnel et  transcendant 
Pi se définit comme le rapport 
constant entre la circonférence 
d'un cercle et son diamètre. Son 
appellation "pi" vient d'ailleurc 
du mot grec peripheria lequel 
désigne, justement, la circonfé- 
rence du cercle. Mais il aura 
connu de nombreux autre: 
noms au cours de I'histoire, sa 

a 

avoir calculé près de 200 mil- 
liardsde décimales de Pi, établis- 
sant un nouvcau record mon- 
dial. Ces nombres représentent 

Fig 

notation actuelle ne datant que d'une publication d'Euler en 1748. 
Dans celle-ci, le mathématicien voulaitrendre hommage aux Grecs qui, 
fascinés par ses propriétés étranges, furent les premiers (à notre 
connaissance) à avoir trouvé comment s'approcher le plus de sa valeur. 
L'irrationalité de Pi fut démontrée en 1766 par le mathématicien 
Johann Heinrich Lambert. Un irrationnel figure un nombre qui ne peut 
pas se présenter comme le quotient de deux entiers. Ainsi, le rapport 
3551113, employé pour exprimer Pi dès le cinquième siècle avant J.C. 
par Tsu Chhung-Chih, en Chine, n'est précis qu'à six décimales près. Ce 
qui ne l'empêcha pas d'être sa valeur approchée la plus pré- 
cise pendant 800 ans 
Le caractère transcendant de Pi aura sans doute incarné A 

l'aspect le plus incroyable de cette constante. A l'époque 
de sa découverte, personne n'avait imaginé qu'un tel 
nombre puisse exister. La démonstration (très compliquée) 
de ta transcendance de Pi fut  rédigée par Ferdinand 
Lindemann en 1882. Celui-ci prouva que Pi ne peut s'écri- 
re sous la forme d'un polynôme (comme par exemple 
Illéquation de la figure 1). En fait, cette transcendance de F' 
est encore plus fondamentale car elle démontre égalemer - 
que la quadrature du cercle à l'aide d'un compas et d'une 
règle est impossible (un problème connu depuis 1882 même si 
on rencontre encore des farfelus ignares persuadés du contraire). 
Pi au cours de l'histoire 
L'étude du cercle compte parmi les plus anciens problèmes en mathé- 
matiques comme le soulignent les plus antiques traités. Pourtant, sa 
lnotation moderne reste relativement récente (18eme siècle) sans1 
compter la force de ses récentes évolutions. Avant le 18ème siècle, les 
allusions a Pi utilisent une définition brute et lourde, comme celle-ci : 
"quantitas, in quam cum multiplicetur dyameter, proveniet circumfe- 
Irentia". Elle signifie littéralement : "la quantité qui, lorsque 
multiplie le diamètre, contient la circonférence". Le symbole grec 
moderne remontre à William Jones (1675-1749), lequel l'emploie dans 
son compendium de formules "Synopsis Palmariarum Mathesos" 
publié en 1706. En fait, il cite John Machin comme source de la for- 
mule et son origine lui est donc attribuée. John Machin est également 
célèbre pour sa formule fondée sur l'arc tangente et son record de cal- 
cul (cent décimales). 
La plus ancienne approximation de Pi portée à notre connaissance est 
celle d'une tablette de l'ancienne époque babylonienne, datée entre 
1900 et 1600 avant JC. Elle lui attribue la valeur 3.(1/8). Puis, on trou- 
ve le papyrus de Rhind (du nom de son acheteur qui le trouva en 1858 
à Louxor). Regroupant une série de problèmes, il a pour cinquantième 
propos : "Exemple d'un champ circulaire de diamètre 9. Quelle est sa 
surface ? Prenez 119 du diamètre, le reste est 8. Multipliez 8 par 8 soit 
64. La surface est donc 64". Cette description correspond à la formule 
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Figure 4. 
Grecs ont consacré de grands efforts à l'étude du cercle aux Vème et 
Illème siècles avant J.C. On leur doit notamment la méthode dite de 
"I'épuisement". Elle consiste à partir de figures plus complexes, comme 
les polygones, pour circonscrire le cercle. Euclide (330-275 avant K. )  a 
employé cette méthode pour démontrer que les aires des cercles sont 
en proportion du carré de leur diamètre. On attribue également à 
Platon (427-348 avant J.C) la valeur de Pi la plus fiable de son éooaue . . 
(figure 3). 
Les polyg-es 
Les polygones forment la première phase théorique dans l'étude de Pi. 
Archimède de Syracuse (287-212 avant J.C.) utilise cette méthode en 
250 avant J.C. pour fixer une limite inférieure et supérieure a Pi (figure 
4). Sa proposition devient rapidement célèbre et se propage a 
Alexandrie oh elle remplace l'ancienne approximation (19/9)^2 et pour- 
suit son chemin ves I'lnde et la Chine. Comme son travail ne subsiste 

qu'en forme fragmentaire, nous ne pouvons reconstruire sa 
démonstration même si nous pensons qu'il a utilisé des 
polygones a 96 côtés et qu'il a probablement "inséré" une 
approximation initiale après avoir obtenu ses formules. 
En fait, il est possible de l'obtenir à partir de la forme géo- 
métrique, mais c'est uneétape complexe. Plus que la pré- 
cision de son calcul, c'est l'emploi de limites inférieure et 

supérieure qui démarque 
son travail. Sa méthode 
d'approximation n'a aucune 
limite de précision et élle 
sera même utilisée jusqù'au 
17ème siècle par ses succes- 
seurs, lesquels multiplient le 
nombre de côtés des poly- 
gones pour en améliorer la 

. précision. 
Les expressions infinies 
Les expressions infinies 
ouvrent la seconde ère du 
calcul sur Pi. Après deux 
mille ans de calculs fondés 
sur la géométrie, une 
méthode analytique se fait 

it séries sur Pi se trouvent bcrn9,&, t&e5 sanskrit Yukti-Bhasa et1 

bus n'ôvans que deux prod 
&Wallis Tous tes autres mat 

ne honte y avoir consacré bea 



Cette équation, inspirée par Ramonujan et élaborée por k s  frères Chudnovsky. est utilisée par Mathematica 
e t  produit quinze d é h o / e s  par terme de série : elle fut employée en 1996 pour calculer huit milliards de décimales de Pi. 

ormule (figure 9) devient célèbre mais elle ne se verra publiée que par 
Villiam Jones.(et c'est à cette occasion que la lettre grecque devient le 
ymbole de Pi). Pendant plus de deux cents ans, personne ne pourra 
iroposer de meilleure formule et, ce, même si des mathématiciens de 
rand renom comme Gauss (1777-1855) en proposent des formes plus 
fikaces, 
'ère de l'ordinateur 
es ordinateurs entrent dans le monde de Pi à la fin des années qua- 
înfe. En 1949, on programme I'ENIAC (pour "Electronic Numerical 
itegrator And Computer") pour calculer un peu plus de deux mille 
écimales de Pi, en employant la formule d'arc tangente de John 
Aachin. Le résultat s'obtient après soixante-dix heures de calcu1,soit à 
leu près deux minutes par chiffre. En 1957, Felton tente de calculer dix 
~ i l l e  décimales mais une erreur matérielle stoppe son calcul après 7840 
hiffrekune machine IBM 704 brise cette barrière l'année suivante. Les 
icbrds se suivent alors régulièrement à mesure que la puissance des 

Anatolii Alekseevich Karatsubo 
(né en 1937). 

John Tukey (1915 - 20001, 

mière série basée sur I'arc tan- 
gente, bien qtJil n'explique pas 
comment il l'a dérivée. Si l'on 
note "r" le rayon, "a" I'arc et Y" 
les tangentes associées, sa série 
s'exprime sousla forme présen- 
tée en figure 7 (nous avons placé 
en seconde ligne sa notation 
moderne). II n'aura malheureu- 
sement pas substitué 1 pour x et 
n'a donc pas découvert la série 
de Leibniz. Ce dernier la propo- 
sera de manière indépendante, 
comme l'attestent ses écrits, dès 
1674. 
Euler e t  sa divine formule 
L è m a t h é m a t i c i e n  suisse 
leonhard Euler (1 707-1 783) 

domine sans conteste II 
XVllleme siècle. Après avoir écri 
plus de sept cents livres et essais 
son admirable travail soufft'i~ 
de sa vue, qu'il finira d'ailleuii 
par perdre. De toute l'histoire, i 
reste sans doute l'auteur le plu: 
prolifique et il apporte une pro- 
fonde compréhension de Pi 
Observez avec attention en figu- 
re 8 la formule qu'il a produite 
CeHe-ci a été jugée comme "k 
plus belle de tous les temps' 
par les avisés lecteurs d~ 
Mathematical Intelligencer, er 
1990. Elle est fascinante. 
Le règne de John Machin 
En 1706, John Machin calcule P 
sur cent décimales. Sans Iz 
moindre erreur. II utilise unr 
combinaison de deux séries d'arc 
tangente pour son calcul. Si I Figure 8. 1 



-QI. - -" 1 rn J 

, 

Figure 10. I 

Srinivaso Aiyangar Ramanujan 
(1887 - 1920). 

nachines augmente : en 1973, 
une seule journée suffit'à un CDC 
pour calculer un million de déci- 
males. Tous ces calculs reposent 
sur la formule de I'arc tangente. 
De nouveaux algorithmes 
A partir des années 1980 débute 
la troisième période du dévelop- 
pement de Pi. Plusieurs opéra- 

- tions mathématiques furent lar- 
gement optimisées et les calculs 
sur Pi atteignent de nouveaux 
sommets 
L'opération de multiplication 
de nombres de grande taille se 

ouve largement améliorée en 1965. Cette méthode, dite de la 
ultiplication par transformée rapide de Fourrier, modifie les opé- 
ndes avant leur "multiplication". La complexité du calcul de 
ttte opération devient pratiquement linéaire et  d'une grande 
pidité. Lors d'une réunion avec le président des Etats-Unis, deux 
athématiciens, Richard W. Garwin et  John W. Tukey, discutèrent 
: ce sujet. Peu de temps après leur entretien, l'algorithme fu t  
~ b l i é  et  la recherche historique commenga pour en &terminer 
s fondements. Plusieurs travaux s'en approchent mais il semble 
en que Gauss soit le premier mathématicien à avoir amélioré ce 
i lcul à l'aide de la transformée rapide de Fourrier, dès 1805.3  la. 
~ult ipl ication classique que l'on apprend à l'école est dotée d'une 
~mplexi té de calcul dite quadratique, la multiplication par trans 
)rm?e rapide de Fourrier est de l'ordre N.log2 (N) :sa progressiod ;; 
it presque linéaire (nous aborderons plus loin la méthode inter- :<3 
iédiaire de la multiplication de Karatsuba). ,- & 

:s algorithmes spécifiques 
> t 

près les optimisations des opérations utilisées dans les calculs, de 
ouvelles formules totalement vouées à Pi voient le jour. Dès 
976, on abandonne la formule de I'arc tangente au profit des tra- 
aux du vénérable mathématicien indien Srinivasa Ramanujan 
1887-1920). L'une de ses formules, présentée en figure 10, se 
tvèle au moins cinq fois plus rapide que toutes celles qui circu- 
&nt  lors de sa publication. Une autre amélioration touche I'alqo- 
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Figure 11. 

hode dite de l'itération permet de doubler le nombre de dé 
es obtenues, créant une convergence quadratique vers Pi. 
frères Borwein 
1985, les frères Borwein publient une série de formules hau , 
it spécialisées dans le calcul de Pi. Leurs travaux sont inc 
*nables et les amoureux de Pi ne peuvent y échapper. O 
ive des progressions quadratiques et  même noniques, ma 
ige la première forme est la plus rapide. 
t avec une formule quadratique que Yasumaka Kanada 
it à son record de 200 milliards de décimales, après seuleme4 
~t itérations de l'algorithme ! Entre 1981 et  1999, le record $4 
u vingt-six fois. 4 

I poursuite de chiffres isolés dans Pi 3 
i des algorithmes les plus impressionnants concernant Pi - 
s une plus large mesure les mathématiques - fu t  I'introduct 
la formule BBP ; ses initiales reprennent les noms de 
:urs : David Bailey, Peter Borwein et Simon Plouffe. Publié 
.embre 1995, leur algorithme (figure 11) permet de calc 
te position arbitraire en base 16 dans Pi et, ce, San 
i n  de calculer toutes les décimales qui précèdent ! Le 
urs auront ainsi déterminé que le dix milliardième chiffre 
zéro, soit deux fois plus loin de Pi que le dernier rec 
3que. Aujourd'hui, nous avons des chiffres mille fois plus 
is devons ces records au jeune Simon Fraser de l'univers 
naby (Canada). En utilisant l'approche du calcul distribue 
x ans et grâce à près de 2000 machines sur Internet, il a ré 
n calcul équivalent à 700 années de calcul. 

nathématfcien canadien Simon Plouffe, l'un des auteurs de l'algorithme BBP. 



Parmi le6 expre66ion6 inbinie6, une dom-ca 
dur le6 bonction6 d'arc tangente émerge avec 1 
du calcul analytique. ' - .  . . 

. . . , ... 
Les fonctions dites 
d'arc tangente sont les 

nverses des fonctions trigono- 
nétriques classiques (cos, sin, 
etc.) et, comme leur nom le 
;uggère, i l  s'agit d'arcs. Si 
(, = tan (y), alors nous avons la 
,elation arctan (x) = y, ce, si y 
;e trouve compris entre -Pi12 
et Pil2. 
.orsque x est égal a 1, on 
~ b t i e n t  un cas intéressant pour 
e calcul de Pi, puisque la fonction d'arc tangente correspond a 
15 degrés d'arc, soit Pi/4. Comme la tangente de Pi14 = 1, nous 
ivons la relation Pi14 = arctan (1). 
.'arc tangente dispose d'une série facile à calculer, découverte 
Jar James Gregory (1638 - 1675) en 1671 (voir la figure 12 ; la 
ieconde ligne y montre la série de Leibniz). Si I'on pose x = 1, la 
;érie de Leibniz apparaît mais elle n'est pas très pratique pour 
+aliser des calculs : ses termes ne se réduisent que tres lente- 
nent. Après deux milliards de termes, la précision obtenue n'est 
qùe de neuf décimales correctes pour,Pi, une convergence très 
nédiocre s'il en est. 
I est possible d'améliorer la précision et la vitesse du calcul en 
~ t i l i san t  plusieurs arcs au lieu d'un seul. Leonhard Euler (1707 - 
1783) a proposé une formule tres simple (figure 13) qui se prou- 
l e  par l'identité trigonométrique simple (figure 14), si I'on pose 
:an (alpha) = arctan (112) et tan (beta) = 113. 
Si I'on remplace chacune des expressions d'arc tangente dans la 
Formule d'Euler par la série de Gregsry (voir figure 12, première 

Figure 12. 

7-r I L - 
4 

= aAan  - - arc tan - 
2 3 

F~gure 13 

liqne], on peut e decroissance de ses termes beaucoi 
rapide. Bie à calculer alors, ce ga 

est appréciable. 
En 1706, John formule (figure 15) (s'al 
puyant sur l'arc tangent ilise pour calculer cent décima11 
de Pi. Les termes successifs de la première opérande de sa formt 
le convergent rapidement (1,39 décimales par terme) et la pr< 
sence du nombre 5 dans le dénominateur rend son calcul "a 
main" tres facile. 
De toutes les formules d'arc tangente, celle de John Machin e 
sans conteste la plus efficace. 

AMÉLIORATION DE LA MULTIPLICATION 
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Le premier avantage précision infinie : une variable usuelle, dite "base IO", chaque chiffre dans un nombre est multi- 
de l'algorithme Spigot de type long (en langage C) plié par une base fixe selon sa position 11. 10, 100, . ) .  II existe des 

réside dans le fait qu'il délivre suf f i t  largement. Enfin, cet nombres dont la base est variable : l'exemple le plus frappant est 
u s  chiffres de Pi au fur et  à algorithme s'avère très rapide celui d'une date : 2 semaines, 4 jours et 8 minutes. Cet algorith- 
mesure, alors que la plupart (bien qu'il soit incapable de me emploie cette forme de représentation pour la série utilisée 

-des autres méthodes recou- rivaliser avec les équations dans le calcul Pi. 
- rent à .une mémoire tampon quadratiques de Borwein, plus Lorsque la base de la série est modifiée pour la base 10, i l arrive 

et  calculent le résultat à la fin. loin dans ce dossier). que la paire "IO" survienne : on traite ce "1" comme une retenue 
De fait, i l  se montre idéal pour Quelques lignes de code suffi- qye l'on doit ajouter au chiffre qui précède. Mais si jamais ce 
récriture d'une applet Java à sent à l'élaborer et ses mathé- chiffre est un "9", il faudra corriger ce dernier. Une complication 

'placer sur un site Web. Son matiques restent, en outre, de l'algorithme Spigot est donc que les chiffres calculés ne peu- 
second avantage est qu'il .très simples. vent pas être immédiatement affichés. Par exemple, si le calcul de 
fonctionne parfaitement avec On peut concevoir cette série Pi nous donne: 
des variables entières et ne comme un nombre à base 3.1415...99999(m) 

requiert pas de librairie de variable. Dans notre base 
Nous devons transformer le 10 en 9 + 1 

1 suivi par zéro, et appliquer toute retenue 
- - +  en partant vers la gauche. Une implémen- 

tation en langage C de I'algorithme Spigot 
figure sur le CD-Rom qui accompagne le 
magazine, le source contenant une présen- 
tation des étapes de I'algorithme. 

F~gure 14 

--. 
Question 
Quelle est la parti- 
cularité du nombre 
premier 73939133 ? 
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Ni LA MOYENNE 
ARITHMÉTIQUE-GÉOMÉTRIQUE DE GAUSS 

Réponse : 
On peut retirer L. 

nombre à chaque 
fois en partant de la 
droite, jusquV 7, e t  
chacun des nombres 
obtenus est lui- 
même premier ! 

L'une de6 méthode6 le6 plu 
lud rapide, edt l'approche 

Friedrich Gaudd inventée ve 
1 O and, elle fiut redecouvert 
Aent.  I l  d'agit de la moyenn 

Les variations fondées sur I'AGM de 
Gauss (AGM désignant la moyenne 

arithmétique-géométrique) sont nombreuses, 
à commencer par celle de Brent-Salamin. 
L'AGM fait partie de l'équation utilisée pour 
calculer Pi (figure 19), et en constitue un dé- 
ment primordial. La seconde variable visible 
dans I'équation, ck, est directement liée à 

I'AGM. 
La moyenne classique de deux ration, le nombre de décimales correc 
nombres est une chose couran- double pratiquement : il s'agit d'une conv 
te. La moyenne géométrique (fi 
bien connue et permet de calcu 
(ou plus de deux) variables reliées par une opération de 
multiplication. On la rencontre, par exemple, dans les 
calculs de taux d'intérêt. L'AGM correspond aussi à la 
moyenne de deux variables a et b, mais il n'est pas pos- 
sible de la calculer d'un coup : on utilise un nombre infi- 
ni d'étapes dont chacune vous rapproche un peu plus 
du résultat. II s'agit donc d'une moyenne particulière, 
obtenue par itérations (voir figure 21) 
Fonctionnement 
A chaque itération, ak et bk se rapprochent l'un de 
l'autre, ak se réduisant tandis que bk croit. Leur valeur de 

I convergence, dite "AGM de a et b", s'écrit AGM(a,b). 



Iriatew. En même temps, nous' 
calculons la somme du dénorni- 
nateur à l'aide d'une variable 
auxiliaire ; si ak et bk sont obte- 
nus au cours des itérations dei 
I'AGM, ck est défini comme la1 
moitié de leur différence (équa- 
tion 22). A mesure que a et b se 
rapproc6ènt I'un de l'autre, c 
converge vers zéro. La variable t 
(pour "temporaire") contient la 
valeur de ak, qui est employée 
à plusieurs reprises dans 

t l'algorithme. 

r L'algorithme présenté est l'un 

[ des meilleuls algorithmes de 
calcul de Pi en existence. Une 
centaine d'itérations suffit à 
obtenir plus de 200 milliards de 
décimales. 

Figure 2 1. 1 



VARIANTE DE 
L'algorithme de l'AGM de Gaudd a été amélioré par Arnold 
Schonage, avec un rédultat bien plu6 rapide. 

I 

< Les calculs effectués 
dans l ' a l g o r i t h m e  

AGM impliquent de longues 
variables, en particulier la mul- 
tiplication de ak par bk, le cal- 
cul de la racine carrée de ce 
résultat et d'autres opérations. 
Certaines opérations comme 
l'addition ou les multiplica- 
tionsldivisions par puissances 
de deux restent pep coûteuses 
en utilisant les décalages de 
bits. Présentée dans Fast 

QU IZ 
Repome : 
1 divis4 par ta racine 
cartee de la pression 
atmosphérique 
donne 3.1 4153 (P = 
O.Tû1325 MPd. 

La librairie hfioat (http://www.~.de/hflaat/hfloatpage.h tml]. 
Algorithms, A Multitape Turing 2 Machine Impiementution en 1994, Arnold Schonage évite 

la longue multiplication de ak.bk en remplagant ce pro- 
' i t  par une décomposition d'autres variables de I'algo- 

rithme (équation 25) : les variables A et B stockant les 
carrés de a et b, respectivement. Par cette simple modi- 
fication, on obtient un gain de performances d'environ 
25 010. On évite également le calcul d'une longue racine 
carrée en initialisation et pendant le calcul de I'abproxi- 
mation de Pi (où il évite une opération de mise au carré). 
H est également possible de pousser plus loin I'optimisa- 

l tion : bk et Bk peuvent partager la même variable, donc 
cette variante de Schonage ne demande pas plus de 
variables que la forme originelle de I'AGM de Gauss Pas 
de stockage supplémentaire, et aucune pénalité pour ce 

type de traitement. Nous vous recommandons, bien entendu, 
de n'utiliser que cette variante plus efficace de I'AGM de Gauss, dont 

vous trouverez le listing 
(en langage C) sur le CD- 
Rom accompagnant le 
magazine. 
Quelques défauts 
Les problèmes rencon- 
trés tiennent plus de Figure 26. 
l'implémentation que de 
l'algorithme lui-même : le coût de stockage et l'arithmétique de haute 
précision. Les variables de grande taille a, A, b = B, s et t doivent dès le 
début du programme disposer de la taille voulue du résultat, mais si 
vous désirez calculer des millions voire pl si eu^ milliards de décimales, Y les quantités de mémoire requises vont commencer au Go. II faudra 
apporter un soin conséquent au développement de routines (probable- 
ment spécifiques au processeur) pour la gestion de la mémoire. D'autre 
part, les ordinateurs n'ont qu'une très faible précision mathématique et 
peinent à traiter plus de seize décimales et plus : ils découpent les opé- 
rations en blocs plus élémentaires, une procédure complexe et dont les 
performances auront un impact critique sur la vitesse de votre pro- 
gramme. L'utilisation d'une librairie spécialisée de précision infinie est 
fortement recommandée. NOU; avons a cet égard placé la librairie 
hfloa't sur le CD-Rom (attention : sa licence est contraignante). 



ES LIS1,HGS SUR LE CD 



LES SERIES DE RAMANUJAN 
Oublié pendant tres longtemps, le mathématicien indien 
Ramanujan a travaillé dans l'isolement total et hors du systè- 
me scolaire jusqu'à l'âge de 23 ans et dès ses premières publi- 
cations son génle mathématique &minant se propagea. 

La vie de Srinivasa Aiyangar 
Ramanujan fu t  courte. Sans doute 

rop. Et son génie aura presque été gâché. 
dé à Érode en 1887, sa famille est tres 
Iauvre. Sans aucun mentor, le jeune 
{amanujan montre une grande aptitude aux 
nathématiques et il acquiert toutes ses 
*onnaissances seul, ne disposant en tout et 
)Our tout que de cinq livres. Parcourant et 
issimilant des ouvrages destinés à I'universi- 
é dès I'âge de 12 ans, puis des compen- 
liums d'équations sans la moindre explica- 
ion ou démonstration à 16 ans. II se présente au collège de 
hmbakonam qui lui refuse l'entrée. De I'âge de 17 à 23 ans il tra- 
aille seul. II mourra à 32 ans après avoir contracté un mal inconnu 
t nous lègue trente-sept travaux, dont l'excellent Équations 
dodukaires Et Approximations Pour Pi, datant de 191 4. 
'armi les formules présentées par Ramanujan, il présente une série 
iour Pi dont la convergence est tres rapide (voir figure 29) : près de 
luit décimales par terme, alors que la meilleure formule à l'époque, 

Figure 30. 1 

Figure 29. 

celle de l'arc tangente de John Machin, n'offre que 1,4 décimales par 
terme de précision. Bien que sa formule date de 1914, elle ne fu t  pas 
utilisée avant 1985. C'est l'invention de l'ordinateur qui permet 
aujourd'hui de calculer les séries de Ramanujan sur un grand nombre 
de termes. Son génie l'aura poussé à concevoir des mathématiques 
hors de notre portée à sa propre époque, en plus d'avoir été trop 
longtemps ignoré. 
Dans le document que nous avons cité se trouve une autre formule 
(voir figure 30) qui ne converge pas très bien, mais elle permet de 
calculer la seconde moitié de n décimales binaires sans calculer 
l'autre moitié. Ramanujan est l'auteur d'une série de type BBP dont 
nous disposons depuis le milieu des années 80. 
Les travaux de Ramanujan ont inspiré de nombreux cherctieurs dont 
les frères Borwein. Nous disposons aujourd'hui d'une formule géné- 
rale qui permet de dériver des équations convergentes de type 
Ramanujan : nous avons placé ce programme sur le CD-Rom du 
magazine. 



LES FRÈRES BORWEIN 
Led brèred Borwein ont développé plu- 
aieurd méthode6 itératived, d'appuyant 
dur led déries de Ramanujan, apred avoir 
démontré que certuined borïnuled dont 
de6 ordre4 particulierd d'équations 
modulaired plu4 générale& 

c , Peter et  Jonathan leur travail, bien que seuls 20 9/0 
Borwein comptent de leurs publications se dédient 

aujourd'hui parmi les figures a Pi. Bailey et  anad da ont 
les plus importantes de la implémenté les algorithmes 

' 
recherche sur Pi. Pratiquement développés par les frères 
tous les algorithmes a hautes Borwein depuis 1984. Leur pre- 
performances sont le fruit de mier algorithme quadratique 

Les frères Borwein [ k t e r  et Jonathan). 

it dérivé de l'algorithme de Gauss, Salamin et Brent. Une forme plu 
iaborée, a progression quartique fut publiée en 1987 et Yasumak 
anada l'a utilisée comme base pour ses records les plus récents. 
n livre très important pour les amoureux de Pi a été 
ublié par les freres Borwein : PiAnd The AGM. II couvre 

" 

)us les aspects de la recherche sur Pi. En partant du 1 
9ème siècle, ses auteurs étudient l'analyse du temp 
ts intégrales et fonctions elliptiques, les fonctions 
iodulaires et theta, Lagrange, Gauss, Jacobi et 
amanujan. Ils expliquent la structure générale de leur< 1 
aorithmes, et démontrent que la série de Ramanuja a 

jt un cas particulier d'une forme plus générale. Ils Ig( 
Rrent des algorithmes aux progressions incroyables 
,nt une variante nonique stupéfiante. Cet ouvrage est 
~osséder, absolument. II y a peu de temps, un nouveau 
~ r e  a été publié par les frères Borwein avec Lennart Berggren : 
I A Source Book. II regroupe soixante-dix articles originaux sur Pi 
)nt des reproductions historiques remarquables : la preuve de 
rrationalité de Pi par Lambert (1761) ou encore celle de sa trans- 
:ndance par Lindemann (1882). 



L'ALGORITHME BBP 
En 1995, troid chercheurd prédentent le dix milliardième 
chibbre de Pi. Maid, plud intéreddant encore, il6 expliquent 
comment calculer n'importe quelle décimale dana utiliaer le6 
précédente6 ce qui était alord acquib comme inconcevable. Cet 
algorithme, BBP, orte le nom de ded auteurs : David Bailey, i' Peter Borwein et imon Ploubbe. 
< C;t, algorithme s'implémente facilement ne requiert pas 

d arithmétique à précision infinie et ne demande pratique- 
ment pas de mémoire. Son temps de calcul est relativement linéaire 
selon i'ordre de la décimale requise. Ces mathématiciens ont démontré 
que pour un nombre transcendant, il n'est pas nécessaire de calculer 
toutes les décimales qui précèdent celle dont vous voulez le résultat. 
Plus intéressante est la méthode obtenue pour obtenir cette formule 
(voir figure 35). La formule de BBP a 6té découverte par l'inférence : en 
utilisant un outil nommé "l'algorithme PSQC'. II s'agit d'une approche 
où un système informatique est utilisé pour rechercher des relations 
entre les variables et composantes d'équations, dans un cadre stricte- 

ment symbolique. Parmi ces outils on trouve Mupad ou 
encore Mathematica. Les chercheurs savaient qu'une for- 
mule (voir 'figure 36) était disponible pour calculer n'im- 
porte quelle décimale de In 2. Ils ont donc cherché la 
même chose, pour Pi. Cette formule n'est donc pas le 
fruit d'un cerveau humain, mais indirectement d'une 
machine. Les mathématiciens auront établi la preuve par 
la suite. Elle ne remplace par l'algorithme fondé sur 
I'AGM de Gauss mais permet 
de calculer "n'importe ou" 
dans ~i:sous forme hexadéci- r 
male (en base 16). ' MCthode 
Pour appliquer la formule, on 

. 1 calcule chacun des quatre termes 1 

1 Figure 36. 

1 Figure 36. 
lobtenir la séquence de chiffres hexadécimaux de SI qui commence à 1: 
position p = d+l (avec p=1,2 ,...), SI est décalé vers la gauche de c 
places hexadécimale% Tout ce qui se trouve au-delà du point hexadé- 
cimal est ignoré. Les nombres seront obgnus en prenant une partie d i  
produit 16^d. C'est après le point hexadécimal que SI va apparaître 
l ~ o u r  simplifier le calcul, on recourt à la fonction modulo (soit le restt 
Ide la division entière entre deux termes] comme présenté sur la figurt 

38. On utilise la fonction modulo à chaqut 
fois pour simplifier le calcul et ne conserve1 
que le reste de la division. Sur la figure'38 
SI se compose de deux termes ajoutés : It 
premier terme à gauche comprend les d-r 
positifs et les termes de sa série sont supé. 
rieurs à 1. Le second terme, à droite, com. 

de manière séparée. Considérons le calcul 1 prend les d-n négatifs et tous les termes dt 
du premier terme 51 (voir figure 37). Pour . Figure 38. sa-série sont inférieurs à 1. 



11 UIELIORATION DE BBP 
Une toi6 leur ormule annoncée, d'autre6 mathématicien6 
cherchèrent u ! eur tour de6 dérie6 de type BBP, avec 6uccèd. 
De6 variante6 plu6 ou moinb amélioreed exidtent egalement. 

I , 
Assez rapidement d'autres chercheurs ont trouvé des for- ' mules de type BBP pour le carré de Pi, mais aussi le loga- 

rithme de 7. D'autres formes plus simples pour Pi existent, comme 
celle élaborée par Viktor Adamchik et Stan Wagon (voir figure 39). 
Par rapport à la formule originelle du BBP nous n'avons plus ici 
que trois termes. Mais cette formule n'est pas seulement plus 
courte : Wagon et Adamchik ont découvert que la dérivation de 
cette formule contient sa propre preuve (remarquable). Comme la 
formule de Wagon et Adamchik n'est pas très efficace, Fabrice 
Bellard l'a modifiée avec une nouvelle série de type BBP, 43 010 plus 
rapide (voir figure 40). 11 fonde sa formule sur le calcul dans une 
base plus importante (1024) par rapport à celle du BBP classique 
(16), en conséquence de quoi il n'a pas besoin d'autant de termes 
que la formule classique pour rechercher un nombre. Elle permet, 
en outre, d'aller beaucoup plus loin avec le même effort de calcul. 

Cette formule est actuelle- 
ment la préférée des cher- 
cheurs de Pi et  Colin 
Perceval, un bri l lant étu- 

Colin Percevol, un brillant étudiant. 

t ion binaire 10^15 dans Pi est zéro (en base 2). 

tant  de la toute premi&re dM.ie. Malgré cela, Fabrice Be 
est parvenu à concevoir un algorith'me capable de trouver 

quelle base ! Vous en 
trouverez l'algorithme sur 

Gilbert Fernandes 
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