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Vorwort

Da in den Anwendungen nur die Approximationsmathematik eine Rolle spielt, kann man,
etwas krass ausgedriickt, auch sagen, dass man eigentlich nur diese Disziplin ,,braucht*,
wdhrend die Prizisionsmathematik blofs zum intellektuellen Vergniigen derer, die sich mit ihr
beschdiftigen, da ist und im iibrigen fiir die Entwicklung der Approximationsmathematik eine
wertvolle und wohl kaum entbehrliche Stiitze abgibt.

Felix Klein (Vgl. [17], Bd. 1, S. 39)

Dieses Buch handelt vom Umgang mit fehlerbehafteten Groflen und gerundeten Zahlen,
von Zahlen im Alltag, vom praktischen Rechnen (mit und ohne Werkzeug), von numeri-
schen Losungsverfahren fiir Gleichungen, von numerischer Integration und numerischen
Aspekten bei linearen Gleichungssystemen. Wir haben elementare Inhalte der numeri-
schen Mathematik zusammengestellt, die uns als fachlicher Hintergrund fiir Lehrkréfte
besonders wichtig erscheinen: Da in der Praxis des (auch schulischen!) Rechnens Ndhe-
rungen und Fehler unvermeidbar sind, sollten angehende Lehrkrifte unbedingt diesbe-
zligliches Grundlagenwissen erwerben. Anschaulichkeit und Phinomene stehen dabei im
Vordergrund. Zu Beginn der jeweiligen Kapitel werden oft einzelne Phinomene geschil-
dert, die dann im Anschluss genauer analysiert werden (oft auch mittels Computereinsatz),
d.h., auch die zugehdorigen theoretischen Aspekte sollen nicht zu kurz kommen. Dem in
der Praxis und im Unterricht so wichtigen Uberschlagsrechnen und praktischen Faust-
regeln wird viel Raum gegeben (ohne Computer). Denn gerade in einer Zeit steigender
»Computerisierung* ist zwar das konkrete Rechnen mit vielstelligen Zahlen nicht mehr so
wichtig, aber der Uberblick iiber Grifenordnungen wird dabei immer wichtiger.

Dieses Buch richtet sich primir an Lehrende und Studierende in Studiengéngen fiir das
Lehramt fiir die Sekundarstufe I bzw. an Haupt- und Realschulen, es kann die Basis fiir
eine entsprechende Lehrveranstaltung zur Elementaren Numerik in einem solchen Stu-
diengang sein. Aber auch fiir Studierende der Primarstufe kann eine solche Veranstaltung
als vertiefter fachinhaltlicher Hintergrund dienen; die behandelten Themen sind zwar in
der Regel nicht direkt in der Grundschule umsetzbar, aber die Idee des Schitzens und
Uberschlagens spielt auch dort eine grofle Rolle (vgl. [15], [21]). Zudem konnen (ange-
hende und praktizierende) Lehrkrifte der Sekundarstufe II von diesem Buch profitieren,
denn die genannten Themen sind ebenso fiir diese Stufe relevant; einige Kapitel beziehen
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sich direkt auf den Stoff der Sekundarstufe II, auch um den Lehrkriften der Sekundarstu-
fe I einen Ausblick zu geben, wie entsprechende Methoden spiter vertieft werden.

Zu jedem Abschnitt gibt es einen Anhang mit Aufgaben zum selbststindigen Weiter-
arbeiten (mit Ausnahme von Kap. 1, dort sind die Aufgaben in den Text integriert). Wir
haben jedoch absichtlich zu den Aufgaben keine Losungen aufgenommen, sodass Leh-
rende diese Aufgaben wirklich als eigenstindig zu I6sende Ubungen fiir die Studierenden
stellen konnen; dies wire nur sehr eingeschriankt moglich, wenn Studierende Losungen
direkt im Buch oder auf der Verlagshomepage finden konnten.

Eine konzeptionelle Grundlage war das Buch Elementare Numerische Mathematik
[27]. Wir haben allerdings aus diesem Buch nur wenige Textteile mit geringer Uberarbei-
tung iibernommen (so etwa Abschn. 3.3 und Teile von Kap. 6) und das meiste vollig neu
gefasst (insbesondere Kap. 1) oder wesentlich iiberarbeitet.

Es gibt natiirlich andere Lehrbiicher zur Numerischen Mathematik, die jedoch schwer-
punktmiBig fiir die Ausbildung von Mathematikern/-innen oder Ingenieuren/-innen kon-
zipiert sind, so dass sie in der Lehrerausbildung kaum einsetzbar sind.

Was ist nun ,,Elementare Numerik“? Was unterscheidet sie von dem Forschungs- und
Anwendungsgebiet ,,Numerische Mathematik* (kurz ,,Numerik*)?

Ganz generell kann man die Elementarmathematik nicht nur als Reduktion der ,,H5-
heren Mathematik verstehen, wie manchmal behauptet wird. Stattdessen bezieht sie ihre
Ziele, Inhalte und fachdidaktischen Prinzipien aus ihrer Rolle als Hintergrund des Unter-
richts. Aus dem allgemeinbildenden Anspruch der Schule ergibt sich nicht nur die For-
derung nach Vereinfachung (ohne Verfilschung!), sondern vor allem nach einer breiteren
Auswahl der Themen und Methoden, nach anderen Zugingen und anderen Rechenwerk-
zeugen.

Das Ziel der professionellen Numerik ist, grob gesagt, die Entwicklung und theoreti-
sche Analyse von Algorithmen zum Losen von (Anwendungs-)Problemen mittels Com-
putern. Demgegeniiber werden wir zunichst einmal die Ungenauigkeit von Zahlen als
zentrale Idee herausstellen und unter verschiedenen Aspekten hinterfragen. Wir nehmen
auf elementare Weise (auf dem Niveau der Schulmathematik) Phinomene rund um unge-
naue Zahlen zum Anlass, um die Bedeutung von Ndherungswerten, Niherungsverfahren
und Fehlerfortpflanzung deutlich zu machen.

Leider ist die Numerik (noch) nicht so explizit im Curriculum verankert wie z.B.
Arithmetik, Geometrie und Analysis und zunehmend auch die Stochastik. Jedoch wird im-
mer wieder gefordert, auch numerische Aspekte stirker im Unterricht zu beriicksichtigen,
einerseits wegen ihrer groBen praktischen Bedeutung (fiir Handwerk, Technik, Wissen-
schaft), andererseits aus innermathematischen Erwédgungen; das Zitat von Felix Klein iiber
die komplementidren Rollen der Prdzisions- und Approximationsmathematik, die zusam-
men erst ein ausgewogenes Bild der Mathematik ergeben, ist wohl eines der bekanntesten
Beispiele. Zudem erscheinen heute viele Probleme in einem neuen Licht, denn Taschen-
rechner und Computer sind in der Schule als mathematische Werkzeuge nicht mehr weg-
zudenken.
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Das Einstiegskapitel 1 ist mit Zahlen im Alltag tiberschrieben. Hier werden in Ab-
schn. 1.1 zunéchst einige kurze Episoden geschildert, die zum Nachdenken anregen sollen.
Dann folgen in den Abschn. 1.2 und 1.3 detaillierte Ausfiihrungen zum oben schon als
wichtig bezeichneten Uberschlagsrechnen — eine oft sehr vernachlissigte Kulturtechnik —
und zu bekannten Faustregeln. Spezielle Aspekte grofer und kleiner Zahlen werden in
Abschn. 1.4 behandelt. Das in letzter Zeit immer populédrer werdende Benford-Gesetz
(Schilderung der Phinomene, zugehoriger Anwendungen und eine ganz elementare Er-
klarung dafiir) rundet das Kap. 1 ab. Dieses Gesetz beantwortet die Frage: Warum ist die
1 als fiihrende Ziffer von Zahlen bevorzugt? Es ist ja in gewisser Weise ziemlich erstaun-
lich, dass das iiberhaupt so ist.

Im Kap. 2 geht es um Mathematische Aspekte ungenauer Zahlen, es werden viele in
Kap. 1 angerissene Phinomene wieder aufgegriffen und exaktifiziert. Hierbei geht es pri-
mir um dazu nétige Grundbegriffe wie Fehlerarten, Fehlerschranken, signifikante Ziffern
etc. und um mogliche Prinzipien der Fehlerfortpflanzung beim Rechnen mit fehlerbehaf-
teten GroBen.

Den Themen Potenzen, Wurzeln, Pi-Berechnung, trigonometrische Funktionen (hier
wird u. a. ein antiker und ein moderner Algorithmus besprochen) ist das Kap. 3 gewidmet.
Einerseits fragt man sich doch manchmal, was eigentlich passiert, wenn man auf dem Ta-
schenrechner die Wurzel- oder Sinus-Taste driickt; wir werden auf elementarem Niveau
zeigen, wie es gehen konnte (die Realitdt ist zumeist nicht so einfach). Andererseits er-
geben sich zahlreiche reizvolle mathematische Probleme, wenn man auf die Werkzeuge
ganz oder teilweise verzichtet. Auch historische Aspekte kommen nicht zu kurz, etwa bei
der Berechnung von .

Das Kap. 4 behandelt das nédherungsweise Losen von nichtlinearen Gleichungen; im
Kap. 5 finden sich einige ausgewihlte Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung be-
stimmter Integrale. Lineare Gleichungssysteme sind ein wichtiges Thema im Schulunter-
richt, sowohl in der spiten Sekundarstufe 1 als auch in der Sekundarstufe 2; das Kap. 6
beschiftigt sich mit zugehdrigen numerischen Phinomenen. Ein wichtiger Aspekt in die-
sen drei Kapiteln ist wiederum, die Werkzeuge ein wenig zu ,.entzaubern, denn viele
Taschenrechner und Computer-Algebra-Systeme (diese sind zunehmend in Taschenrech-
nern vorhanden oder als Apps fiir Tablets und Smartphones zu haben) kénnen auf Tas-
tendruck u. a. Losungen von Gleichungen und Integrale von Funktionen berechnen. Wir
werden zwar nicht die tatsdchlich implementierten Verfahren darstellen kdnnen (sie sind
teils komplizierter, teils geheim), aber wir werden zeigen, wie es prinzipiell moglich ist,
solche Berechnungen auszufiihren.

Es gibt sicher noch weitere interessante Themen, auch in einem elementaren Kontext,
etwa Differentialgleichungen oder Interpolation. Wir haben jedoch keine Vollstindigkeit
im Sinne einer umfassenden Einfiihrung in die Numerische Mathematik angestrebt, wie
man sie in der einschldgigen Literatur findet (diese setzen in aller Regel deutlich mehr
mathematische Kenntnisse voraus).

Zu den Werkzeugen, die wir benutzen, gehoren in erster Linie Taschenrechner (im
Text mit TR abgekiirzt), weil sie stindig verfiigbar sind. Beim Computereinsatz haben
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sich in den letzten zwanzig Jahren einige Programme fest etabliert: Tabellenprogram-
me, Computer-Algebra-Systeme (CAS) inklusive Funktionenplotter sowie Dynamische-
Geometrie-Software (DGS). Dem Thema entsprechend setzen wir vorrangig Tabellenpro-
gramme und CAS ein; viele Zeichnungen sind zwar mit DGS erstellt, der Umgang damit
ist jedoch nicht intendiert. Wir gehen davon aus, dass sich in naher Zukunft inhaltlich an
diesen Werkzeugen wenig dndern wird. Wir konnen nicht antizipieren, in welcher Form
sie in Zukunft technisch allgemein verfiigbar sind; schon heute gibt es sie als grafische TR,
als Tablet-Apps oder auf Smartboards. Im Prinzip ist das fiir unsere Zwecke zwar relativ
belanglos, fiir den realen Mathematikunterricht konnen technische Weiterentwicklungen
aber natiirlich weitreichende Auswirkungen haben.

AbschlieBend sei noch einmal betont: Der elementare Charakter der im vorliegenden
Buch behandelten Numerik zeigt sich auch und besonders in dem Verhiltnis von Theorie
zu Beispielen. Wir sind der Meinung, dass sich das eigentliche Verstidndnis fiir die Pro-
bleme und Verfahren erst mit der Analyse von typischen Beispielen entwickelt; somit ist
die Interpretation von Tabellen und Grafiken eine hochst wichtige Aktivitit. Die Beispiele
sind nicht nur illustrierendes Beiwerk fiir die Theorie, sondern geradezu eine notwendige
Bedingung fiir einen aktiven und forschenden Umgang mit der Materie.

Dortmund und Wien, im Herbst 2014 Berthold Schuppar und
Hans Humenberger
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Zahlen im Alltag

1.1 Wie genau konnen (sollen, miissen) Zahlen sein?

Dieser Abschnitt enthilt in loser Folge einige Episoden zum Sinn und Unsinn der (Un-)
Genauigkeit von Zahlen; sie sollen ein wenig fiir die vorliegenden Probleme sensibel ma-
chen. Es sind durchweg alltéigliche Situationen, die wir hier aufgreifen, also im engeren
Sinne ,,auflermathematisch® — wenn man allerdings die Allgegenwart der Mathematik im
taglichen Leben zugesteht, dann sind es echfe mathematische Probleme.

1.1.1 Gewinnchancen beim Lotto

In der Werbung fiir das deutsche Lotto 6 aus 49 heifit es ,,Gewinnchance eins zu 140
Millionen*. Das bezieht sich ausschlieSlich auf den Jackpot, die Gewinnklasse 1, nimlich
6 Richtige plus Superzahl. (Die letzte Ziffer der 7-stelligen Losnummer ist entscheidend
fiir die Superzahl, diese wird aus den Ziffern 0, 1, . . ., 9 gezogen.)

Unter den 140 Mio. moglichen Ergebnissen der Ziehung gibt es ein einziges, das den
Lottospielern den heifl begehrten Hauptgewinn bringt. Offenbar ist die Zahl gerundet; die
exakte Anzahl der Ergebnisse ist das Produkt der Auswahlmdglichkeiten fiir 6 aus 49
Zahlen (ohne Beachtung der Reihenfolge) und fiir die Superzahl:

(469) -10 = 139.838.160

Die Rundung auf 140 Mio. bringt also keinen groflen Fehler mit sich, und sie ist sehr
praktisch, denn einen Werbetext ,,Gewinnchance eins zu 139 Millionen 838 Tausend 160
kann man sich eigentlich nicht vorstellen.

Wer fiir samtliche Gewinnklassen 1 bis 9 die ,,theoretischen Chancen® wissen mochte,
kann sich im Internet informieren (www.westlotto.de — Lotto — Gewinnchancen), man

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2015 1
B. Schuppar, H. Humenberger, Elementare Numerik fiir die Sekundarstufe,
Mathematik Primarstufe und Sekundarstufe I + II, DOI 10.1007/978-3-662-43479-6_1
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Tab.1.1 Zum Lotto 6 aus 49

Gewinnklasse | Anzahl richtiger Voraussagen | Theoretische Chance 1: | Theoretische Quote

1 6 + Superzahl 139.838.160 8.949.642,20 €
2 6 15.537.573 574.596,50 €
3 5 + Superzahl 542.008 10.022,00 €
4 5 60.223 3.340,60 €
5 4 + Superzahl 10.324 190,80 €
6 4 1.147 42,40 €
7 3 + Superzahl 567 20,90 €
8 3 63 10,40 €
9 2 + Superzahl 76 5,00 €
(feste Quote)

findet dort die in der Tab. 1.1 aufgelisteten Gewinnklassen und die zugehdrigen Chancen
in der Form 1 : x, wobei x eine ganze Zahl ist, z. B. 1 : 76 fiir die Gewinnklasse 9, was man
in naheliegender Weise so interpretiert: Unter 76 Tipps gibt es durchschnittlich einmal
diesen Gewinn. (Die 4. Spalte lassen wir zunéchst auler Acht.)

Die Angabe einer ganzen Zahl mit sdmtlichen Stellen bis hinunter zur Einerziffer sug-
geriert Exaktheit, aber wie sich herausstellt, ist es nicht so: Bis auf eine einzige sind alle
Zahlen in Spalte 3 gerundet.

Zur Abkiirzung setzen wir G = 139.838.160, die Gesamtzahl aller moglichen Tipps
inklusive der moglichen Losnummer-Endziffern (— Superzahl). In Gewinnklasse 1 fallt
nur ein einziger Tipp, deshalb ist die Chance hierfiir 1 : G, das ist die einzige exakte Zahl.
Beispiel Gewinnklasse 2: Es gibt neun mogliche Ergebnisse mit 6 Richtigen ohne Super-
zahl, also ist 9: G die exakte Gewinnchance, sie soll aber in der Form 1: x ausgedriickt
werden. Somit muss gelten:

G
=X = 3= 15.537.573,333 ...

Der Tabellenwert ist ganzzahlig gerundet.

Allgemein wird x ermittelt, indem man G durch die Anzahl der fiir die jeweilige Ge-
winnklasse giinstigen Félle teilt. Diese Anzahlen sowie die Quotienten sind in der Tab. 1.2
mit zwei Nachkommastellen aufgelistet.

Bei ,,Wikipedia®“ (Stichwort Lotto) werden die Gewinnchancen tatsidchlich in dieser
Form, auf zwei Nachkommastellen gerundet angegeben.

Zwar hat vermutlich das Runden auf ganze Zahlen noch keinen Lottospieler ernsthaft
gestort, aber warum rundet man nicht gleich auf handlichere Zahlen, z. B. bei der Ge-
winnklasse 2 auf 1 : 15,5 Mio.? In manchen Fillen bietet es sich geradezu an, etwa bei den
Klassen 4 und 5.
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Tab.1.2 Berechnung der Gewinnchancen

Gewinnklasse (SZ = Superzahl) Anzahl a giinstiger Tipps X = %

2 (6Ri. 0. SZ) 9 15.537.573,33
3 (SRi. +S2) ©) - (%) =258 542.008,37
4 (5Ri. 0.52) ©)- (%) 9=2322 60.223,15
5 (4Ri. +S2) 6 - (%) =13.545 10.323,97
6 (4Ri. 0.52) ©)-(%)-9=121.905 114711
7 3Ri. +S2) §) - (%) = 246.820 566,56
8 3Ri.0.52) ) - (%) -9=12.221.380 62,95
9 (2Ri. +S2) ©) - (%) = 1.851.150 75.54

Zur Berechnung der realen Gewinne nur so viel: 50 % der Einnahmen eines Spieltages
werden als Gewinn ausgeschiittet, dieser Betrag wird nach einem gewissen Schliissel auf
die Gewinnklassen verteilt, in der Regel zu festen Prozentsétzen. Dadurch kommt es zu
groflen Schwankungen bei den Gewinnen vor allem bei den hoheren Klassen, weil dort die
Anzahl der Gewinner recht klein ist und zufallsbedingt stédrker variiert als in den kleineren
Klassen. Wie die ,.,theoretische Quote* in der 4. Spalte von Tab. 1.1 berechnet wurde, ist
uns nicht klar, aber man fragt sich doch unwillkiirlich: Was hat es fiir einen Sinn, die
Betrige so genau hinzuschreiben, wenn die realen Gewinne so stark vom Zufall abhéingen
(und sich in der Tat stark dndern)?

Auflerdem ist nicht ganz verstiandlich, warum an dieser Stelle das Wort Quote verwen-
det wird. Es handelt sich vermutlich um durchschnittliche Auszahlungswerte; unter einer
Quote versteht man jedoch in der Regel einen in irgendeiner Weise relativen Wert. Hier
sind es aber absolute Werte in Euro.

1.1.2 Wer den Centnichtehrt...

Wenn man Prospekte von Warenhdusern durchblittert oder Zeitungsanzeigen liberfliegt,
findet man kaum noch Preise, die nicht mit der Ziffer 9 enden: Fernseher fiir 499,99 €,
Reisen fiir 1299 €, Waschmittel fiir 9,99 €, Butter fiir 0,99 € ... (Vgl. die Collage in
Abb. 1.1; Ausnahmen bestitigen die Regel, denn ,,Schnapszahl-Preise” wie 33 € oder
777 € sind auch nichts anderes als Hingucker.)

Konnen die Kunden eigentlich nicht runden?

Schwellenpreise, die knapp unterhalb einer ,,runden® Zahl liegen (je nach Grofienord-
nung unterschiedlich), haben sich heute derart verbreitet, dass sich kaum noch ein Héndler
traut, runde Zahlen als Preise zu nehmen, obwohl man den Unterschied in aller Regel ver-
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Abb. 1.1 Schwellenpreise

gessen kann. Selbst die Buchverlage, lange Zeit mit Preisen der Form x,80 € eher moderat
in dieser Hinsicht, haben sich groBtenteils auf x,99 € umgestellt.

Warum wird so ein Aufwand getrieben? Warum fixiert man sich auf sprachliche Mons-
ter wie ,,vierhundertneunundneunzig Euro neunundneunzig®, statt einfach ,,fiinfthundert
Euro* zu sagen?

Mit Sicherheit beruhen die Schwellenpreise nicht auf scharfer Kalkulation; 1 ct mehr
oder weniger macht den Kohl nicht fett. Offenbar sollen die Preise kleiner wirken, als sie
tatsdchlich sind. Aber das funktioniert doch nur, wenn die Kunden vornehmlich auf die
Ziffer mit dem hochsten Stellenwert schauen!?

Ob sie das wirklich tun, miisste man einmal testen, etwa so: Zwei Elektronik-
Fachmirkte, nennen wir sie Maxi-Markt und Jupiter, bieten den gleichen Fernseher
an, der eine fiir 499,99 € und der andere fiir 500 €. Werden bei Maxi-Markt mehr Geriite
abgesetzt, oder sagen die Kunden ,,Ich bin doch nicht bléd* und gehen zu Jupiter?

Urspriinglich steckte hinter den Schwellenpreisen sicherlich die Idee, den Preis niedri-
ger erscheinen zu lassen, als er in Wirklichkeit ist. In der Tat ist ja 499,99 < 500. Praktisch
wirkt sich das ,,Weniger* aber nicht aus, weder fiir den Kunden noch fiir den Hiandler, weil
man die Differenz relativ zum Betrag sehen muss. Und wenn es alle so machen, wird dann
die psychologische Wirkung nicht schnell verpuffen?

Tankstellen haben ein Privileg, das vielleicht einzigartig ist: Sie diirfen ihre Einzelprei-
se (d.h. Preise pro Liter Kraftstoff) mit Betrdgen auszeichnen, die im Zahlungsverkehr
unmoglich sind, ndmlich mit Zehntel-Cent (vgl. Abb. 1.2).

Nehmen wir als Beispiel 149° ct: Das bedeutet nicht etwa ,,149 hoch 9%, was fiir Ma-
thematiker nicht sehr abwegig wire. Allerdings wiren das 36.197.319.879.620.191.349ct
pro Liter, gerundet 3,6 - 10" ct; selbst angesichts der permanenten Geriichte iiber Preis-
treiberei der Mineral6lfirmen kommt dabei nur ein schwacher Kalauer heraus.
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Abb. 1.2 Preise einer Tank-
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Jetzt im Ernst: Welchen Unterschied wiirde es ausmachen, wenn die Tankstellen ihre
Literpreise in ehrlicher Weise auf Cent genau und nicht mit dem omindsen 0,9-Cent-
Anhingsel angeben wiirden? Ein paar Gedankenspiele seien gestattet.

Angenommen, Tankstelle A bietet 1£ Benzin fiir 1,50 € an, Tankstelle B hat den Preis
auf 1,499 € gesetzt. Lohnt es sich, mit einem Umweg von 1 km zu B zu fahren?

Bei einer Tankfiillung von 50 £ betrigt der Preisunterschied 5 ct. Bei einem Verbrauch
von 6,7 £/100 km bezahlt man 10 € fiir 100 km (reine Spritkosten!), also 10ct fiir 1 km.
Rechnet man die Fixkosten fiirs Auto hinzu, dann wiirde sich nicht einmal ein Umweg
von 200 m lohnen.

Eine andere Rechnung zum gleichen Problem: Wiirde man bei beiden Tankstellen fiir
75 € tanken, hitte man bei B fiir 5 ct mehr Benzin bekommen; welcher Menge entspricht
das? Zwischenrechnung:

11=2150ct == 1lcl=1,5¢c¢ = 3,3cl=5ct

Das ist etwa ein grofies Schnapsglas voll. Kann man eigentlich die gezapfte Menge Benzin
so genau messen? (Man beachte: Das Gesamtvolumen betridgt 501!)

Rechnen FEin anderer Grund fiir die Schwellenpreise im Supermarkt besteht vielleicht
darin, das Rechnen zu erschweren. Preisvergleiche sind inzwischen leicht moglich, weil
die Laden gezwungen sind, bei der Auszeichnung der Waren auch die Preise pro Einheit
(also pro kg, pro 1 usw.) anzugeben. Aber kann man wéhrend des Einkaufs ausrechnen,
was man hinterher an der Kasse bezahlen muss, zumindest ungeféhr? So unwahrscheinlich
es fiir viele Menschen klingen mag, es geht mit einem einfachen Trick: Aufrunden! Die
glatten Preise lassen sich viel leichter addieren, und am Schluss zieht man so viele Cent ab,
wie man Teile im Einkaufswagen liegen hat (Schitzen ist erlaubt). Hinzu kommt natiirlich
eine gewisse Fertigkeit im Kopfrechnen, aber das kann man trainieren. Probieren Sie es
beim néchsten Einkauf oder tiberpriifen Sie so Ihren letzten Kassenzettel; es funktioniert!
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Kleine Miinzen Ein weiterer Nachteil der Schwellenpreise ist der ldstige Umgang mit
dem Kleingeld. Wer mit Karte bezahlt, hat damit keine Probleme, aber oft genug ist Bar-
zahlung unvermeidlich. Wenn man beim Bécker ein Brot (750 g) fiir 2,99 € erwirbt, iiber-
reicht die freundliche Verkéduferin mit strahlendem Licheln das Wechselgeld (,,. . . und ein
Gliickspfennig, bitte schon!*), obwohl auch sie insgeheim den Zusatzaufwand verflucht.
Wenn der Bécker nebenan ein Brot mit 752,5 g fiir 3 € anbieten wiirde, wire es der gleiche
Preis, und die Verkéuferin hitte weniger Arbeit. Aber die Kunden wiirden sich vermutlich
von der Gewichtsangabe veralbert fiihlen; so genau kann man das Gewicht beim Backen
doch gar nicht festlegen!? Dagegen findet inzwischen (fast) jeder einen Preis von 2,99 €
ganz normal.

Verzicht auf kleine Miinzen Der Umgang mit Kleingeld ist nicht nur ldstig, sondern
auch aus einer anderen Perspektive problematisch: Die Herstellungskosten der 1-ct- und
2-ct-Miinzen iibersteigen ihren Wert. Holland und Finnland haben daraus Konsequenzen
gezogen: Diese Miinzen sind dort nicht mehr im Umlauf. Beim Einkauf mit Barzahlung
wird die Endsumme auf 5-ct-Betriige gerundet, und zwar aufwirts oder abwirts. Beispiel:
Bei der Endsumme 15,43 € bezahlt man 15,45 €, aber bei 15,42 € nur 15,40 €.

Manchmal muss man eben 1 oder 2 ct mehr bezahlen, manchmal aber auch weniger,
und man braucht wohl keine groien stochastischen Untersuchungen um herauszufinden,
dass der Erwartungswert fiir die so entstehenden Mehr- oder Minderkosten null ist. D. h.,
auf lange Sicht dndert sich gar nichts, weder fiir den Héndler noch fiir den Kunden; der
alltigliche Umgang mit Bargeld wird aber wesentlich vereinfacht, und der Staat spart
Steuergelder, weil die Kosten fiir Herstellung, Verteilung und Verwaltung kleiner Miinzen
wegfallen.

Gleichwohl hat es theoretisch ein paar merkwiirdige Konsequenzen, wenn man so mit
den Preisen verfihrt, insbesondere bei kleinen Betrdgen, wenn 1 oder 2 ct relativ viel aus-
machen: Angenommen, eine Flasche Wasser kostet 22 ct, und man kauft zwei Flaschen;
dann bezahlt man 45 ct. Wenn man sie einzeln gekauft hitte, dann hitte man nur 40 ct
bezahlt . ..

Zugegeben, reich werden kann man mit solchen Tricks nicht. Immerhin erzielt man bei
Einzelkauf ohne Weiteres einen Rabatt von ca. 9 % — wo sonst gibt es solche Preisvorteile!
Noch drastischer wird es, wenn man sich fiir die billige Sorte zum Preis von 12 ct pro
Flasche entscheidet. Und Bonbons zu 2 ct das Stiick kauft man am besten nicht tiitenweise,
sondern einzeln — spitestens an dieser Stelle wird es dem Héndler vermutlich dann doch
zu bunt.

1.1.3 Zeitmessung beim Sport
Wenn die Zeit fiir die Rangfolge bei einem Wettbewerb maligebend ist, gibt es immer wie-

der knappe Entscheidungen, selten zwar, aber gerade sie werfen Fragen auf: Wie genau
kann man messen? Was ist moglich, was ist sinnvoll? Grundsitzlich sind ja die Zeiten
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gerundet, je nach Wettbewerb unterschiedlich; auSerdem sind Messungen immer mit Feh-
lern behaftet (das ist kein Manko, sondern eine natiirliche Eigenschaft). Meistens sind die
Platzierungen eindeutig zu bestimmen, aber manchmal wird es schwierig, eine gerechte
Entscheidung zu treffen.

Beispiel 1 Bei den Olympischen Spielen Miinchen 1972 gab es so eine knappe Ent-
scheidung im Schwimmen. In der Disziplin 400 m Lagen siegte Gunnar Larsson mit
4:31,981 min, Tim McKee kam mit 4:31,983 min auf den 2. Platz. Vor 1972 wurden die
Zeiten noch auf Zehntelsekunden genau angegeben (dann hitten beide 4:32,0 min gehabt);
ab 1972 war die Messtechnik so weit verbessert, dass man die Zeiten auf Tausendstel-
sekunden genau messen konnte; gleichwohl wurden die Ergebnisse normalerweise auf
Hundertstelsekunden gerundet. Selbst dann hitten beide Schwimmer noch die gleiche
Zeit gehabt. Daher zog man die genauere Messung zurate und fand einen Unterschied
von 0,002 s, weshalb Larsson die Gold- und McKee die Silbermedaille bekam.

Aber was bedeuten 0,002 s? Welchem Léngenabstand entspricht das? Bei 400 m in
272s haben die Schwimmer ziemlich genau eine Durchschnittsgeschwindigkeit von
1,5m/s; das macht 1,5 mm in ﬁ s oder 3 mm in 0,002 s. Hatte Larsson wirklich einen
Vorsprung von 3mm? Wer garantiert eigentlich, dass Larssons Bahn nicht 1 mm kiir-
zer war als die Bahn von McKee? (So genau kann man doch ein Schwimmbecken von
50m Linge gar nicht bauen!) Bei 400 m, also 8 Bahnen ergibe das einen Vorsprung von
8 mm, also einen Zeitvorsprung von ca. 0,005s! Es wire gerechter gewesen, beiden die

Goldmedaille zu geben. (Vgl. auch [10].)

Beispiel 2 Bei den Olympischen Winterspielen Nagano 1998 siegte Silke Kraushaar im
Rodeln Einsitzer mit 3:23,779 min vor Barbara Niedernhuber mit 3:23,781 min. Auch hier
betrug der Unterschied nur 0,002 s, was aber bei der viel hoheren Geschwindigkeit einen
groBeren Streckenunterschied ausmacht: Die Bahnlédnge wird mit 1194 m angegeben, und
die Gesamtzeit wird ermittelt, indem die Zeiten von 4 Laufen addiert werden. Das ergibt
tiberschlagsmiBig eine Gesamtstrecke von 4800 m, die in 200 s zuriickgelegt wird, also
durchschnittlich 24 m pro Sekunde oder 24 mm in 0,001 s. Der Zeitvorsprung von 0,002 s
entspricht also einer Strecke von ca. 5 cm. So weit, so gut — nur ist die Situation hier vol-
lig anders: Die Strecke wird von den Rodlerinnen nacheinander gefahren, die Messpunkte
dndern sich nicht; wir kénnen also davon ausgehen, dass die Strecke fiir alle Teilnehme-
rinnen exakt gleich lang ist, und daher scheint es berechtigt zu sein, die Zeiten auf ﬁ S
genau zu messen.

Das Problem kommt jetzt aus einer ganz anderen Ecke. Auf Tausendstelsekunden ge-
nau zu messen heift, dass die theoretisch exakten Zeiten (jenseits aller Messfehler) um
maximal £0,0005 s vom Messwert abweichen konnen. Bei vier Durchldufen konnen sich
die Messfehler addieren! Was wire, wenn die exakten Zeiten von Kraushaar bei jedem
Lauf um 0,0005 s hoher, die von Niedernhuber aber um 0,0005 s niedriger gewesen wi-
ren? Dann wiire insgesamt Kraushaar um 0,002 s langsamer und Niedernhuber um 0,002 s
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schneller gewesen, und Niedernhuber hitte gewonnen, und zwar mit derselben Differenz
der Gesamtzeiten. Unwahrscheinlich, aber moglich!

Im Allgemeinen werden die Messfehler einander teilweise kompensieren, aber theo-
retisch ist bei den Pldtzen 1 und 2 die umgekehrte Reihenfolge denkbar. Vielleicht wire
auch in diesem Fall eine doppelte Goldmedaille gerechter gewesen?

Wir rechnen jetzt zur Vereinfachung mit Tausendstelsekunden als Zeiteinheit (Zeit-
Lupe). Die gemessene Zeit 7 fiir einen einzigen Lauf ist dann eine ganze Zahl, und die
exakte Zeit ¢ liegt dann um 0,5 Einheiten dariiber oder darunter, d.h. ¢ liegt innerhalb
eines Intervalls der Léange 1; genauer:

I—05<t<7+0,5

Addiert man die Zeiten der 4 Liufe, dann gilt fiir die Summe 7" der 4 exakten Werte und
die Summe T der 4 Messwerte:

T—-2<T<T+2

T wird aber wesentlich hiufiger nahe bei der Intervallmitte T als an den Rindern des
Intervalls liegen, weil in der Regel die Fehler mal positiv, mal negativ sind, sodass sie
einander ausgleichen, zumindest teilweise. Jedoch unterscheiden sich die Gesamtzeiten
Tk, Ty fiir Kraushaar und Niedernhuber genau um zwei Einheiten, sodass die zugeho-
rigen Intervalle fiir T, Ty einander iiberlappen. Es kann also durchaus sein, dass bei
theoretisch exakter Zeitmessung die Zweitplatzierte gewonnen hitte. Die Frage ist: Wie
oft wiirde das in einer solchen Situation passieren?

Wir haben eine Simulation durchgefiihrt, bei der die Abweichungen der exakten Zeit ¢
von der gemessenen Zeit 7 mit Zufallszahlen erzeugt wurden, und zwar fiir je vier Liufe
der beiden Konkurrentinnen. (Dazu wurde das CAS Maple verwendet, mit Excel ginge
es auch. Aus Platzgriinden verzichten wir auf Details.) Kraushaar und Niedernhuber sind
dabei 1 Mio. Mal gegeneinander angetreten, jeweils mit 0,002 s Vorsprung fiir Kraushaar
in der Gesamtzeit. In ca. 0,6 % der Fille hitte bei exakter Zeitmessung Niedernhuber
gewonnen. Also war die Goldmedaille fiir Kraushaar wohl doch berechtigt!? Es war so-
zusagen kein reines Gold, sondern eines mit dem Feingehalt 994, aber die Entscheidung
ist vertretbar.

Interessant ist auch eine Zeitungsmeldung zu diesem spannenden Rennen; vgl. hierzu
auch [11], S. 43: ,,Rodeln fiir Mathematiker: 4,6874 Zentimeter Vorsprung* stand 1998
in der ,,Goslar’schen Zeitung* iiber den Frauen-Rodel-Krimi. Das klingt sehr genau, eben
typisch fiir Mathematik(er). Weiter heil3t es sinngemif: ,,Zwei Tausendstelsekunden Vor-
sprung, eine kaum wahrzunehmende Winzigkeit nach vier Ldufen iiber insgesamt 4776
Meter.*

4,6874 cm bedeutet, dass der Vorsprung auf Mikrometer (jum) genau angegeben wird!
(Zum Vergleich: Ein menschliches Haar hat einen Durchmesser von ca. 50 pm.) Wo-
her diese Zahl kommit, ist leicht zu rekonstruieren: Man hat einfach die Durchschnitts-
geschwindigkeit so genau berechnet, wie die Daten es zulieBen, und dann mit 0,002 s
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Abb. 1.3 Zielfoto (© dpa)

multipliziert. Aber nicht nur im Hinblick auf die fragwiirdige Genauigkeit des berechne-
ten Vorsprungs, sondern vor allem wegen der obigen Uberlegungen zur Zeitmessung muss
man fragen: Was soll das? Die Schlagzeile ,,Rodeln fiir Mathematiker® ist zwar berechtigt,
aber in einem vo6llig anderen Sinne!

Allgemein Bei zeitabhingigen Sportarten (Laufen, Radfahren, Schwimmen, Skifahren
usw.) werden die Zeiten auf Hundertstelsekunden genau angegeben; Rodeln und Bobfah-
ren gehoren zu den wenigen Ausnahmen. So kann es vorkommen, dass der Sieger und
der Zweite gleiche Zeiten haben, obwohl die Rangfolge mit anderen Mitteln — z. B. auf
dem Zielfoto — deutlich zu erkennen ist. Beispiel 100-m-Lauf: Die Strecke wird in ca. 10s
zuriickgelegt, das macht 10 cm in ﬁ s; bei Rundung der Zeiten auf Hundertstelsekunden
haben die Laufer also einen Abstand von maximal 10 cm. Auch geringere Abstinde sind
in der Regel gut erkennbar, nur ganz selten gibt es strittige Situationen (vgl. das Zielfo-
to von einem 60-m-Hiirdenlauf der Damen, Abb. 1.3), dann wiirde auch keine genauere

Zeitmessung helfen.

Runden Manchmal werden die Zeiten auf ﬁ s genau gemessen, dann wird nach einem
bestimmten Modus, der in den Regeln der jeweiligen Sportart festgelegt sein muss, zu
einem Ergebnis mit Hundertstelsekunden iibergegangen.

Fiir dieses Runden gibt es verschiedene Moglichkeiten, die im Sport auch wirklich

angewandt werden. Beispielsweise sei die gemessene Zeit 45,236 s:
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Tab. 1.3 Zeiten beim Ski-Slalom

1. Durchgang 2. Durchgang Gesamtwertung

exakt gerundet .exakt® gerundet exakt® gerundet
Fahrer A 47,165 47,17 52,226 52,23 99,391 99,40
Fahrer B 47,174 47,17 52,224 52,22 99,398 99,39

1. Abschneiden nach der Hundertstel-Stelle, d. h. die folgende Ziffer wird einfach weg-
gelassen: 45,236 — 45,23

2. Auf- oder Abrunden, d. h. bei einer Tausendstel-Ziffer kleiner als 5 wird abgeschnitten,
sonst wird die Hundertstel-Ziffer um 1 erhoht: 45,236 — 45,24

3. Unbedingtes Aufrunden, d. h. sobald ein Hundertstel auch nur ,,angebrochen* ist, wird
es voll gezihlt: 45,236 — 45,24 aber auch 45,231 — 45,24

Bei manchen Sportarten wird die Rangfolge erst nach mehreren Durchgiingen entschie-
den, wobei die Zeiten nach jedem Durchgang auf 1(1)—0 s gerundet und anschlieend addiert
werden. Dabei kann es zu ungewollten, aber unvermeidlichen Problemen kommen, egal
mit welchem Modus gerundet wird. Beispiel: Beim Ski-Slalom werden zwei Durchginge
gefahren, und wir nehmen an, dass die Zeiten auf ﬁ s genau gestoppt und dann auf- oder
abgerundet werden (siehe oben: 2. Modus). Es kann dabei passieren, dass Fahrer A bei
der Gesamtzeit hinter Fahrer B landet, obwohl er mit Beachtung der Tausendstel-Stellen
schneller gewesen wire (siehe Tab. 1.3, alle Zeiten in Sekunden).

Rechnet man auf Tausendstel genau, dann hat Fahrer A gewonnen, und zwar mit einem
Vorsprung von 0,007 s; selbst wenn man die ,,exakte* Gesamtzeit auf Hundertstel run-
den wiirde, wire A um 0,01 s schneller. Aber wenn man zuerst rundet und dann addiert
(so ist die letzte Spalte entstanden), dann ist plotzlich Fahrer B der Gewinner mit 0,01 s
Vorsprung!

Das Beispiel ist natiirlich konstruiert, aber in der Praxis kann es ebenso gut passie-
ren; hinzu kommt, dass man es meistens gar nicht merkt, weil auch fiir die einzelnen
Durchgiinge nur die auf zwei Nachkommastellen gerundeten Zeiten angegeben werden.
Auflerdem ist dieses Phdnomen unabhingig von dem Rundungsmodus, es kann auch beim
Abschneiden oder beim unbedingten Aufrunden vorkommen, zwar nicht mit den Zeiten
von Tab. 1.3, aber in passenden Konstellationen. Konstruieren Sie selbst je ein Beispiel
dazu!

Aktueller Nachtrag Bei den Olympischen Winterspielen 2014 in Sotschi gab es im Ab-
fahrtslauf der Damen zwei Goldmedaillen. Hierzu eine Kurzmeldung auf der Internetseite
der ,,Frankfurter Allgemeinen Zeitung* (www.faz.net) am 12.02.:

»Zum ersten Mal gab es in einem Rennen gleich zwei Alpin-Olympiasiegerinnen. Die
Schweizerin Dominique Gisin und Tina Maze aus Slowenien durften zeitgleich gemeinsam
feiern. In 1:41,57 Minuten lag das Duo eine Zehntelsekunde vor der favorisierten Schweizerin
Lara Gut. 2,67 Meter trennten die Gewinnerinnen von Gut.*


www.faz.net
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Abb. 1.4 Info-Box zum
Hengsteysee

Zahlen und Daten zum See

® Der Hengsteysee ist ein 1929 im Schnitt 4,6 Meter tief und fasst
fertiggesteliter und vom Ruhrver- 3,3 Millionen Kubikmeter Wasser

band betriebener Stausee. - damit konnte man 27 500
durchschnittlich groRe Badewan-
| Er ist gut vier Kilometer lang, nen fiillen.

Offenbar wurden die Tausendstelsekunden nicht bei der Wertung beriicksichtigt, si-
cherlich eine sinnvolle Regelung. Gleichwohl kodnnten sich die exakten Zeiten um bis zu
0,01 s unterscheiden. (Hinweis fiir Theoretiker: Der Unterschied betrdgt zwar weniger als
0,01 s, er kann aber dieser Obergrenze beliebig nahe kommen.) Wenn also Liuferin A
tatsdchlich den maximalen Zeitvorsprung von 0,01 s gegeniiber Liuferin B gehabt hitte,
welchen Streckenvorsprung hitte das bedeutet? Hier hilft die zweite Zahlenangabe: Der
Abstand der Drittplatzierten betrug zeitlich eine Zehntelsekunde bzw. 2,67 m als Strecke,
mithin entspricht 0,01 s einem maximalen Abstand von ca. 27 cm der beiden Erstplatzier-
ten; wéren sie parallel gelaufen, hitte ein Zielfoto wahrscheinlich eindeutig entschieden,
aber bei dieser Sportart geht das leider nicht!

Zuriick zum Abstand der Bronze-Gewinnerin von 2,67 m: Das ist zunichst einmal eine
raffiniert versteckte Aufgabe, nimlich die Gesamtstrecke und die Durchschnittsgeschwin-
digkeit zu berechnen. Aber was bedeutet die Genauigkeit (Angabe auf cm genau)? Zwar
ist das nicht so dramatisch wie beim obigen Rodel-Beispiel mit der auf Mikrometer ge-
nauen Differenz; aber auch hier betrigt der Zeitunterschied nicht exakt 0,1 s, sondern liegt
irgendwo zwischen 0,09 s und 0,11s. Dementsprechend konnte der Streckenunterschied
ebenfalls um ca. 27 cm nach oben oder unten abweichen, er liegt also irgendwo zwischen
2,40 m und 2,94 m. Zugegeben: Fiir eine Zeitungsmeldung wire das ein bisschen umstind-
lich. Aber es kann nicht schaden, dariiber nachzudenken.

1.1.4 Der Hengsteysee

Dieser Ruhr-Stausee liegt an der Stadtgrenze von Dortmund und Hagen. Am 09.10.2013
war in der ,,Westfilischen Rundschau Dortmund ein Artikel iiber den See zu lesen, der
mit einer kleinen Info-Box endete (vgl. Abb. 1.4).

27.500 Badewannen — das ist eine imponierende Anzahl. Aber wenn man die Gro-
Benordnung des Stausee-Volumens damit vergleicht (beim oberflichlichen Lesen klappt
das nicht immer auf Anhieb), dann miisste eigentlich die rote Warnlampe angehen.
3,3Mio. m? — ?!? Wiirde eine Badewanne einen Kubikmeter fassen, dann wiren es bereits
3,3Mio. Wannen! Ein solch riesiges Gefal3 briuchte aber schon eine spezielle Statik des
Hauses, in Wirklichkeit kann man mit 1 m> Wasser vier bis fiinf normale Wannen bis
zum Uberlauf fiillen, also wiirde der Hengsteysee in ca. 15 Mio. Wannen passen! Wenn
man allerdings noch drin baden mochte, ldsst man ja die Badewanne nur halbvoll laufen,
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damit man selbst noch hineinpasst, ohne das Badezimmer zu fluten. Dann wiren es sogar
30 Mio. Vollbéder — eine saubere Sache.

Was ist passiert? Um dem Fehler auf die Spur zu kommen, sollten wir untersuchen:
Mit welcher Wannen-Fiillmenge hat der Autor gerechnet?

3,3 Mio. m?

— = 120m®/Wanne
27.500 Wannen

Aha. Offenbar lag die Annahme eines durchschnittlichen Wasservolumens von 1201 pro
Badewanne zugrunde, und die Rechnung verlief so:

3.300.000

= 27.500
120

Dieses Phinomen ist bei Textaufgaben im Mathematikunterricht wohlbekannt: Man ver-
gesse moglichst schnell den Kontext und setze die Zahlen moglichst sinnvoll zusammen,
es wird schon etwas (hoffentlich Richtiges) herauskommen. Dummerweise passten die
MaBeinheiten nicht zusammen — eigentlich ein unverzeihlicher Fehler, vor allem wegen
der Verschiebung der Gréenordnung um drei Zehnerpotenzen. Aber die Zeitung hat sich
anderntags in einer Glosse dafiir entschuldigt. So weit, so gut. Irren ist menschlich.

Die richtige Rechnung hitte also 27,5 Mio. Badewannen ergeben. Hier schliefit sich
die néchste kritische Frage an: Ist diese Genauigkeit eigentlich gerechtfertigt? ,,Wikipe-
dia“ gibt 1401 als durchschnittliche Fiillmenge einer normalen Wanne an, und damit wire
die Anzahl nur 3,311:(1;1(1.1 ~ 23,6 Mio. Wannen; wenn man Wasser spart und 1101 oder sogar
nur 1001 fiir ein Vollbad einfiillt, dann ergibt sich eine Anzahl von 30 Mio. bzw. 33 Mio.
Wannen. Wire dann nicht die Angabe ,,ca. 30 Mio.* als Groflenordnung wesentlich sinn-
voller?

Zweifellos hat der Autor des Zeitungsartikels versucht, die Wassermenge im Hengs-
teysee zu veranschaulichen. Aber wie kann man sich 30 Mio. Badewannen vorstellen?
Vielleicht alle der Linge nach aneinandergereiht, als ,,lingstes Badezimmer der Welt“?
Wie lang wire die Reihe? Oder: Sind es alle Badewannen in Deutschland (von Baby-,
Dusch-, FuBwannen o. A. abgesehen)? Das ist durchaus moglich.

Ausgehend vom Zahlenmaterial in der Info-Box kann man weitere Fragen stellen, etwa
folgende: Linge, Tiefe und Volumen des Sees sind genannt, wie grof} ist dann die durch-
schnittliche Breite? Dazu stellen wir uns den See quaderférmig vor, und wenn wir die
Angabe ,,gut 4 km* als 4100 m interpretieren, dann ergibt sich:

Volumen 3.300.000 m®

= — = ~ 175m
Linge- Tiefe  4.100m-4,6 m

Breite =

Wir priifen das mit Hilfe einer Karte (Abb. 1.5).

An der breitesten Stelle misst man (maBstiblich umgerechnet) eine Entfernung von ca.
400 m vom Nord- zum Siidufer — das passt nicht zusammen, denn die Breite variiert nicht
sehr stark.
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Abb. 1.5 Hengsteysee

»Wikipedia®“ gibt die Breite des Hengsteysees mit 296 m an, ohne die Information,
ob es Durchschnitt oder Maximum bedeutet, aber das Kartenbild legt nahe, dass es die
durchschnittliche Breite ist. Weitere Daten aus ,,Wikipedia“:

Wasseroberfliche 1,36 km?
Linge 4,2km (o.k., das sind also ,,gut 4 km*)
Stauhohe 4,6 m

Wie bitte? In der Info-Box stand ,,durchschnittliche Tiefe 4,6 m*, aber die Stauhohe ist
doch wohl die maximale Tiefe an der Staumauer?!
Mit den neuen Daten konnen wir eine neue Rechnung starten:

Volumen _ 3.300.000 m’

Durchschnittliche Tiefe = =
Oberfliche  1.360.000 m?

=2,43m

Das ist gut die Hilfte der maximalen Tiefe (= Stauhohe), und das klingt durchaus plausi-
bel. Fiir die Breite ergibt sich aus den neuen Zahlen Folgendes:

. 3.300.000 m?
Breite =

=  ~323m
4.200m-2,43m
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Das passt schon wesentlich besser zum Wert aus ,,Wikipedia“; die berechnete Breite ist
zwar immer noch fast 10 % groBer als die angegebene, aber die Groflenordnung stimmt.
Der See ist n